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AVLRTISSEMi:  NT. 


Cet  oiiM"ai»o  a  ôiô  conçu  à  l'occasion  (runc  (iiicsllon  pi'oposéc  par  l'Aca- 
(Icinic  (le  Bi'iixcllcs.  Il  se  rcduisail  alors  aux  doux  Mcinoiros  (|ui  le  tcrnii- 
iient,  adressés  à  rAcadéniie  en  décembre  1829,  cl  précédés  d'une  simple 
introduction  très-reslreinte.  Lorsque  l'Académie  eut  ordonné  l'impression 
de  ce  travail,  je  me  proposai  d'en  étendre  l'introduction,  et  d'y  joindre 
même,  sous  le  litre  de  Notes,  quelques  résultats  de  recherches  qui  ren- 
traient dans  le  sujet.  iMais  je  diiïérai  d'abord  de  donner  suite  à  ce  |)rojet  : 
puis  les  recherches  historiques  proprement  dites,  où  se  présentaient  cer- 
taines questions  obscures  que  je  n'avais  pas  prévues,  retardèrent  l'envoi  du 
manuscrit,  que  l'Académie,  et  l'insistance  amicale  de  son  illustre  et  bien 
regretté  Secrétaire  perpétuel,  M.  Ad.  Quetelet,  me  faisaient  un  devoir  de 
terminer.  L'impression  commença  en  1835,  d'abord  sans  entraves,  et  assez 
rapidement,  mais  fut  bientôt  ralentie,  particulièrement  par  l'étude  des 
ouvrages  indous  de  Brahmegupta,  dont  on  n'avait  pas  encore  signalé  le 
sujet  réel  et  Timportance  spéciale  pour  la  partie  géométrique.  Enfin  le  volume 
parut  en  1837. 

L'Académie,  dans  ces  derniers  temps,  a  eu  la  pensée  de  le  reproduire. 
Ma  santé  et  divers  travaux  arriérés,  dont  je  retiens  même  les  épreuves 


Il  a\fj{tisseiMi:nt 

(IcjMiis  (les  annôos,  ne  me  pormottaicnt  pas  de  prendre  pnii  à  celle  i-éim- 
])ressi()ii.  .Mais  mon  ami,  31.  (lalalaii,  |)r()fesseur  à  rTniversilé  de  Liège, 
a  eu  la  boulé  de  me  bup|)léei'  dans  la  révision  des  éj)i'euves.  Je  le  prie  d'en 
agréer  ici  mes  bien  aiïcctueux  remercîmenls. 

Une  autre  objeclion  pou\ail  se  piésenler.  Depuis  1837,  la  Géométrie  a 
fait  des  progrès  considérables,  (jui  ont  été  le  sujet  d'un  des  Ua|)ports 
entrejH'is  sous  le  ministère  et  sui'  la  demande  de  Thonorable  M.  Duiuy. 
Cette  cii'conslance  pouvait  rendre  fort  douteuse  roj)poitunité  d'un  travail 
déjà  ancien  de  près  d'une  quarantaine  d'années.  Cependant  M.  Ilayez,  im- 
primeur de  l'Académie  de  Belgique,  et  31.  Gautbier-Villars,  quil  a  désiré 
s'associer,  ont  bien  voulu  accompli)-  la  pensée  de  l'Académie.  Qu'ils  ^euillent 
bien  aussi  en  agréer  mes  remerciments. 

Paris,  20  mai  1875. 


— ^»<g>c» 


APERÇU  HISTORIQUE 


StIU   L'OIUCINK  ET   I.E   DEVEI.OI'PEMKNT 


DES  MÉTHODES  EN  GÉOMÉTPJE, 


HAUTlCri.IÈREMKNT  DE  CELLES  QUI  SE  RAPPORTENT 


A  LA  GÉOMÉTRIE  MODERNE. 


Nous  nous  proposons,  dans  cet  Aperçu^  de  présenter  une  analyse  rapide 
des  princij)ales  découvertes  qui  ont  porté  la  Géométrie  pure  au  degré  d'ex- 
tension où  elle  est  parvenue  de  nos  jours,  et  particulièrement  de  celles  qui 
ont  préparé  les  méthodes  récentes. 

Nous  indiquerons  ensuite,  parmi  ces  méthodes,  celles  auxquelles  nous 
paraissent  pouvoir  se  rattacher  la  plupart  des  innombrables  théorèmes 
nouveaux  dont  s'est  enrichie  la  science  dans  ces  derniers  temps. 

Enfin  nous  exposerons  la  nature  et  le  caractère  philosophique  des 
deux  principes  généraux  de  l'étendue,  qui  font  l'objet  principal  de  ce 
Mémoire. 

Nous  avons  distingué,  dans  l'histoire  de  la  Géométrie,  cinq  Époques 
principales.  On  jugera,  après  la  lecture,  si  les  caractères  particuliers  que 
nous  avons  reconnus  à  chacune  de  ces  cinq  Époques  peuvent  justifier  cette 
division. 

i 


2  lilSTOIKi:  DE  LA  GÉOAIKÏIUE. 

Plusieurs  Notes  sont  jointes  à  cet  Aperçu.  Les  unes  sont  deslinées  ;ui 
développement  de  certains  passages  que  nous  avons  du  traiter  brièvenient 
dans  le  discours;  d'autres  présentent  quelques  détails  historiques  dont 
l'étendue  ne  nous  permettait  pas  de  les  donner  comme  annotations  mar- 
ginales, parce  qu'elles  auraient  entravé  la  lecture.  Plusieurs  autres  enfin 
seront  le  fruit  de  nos  propres  recherches  sur  dilTérentes  parties  des  théories 
géométriques  dont  nous  aurons  eu  à  parler,  et  présenteront  peut-être  quel- 
ques résultats  nouveaux. 

Celles-ci  ne  paraîtraient  pas  indispensables,  si  Ton  n'envisageait  que  le 
but  historique  de  notre  travail.  Mais  nous  avons  eu  en  vue  surtout,  en 
retraçant  la  marche  de  la  Géométrie,  et  en  présentant  l'état  de  ses  décou- 
vertes et  de  ses  doctrines  récentes,  de  montrer,  par  quelques  exemples, 
que  le  caractère  de  ces  doctrines  est  d'apporter,  dans  toutes  les  parties 
de  la  science  de  l'étendue ,  une  facilité  nouvelle  et  les  movens  d'arriver 
à  une  généralisation,  jusqu'ici  inconime,  de  toutes  les  vérités  géométri- 
ques; ce  (pii  avait  été  aussi  le  caractère  propre  de  l'Analyse,  lors  de  son 
application  à  la  Géométrie.  Aussi  conclurons-nous,  de  notre  Aperçu,  que  les 
ressources  puissantes  que  la  Géométrie  a  acquises  depuis  une  trentaine 
d'années  sont  comparables,  sous  plusieurs  rapports,  aux  méthodes  analy- 
tiques, avec  lesquelles  celte  science  peut  rivaliser  désormais,  sans  désa- 
vantage, dans  un  ordre  très-étendu  de  questions. 

Cette  idée  se  trouvera  reproduite,  puissions -nous  dire  justifiée!  dans 
plusieurs  endroits  de  cet  écrit,  parce  qu'elle  en  est  l'origine  et  qu'elle 
n'a  point  cessé  de  présider  aux  longues  recherches  qu'ont  nécessitées  la 
partie  historique,  les  Notes,  et  les  deux  Mémoires  qui  composent  cet  ouvrage. 

Ilàtons-nous  de  dire,  cependant,  pour  éviter  toute  interprétation  inexacte 
de  noire  but  et  de  notre  sentiment  sur  les  deux  méthodes  qui  se  partagent 
le  domaine  des  sciences  mathématiques,  que  notre  admiration  pour  l'instru- 
ment analytique,  si  puissant  de  nos  jours,  est  sans  bornes,  et  que  nous 
n'entendons  pas  lui  mettre  en  parallèle,  sur  tous  les  points,  la  méthode 
géométrique.  Mais,  convaincu  qu'on  ne  saurait  avoir  trop  de  moyens  d'in- 
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vesli^Mlion  dans  la  rcclicichc  des  vérilés  inallirniali(|iM's,  (|iii  (ouïes  pcjiveiil 
(loviMiir  (''i:;al(Mn(Mil  Cacilcs  o\  iiiliiilivcs  (|ii:iii(l  on  a  Iroiivé  cl  siiiNJ  la  voie 
('(roilc  (|(ii  leur  csi  proj)!!^  cl  iialuicllc,  nous  avons  |)('ns(''  (|n"il  ne  poiiNail 
(pTôlre  niilc  dc^  nionlrcM',  anlanl  (|uo  nos  lail)l('s  moyens  nons  \v,  ix'rnicl- 
laicnl,  (|n(^  los  docli'inos  do  la  pnrc  (iéonK'Iric  oITrcnl  sonNcnl,  cl  dans  un(; 
l'onlo  do  (|noslions,  ccllo  voie  simple  el  nalni'clle  (pii,  jx-nc-lianl  jns(|trà 
Fori^ine  des  vérités,  mel  à  nu  la  cliaine  mystérieuse  (|ui  les  unit  enticî  elles, 
el  les  fait  connaître  individuellement,  de  la  manière  la  plus  lumineuse  el  la 
plus  eomplèle. 


IIISTOIKK  DE  LA  GEOMETRIE. 


\^\^^^\^^^(v^\'\\(\'v\\'^\^^^\^\'\'\;\^^\^^^\^(v\'\,^^\\^\^\'\^.vvxlvx^^^^v\^^\^^^^^^^^'\'v^v'^v^^^\^\^\^'wv\^^'v^ 


CHAPITUE  PREMIER 


PREMIÈRE  EPOQUE. 


§  i.  La  Géométrie  prit  naissance  chez  les  Clialdécns  et  les  Egyptiens. 

TiiAi.Ks,  Thaïes  qui,  né  en  Phénicie,  alla  s'instruire  en  Egypte,  et  vint  ensuite 

"''*^""avin'rj'.'c.'**"'"s'étahlir  à  31ilet,  y  fonda  l'école  ionienne,  d'où  sont  sorties  les  sectes  des 

philosophes  de  la  Grèce,  et  où  commencèrent  les  premiers  progrès  de  la 

Géométrie. 

PYTHAGoiŒ.  Pythagore,  né  à  Samos,  disciple  de  Thaïes,  qui,  comme  lui,  avait  voyagé 

lit- vers  5SU  .■i\ nul  J.C.  l'i  .  •  i  i  i       i  •  •  i       i-  /•  i 

en  Egypte,  puis  dans  les  Indes,  vmt  se  retn-er  en  Italie,  et  y  fonda  son 
écolo,  beaucoup  plus  célèbre  que  celle  d'où  elle  dérivait.  Ce  fut  principale- 
ment à  Pythagore,  qui  incorpora  la  Géométrie  dans  sa  philosophie,  et  à  ses 
disciples ,  que  cette  science  dut  ses  premières  découvertes.  Les  principales 
furent  la  théorie  de  V incommensurabilité  àe  certaines  lignes,  comme  la  diago- 
nale du  carré  comparée  au  côté;  et  la  théorie  des  corps  réguliers.  Ces  pre- 
miers pas  dans  la  science  de  l'étendue  n'offrirent,  du  reste,  que  quelques 
|)ropositions  élémentaires,  relatives  à  la  ligne  droite  et  au  cercle.  Les  plus 
remarquables  sont  le  théorème  du  carré  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle,  dont  la  découverte  coûta,  dit  l'histoire,  ou  la  fable,  une  hécatombe 
à  Pythagore;  et  la  propriété  qu'ont  le  cercle  et  la  sphère  d'être  des  maxima 
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pamii  les  ligures  de  même  péiiinèlic  ou  iUi  nu'^mc  surface  :  proposilioiis  (|iii 
oiïrenl  le  pieiniei'  ^erme  île  la  doelriiie  des  isojwriuivlrcs. 

^  :2.  La  (îéoiuelrie  lui  ainsi  reslreiiile  juscprà  la  fondation  de  Técolc!  pla- 
tonicienne, épocpie  de  ses  grands  pr()<:;rùs. 

Platon,  comme  les  sa^es  de  la  (îrèce  (pii  Tavaienl  i)i'écé(lé,  alla  s'instruire         h.aton. 

11  1    -  •  Il  ,  .  •  •  II-  .1  "*^-  347  avBul  J.-C. 

dans  les  malnemali(|ues  chez  les  prêtres  égyptiens;  puis  en  Italie  auprès  des 
pythagoriciens. 

De  retour  à  Athènes,  ce  chef  du  Lycée  introduisit  dans  la  Géométrie  la 
môthode  (UKi/i/fif/ue  ^,  les  sections  coniques,  et  la  doctrine  des  /ieux  yéonic- 
tri(jucs.  Découvertes  mémorahles,  (pii  firent  de  la  Géométrie,  pour  ainsi  dire, 
une  science  nouvelle,  d'un  ordre  plus  élevé  que  la  Géométrie  élémentaire 
cultivée  jusque-là,  et  que  les  disciples  de  Platon  appelèrent  Géométrie  trans- 
cendante. 

La  doctrine  des  lieux  géométriques  "^  fut  appliquée,  dès  ce  temps,  d'une 
manière  très-savante,  aux  fameux  problèmes  de  h  duplication  du  cube,  des 
deux  moyennes  proportionnelles,  et  de  la  trisection  de  l'anr/le. 

Le  premier  de  ces  problèmes,  célèbre  par  sa  dilficulté  et  par  son  origine  hippockatedechio, 


vers 450  avant  J.-C. 


'  La  déliiiilion  suivante  de  Vanalijse  et  de  la  synthèse,  rapportée  par  Victe,  au  commen- 
cement de  son  Isagoge  in  artem  anabjtkem,  caractérise  parfaitement  les  deux  méthodes  des 
Anciens  :  «  11  est  en  mathématiques  une  méthode  pour  la  recherche  de  la  vérité,  que  Platon 
»  passe  pour  avoir  inventée,  que  Théon  a  nommée  analyse  et  qu'il  a  définie  ainsi  :  Begarder 
»  la  chose  cherchée  comme  si  elle  était  donnée,  et  marcher,  de  conséquences  en  conséquences ,  ' 
»  jusqu'à  ce  que  Von  reconnaisse  comme  vraie  la  chose  cherchée.  Au  contraire,  la  synthèse  se 
»  définit:  Partir  d'une  chose  donnée,  pour  arriver,  de  conséciuences  en  conséquences,  à  trouver 
»  une  chose  cherchée.  » 

2  On  appelle  lieu,  en  Géométrie,  une  suite  de  points  dont  chacun  résout  une  question  pro- 
posée, ou  jouit  d'une  certaine  propriété  dont  ne  jouit  aucun  autre  point  pris  au  dehors  de 
ce  lieu.  Les  Anciens  distinguèrent  les  lieux  géométriques  en  diverses  classes.  Ils  nommèrent 
lieux  plans  la  ligne  droite  et  la  ligne  circulaire,  dont  la  génération  a  lieu  sur  un  plan;  lieux 
solides  les  sections  coniques,  parce  que  l'on  concevait  leur  génération  dans  le  solide;  enfin  lieux 
linéaires  toutes  les  courbes  d'un  ordre  supérieui',  telles  que  les  conchoïdes,  les  cissoïdes,  les 
spirales  et  les  quadratrices. 

On  a  appelé  théorème  local  un  théorème  où  il  s'agit  de  démontrer  qu'une  suite  de  points 
d'une  ligne,  droite  ou  courbe,  satisfait  aux  conditions  d'une  question  proposée,  et  problème 
local  celui  où  il  s'agit  de  trouver  une  suite  de  points  dont  chacun  satisfasse  à  une  question 
proposée 
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MENECHME. 


ARCIIITAS. 


f;iI)ul(Mise,  avnil  (l('jà  orc'Uj)é  les  géomètres.  Hippocrnte  de  Cliio,  si  connu  par 
la  (piadraturc  de  ses  lu  nu/es,  l'avail  réduit  à  la  recherclie  de  deux  moyennes 
pro|)()i'lionnelles  entre  le  eôlé  du  cube  donné  et  le  douijje  de  ce  côté;  ce  qui 
probablement  a  doimé  lieu  au  problème  i,'énéral  des  deux  moyennes  propor- 
tionnelles. 

Celui-ci  a  été  résolu  de  différentes  manières,  qui  toutes  font  honneur  aux 
géomètres  de  l'antiquité.  La  première  solution  est  due  à  Platon,  qui  employa 
un  instrument  composé  d'une  équerre  sur  l'un  des  côtés  de  laquelle  glisse 
une  droite  qui  lui  est  perj)endiculaire,  et  reste  conséquemmenl  parallèle  au 
second  côté;  premier  exemple,  sans  doute,  de  la  solution  mécanique  d'un 
problème  de  Géométrie. 

iMenechme,  disciple  de  Platon,  se  servit  des  lieux  géométriques,  qui  furent 
deux  paraboles,  ayant  même  sommet  et  leurs  axes  rectangulaires;  ou  bien 
une  parabole  et  une  hyperbole  entre  ses  asymptotes. 

Eudoxe,  autre  disciple  et  ami  de  Platon,  se  servait  de  certaines  cocu'bes 
qu'il  avait  inventées  pour  cet  objet;  malheureusement  sa  solution  ne  nous 
est  point  parvenue,  et  nous  ne  savons  quelles  étaient  ces  courbes. 

La  solution  d'Architas,  célèbre  pythagoricien  dont  Platon  avait  suivi  les 
leçons  en  Italie,  était  purement  spéculative;  mais  elle  a  cela  de  remarquable 
qu'elle  faisait  usage  d'une  courbe  à  double  courbure,  qui  parait  être  la  pre- 
mière qui  ait  été  considérée  par  les  géomètres;  du  moins  elle  est  la  plus 
ancienne  de  celles  qui  nous  sont  parvenues  ^ 


'  Voici  la  description  de  cette  courbe  :  «  Que,  sur  le  diamètre  de  la  hase  d"un  cylindre 
»  droit  circulaire,  on  conçoive  un  denii-cci'clc  dont  le  pian  soit  perpendiculaire  à  celui  de  la 
»  base  du  cylindre;  que  le  diamètre  tourne  autour  dune  de  ses  extrémités  et  emporte,  dans 
»  ce  mouvement  circulaire,  le  demi-cercle,  toujours  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à 
»  celui  de  la  base  du  cylindre;  ce  demi-cercle  rencontrera,  dans  chacune  de  ses  positions,  la 
»  surface  cylindrique  en  un  point  :  la  suite  de  tous  ces  points  formera  la  courbe  à  double 
i>   courbure  en  question.  » 

Pour  résoudre  le  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles,  Archilas  coupait  cette 
courbe  par  un  cône  de  révolution  autour  de  l'arête  du  cylindre,  menée  par  l'extrémité  fixe  du 
diamètre  du  dejui-cerclc  mobile;  le  point  d'intersection  donnait  la  solution  cherchée. 
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Los  (himIi'c  soliilions  du  |)n)l)I«^m('  des  deux  moycimcs  proiMnfioiiricllcs, 
(|uc  nous  venons  do  cilor,  soni,  ('(uninc  on  U\  voit,  csscnlicllcnicnl  dilTcrciilcs. 
(lo  |)i-ol>lôni('  conlinu;),  pcndanl  un  ^'land  nondin;  d(;  si(''(;l(;s,  (ro(',<;ii|)('r  les 
^('oinèlrcs,  (|ni  en  ninllipliôionl  les  s(dulions.  lùilocius,  niiillK'niiilicicn  du 
VI'"  siècle,  ia[)porle,  dnns  son  CoinincMilairo  sur  le  second  livre  de  la  n/t/icn' 
et  (lu  cylindre  d'Archiinède,  celles  d'Kralostliùne,  d'Apollonius,  de  Niconiùdc;, 
de  Héron,  de  Philon  delUzance,  de  l^i|)pus,  de  Diodes  el  de  Sporiis.  Xous 
cilons  ces  nialliénialiciens  suivant  Toi'dre  chron()loii;i(|ue. 

§  3.  Les  savantes  niélhodes  ébauchées  pai*  Plalon  et  ses  disciples  furent 
cultivées  avec  aideur  par  leurs  successeurs,  et  lourinrcnl  la  matière  à  plu- 
sieurs ouvrages  assez  considérables,  où  sont  développées  les  principales 
propriétés  de  ces  célèbres  courbes,  les  sections  coniques  qui,  deux  mille  ans 
après,  ont  joué  un  si  grand  rôle  dans  le  mécanisme  de  Tunivers,  lorsque 
Kepler  les  reconnut  pour  les  vraies  orbites  parcourues  par  les  planètes  et 
leurs  satellites,  et  que  Newton  découvrit  dans  leurs  foyers  les  points  mêmes 
où  résident  les  forces  qui  animent  tous  les  corps  du  système  du  monde. 

Le  principal  de  ces  ouvrages  était  d'Aristée;  il  contenait  cinq  livres  sur        aristée, 
les  sections  coniques;  les  Anciens  en  parlent  avec  beaucoup  d'éloges;  mais 
malheureusement  ils  ne  nous  sont  point  parvenus,  non  plus  que  cinq  livres 
sur  les  lieux  solides,  du  même  géomètre  ^ 

§  4-.  C'est  à  peu  près  à  cette  époque  que  remonte  la  découverte  de  la       dinostrate. 
quadratrice  de  Dinostrate.  Cette  courbe,  dont  la  principale  propriété  la  rend 
propre  à  la  division  d'un  angle  en  un  nombre  quelconque  de  parties  propor- 
tionnelles à  des  lignes  données,  paraît  avoir  été  inventée  pour  résoudre  le 
problème  de  la  trisection  de  l'angle,  agité  dans  l'école  de  Platon.  Elle  résou- 

'  Ces  cinq  livres  sur  les  lieux  solides ,  dont  parle  Pappus  dans  le  7^  livre  de  ses  Collections 
malhématiques,  ont  été  rétablis,  sur  cette  indication,  par  Viviani,  dans  le  style  pur  de  la  Géomé- 
trie ancienne,  sous  ce  titre  :  De  locis  soiidis  secvnda  divinalio  geometrica  in  quinque  libros 
injuria  temporum  umissos  Aristei  senioris  geomelrœ  uuctore  Vincentio  Viviani,  etc.  (In-fol. 
Florence,  4701).  Viviani  avait  déjà  rétabli  (en  4  659)  le  5'  livre  des  coniques  d" Apollonius, 
dont  on  n'avait  alors  que  les  quatre  premiers,  et  qui  a  été  retrouvé,  avec  le  G"  et  le  7%  par  Bo- 
rclli,  pendant  que  Viviani  terminait  son  travail. 
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dnu't  aussi  lo  proljlèmc  do  la  (/Kadrnfure  du  cercle,  si  l'on  savait  la  coii- 
slruiro  g('M)iii(''lri(iiieinf'iil;  et  c'est  celte  propriété  (jui  lui  a  fait  donner,  chez 
les  Anciens,  le  nom  de  quudralrice.  Il  parait,  (Papiès  Pappus,  que  cette 
propriété  a  été  découverte  par  Dinostrate,  frère  de  Menechme.  De  là,  les 
Modernes  ont  appelé  celte  courbe  la  f/uadratrice  de  Dinostrate.  Cependant  il 
send)le  résulter,  de  deux  passages  de  Produs  ',  que  IIij)pias,  géomètre  et  phi- 
losophe contemporain  de  Platon,  en  est  le  véritable  inventeur,  et  en  avait 
démontré  les  propriétés  "-. 
PEiisEus.  §  5.  C'est  dans   ces  premiers  temps  de   la  Géométrie  que  nous  parait 

devoir  être  placé  Perseus,  qui  mérite  quelque  célébrité  pour  l'invention  de 
ses  lignes  spiriques.  Ce  géomètre  formait  ces  courbes  en  coupant,  par  un 
plan,  la  surface  annulaire,  ou  tore,  que  produit  la  révolution  d'un  cercle 
autour  d'un  axe  fixe,  mené  dans  son  plan. 

Il  ne  nous  reste  d'autres  renseignements  sur  ce  sujet  qu'un  passage  de 
Proclus,  dans  son  commentaire  sur  le  l*^'^  livre  d'Euclide  ^,  où  il  décrit  dis- 
tinctement la  génération  de  ces  courbes  dans  la  surface  annulaire,  et  en 
attribue  l'invention  à  Perseus. 

Quelques  lignes  plus  bas,  Proclus  ajoute  que  Geminus  avait  écrit  sur  ces 
lignes  spiriques.  Ce  document  est  précieux,  parce  qu'il  prouve  l'antériorité 
de  Perseus  sur  Geminus,  qu'on  sait  avoir  vécu  vers  le  temps  d'Hipparque, 
dans  les  deux  premiers  siècles  avant  l'ère  chrétienne. 

*  Voy.  la  proposition  9  du  livre  3 ,  et  le  commencement  du  4'  livre  du  Commentaire  de  Pro- 
clus sur  le  i'  livre  d'Euclide. 

^  Le  P.  Léotnud,  géomèlrc  du  XVIF  siècle,  très-versé  dans  la  Géométrie  ancienne,  a  écrit 
sur  celte  courbe  un  traité,  où  il  lui  découvre  une  infuiilé  de  propriétés  curieuses,  qui  répon- 
dent au  titre  du  livre  :  Liber  i/i  qito  mircdjiles  qttudratricis  fucultates  variœ  eTponuulur.  L'au- 
teur la  compare  à  la  spirale  d'Archimède  et  à  la  parabole;  la  fait  servir  h  la  détermination  des 
centres  de  gravité;  lui  reconnaît  des  branches  infinies,  etc.  Jean  Bcrnoulli  a  aussi  découvert 
quelques  propriétés  de  cette  courbe.  {Voij.  tom.  I"',  pag.  447  de  ses  OEuvres,  et  tom.  II, 
pag.  176  et  179  du  Commerce  épistolaire  avec  Leibniz.) 

'  Sur  la  définition  quatrième  d'Euclide. 

Proclus  parle  aussi  des  spiriques  dans  son  Commentaire  de  la  définition  septième ,  et  au 
coDimencenienl  de  son  4''  livre,  où  il  dit  encore  les  spiriques  de  Perseus. 
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Il  est  î\  w^vvWvv  (|ii('  les  (^(i'ils  de  INm'scus  o\  ceux  de  dJciniims  ne  nous 
soicnl  point  j);ii>onus;  il  sorail  inlôross^nl  (I(î  \()ir  leur  llu'oric  •!;«''onM'lii(|ii('  (l(î 
cos  spirilos,  (|ui  sont  des  courhcs  dn  (lunliiènic  dc^nv,  dont  rôUide  semble 
exiger  aujuiiririmi  des  é(|uali()ns  de  suilaces,  el  un  calcul  analylicjue  assez 
profond  (rot/vz  la  Noie  I). 

^  ().   Kuelide,  le  célèbre  aulcur  des  EUhnenls  de  (UknmUric,  établit  le  lien         vxa.xw. 
cnti'e  Técole  de  Platon,  où  il  avait  étudié,  el  celle  d'Alexandrie,  (pii  prenait 
naissance. 

Beaucoup  de  géomètres,  cbez  les  Grecs,  avaient  écrit,  avant  Euclidc,  sur 
les  éléments  de  Géométrie;  Proclus  nous  transmet  leur  noms,  et  y  dis- 
tingue Ilippocrate  de  Chio;  Léon,  dont  Touvragc  était  plus  plein,  plus  utile 
que  celui  de  son  prédécesseur  ;  Theudius  de  Magnésie ,  recommandable 
pour  Tordre  qu'il  avait  mis  dans  sa  rédaction;  Hermolinie  de  Colopbon, 
qui,  perfectionnant  les  découvertes  d'Eudoxe  et  de  Thœtètc,  mit  aussi  beau- 
coup du  sien  dans  les  éléments.  Peu  de  temps  après  vint  Euclide,  «  qui, 
»  ajoute  Proclus,  rassembla  les  éléments,  mit  en  ordre  beaucoup  de  clioses 
»  trouvées  par  Eudoxe,  perfectionna  ce  qui  avait  été  commencé  par  Tbœtète, 
»  et  démontra  plus  rigoureusement  ce  qui  n'avait  encore  été  que  trop  mol- 
»    lement  démoniré  avant  lui  ^  » 

Euclide  introduisit,  dans  les  Eléments  de  Géométrie,  la  métbode  appelée 
Réduction  à  l'absurde ,  qui  consiste  à  prouver  que  toute  supposition  con- 
traire à  une  proposition  énoncée  conduit  à  quelque  contradiction;  métbode 
utile  surtout  dans  les  questions  où  l'infini  se  présentait  sous  la  forme  des 
irrationnelles,  dont  Arcbimède,  dans  plusieurs  de  ses  ouvrages,  et  Apollonius, 
dans  son  4-^  livre  des  coniques,  ont  fait  un  usage  beureux,  et  dont  les 
géomètres,  de  nos  jours  encore,  ont  tiré  un  grand  parti,  dans  des  ques- 
tions où  la  science  n'était  pas  encore  assez  avancée  pour  procurer  des 
démonstrations  directes,  les  seules  qui  mettent  une  vérité  dans  toute  son 
évidence,  et  qui  éclairent  et  satisfassent  pleinement  l'esprit. 

•  Proclus  ,  livre  2 ,  chap.  IV,  de  son  Commentaire  sur  le  1"  livre  d'Euclidc. 
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Les  Elnhcnls  (rKucIidc  sont  c»  licizo  livres.  On  y  joint  ordiiiniicnicnl 
doux  antres  livres  sur  les  ciiK]  corps  l'é-^^uliers,  attribués  à  lly|)sicie,  géo- 
mètre d'Alexandrie,  postérieur  à  Euclide  de  ioO  ans. 

«  Pour  se  former  une  idée  de  l'ouvrage  entier,  on  pourrait  le  considérer 
comme  composé  de  (juatre  parties.  La  première  comprendrait  les  G  pre- 
miers livres,  et  se  diviserait  en  trois  sections  ,  savoir  :  la  démonstra- 
tion des  piopi'iélés  des  ligures  planes,  Iraitée  d'une  manière  absolue,  et 
comprise  dans  les  livres  1,2,  3  et  /i-  ;  la  tbéorie  des  |)roportions  des 
grandeurs  en  général,  objet  du  5"  livre;  et  rap|)Iication  de  cette  théorie 
aux  figures  planes.  La  seconde  partie  renfermerait  les  7«,  %"  et  9^  livres, 
qu'on  désigne  par  Tépithète  i[' arithmétiques ,  parce  qu'ils  trailent  des 
propriétés  générales  des  nombi-es.  La  troisième  partie  serait  formée  du 
10*^  livre  seulement,  où  l'auteur  considère  en  détail  les  grandeurs  incom- 
mensurables. La  (jualrième  partie,  enfin,  se  composerait  des  5  derniers 
livres,  qui  traitent  des  plans  et  des  solides.  De  tout  ce  grand  corps  de 
doctrine,  on  n'a  fait  passer  dans  l'enseignement  que  les  6  premiers  livres, 
le  11«  et  le  12''  ^  » 

§  7.  C'est  surtout  à  ses  Eléments  qu'Euclide  doit  la  célébrité  de  son 
nom.  Mais  ce  n'était  pas  le  seul  de  ses  ouvrages  qui  méritât  l'admiration.  Ce 
grand  géomètre  avait  reculé  les  bornes  de  la  science  par  divers  autres 
écrits,  qui  ne  lui  feraient  pas  moins  d'honneur,  s'ils  nous  étaient  parvenus. 
L'un  d'eux  seulement,  mais  le  moins  important,  intitulé  les  Do)iuées, 
nous  est  connu.  C'est  une  continuation  des  Eléments,  destinée  à  en  faciliter 
les  usages  et  les  applications  à  toutes  les  questions  qui  sont  du  ressort  de 
la  Géométrie. 

Euclide  appelle  donnée,  ce  qui  résulte  immédiatement,  en  vertu  des 
propositions  comprises  dans  ses  Eléments,  des  conditions  d'une  question. 

Par  exemple  :  «  Si,  d'un  point  donné  on  mène  une  droite  qui  touche  un 


<  Nous  empruntons  cette  annlysc  tics  éléments  d'EncIide  de  l'excellente  Notice  de  M.  Lacroix, 
publiée  dans  la  liiogrupltie  universelle. 


voirlo  (loniK'  de  posilion,  l;i  (hoilo  u\o\uU\  est  donnki:  de  posilion  et  (!«'  ^rin\- 
(Icdi*.  »  (IMoposilion  01  dos  /hniircs  {{"VawIhIv.') 

Los  pi'opot^ilioiis  (\vs  Doniircs  ('l.iiciil,  toujours  ciU'u's  coininc  celles  des 
Ji/nncH/s,  p;u'  les  ^éoinèlres  anciens  el  par  ceux  du  inoyen  ù^i^c.,  dans  toutes 
leurs  recherches  géoniélri(|ues;  Newton  même  en  l'ail  usa^e  dans  ses  Prin- 
cipes,  ainsi  que  des  conicpies  d\\|)ollonius  :  mais  depuis,  ces  trac(!s  de 
l'antiquité  ont  dispai'u  des  éciits  des  içéomèlres,  et  le  livre  des  Donnévs 
n'est  |)lus  i^^uèie  connu  que  de  ceux  (jui  étudient  l'histoire  de  la  science  '. 

On  peut  déduire  aisément  de  quelques  propositions  du  livre  des  Données, 
la  résolution  des  équations  du  second  degré,  qu'on  ne  trouve,  chez  les 
Anciens,  que  dans  Diopliante,  postérieur  de  plus  de  600  ans  à  Euclide.  Telle 
est,  par  exemple,  cette  proposition  :  «  Si  deux  droites  comprennent  un 
es|)ace  donné,  dans  un  angle  donné,  et  si  leur  somme  est  donnée,  chacune 
d'elles  sera  donnée.  »  (Proposition  85  ^.) 

Le  13''  livre  des  Éléments,  qui  traite  de  l'inscription  au  cercle  et  à  la 
sphère  des  polygones  et  des  polyèdres  réguliers,  contient,  à  la  suite  de  la 
5"  proposition,  la  définition  suivante  de  l'analyse  et  de  la  synthèse  :  «  Ce 
»  que  c'est  que  l'analyse,  et  ce  que  c'est  que  la  synthèse. 


•  Euclide  fait  usage,  dans  ses  Données,  d'une  expression  embarrassante  dans  le  raisonne- 
ment, et  dont  le  sens  même  est  difficile  à  comprendre  dans  la  définition  qu'il  en  donne.  Comme 
elle  se  trouve  dans  AppoUonius  et  dans  Pappus,  et  qu'elle  était  encore  employée  dans  des  ou- 
vrages du  dernier  siècle,  nous  croyons  utile  de  faire  mention  ici  de  celte  exj)rcssion.  Euclide 
dit  que  :  «  Une  grandeur  est  plus  grande  à  l'égard  d'une  autre  iVunc  donnée  qu'en  raison,  quand 
la  grandeur  donnée  étant  retranchée,  le  reste  a,  avec  l'autre,  une  raison  donnée.  »  (Définition  H* 
des  Données.)  Ainsi,  soit  A  plus  grand  que  B  d'une  donnée  qu'en  raison;  soit  c  cette  donnée, 

et  p.  la  raison  :  on  aura  — — •  =  fz. 

Euclide  a  voulu,  comme  on  le  voit,  énoncer  sous  forme  d'une  égalité  à  deux  termes  une 
équation  à  trois  termes. 

2  Cette  question  renferme  la  résolution  des  deux  équations  xy  =  a^,  x  -y-  y=  b,  qui  donnent 
inunédialemcnt  l'équation  du  second  degré  x^  —  6x-t-a^  =  o.  Ainsi  la  solution  de  la  question 
d'Euclide  donne  les  racines  de  cette  équation  du  second  degré. 

Une  autre  proposition  (la  S?*")  résout  les  deux  équations  xy  =  fl^  x^  —  u.y'^  =  Ir,  dont  les 
racines  s'obtiennent  par  une  équation  du  quatrième  degré,  réductible  au  second. 
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»  Dans  rniialyso ,  on  pi'cnd  coninie  accordé  ce  qui  est  demande,  parce 
»  qu'on  aii'ivc,  de  là,  à  quclcjue  vérilé  qui  est  accordée. 

»  Dans  la  synllièse,  on  prend  ce  qui  est  accordé,  parce  (ju'on  arrive,  de 
»  là,  à  la  conclusion,  ou  à  rintelligence  de  ce  qui  est  demandé.  » 

Plusieurs  propositions,  à  la  suite  de  cette  définition,  sont  traitées  par 
l'analyse  et  par  la  synthèse. 

§  8.  Parmi  les  ouvrages  d'Euclide  qui  ne  nous  sont  point  parvenus, 
les  géomètres  regrettent  principalement  quatre  livres  sur  les  sections  coni- 
ques, dont  il  avait  considérablement  augmenté  la  théorie;  deux  livres  sur 
les  lieux  à  la  surface  ^;  et  enfin ,  trois  livres  sur  les  porismes. 

D'après  la  préface  du  7«  livre  des  Collections  mathématiques  de  Pappus, 
il  paraît  que  ce  traité  des  porismes  brillait  d'un  génie  pénétrant  et  profond, 
et  qu'il  était  éminemment  utile  pour  la  résolution  des  problèmes  les  plus 
compli(|ués.  ÇCollectio  artificiosissima  muUanua  rcrum ,  quœ  speclant  ad 
analijsin  difficiliorum  et  fjeneralium  problematum.)  Trente-huit  lemmes, 
que  ce  savant  commentaleur  nous  a  laissés  pour  l'intelligence  de  ces  porismes, 
nous  prouvent  qu'ils  formaient  un  ensemble  de  propriétés  de  la  ligne  droite 
et  du  cercle,  de  la  nature  de  celles  que  nous  fournit,  dans  la  Géométrie 
récente,  la  théorie  des  transversales. 

Pappus  et  Proclus  sont  les  seuls  géomètres  de  l'antiquité  qui  aient  fait 
mention  des  porismes ;  mais  déjà,  au  temps  du  premier,  la  signification  de 
ce  mot  s'était  altérée,  et  les  définitions  qu'il  nous  en  donne  sont  obscures. 
Celle  de  Proclus  n'est  pas  propre  à  éclaircir  les  premières.  Aussi ,  c'a  été  une 
grande  question,  parmi  les  Modernes,  de  savoir  la  nuance  firécise  que  les 
Anciens  avaient  établie  entre  les  théorèmes  et  les  problèmes  d'une  part,  et 
ce  troisième  genre  de  propositions,  appelées  ;>o/'/5Wf5,  qui  participaient,  à 
ce  qu'il  paraît,  des  uns  et  des  autres;  et  de  savoir  particulièrement  ce  qu'étaient 
les  porismes  d'Euclide. 


'  Nous  formerons,  dans  la  Noie  H,  quelques  conjectures  sur  cet  ouvrage  d'Euclide,  qu'on 
n'a  point  encore  cherche  à  réiahlir. 
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P.ippns,  il  csl  vrai,  nous  :i  Irausmis  les  ('iioncôs  de  troiilc  proposilioiis 
npp.Mi'Iciiaiil  à  vos  paris NK's;  mais  ces  ('ikmicôs  soiil  si  succiiicis  cl  sont  dc- 
vomis  si  (IcIVcliKMix  |)ai'  des  lacunes  cl  Tahsciicc  des  figures  (jui  s'y  rappoi- 
(aicnl,  (pic  le  cclchrc  llailcy,  si  proloudcinciil  verse  daus  la  (icoiiK'Iric! 
ancienne,  a  conlessc^  n'y  rien  comprendi'c  ',  cl  (jue,  juscpie  N(;rs  le  milieu  du 
siècle  dernier,  bien  que  des  gcomèlres  d'un  grand  mérite  (voi/rzh\  Note  III) 
aient  fait  de  celle  matière  l'objet  de  leurs  mcdilations,  aucun  énoncé  n'a\ait 
encoi'c  été  rétabli. 

Ce  lui  II.  Simson  (lui  eut  la  gloire  de  découvrii*  la  signification  de  plusieurs 
de  ces  énigmes ,  ainsi  que  la  l'orme  des  énoncés  qui  était  propre  à  ce  genre 
de  propositions. 

Voici  le  sens  de  la  définition  (jue  ce  géomètre  a  donnée  des  porismes  : 

Le  porisme  est  une  proposition  dans  laquelle  on  annonce  pouvoir  déter- 
miner^ et  où  l'on  détermine  effectivement  certaines  choses  ayant  une  rela- 
tion indiquée  avec  des  choses  fixes  et  connues^  et  avec  d'autres  choses 
variables  à  l'infini  :  celles-ci  étant  liées  entre  elles  par  une  ou  plusieurs  rela- 
tions connues ,  qui  établissent  la  loi  de  variation  à  laquelle  elles  sont  sou- 
mises. 

Exemple  :  Étant  donnés  deux  axes  fixes,  si  de  cbaque  point  d'une  droite 
on  abaisse  des  perpendiculaires  /?,  q  sur  ces  deux  axes,  on  pourra  trouver 
une  longueur  de  ligne  a^  et  une  raison  a,  telles  que  l'on  ait  entre  ces  deux 
perpendiculaires  la  relation  constante  ^^^  =  «. 

(Ou,  suivant  le  style  ancien,  la  première  perpendiculaire  sera  plus  grande, 
à  l'égard  de  la  seconde,  d'une  donnée  qu'en  raison.) 

Ici,  les  choses  fixes  données  sont  les  deux  axes;  les  choses  variables  sont 
les  perpendiculaires;?,  q;  la  loi  commune,  à  laquelle  ces  deux  choses  varia- 
bles sont  assujetties,  est  que  le  point  variable,  d'où  ces  perpendiculaires  sont 
abaissées,  appartient  à  une  droite  donnée;  enfin,  les  choses  à  trouver  sont 

*  Note  de  Halley,  à  la  suite  du  texte  de  Pappus  sur  les  porisraes,  reproduit,  avec  la  préface 
du  7'  livre  des  Collections  mathématiques,  au  commencement  du  traité  d'Apollonius,  de  sec- 
tione  rah'onù,  iu-4°,  1706. 
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la  lip:nc  a,  cl  la  raison  a,  qui  (''lal)Iiront,  entro  les  clioses  fixes  et  les  choses 
variables  (le  la  queslion,  la  relalioii  j)r(îscrile. 

Cet  excni|)le  suflil  pour  faire  coin|)rendre  la  nalure  des  porisines,  comme 
l'a  conçue  11.  Simson  ,  dont  Topinion  a  été  généralement  adoptée  depuis. 

Cependant  nous  devons  ajouter  que  tous  les  géomètres  n'ont  pas  reconnu, 
dans  l'ouvrage  de  Simson,  la  vraie  divination  de  celui  d'Euclide.  Pour  nous, 
en  adoptant  le  sentiment  du  célèbre  professeur  de  Glasgow,  nous  dirons 
pourtant  (pie  nous  ne  trouvons  pas  dans  son  travail  la  divination  complète 
de  la  grande  énigme  des  porismes.  Cette  (jucslion,  en  effet,  était  complexe, 
et  ses  différentes  parties  exigeaient  toutes  une  solution  que  l'on  cherche  en 
vain  dans  le  traité  de  Simson. 

Ainsi  l'on  devait  se  demander  : 

1°  Quelle  était  la  forme  des  énoncés  des  porismes; 

2°  Quelles  étaient  les  propositions  qui  entraient  dans  l'ouvrage  d'Euclide; 
notamment  celles  dont  l'indication,  très-imparfaite,  nous  est  laissée  par 
Pappus; 

3°  Quels  ont  été  l'intention  et  le  but  philosophique  d'Euclide,  en  com- 
posant cet  ouvrage  dans  une  forme  inusitée; 

4°  Sous  quels  rapports  il  méritait  l'éminente  distinction  qu'en  fait  Pappus, 
parmi  les  autres  ouvrages  de  l'antiquité;  car  la  forme  seule  de  l'énoncé 
d'un  théorème  n'en  constitue  pas  le  mérite  et  l'utilité; 

S**  Quelles  sont  les  méthodes,  ou  les  opérations  actuelles,  qui  se  rappro- 
chent le  plus,  sous  une  autre  forme,  des  porismes  d'Euclide,  et  qui  les 
suppléent  dans  la  résolution  des  problèmes  ;  car  on  ne  peut  croire  qu'une 
doctrine  aussi  belle  et  aussi  féconde  ait  disparu  complètement  de  la  science 
des  géomètres  ; 

6"  Et  enfin,  il  y  aurait  à  donner  une  interprétation  satisfaisante  de  diffé- 
rents passages  de  Pappus  sur  ces  porismes;  par  exemple,  de  celui  où  il 
dit  que  les  Modernes,  ne  pouvant  tout  trouver  par  eux-mêmes,  ou,  en  quelque 
sorte,  porismcr  complètement,  ont  changé  la  signification  du  mot;  car  si 
le  porisme  n'avait  consisté  que  dans  la  forme  de  son  énoncé,  comme  il 
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SiMiihlc  ivsullcr  (lu  Ir.iiU'  de  H.  Sinisoii,  il  iiiirnil  loujoiirs  Hé  fiicilc  de. 
poiismcr  loiilcs  les  propositions  (pii  cmi  jiurMicnl  élé  susccplihics;  el  Ton  ik; 
voil  |)as  pomupioi  les  MikIciiics  y  îniiaicnl  Iroiivô  des  dillicullés  (|ui  leur 
aiiraicnl  l'ail  cl wiii^cr  la  si<>;nili<-alioii  du  mot. 

Nous  sortirions  du  cadre  de  cel  écril  eu  poussant  plus  loin  ces  réllcxions 
sur  la  doctrine  des  porisines;  mais  ce  sujet  nous  paraissant  oITrir  beaucoup 
(rinlérêt,  à  raison  surtout  de  ses  rapports  avec  les  théories  (pii  l'ont  le 
domaine  de  la  Géométrie  moderne,  nous  donnerons  suite  à  ce  parai^'raplie 
dans  la  Note  III,  où  nous  essayerons  même  de  présenter  (|uel(|ues  idées 
nouvelles  sur  cette  grande  question  des  j)orismes. 

§   9.   Peu  de   temps  après  Euclide,  deux  hommes  d'une  force  d'esprit       AKcniMÈnE, 
j)i'odigieuse,  Archimède  et  Apollonius,  marquèrent  la  plus  grande  éj)0(p]e 
de  la  Géométrie  chez  les  Anciens,  par  de  nombreuses  découvertes  qui  ont 
fondé  plusieurs  théories,  des  plus  importantes  aujourd'hui,  dans  toutes  les 
parties  des  sciences  mathématiques. 

La  quadi'ature  de  la  parabole,  donnée  de  deux  manières  différentes  par 
Archimède ,  fut  le  premier  exemple  de  la  quadrature  rigoureuse  d'un  espace 
compris  entre  une  courbe  et  des  lignes  droites. 

Chacun  sait  que  les  spirales ,  la  proportion  de  leur  aire  avec  celle  du 
cercle,  et  la  manière  d'en  mener  les  tangentes;  que  le  centre  de  gravité  d'un 
secteur  parabolique  quelconque;  l'expression  des  volumes  des  segments  des 
sphéro'ides  et  des  conoïdes  paraboliques  ou  hyperboliques  ^  ;  la  proportion 
de  la  sphère  et  du  cylindre  circonscrit;  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre,  etc.,  sont  d'autres  découvertes  d' Archimède,  découvertes  à  jamais 
mémorables,  par  la  nouveauté  et  la  difliculté  qu'elles  présentaient  alors, 
et  parce  qu'elles  sont  le  germe  d'une  grande  partie  de  celles  qui  ont  été  faites 
depuis,  principalement  dans  toutes  les  branches  de  la  Géométi'ie  qui  ont 
pour  objet  la  mesure  des  dimensions  des  lignes  et  des  surfaces  courbes,  et 
qui  exigent  la  considération  de  Tinfini. 

'  Archimède  appelle  sphéroïdes  les  solides  engendres  par  la  rcvolulion  d'une  ellipse  tour- 
nant sur  son  grand  ou  son  petit  axe;  et  conoïdes  les  solides  engendres  par  la  révolution  d'une 
parabole  ou  d'une  hyperbole  tournant  sur  son  axe. 
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La  question  du  rapport  do  la  tircoiiféroucc  au  diarnrlro  ('-lail  h;  premier 
exemple  (Pun  piol)lèuie  l'ésolu  par  (i/)/)roxi)n(if(on  ;  exeiuple  si  utile  et  si 
souveut  mis  à  piolil  daus  le  calcul  algébrique,  couuue  daus  les  constructions 
géom('lri(|ues. 

§  10.  Les  procédés  d'Archimède,  pour  démontrer  des  vérités  si  nouvelles 
et  si  difliciles,  constituent  la  méthode  {{'exhausliou ,  qui  consistait  à  regarder 
la  ijrandeur  cherchée,  Taire  d'une  courbe,  par  e\enq)le,  comme  la  linn'te  dont 
s'approchaient  de  plus  en  plus  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  dont  on 
multipliait,  par  la  bissection,  le  nombre  des  côtés,  de  manière  (|ue  la 
différence  devînt  plus  petite  qu'aucune  quantité  donnée.  On  épuisait  ainsi, 
en  quelque  sorte,  cette  din'érence;  d'où  est  venu  le  nom  de  méthode 
d'exhaustioit.  Ce  rapprochement  continuel  entre  les  polygones  et  la  courbe 
donnait,  de  celle-ci,  une  idée  de  plus  en  plus  précise;  et,  la  loi  de  continuité 
servant  de  guide,  on  parvenait  à  la  connaissance  de  la  piopriété  cherchée. 
Ensuite  on  démontrait,  en  toute  rigueur,  le  résultat  ainsi  obtenu,  par  le 
raisonnement  ad  absurdum. 

On  a  dit  souvent  que  les  Anciens  avaient  regardé  les  courbes  comme  des 
polygones  d'une  inlinité  de  côtés.  Mais  ce  principe  n'a  jamais  paru  dans 
leurs  écrits;  il  n'aurait  pu  convenir  à  la  rigueur  de  leurs  démonstrations;  et 
ce  sont  les  Modernes  qui  l'ont  introduit  dans  la  Géométrie,  et  ont  simplifié 
par  là  les  anciennes  démonstrations.  Cette  idée  heureuse  fut  le  passage  de  la 
méthode  d'exhaustion  aux  méthodes  infinitésimales. 

On  a  dit  aussi  que  la  méthode  d'Archimède  était  embarrassée  et  difficile  à 
concevoir;  et  l'on  s'appuie  du  témoignage  de  Boulliaud,  géomètre  assez 
habile  duXVI^siècle,  qui  dit  n'avoir  pu  bien  comprendre  les  démonstrations 
du  livre  des  spirales.  Mais  celte  opinion  est  contraire  aux  sentiments  des 
Anciens,  que  l'ordre  et  la  clarté  admirables  qu'Euclide  avait  introduits  dans 
la  Géométrie,  rendaient  si  bons  juges  dans  celte  question.  Pour  la  repousser 
avec  la  propre  opinion  des  Modernes,  il  nous  suffit  de  dire  qu'elle  est 
contraire  aussi  au  sentiment  de  Galilée  et  de  Mac-Laurin,  qui  avaient  profon- 
dément médité  sur  les  ouvrage  d'Archimède.  «  Il  est  vrai,  ajoute  Mac-Laurin, 
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(|iril  a  cru  devoir  ('l.jldir  plusieurs  proposilions  pour  pi'i'parcr  à  la  drmoii- 
slialion  des  |)riii('i|)au\  (hcorèincs,  cl  r\'sl  vv.  (|iii  a  lail  rc^'ardcr  sa  nu'lliodc; 
t'oiuinc  (Miimyciisc.  Mais  k\  noinhrc  de;  pas  n'osl  pas  le  plus  ^Maiid  dclaul 
(pfuuc  dciuonslraliou  puisse  avoir  :  oi\  doil  scuh'uiciil  cxaiuiuci'  s'ils  soûl 
nôcossairt's  pour  roudre  la  démouslraliou  pari'aile  et  concluaulc.  »  (^Traite 
(fcs  Fluxions,  introducliou.) 

iM.  Peyrard,  qui  paraît  être  de  nos  jours  lo  savant  (pii  a  le  plus  a|)pro- 
fondi,  dans  toutes  leurs  parties,  les  ouvrages  des  (pialre  i^Mands  j,'éonjèlres 
de  rAnti(piilé  :  Euclide,  Arehiinède,  Apollonius  et  Pappus,  (jifil  a  tiaduils  et 
eonnnenlés,  dit  l'ornieilenient  :  «  Arehiinède  n'est  véritablement  dillieile  (pie 
»  pour  ceux  à  qui  les  méthodes  des  Anciens  ne  sont  pas  familières;  il  est 
»  clair  et  facile  à  suivre  pour  ceux  qui  les  ont  étudiées  ^  » 

§  11.  Apollonius  lit,  sur  les  sections  coniques,  un  traité  en  huit  livres.  Les      Apouoms, 
quatre  premiers  renfermaient  tout  ce  qu'on  avait  écrit  avant  lui  sur  cette 
matière,  où  il  avait  seulement  étendu  et  généralisé  certaines  parties;  c'est  ce 
qu'on  appelait  alors  les  Eléments  des  coniques;  les  quatre  autres  comprenaient 
les  inventions  propres  de  ce  grand  géomètre. 

Ce  fut  Apollonius  qui  considéra,  le  premier,  les  coniques  dans  un  cône 
oblique  quelconque  à  base  circulaire;  jusque-là,  on  ne  les  avait  conçues  que 
dans  le  cône  droit,  ou  de  révolution;  et  encore  avait-on  toujours  supposé 
le  plan  coupant  perpendiculaire  à  Tune  des  arêtes  du  cône;  ce  qui  obligeait 
à  prendre  trois  cônes,  d'ouverture  différente,  pour  former  les  trois  sections 
coniques.  On  désignait  ces  courbes  par  les  mots  :  section  du  cône  acutangle^ 
section  du  cône  obtusangle,  et  section  du  cône  rectangle;  elles  ne  prirent 
les  noms  d'ellipse,  àliyperbole  et  de  parabole  que  dans  l'ouvrage  d'Apol- 
lonius -. 


'  Préface  de  la  traduction  des  OEiivres  d'Archimède. 

'  Cependant  les  deux  mots  ellipse  et  parabole  étaient  connus  d'Archimède.  Le  premier  se 
trouve  dans  le  titre  de  l'un  de  ses  traités  [de  la  quadrature  de  la  parabole),  quoiqu'il  ne  s'y 
rencontre  jamais  dans  le  texte;  et  le  second  commence  à  être  employé  dans  la  proposition  9' 
du  livre  des  conoïdes  et  des  sphéroïdes. 

3 


18  HISTOIRE  DE  LA  GEOMETRIE. 

Tout  co  savnni  trailô  roposo  à  pou  pivs  sur  uuo  propriété  unirpio  dos 
scellons  coniques,  qui  dérive  diiectcnicnl  de  Ja  nature  du  cône  où  ces 
courlics  sont  formées.  Celte  propriété,  que  laissent  ignorer  la  plupart  des 
traites  modernes,  mérite  que  nous  la  fassions  connaître  ici,  comme  étant  la 
clef  de  toute  la  doctrine  des  Anciens,  et  comme  étant  absolument  nécessaire 
poui"  rinlelligence  de  leurs  ouvrages. 

Concevons  un  cône  oblique  à  base  circulaire  :  la  droite  menée  de  son  som- 
met, au  centre  du  cercle  qui  lui  sert  de  base,  est  appelée  Wtxc  du  cône.  Le 
plan  mené  pai"  Taxe,  perj)en(liculairement  au  plan  de  la  base,  coupe  le  cône 
suivant  deux  arêtes,  et  détermine  dans  le  cercle  un  diamètre  :  le  triangle  qui  a 
pour  base  ce  diamètre,  et  pour  côtés  les  deux  arêtes,  s'appelle  le  trianf/le  par 
l'axe.  Apollonius  suppose,  pour  former  ses  sections  coniques,  le  plan  cou- 
j)ant  j)erpen(liculaire  au  plan  du  trianfjlc  par  l'axe.  Les  points  où  ce  j)lan 
rencontre  les  deux  côtés  de  ce  triangle  sont  les  sommets  de  la  courbe;  et  la 
droite  qui  joint  ces  deux  points  en  est  un  diamètre.  Apollonius  appelle  ce 
diamètre  latus  transversum. 

Que,  par  l'un  des  deux  sommets  de  la  courbe,  on  élève  une  perpendiculaire 
au  plan  du  triangle  par  l'axe;  qu'on  lui  donne  une  certaine  longueur,  déter- 
minée comme  nous  le  dirons  ci-après;  et  que,  de  l'extrémité  de  cette  perpen- 
diculaire, on  mène  une  droite  à  l'autre  sommet  de  la  courbe.  Maintenant 
que,  par  un  j)oint  quelconque  du  diamètre  de  la  courbe,  on  élève  perpen- 
diculairement une  ordonnée:  le  carré  de  celte  oidoiuiée,  comprise  entre 
le  diamètre  et  la  courbe,  sera  égal  au  rectangle  construit  sur  la  partie 
de  l'ordonnée  comprise  entre  le  diamètre  et  la  droite,  et  sur  la  partie  du 
diamètre  comprise  entre  le  premier  sommet  et  le  pied  de  l'ordonnée.  Telle 
est  la  propriété  originaire  et  caractéristique  qu'Apollonius  reconnaît  à  ses 
sections  coniijues,  et  dont  il  se  sert  pour  en  conclure,  par  des  transformations 
et  des  déductions  très-liabiles,  presque  toutes  les  autres.  Elle  joue,  comme 
on  le  voit,  dans  ses  mains,  à  peu  près  le  même  rôle  que  l'équation  du  second 
degré  à  deux  variables,  dans  le  système  de  Géométrie  analytique  de  Descartes. 

On  voit  par  là  que  le  diamètre  de  la  courbe,  et  la  perpendiculaire  élevée 
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i\  Wmo  (le  srs  oxlivmilV's  sulïiscnl  pour  conslniirc  cclti;  coiiilx'.  (]o  son!  là 
les  deux  l'Iciiiciils  doiil  se  sonl  seiMs  les  Anciens  |K)ur  ('liil)lir  leur  llicoric 
(les  ('()ni(|ncs.  La  perpendiculaire  en  (pieslion  lui  iij)j)el(''e,  par  eux,  /alus 
enrfum  :  les  iModeines  onl  d'ahord  changé  ce  nom  en  celui  de  /(ittis  rcctmn, 
{\\\\  a  élé  lon^leinps  employé;  el  ensuile  Tout  remplacé  par  celui  de  para- 
mèlre,  (jui  esl  resté.  Apollonius,  el  les  géomètres  qui  écrivirent  après  lui, 
donnèrent  dilTérentes  expressions  géométricpies,  |)rises  dans  le  cône,  de  la 
loni»ueur  de  ce  ((dus  rvclum  pour  chacjue  seclion  :  mais  aucune  ne  nous  a 
paru  aussi  simple  el  aussi  élégante  (pie  celle  de  Jac(pies  lU'riioulli.  La  voici  : 
«  Que  Ton  mène  un  plan  parallèle  à  la  base  du  cône,  et  situé  à  la  même 
distance  de  son  sommet  (pie  le  plan  de  la  seclion  conique  proposée  :  ce  plan 
coupera  le  cône  suivant  un  cercle,  dont  le  diamètre  sera  le  lalus  rectum  de 
la  conique  '.  » 

De  là  on  conclut  aisément  la  manière  de  placer  une  conique  donnée  sur 
un  cône  aussi  donné. 

§  12.  Les  plus  belles  propriétés  des  sections  coniques  se  trouvent  dans  le 
traité  dVVpoIlonius.  Nous  citerons  celles  des  asymptotes,  qui  font  la  partie  la 
plus  considérable  du  livre  2;  le  rapport  constanl  des  produits  des  segments 
faits,  par  une  conique,  sur  deux  transversales  parallèles  à  deux  axes  fixes,  et 
menées  par  un  point  quelconque  (propositions  16  à  23  du  livre  3);  les 
propriétés  principales  des  foijers  de  l'ellipse  el  de  Thyperbole,  qu'Apollonius 
appelle  points  cVajyplkation  (même  livre,  propositions  4-5  à  52)  "-;  les  deux 
beaux  théorèmes  sur  les  diamètres  conjugués  (7«  livre,  propositions  12  et 
22;  30  et  31). 

Nous  devons  citer  encore  le  théorème  suivant,  qui  est  devenu  d'une  si 
haute  importance  dans  la  Géométrie  récente,  comme  étant  la  base  de  la 
théorie  des  polaires  réciproques,  et  dont  La  Hire,  auparavant,  avait  déjà 
fait  le  fondement  de  sa  théorie  des  coniques  : 

«  Si,  par  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  à  une  section  conique, 

'  Novum  theorema  pro  doctrina  seclionum  conkarum  (Acta  Erud.  ann.  1G89,  pag.  58G.) 
2  Voxj.  \a  Note  IV. 
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»  on  lire  une  Irnnsvorsnlo  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points,  el  la 
»  corde  (jui  joint  les  |)oinls  de  contact  des  deux  tangentes  en  un  troisième 
»  point,  ce  troisième  point,  et  le  point  de  concours  des  deux  tangentes  seront 
»  conjugués  Iiarmoniques  par  lapport  aux  deux  premiers.  »  (Livre  3,  pro- 
position 37.) 

Les  23  premièies  proj)osilions  du  livre  i  sont  relatives  à  la  division  har- 
monique des  lignes  droites  tirées  dans  le  plan  d'une  conique.  Ce  sont,  pour 
la  plupart,  divers  cas  du  théorème  général  que  nous  venons  d'énoncer.  Dans 
les  propositions  suivantes,  Apollonius  considère  le  système  de  deux  coniques, 
et  démontre  que  ces  deux  courbes  ne  peuvent  se  couper  (ju'en  quatre  points. 
Il  examine  ce  qui  arrive  quand  elles  se  louchent  en  un  point  ou  en  deux 
points,  et  traite  de  divers  autres  cas  des  positions  respectives  qu'elles  peuvent 
présenter. 

Le  cinquième  livre  est  le  monument  le  plus  précieux  du  génie  d'Apollo- 
nius. C'est  là  qu'ont  paru  pour  la  piemière  fois  les  questions  de  muxima  et 
de  mhwna.  On  y  retrouve  tout  ce  que  les  méthodes  analytiques  d'aujour- 
d'hui nous  appiennent  sur  ce  sujet;  et  l'on  y  reconnaît  le  germe  de  la  belle 
théorie  des  développées.  En  efl'et,  Apollonius  prouve  qu'il  existe,  de  chaque 
côté  de  l'axe  d'une  conique,  une  suite  de  points  d'où  l'on  ne  peut  mener,  à 
la  partie  opposée  de  la  courbe,  qu'une  normale;  il  donne  la  construction  de 
ces  points,  et  observe  que  leur  continuité  sépare  deux  espaces  qui  présentent 
cette  diUercnce  remarquable,  savoir  :  de  chaque  point  de  l'un  on  peut  mener 
deux  normales  à  la  courbe  ;  et,  de  chaque  point  de  l'autre,  on  n'en  peut 
mener  aucune.  Voilà  donc  les  centres  d'osculation,  et  la  développée  d'une 
conique  parfaitement  déterminée. 

Apollonius  fait  usage  d'une  hyperbole  auxiliaire,  dont  il  détermine  les 
éléments,  pour  construire  les  pieds  des  normales  abaissées,  d'un  point 
donné,  sur  la  conique  proposée.  Toutes  ces  recherches  sont  traitées  avec  une 
sagacité  admirable. 

Ce  grand  ouvrage  avait  fait  donner  à  Apollonius  le  surnom  de  géomètre 
par  excellence,  ainsi  que  le  rapporte  Geminus. 
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Les  scpl  pi'cmicMs  livirs  seuls  nous  soiil  j>;iin('iius;  les  (piiilrc  picinicrs 
(liins  leur  iiui^uc  ori^Miinic,  <>l  les  Irois  suivaiils  en  .inilx*.  Iliillcy  <-i  rt'hiMi  h; 
lmili("^in('  dnus  s;i  in;i^uili(|n<'  ('dilion  des  (jnu'f/iics  (/\\jH//loin'ns^  lu  seule  (|iii 
soil  coinpièle  '. 

^^  13.  Apollonius  avait  laissé  (Faulres  écrils  uoinhieux,  (jui  avaient  la 
plupart  pourol)jot  VAinf/ijsc  (jconii'/n'f/iic.  Mais  un  seul,  le  traité  /)r  scclione 
ruiionis,  nous  est  parvenu;  (faulres,  (pii  aNaienl  j)onr  litics  :  l)(t  scctione 
.sjJiitii  ;  De  scctione  ilcterminafà  ;  De  lactionibus  ;  De  inclinutioniOus  ;  JJe 
Locis  planis ,  ont  été  rétablis  par  (Un  ers  géomètres,  dans  les  deux  siècles 
derniers,  d'après  les  indications  de  Papj)us. 

Apollonius  a  la  gloire  aussi  d'avoir  ap|)li(|ué  la  Géométrie  ù  rastronomic. 
On  lui  attribue  la  théorie  des  épieyeles,  qui  servaient  à  e\pli(iuei' les  phéno- 
mènes des  stations  et  des  rétrogradations  des  planètes.  Ptolémée  le  cite,  à  ce 
sujet,  dans  son  Almageste. 

§  a.  Parmi  les  contemporains  d'Archimède  et  d'Apollonius,  on  distingue  éhatosthéne. 
Eralosthène,  qui  naquit  276  ans  avant  l'ère  chrétienne  (11  ans  après 
Arcbimède  et  31  ans  avant  Apollonius).  Ce  philosophe,  pi'ofond  dans  tous 
les  genres  de  savoir,  et  qui  fut,  sous  le  troisième  Ptolémée,  directeur  de  la 
Bibliothèque  d'Alexandrie,  avait  mérité  d'être  placé  au  même  lang  que  les 
trois  célèbres  géomètres  de  l'antiquité,  Aristée,  Euclide  et  Apollonius,  qui 
avaient  travaillé  sur  l'Analyse  géométrique.  Pappus  cite  de  lui  un  ouvrage  en 
deux  livres,  qui  se  rapporte  à  cette  méthode,  mais  qui  ne  nous  est  point 
parvenu.  Il  avait  pour  titre  :  De  Locis  ad  Medietates;  nous  ne  savons  ce 
qu'étaient  ces  lieux. 

Ératosthène  avait  inventé,  pour  la  solution  des  deux  moyennes  proportion- 

'  Appollonii  Pergœi  conicorum  tibri  octo;  in-fol.,  Oxoiiiœ;  1710. 

M.  Pcyrard,  dans  les  préfaces  de  sa  traduction  d'Archimède  et  de  sa  traduction  dEuclido 
en  trois  langues,  avait  annoncé  une  traduction  française  des  Coniques  d'xipollonius.  Plusieurs 
feuilles  étaient  déjà  imprimées  quand  la  mort  est  venue  enlever  ce  savant  laborieux.  Il  serait 
à  regretter  que  le  fruit  de  ses  travaux  fût  perdu  pour  la  France.  Les  fonds  destinés  à  l'encou- 
ragement des  sciences  ne  sauraient  avoir  une  application  plus  utile  que  la  publication  de  cet 
ouvrage. 


né  276  avant  J.-C. 
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nollos,  un  instruriK'nt  nppolô  mêsolahe ,  qiTil  (l(''cril  lui-mêmo  diins  une  loKre 
adrosséc  au  roi  IMolcniéc,  et  où  il  l'ail  riiistoiie  du  prohlônio  de  la  du|)li(ali()n 
du  culte.  (iOlle  lellrc  nous  a  été  conservée  par  Eulocius,  dans  son  Coinnien- 
taii'e  sur  hf  .sj)/(èn'  et  le  rij/iitdrc,  (rAixhiniède.  Pap|)us  donne  aussi,  dans  ses 
ColU'ction.s  )na(/tctnali(jiics^  la  conslruclion  du  niésolabe  d'Eratoslhène. 

^15.  Les  travaux  d'Archimède  el  d'Apollonius  ont  marqué  l'époque  la 
plus  brillante  de  la  Géométrie  ancienne. 

Depuis,  on  a  pu  les  regardei*  comme  l'origine  et  le  fondement  de  deux 
grandes  (piestions  qui  ont  occupé  les  géomètres  à  toutes  les  épocpies,  el 
auxquelles  se  rattachent  la  pluj)arl  de  leui'S  travaux,  qu'elles  divisent  en 
deux  classes;  de  telle  sorte  qu'elles  semblent  se  partager  le  domaine  de  la 
Géoméliie. 

La  première  de  ces  deux  grandes  queslions  est  la  quadrature  des  figures 
curvilignes,  qui  a  donné  naissance  au  calcul  de  l'infini^  imaginé  et  perfec- 
tionné successivement  par  Kepler,  Cavalieri,  Fermai,  Leibniz  et  Newton. 

La  seconde  est  la  théorie  des  sections  coniques,  pour  laquelle  ont  été 
inventées  d'abord  l'Analyse  géomélri(|ue  des  Anciens,  puis  les  méthodes  de 
la  perspective  et  des  transversales;  qui  était  le  prélude  de  la  théorie  des 
courbes  géométriques  de  tous  les  degrés,  et  de  cette  partie  considérable 
de  la  Géométrie,  qui  ne  considère,  dans  les  propriétés  générales  de  l'étendue, 
que  les  formes  et  les  situations  des  figures;  et  se  sert  seulement  d'intersec- 
tions de  lignes  ou  de  surfaces,  et  de  rapports  de  distances  rectilignes. 

Ces  deux  grandes  divisions  de  la  Géométrie,  qui  ont  leur  caractère 
particulier,  pourraient  être  désignées  par  les  dénominations  de  Géométrie 
des  mesures  ei  Géométrie  des  formes  et  des  situations ,  ou  Géométrie  d'Archi- 
mède et  Géométrie  d'Apollonius. 

Ces  deux  divisions,  du  reste,  sont  celles  de  toutes  les  sciences  mathéma- 
tiques, qui  ont  pour  but,  suivant  l'expression  de  Descartes,  la  recherche 
ARisTOTE,       de  Vordre  et  de  la  mesure  ^  Aristote  avait  déjà  émis  la  même  pensée  en  ces 


384-322. 


'   «  Tous  les  rapports  qui  peuvent  exister  entre  les  êtres  d'un  même  genre  se  réduisent  à 
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f(M-rnoj^:  «  l)(M|Uoi  s'occuponl  los  innllK-mnlicicns,  si  co  iTcsl  de  Vftnhc  cl  (!(• 
»   la  propurlionf  '  » 

('(ilo  (Icliiiilioii  (les  scicMicos  inalln''inali(|ii('s,  cl  les  deux  •grandes  divisions 
qu'elle  y  mai'(|ii(V,  s'appliciuciil  smloiil  à  la  (icoiiK'li'ic.  On  a  donc  lien  de 
sV'loiiner  (jiie  eelle-ei  soil  aj)pelée  eoinnuménieiil,  même  dans  les  meilleurs 
trailés,  la  science  (pii  a  pour  ohjel  la  mesure  de  rélcndue.  Celle  définilion, 
évidemment  incomplète,  donne  une  icN'e  fausse  du  but  et  de  Tobjel  de  la 
Géoméirie.  Cette  ohseiNalion  n'est  peut-èlrc  pas  dépourvue  de  toute  espèce 
(rinléi'èl,  et  nous  lui  doimerons  suite  dans  la  IVote  V. 

§  10.  Après  Arcliimède  et  Apollonius,  et  pendant  trois  à  quatre  siè- 
cles, (piehpies  géomèli'cs  renommés  à  juste  titi'e,  sans  éi,'aler  ces  deux 
grands  hommes,  continuèrent  à  enrichir  la  Géométrie  de  découvertes  et  de 
théories  utiles;  ensuite  vinrent,  pendant  deux  à  trois  siècles  encore,  les 
commentateurs  qui  nous  ont  transmis  les  ouvray;es  et  les  noms  des  géomè- 
tres de  ranliquité;  puis  enfin  les  siècles  d'ignorance,  où  la  Géométrie  a 
sommeillé  chez  les  Arabes  et  chez  les  Persans,  jusqu'à  la  renaissance  des 
lettres  en  Europe. 

Nous  allons  énoncer  rapidement  les  principaux  travaux  des  écrivains  les 
plus  célèbres  qui  fleurirent  dans  les  deux  premières  périodes  de  cet  inler- 
valle  de  dix-sept  siècles. 

Mais  nous  devons  dire  d'abord  que  l'époque  où  nous  entrons  est  celle  des 
grands  progrès  de  l'astronomie.  C'est  à  cette  science  principalement  (jue  se 
rapportent  les  travaux  des  géomètres  que  nous  allons  avoir  à  citer,  et  que 
ces  géomètres,  à  l'exception  de  Nicomède,  doivent  en  grande  partie  leur 
célébrité. 

Ce  changement  de  direction  dans  les  esprits  était  une  suite  nécessaire 

deux,  Vovdre  et  la  mesure.  »  {liègles  pour  la  direction  de  l'esprit;  ouvrage  posthume  de 
Descartes,  14"  règle.) 

Prcccdcninicnt  Descartes  avait  déjà  dit  :  «  Toutes  les  sciences  qui  ont  pour  but  la  recherche 
de  Vordre  et  de  la  mesure  se  rapportent  aux  niathcniatiques.  »  [Ibid.,  4^  règle.) 

'  5*  chapitre  du  H*  livre  de  la  Métaphysique  d'Aristote. 
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(les  ^r.'indos  décoiivortos  (rArchiDinlo  et  (rApollonius,  qui  (Icm.'mdnicnl  des 
siècles  dV'ludes  et  de  iniklilalioiis,  aNjml  qu'on  piii  aller  au  delà,  dans  les 
malicros  qu'avaient  traitées  ces  deux  grands  génies. 
MooMÈi.K,  g  17.   Les  ouvrages  de  Nicomède  ne  nous  sont  point  |)arvenus.  Ce  géo- 

'■  '■'"  "'■'"'  "  '  mètre  ne  nous  est  connu  que  comme  inventeur  de  la  conchokle,  dont  il 
fit  un  usage  ingénieux  pour  résoudre,  par  un  procédé  mécanique,  le  pro- 
blème des  deux  mo}ennes  proporlioimelles,  et  celui  de  la  trisection  de 
l'angle. 

La  conchoïde,  déjà  célèbre  par  celte  circonstance  qu'elle  résolvait  les 
deux  plus  fameux  problèmes  de  l'Antiquité,  acquit  une  importance  nouvelle, 
par  la  remarque  que  fit  Viète,  (pic  tous  les  problèmes  dont  la  solution  dépend 
d'une  équation  du  troisième  degré  peuvent  se  ramener  à  ces  deux-là  ;  et 
surtout  par  l'emploi  que  Newton  fit  de  cette  courbe,  dans  son  Arithmétique 
universelle,  pour  construire  toutes  les  équations  du  troisième  degré. 
iiippAiiQLE,  §   18.   Ilipparcjue,  le  plus  grand  astronome  de  l'antiquité,  le  véritable 

fondateur  de  l'astronomie  mathématique,  avait  composé  un  ouvrage  en  douze 
livres,  où  se  trouvait  la  construction  des  cordes  des  arcs  de  cercle  K 

Ses  calculs  et  ses  opérations  astronomiques  exigeaient  la  trigonométrie 
rectiligne  et  la  trigonométrie  spliérique,  dont  il  avait  doimé  les  principes 
géométriques  dans  son  traité  Des  levers  et  couchers  des  étoiles,  et  dont  il 
paraît  certain  qu'il  fut  le  premier  inventeur  '-. 

C'est  à  Hipparciue  aussi  que  parait  remonter  la  découverte  des  projec- 
tions stéréographiques,  et  celle  de  deux  théorèmes  célèbres  de  Géométrie 

'  Théon  cite  ce  traite  {Commentaire  sur  VAlmayesle,  liv.  1,  ch.  IX). 

2  D'une  pari,  Ilipparque  dit,  dans  son  Commentaire  du  poème  d'Aratus,  qu'il  a  dé- 
montré la  solution  des  triangles  sphériques  qui  servent  à  trouver  le  point  orient  de  Véclip- 
tique;  ensuite  on  ne  trouve,  avant  lui,  aucune  trace  de  trii^onomclrie  sphériquc ,  ni  même  de 
trigononiélrie  rectiligne.  Archimède,  ainsi  que  le  remarque  M.  Dclambrc,  dans  son  Histoire  de 
l'astronomie  ancienne  (loni.  !"■,  pag.  104),  pour  mesurer  le  diamètre  du  soleil,  superpose 
un  angle  au  sommet  d'ini  triangle  isoscèle,  dont  les  côtés  et  la  hase  sont  donnes  :  on  n'avait 
pas  encore  eu  l'idée  de  calculer  les  cordes  des  angles.  Ainsi  la  trigonométrie  recliligne  était 


Ignorée. 
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plniio  ol  (le  (î('M)m(''li'i<>  spluTiciiic,  (\[w  nous  cilcrons  en  |):ii-|:iiil  de  Mrnriaiis  cl 
(le  IMolt'iuôo. 

1^  1î).  On  allrilxic  i\  (iciniims,  (in'on  sii|»|)(>s(^  avoir  vrcu  un  |)<mi  aprrs  «.khish». 
INicoincdc  ol  Ili|)|)ar(|U(',  lui  ouM"aji;<'  sur  diNcrscs  courlx's,  cnlrc  autres 
riiélico  tlc'criU'  sur  la  surface  d'un  c}liiidic  dioil  circulaiic,  dont  il  (h'-nion- 
Irail  celte  propriété,  commune  avec  la  li^ne  droite  cl  le  cercle  seuleinenl, 
(Pctre  partout  scniitlahlo  à  cllc-nicmc  K  Vn  autre  ouvrai^e  de  Cejninus,  inti- 
tulé Enan-utioncs  ycomcln'cœ,  souvenl  cité  par  Proclus,  (lev;ut  être  unci 
sorte  de  développement  philosophicpie  des  découvertes  géomélricpies.  (les 
deux  ouvrai^es  ne  nous  sont  point  i)ar\enus  :  on  prétend  (jue  le  premier  se 
trouve,  mamiscrit,  dans  la  hihliothècpie  du  Vatican. 

§   20.  Théodose  réunit,  sous  le  titre  de  Spliériques  (SpuyEUicoiiuM  uwwi        théodosk, 

V.  100  avanl  J.-C. 

très),  diverses  propriétés  des  grands  cercles  tracés  sur  la  sphère,  néces- 
saires pour  établir  solidement  les  foiulements  de  Tastronomie  et  le  calcul 
des  triangles  sphériqucs.  Ce  calcul  n'en  fait  pas  partie,  le  mot  triangle  n'y  est 
pas  même  prononcé.  Mais,  quekpie  élémentaire  que  soit  cet  ouvrage,  il  a  été 
trés-estimé,  comme  étant  méthodiciue  et  profond.  Aussi  a-t-il  été  commenté 
par  Pappus,  puis  traduit  par  plusieurs  géomètres  modernes  d'un  grand  mérite. 

On  a  de  Théodose  deux  autres  traités,  intitulés  De  Ilabitationibus ,  et 
De  Diebus  et  Noctibus ,  ayant  pour  objet  la  démonstration  des  phénomènes 
que  doivent  apercevoir  les  habitants  de  la  Terre,  suivant  leur  position  sur  le 
globe ,  et  celle  du  Soleil  dans  Técliptique. 

^  21.   Ménélaiis,  géomètre  et  astronome,  avait  écrit,  comme  Théodosc,       ménélaps, 

.  V    80  après  J.-C. 

sur  la  Géométrie  de  la  sphère,  un  traité  en  trois  livres,  intitulé  Spliénques, 
qui  ne  nous  est  parvenu  que  traduit  en  arabe  et  en  hébreu  :  le  texte  grec 
a  été  perdu.  Cet  ouvrage  va  au  delà  de  celui  de  Théodose,  car  il  traite 
spécialement  des  propriétés  des  triangles  sphériqucs,  mais  non  point  encore 
de  leur  calcul,  c'est-à-dire,  de  la  trigonométrie  sphérique  qui,  peut-être, 
avait  fait  partie  d'un  autre  écrit  de  Ménélaûs,  en  six  livres,  sur  le  calcul 
des  cordes,  dont  parle  Théon ,  et  qui  a  été  perdu. 

'  Vtoc\w^,  Commentaire  sur  le  i"  livre  d'L'uclidc,  4"=  définition  et  proposition  5*. 
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I.;»  plus  iiupoi'lniilc  pi'oposilioii  des  S/t/tf-rif/ucs  do  .>I(''ii(''l;uis  ost  l;i  pro- 
inii'ie  du  3'"  Ijm'O;,  qui  fut  la  hase  do  toute  la  trijiououM'trio  splioiiciue  dos 
Grecs.  Cesl  uuo  propriété  des  six  segments  faits,  sur  les  trois  côtés  d'un 
triangle  sphoriciue,  par  un  arc  de  grand  cercle  quelconque.  Ce  théorème 
fut  aussi  en  ii:ran(le  considéiation  chez  les  Arabes,  qui  le  coinniontèrcnt  dans 
j)lusieurs  éci'its,  et  rapjx'lèrent  lièf/lc  (V intersection.  Son  analogue  dans  la 
Géométrie  i)lane,  que  doinie  aussi  Ménélaiis,  comme  lemme  pour  la  dé- 
moiislratioii  du  j)remier,  et  dont  nous  allons  pailer  ci-dessous  à  Particlo  de 
IHolémée  (parce  (|uc  c'est  dans  TAlmageste  (|ue  généralement  on  l'a  remar- 
qué), a  acquis  une  nouvelle  et  haute  importance  dans  la  Géométrie  récente, 
où  Fillustre  Carnot  Fa  introduit,  on  on  faisant  la  hase  de  sa  théorie  des 
ti-ansversales. 

Nous  citerons  encore,  des  Spliériques  de  Ménélaiis,  les  deux  théorèmes 
suivants,  qui  j)araissent  être  dus  à  ce  géomètre  :  1*'  Tare  de  grand  cercle, 
(|ui  divise  on  doux  également  un  angle  d'un  triangle  sphéri((ue,  fait  sur  le 
côté  opposé  deux  segments  dont  les  cordes  sont  entre  elles  comme  celles 
des  côtés  adjacents;  et,  2"  les  trois  arcs  qui  divisent  en  deux  également  les 
trois  angles  d'un  triangle,  passent  par  un  mémo  point. 

Ménélaiis  avait  aussi  écrit  sur  la  théorie  des  lignes  courbes.  Pappus  nous 
apprend  qu'une  telle  ligne,  probablement  à  double  courbure,  car  elle  nais- 
sait de  Pintersection  de  surfaces  courbes,  était  apjjolée  admirable  par  ce 
géomètre  '. 
piorKMi;!.,  §  22.  Ptolémée,  astronome  et  géomètre  d'un  savoir  immense,  nous  a  laissé, 

dans  son  Almageste  -,  un  Traité  do  trigonométrie  rectiligno  et  de  trigonomé- 
trie sphérique,  le  seul  qui  nous  soit  parvenu  dos  Grecs,  les  ouvrages  d'Ilip- 
parquo,  sur  cette  matière,  av  ant  été  détruits.  On  y  trouve  cette  belle  propriété 
du  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  que   «  le  produit  des  deux  diagonales 

'  Collections  matliémaliques ,  liv,  4,  après  la  proposition  30. 

•^  Ploléinéc  avait  donné  à  son  Traité  iVaslronomie  le  titre  de  Composition,  ou  Syntaxe  ina- 
Ihnnadque.  Ses  éditeurs  ont  change  ce  litre  en  celui  de  Grande  composition;  les  traducteurs 
arabes  en  ont  fait  la  Très-grande  [Almayesti) ;  et  le  nom  d'Aluiageste  lui  est  resté. 
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csl  (^;^;il  à  la  soininc  des  produils  des  ('(U('s  opposds;  »  elle  csl  (loiiiw'c  coniiiK' 
Iciumc,  pour  lu  ((Misliuclioii  (l'une  lahlcî  des  v;d(Mirs  des  cordes  inscrites 
au  cercles  el  r(''pond;iiil  à  des  arcs  doiinc's  '. 

IMoléniée  fonda  sii  lrii;()noni<''lrie  sur  le  lliéorèine  des  six  se^Muenls,  (pi(! 
donne  ÎMénélaiis,  el  se  sei'vil  aussi,  pour  déuionlrer  ce  llK'oiènie,  de  son 
analogue  sur  le  plan,  (lelui-ci  est  une;  relalioii  enlic;  les  se^^nienls  (pTiuK! 
transversale,  menée  aihilraireinent  dans  le  plan  (run  lriani,de,  l'ail  sui'  les 
Irois  côtés,  à  sa\oir  cpie  le  produit  de  Irais  de  ces  se(jinenls,  (/ni  n'ont  pas 
d'extrchnités  coinmiuies ,  est  éyal  nu  produit  des  trois  autres  -.  On  voit  (pic 
c'est  une  généialisalion  de  la  proposilion  l'ondanienlah;  de  la  théorie  des 
lignes  proportionnelles,  savoir  (|ue  :  «  une  droite,  menée  parallèlement  à  la 
base  d'un  tiiangle,  divise  les  côtés  en  parties  proportionnelles.  »  Cette  re- 
marque sulïit  pour  l'aire  entrevoir  toute  l'utilité  dont  ce  théorème  peut  être 
dans  la  Géométrie.  Il  sert  particulièrement  dans  les  questions  où  Ton  doit 
démontrer  que  trois  points  sont  en  ligne  droite  :  on  imagine  un  triangle  dont 
les  côtés  passent  par  ces  trois  points,  et  l'on  vérifie  si  la  relation  en  question 
a  lieu  entre  les  six  segments  que  ces  trois  points  font  sur  les  trois  côtés  du 
triangle. 

Ce  théorème  semblait  inconnu,  quand  il  reparut,  au  commencement  de  ce 
siècle,  dans  la  Géométrie  de  position,  et  peu  après  dans  la  théorie  des  trans- 
versales, dont  il  est  la  base.  Mais,  à  plusieurs  époques,  il  avait  déjà  porté 
des  fruits,  indépendanmient  de  son  utilité  comme  lemme  pour  les  démonstra- 
tions sphériques  des  Grecs.  Il  mérite,  par  son  importance  actuelle,  qu'on  en 
fasse  l'historique.  Nous  consacrerons  à  cet  objet  la  Note  VI. 

La  Géométrie  est  encore  redevable  à  Ptolémée  de  la  doctrine  des  projec- 

'  Livre  1,  cliap.  IX.  M.  Carnot  a  nionlrc,dans  sa  Géomêlrie  de  position,  coramcnt  on  peut 
déduire  de  ce  Ihéorèinc  loule  la  trigonométrie  recliligne;  et,  depuis,  Fcrgola  a  repris  ce  sujet, 
qu'il  a  traité  complètement  sous  le  titre  :  Dal  teorema  Tolemaico  rilraggonsi  immediutamente 
i  teoremi  délie  sezioni  angolari  di  Vieta  e  di  WuUis,  e  le  principale  verilà  proposte  tiella  Trigo- 
nomelria  analitica  da  moderni  (toni.  I"^  des  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  de  Naples, 
ann.  1819). 

2  Livre  1,  chapitre  XI,  iiUilulé  :  Préliminaires  pour  les  démonstrations  sphériques. 
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tionx,  (loiil  il  jeta  les  loiidcmcnts  en  l'cniployîiiil  poiii-  la  conslniclion  dos 
cailos  i;(''()<,n'ai)lii(j(ios  et  la  solution  dos  problonios  do  ^Mionioiii(|U(',  dans  i\v\\\ 
ouM'aiz;os  ourioux,  intitules  DclAnalcmme,  el  Du  Pliuusjthère.  Mais  ce  second 
onMag(>,  on  se  li'onvo  enseignée  el  praticjnéc  la  projection  stéréogi'aphicpie, 
parait  à  xM.  Delanibre  être  d'IIipparquo  el  non  de  Ploléniée,  comme  on  Favait 
cru  jusqu'ici. 

Ptolc'méc  avail  compose  un  Iraité  Doi  trois  flimcnsions  (1rs  corps,  dans 
locjnel  il  parla,  le  |)i'omier,  de  ces  trois  axes  rectangulaires  auxcpiols  la  Géo- 
nu'tiie  moderne  rapporte  la  position  d'un  point  quelconcpie  dans  Tespace  K    . 

Kniin,  parmi  beaucouj)  d'autres  ouvrages  sur  des  matières  diverses,  nous 
citerons  V Optique  de  Plolémée,  où  se  trouvait  résolu  ce  problème  de  pure 
Géométrie,  qui  a  occupé,  depuis,  plusieurs  géomètres  du  premier  rang  : 
«  trouver  sur  un  miroir  sphérique  le  point  brillant,  pour  une  position 
»   doimée  de  l'œil  et  du  point  lumineux.  » 

§  23.  Ici  se  termine  la  première  des  trois  périodes  dans  lesquelles  nous 
avons  divisé  rintervalle  de  dix-sept  cents  ans,  qui  sépare  Archimède  et  Apol- 
lonius de  la  renaissance  des  lettres  en  Europe. 

Les  grands  progrès  que  l'Antiquité  devait  faire  faire  aux  sciences  mathéma- 
ticjues  sont  accomplis.  Nous  n'allons  plus  trouver  d'auteurs  originaux;  mais 
seulement  de  savants  et  célèbres  commentateurs  des  ouvrages  de  l'école 
grecque  établie  à  Alexandrie. 

Cependant  Pappus,  qui  se  présente  à  leur  tête,  mérite  d'être  placé  dans 
un  rang  plus  élevé,  parce  que  ses  ouvrages  tiennent  encore  du  génie  el  de 
la  force  productrice  des  siècles  antérieurs. 
PAPPUS.  §  24.  Ce  géomètre,  sur  la  fin  du  IV^  siècle  de  l'ère  chrétienne,  rassembla, 

dans  ses  Collections  mathématiques  ^,  diverses  découvertes  éparses  des  mathé- 
maticiens les  plus  célèbres,  el  une  multitude  de  propositions  curieuses  el  de 
lemmes,  destinés  à  faciliter  la  lecture  de  leurs  ouvrages.  Ces  Collections, 

^  Dclambrc,  art.  Plolémée  de  la  Biographie  tinii-erselle. 

^  Pappi  Alexandrini  Matlicnialicœ  colleclioncs,  a  Frederico  Commandino  in  lutinum  con- 
versa;, et  commentariis  iUiialratœ.  Pisaiiii  1388,  in-fol.;  itcra  Bononiœ  IGGO,  in-fol. 
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inoDiitncnl  pirciiMix  des  m;illi(''m;ili(|ii('s  .•mcioniK^s,  doiil  elles  nous  irpré- 
scMlcMil  ;'i  |)(Mi  |)ivs  WHM  ,  coiilicimeiil  ;mssi  diverses  iii\  cillions  (h;  l^.ijipiis 
liii-iiièine,  (|U('  J)(vs(';irles  ('shin;iil  ((uiiiiie  riiii  des  plus  excelleiils  {^M'oinèlres 
de  rauliquilé  '. 

On  \  liouNC  la  dcseriplion,  sur  la  splièiT,  d'une  li^Mie  à  doulilcî  coiuburp 
reinar(|uable.  Cesl  uno  spirale  (pie  l*appus  décrivaif,  à  riinilalion  de  celle 
dWrehiinède,  en  l'aisanl  mouvoir  unil'orménienl  un  |)oinl  sur  un  arc  de  jj^rand 
cercle  de  la  sphère,  (pii  loin-ne  lui-niènie  autour  de  son  dianièlre  (livre  /<-, 
proposition  »{0).  I^appus  trouva  Texpression  de  la  surface  spli(''ri(pie,  com- 
prise entre  celle  courbe  et  sa  base;  premier  exemple  de  la  quadrature  d'une 
surface  courbe. 

Le  fameux  théorème  de  Guldin,  qui  fait  usage  du  centre  de  gravité  pour 
la  dimension  des  figures,  se  trouve  dans  les  Collections  mathématiques,  et 
parait  avoir  été  imaginé  par  Pappus  lui-même  ^. 

§  25.  A  la  suite  de  la  proposition  30  du  livre  4,  un  passage,  qui  sert 
d'introduction  au  j)roblème  de  la  trisection  de  Tangle,  nous  apprend  que  la 
science  des  surfaces  courbes,  et  des  lignes  à  double  courbure  tracées  sur  ces 
surfaces,  ou  produites  par  des  mouvements  composés  (comme  la  spirale  sphé- 
rique  dont  nous  venons  de  faire  mention),  avait  été  cultivée  par  les  Anciens. 
Pappus  y  parle  des  lieux  à  la  surface,  et  cite  à  ce  sujet  les  ouvrages  de 
Démétrius  d'Alexandrie,  et  de  Pliilon  de  Tyane.  Le  premier  avait  pour  titre  : 
Recherches  linéaires;  c'est  la  seule  indication  qui  nous  en  reste.  Le  second 
traitait  des  courbes  qui  naissent  de  l'intersection  de  certaines  surfaces  nom- 
mées plectoïdes, 

'  «  Je  me  persuade  que  certains  germes  primitifs  des  vérités  que  la  nature  a  déposés  dans 
»  rintelligencc  liumaine,  et  que  nous  étouffons  en  nous  à  force  de  lire  et  d'entendre  tant 
»  d'erreurs  diverses,  avaient,  dans  cette  simple  et  naïve  antiquité,  tant  de  vigueur  et  de 
ï  force,  que  les  hommes  éclairés  de  cette  lumière  de  raison  qui  leur  faisait  préférer  la  vertu 
»  aux  plaisirs,  Ihonnêtc  à  l'utile,  encore  qu'ils  ne  sussent  pas  la  raison  de  celte  préférence, 
»  s'étaient  fait  des  idées  vraies  et  de  la  philosophie  et  des  mathématiques,  quoiqu'ils  ne  pussent 
»   pas  encore  pousser  ces  sciences  jusqu'à  la  perfection.  Or,  je  crois  rencontrer  quelques  traces 

»  de  ces  mathématiques  véritables  dans  Pappus  et  Diophante »  (Descartes,  Règles  pour  la 

direction  de  Vesprit,  4^  règle.) 

2  Voyez  la  fin  de  la  Préface  du  7*  livre  des  Collections  mathématiques. 
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.Monlucln  oI)S(M'vc  avoc  raison  (juil  uVsl  pns  facile  de  clcviner,  sur  une 
aussi  légère  iiulicalioii,  (|ii('lies  étaieiU  ces  surfaces  cl  (|U('ll(,'s  élaieiil  ces 
courbes.  Mais  un  autre  passage  de  Pa|)|)us  (livre  4,  proposition  21)),  dont  il 
semble  que  ce  savant  historien  n'ait  pas  eu  connaissance,  nous  apprend  que 
la  surface  de  la  vis  à  lilet  carié  est  une  suvhcc  plertoïde ;  ce  qui  nous  l'ail 
supposer  (jue  ce  mol  désignait  d'une  manière  générale  les  surfaces  trglces, 
au\(|uelles  il  nous  parait  convenir  à  raison  de  YoitrclaroncHt  des  lignes 
droites  que  présenlenl  ces  surfaces,  ou  bien  (ju'il  désignait  les  surfaces  appe- 
lées mainlenanl  conoides,  engendrées  par  une  droite  moi)ile  qui  s'appuie  sur 
une  droite  fixe  et  sur  une  courbe,  en  restant  toujours  parallèle  à  un  même 
plan;  ou  bien  encore  qu'il  désignait  particulièrement  les  surfaces  liéliçoides, 
ou  seulement  la  surface  héliroïdc  rampante,  c'est-à-dire  celle  de  la  vis  à 
fdet  carré. 

Un  savant  géomètre  napolitain,  M.  Flauli,  dans  un  ouvrage  récent,  afTecle, 
d'une  manière  générale,  le  nom  de  suvïncas  plccfoïdes  à  toutes  les  surfaces 
engendrées  par  une  ligne  droite  '. 

Commandin,  dans  son  Commentaire  de  Pappus,  avait  pensé  que  le  mot 
plectoïde  pouvait  provenir  d'une  erreur  de  copiste,  et  (lu'il  devait  être  rem- 
placé par  celui  de  cyliiidn'(/ue.  Mais  celte  suj)posilion  est  évidemment  erronée; 
car  le  mol  plectoïde ,  dans  le  passage  de  Pappus  qui  donne  lieu  à  l'observa- 
tion de  Commandin  -,  s'applique  incontestablement  à  la  surface  de  la  vis  à 
filet  carré,  et  non  à  une  surface  cylindiique. 

§  26.  Pappus,  à  l'occasion  de  la  qiiadralrice  de  Diaostmte,  fait  connaître 
deux  propriétés  de  la  surface  héliçoïde  rampante,  qui  méritent  d'être  remar- 
quées, comme  renfermant  deux  modes  de  construction  de  la  quadratrice,  et 
surtout  comme  offrant  une  des  belles  spéculations  des  Anciens  sur  les  sur- 
faces courbes  et  les  lignes  à  double  courbure. 

Après  avoir  donné  la  génération,  qu'il  appelle  mécanique,  de  la  quadra- 
trice, par  l'intersection  d'un  rayon  du  cercle  qui  tourne  autour  du  centre, 

'  Geometria  di  silo  sid  piano  e  nello  spazio  ;  Naples  1821 . 
'^  Livre  4,  proposition  29,  note  F,  pag.  92  de  rédition  de  1660. 
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ol  (ruM  (li.iinôlir  (|ui  se  mciil  p.irMilrIcnuMil  à  Iiii-iiK^inc  (livre  i,  |)r(>j)(»si- 
(ioii  '2,')),  P;i|)|)iis  (lil  (juc  coUo  coiiihc  pciil  s»'  loiincr  \);\v  1rs  /t'en./:  à  la  sur- 
face, ou  bien  par  la  spiiale  (rArcliiinèilc.  N'uici  quels  soiil  ces  deux  iiioiies 
(le  eousti'uelion  : 

Premier  in<n/eH,  proposition  2S.  «  Soil  une  liéliec  décrite  sur  uu  cylindre 
droit  circulaire;  de  ses  points  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  Taxe  du 
cylindre  :  ces  di'oiles  Ibi'nienl  la  sui'face  béliçoïde  lanipanU;; 

»  Par  Tune  de  ces  droites  on  mène  \\\\  plan,  convenablenK'nt  incliné  sur 
le  plan  de  la  base  du  cylindre;  ce  plan  cou|)e  la  surlace  béliçoïde  suivant 
une  courbe  dont  la  projection  ortboi»onale  sur  la  base  du  cylindre  est  la 
qimdratrice.  » 

Second  moyen  ,  proposition  29.  «  Qu'une  spirale  d'Arcbimèdc  soit  prise 
pour  la  base  d'un  cylindre  droit;  que  Ton  conçoive  un  cône  de  révolution 
ayant  pour  axe  Tarèle  du  cylindre  menée  par  Torigine  de  la  spirale;  ce  cône 
coupera  la  surface  cylindrique  suivant  une  courbe  à  double  courbure  '  ; 

«  Les  perpendiculaires  abaissées,  des  dilïérenls  points  de  celle  courbe,  sur 
Parèle  en  question  du  cylindre,  formeront  la  surface  béliçoïde  rampante 
(que  Pappus  appelle  en  cet  endroit  surface  ^j/ecVoir/e); 

»  Un  plan  mené  par  une  arête  de  cette  surface ,  et  convenablement  in- 
cliné, la  coupera  suivant  une  courbe  dont  la  projection  orthogonale  sur  le 
plan  de  la  spirale  sera  la  quadralrice  demandée.  » 

Ces  deux  constructions  consistent.  Tune  et  Tautre,  à  couper  la  surface 
héliçoïde  rampante  par  un  plan  mené  par  une  arête ,  et  à  projeter  la  section 
sui'  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe  de  la  vis. 

^  Cette  courbe  est  Vhèlice  conique  :  clic  est  l'une  des  lignes  à  double  courbure  que  les 
Anciens  ont  connues.  Proclus  en  parle  dans  son  Commentaire  sur  la  4'  définition  du  /"  livre 
d'Euclide.  Dans  les  temps  modernes  cette  courbe  a  occupé  plusieurs  géomètres,  parmi  lesquels 
on  distingue  Pascal  [De  la  dimension  d'un  solide  formé  par  le  moyen  d'une  spirale  autour  d'un 
cône;  OEuvres  de  Pascal,  tom.  V,  pag.  422);  et  Guido-Grandi  {Epistola  ad  Th.  Cevam;  OEuvres 
postliumcs  d  Huygens,  tom.  II). 

M.  Garbinski,  professeur  à  l'Université  de  Varsovie,  a  donné,  il  y  a  quelques  années,  une 
construction  graphique  des  tangentes  à  celte  hélice  coni(iue  {voyez  Annales  de  mathématiques, 
tom.  XVI,  pag.  lG7et376). 
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Dans  la  première  solution,  on  détermine  la  surface  de  la  vis  au  moyen 
d'une  hélice,  par  laquelle  on  fait  passer  les  génératrices  de  celle  surface; 
dans  la  seconde,  Ton  détermine  ces  génératrices  par  le  moyen  d'une  courbe 
à  double  courbure  :  rinteiseclion  d'ini  cylindre  droit  qui  a  pour  base  une 
spirale,  par  un  cône  de  révolution  ayant  pour  axe  Tarête  du  cylindre 
menée  i)ar  Toiigine  de  la  spirale. 

§  27.  Nous  remarquerons  que  ces  deux  constructions  reposent  sur  les 
propriétés  suivantes  de  la  surface  héliçoïde  rampante,  que  Pappus  n'énonce 
pas  expressément,  mais  qui  se  trouvent  démontrées  dans  ses  deux  proposi- 
tions 28  et  29  : 

1°  Si  Ton  coupe  la  surface  héliçoïde  rampante  par  un  plan  mené  par 
une  de  ses  génératrices,  la  section  se  projelle  ortbogonalemcnt,  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  surface,  suivant  une  quadratrice  de 
Dinostrate  *  ; 

2°  Un  cône  de  révolution,  (jui  a  pour  axe  celui  d'une  surface  héliçoïde 
rampante,  coupe  cette  surface  suivant  une  courbe  à  double  courbure,  qui 
se  projette  orlhogonalement,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe,  suivant 
une  spirale  d'Archimède. 

Ce  second  théorème  oiïre  une  construction  de  la  spirale  par  les  lieux 
à  la  surface,  analogue  à  celle  que  Pappus  donne  pour  la  quadratrice. 

§  28.  Ces  considérations  de  surfaces  courbes  et  de  lignes  à  double  cour- 
bure, pour  la  construction  d'une  courbe  plane,  qui  rentrent  aujourd'hui 
dans  la  Géométrie  descriptive  et  font  le  caractère  principal  de  l'école  de 
3Ionge,  méritaient,  ce  me  semble,  d'être  remarquées  dans  l'ouvrage  de 
Pappus.  Elles  auraient  pu  conduire  ce  géomètre  à  une  construction  des 
tangentes  à  la  spirale  et  à  la  quadralrice.  Il  eut  suffi  de  remarquer  que 
ces  tangentes  sont  les  projections  des  tangentes  aux  deux  courbes  tracées 

*  Nous  avons  reconiui  que  si  le  plan  sécant,  au  lieu  de  passer  par  une  gcnéralricc  de  la 
surface  héliçoïde,  est  mené  d'une  manière  arbitraire,  on  obtient  alors,  en  projection,  une 
(|uadratrice  allongée  ou  accourcie  ;  ou  eu  d'autres  termes,  une  conchuïde  de  la  quadratrice  de 
Dinostrate. 
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sur  la  surface  iH^liçoïdc,  ol  (juo  la  (au<i;(Mïl(^  eu  uu  poiiil  de  l'iiilcrscclion  (l(* 
(l(Mi\  surfaces  csi  l'inlcisccliou  des  plans  lau-^iculs,  eu  ce  poini,  au\  deux 
surfaces.  Ou  parvient  ainsi,  foil  aiséinenl ,  aux  propiiélV's  couiuies  des  lan- 
^enles  do  la  spirale  el  de  la  cpiadralrice  '.  Mais  c'est  là  tout  à  lait  Fesprit 
de  notre  Géométrie  descriptive  moderne;  el  il  n'est  pas  probable;  (jue  les 
Anciens  aient  poussé  aussi  loin  leurs  spéculations  dans  la  science  des  siu*- 
faces  courbes.  Il  est  douteux  même  cpie,  du  temps  de  Pa|)|)us,  ou  eût  une 
idée  bien  nette  du  plan  tangent  en  un  |)oinl  de  la  surface  béliçoïde. 

§  !29.  En  réllécliissant  sur  la  nature  des  deux  théorèmes  que  nous 
avons  énoncés  ci-dessus,  on  est  conduit  à  les  regarder  conmie  de  simples 
applications  de  deux  modes  généraux  de  transformation  des  courbes  |)lanes, 
en  d'auti'es  courbes  diflerentes,  au  moyen  de  la  surface  hélicoïde  ram- 
pante. Et  de  ces  modes  de  transformation  résultent  des  relations  de  con- 
struction et  de  propriétés,  entre  des  courbes  qui  ne  paraissaient  avoir  de 
commun  que  la  même  forme  d'équation  entre  des  variables  dilîérentes  : 
telles  sont  (|uelques  spirales  et  les  courbes  qui  portent  le  même  nom  dans 
le  système  de  coordonnées  ordinaires.  Je  développerai  cette  idée  dans  la 
Note  VIII. 

§  30.  On  remarque,  dans  \q?>  Collections  mathématiques,  plusieurs  théo- 
rèmes qui  appartiennent  aujourd'hui  à  la  théorie  des  transversales,  entre 
autres  celui  qui  en  est  le  fondement  :  ils  font  supposer  que  cette  utile 
et  élégante  doctrine  était  employée  par  les  Anciens,  principalement  dans 
leurs  écrits  sur  l'Analyse  géométrique,  auxquels  se  rapportent  ces  théorèmes. 

Parmi  ces  propositions,  qui  appartiennent  à  la  théorie  des  transversales, 
et  dont  plusieurs  sont  relatives  à  la  proportion  harmonique ,  nous  citerons 
les  suivantes,  qui  sont  démontrées,  dans  le  7<^  livre,  comme  lemmes  destinés 
à  faciliter  la  lecture  des  porismes  d'Euclide. 

La  129^  proposition  fait  voir  que,  quand  quatre  droites  sont  issues  d'un 

'  M.  Th.  Olivier,  habile  professeur  de  Géométrie  descriptive  à  l'École  des  Arts  et  Manufac- 
tures, a  déjà  fait  usage  de  ce  moyen,  pour  construire  la  tangente  à  la  spirale  d'Archimcde 
{Bulletin  de  la  Société  pliilomalique  de  Paris,  année  1855,  pag.  2:2). 


34  IIISTOIKE  I)i:  LA  GE()Mi:ïKIE 

même  point,  elles  forment  sur  une  transversale,  menée  arbitrairement  dans 
leur  plan,  quatre  serments  qui  ont  entre  eux  un  certain  rajtport  constant, 
quelle  que  soit  la  transversale.  Ainsi  soient  a,  h,  c,  d,  les  points  où  les 
(|ualie  (Iroiles  sont  rcnconlrces  par  une  transversale  (jnelconque,  et  ac,  ad. 
Or,  bd,  les  (pialre  segnienls  :  le  raj)j)ort  ^  :^^  sera  constant,  quelle  que  soit  la 
transversale. 

Cette  proposition  mérite  que  nous  lui  consacrions  tout  ce  paragraphe,  pour 
appeler  sur  elle,  dès  à  présent,  Tatlention  de  nos  lecteurs. 

Les  propositions  136,  137,  140,  142  et  14o  sont,  ou  des  cas  particuliers, 
ou  la  récij)roque  de  celte  pioi)osilion  principale. 

Répétée  sous  tant  de  formes  par  I^appus,  elle  paraît  avoir  été  d'une 
grande  ulililé  dans  les  porismes  d'Euclide.  Cependant  elle  est  aujourd'hui 
sans  application. 

En  recherchant  les  usages  que  les  Modernes  en  ont  j)u  faire,  nous  trou- 
vons que  Pascal  Ta  mise,  dans  son  Essai  pour  les  coniques,  au  nombre  des 
théorèmes  principaux  dont  il  se  servait  dans  son  Traité  de  ces  courbes;  que 
Desargues  fit,  d'un  de  ces  cas  particuliers  (qui  est  précisément  la  137"^  pro- 
position de  Pappus),  la  base  d'une  de  ses  Pratiques  de  la  perspective  (édition 
de  Bosse,  1048,  pag.  33());  et  que  II.  Simson  l'a  démontrée  comme  lemme 
de  Pappus,  et  s'en  est  servi  pour  la  démonstration  d'une  proposition  de  son 
Traité  des  Porismes. 

Dans  ces  derniers  temps,  M.  Brianchon  l'a  énoncée  au  commencement 
de  son  Mémoire  sur  les  lif/nes  du  deuxième  ordre,  et  M.  Poncelet  l'a  citée 
dans  son  Traité  des  projjriétés  projectives  (pag.  12).  Mais  ces  deux  habiles 
géomètres  en  ont  fait  peu  d'usage,  n'ayant  eu  à  considérer  le  plus  souvent 
que  le  cas  particulier  où  les  quatre  droites  forment  un  faisceau  harmo- 
nique. 

Celle  proposition  nous  paraît  donc  avoir  à  peine,  jusqu'ici,  fixé  l'attention 
des  géomètres.  Cependant  nous  la  croyons  susceptible  de  nombreuses  appli- 
cations, et  nous  la  regardons  comme  pouvant  devenir  l'une  des  plus  utiles  et 
des  plus  fécondes  de  la  Géométrie. 
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('('(le  |)i'()))()silion  j()ii(M';i  un  lôlc  iinporlnnl  diiiis  nos  deux  priiicipos  (l<; 
(hi(t(is(i(i<)n  vl  i\o  (/rformatian  des  (i^Mircs,  coniinc  ('laiil  l:i  b.ise  de  ia  parlie 
(|(ii  coiUMM'iic  leurs  relalious  de  ^Mand(»ur;  (îl  nous  aurons  aussi  à  en  l'aire 
usa^e  dans  le  eours  de  eelle  iniroduelion. 

Par  celle  raison,  nous  éprouNons,  dès  à  présent,  le  besoin  de  doiuier  un 
nom  au  ra|)porl  des  (pialrc;  se^^inenls  (|u\)n  y  considère.  Ce  ra|)porl  élanl  dit 
h<u't)ioni(fHcdims  le  cas  particulier  où  il  est  égal  à  runité,  nous  rappellerons^ 
dans  le  cas  général ,  rapport  ou  fonction  anltannonique. 

Ainsi,  (|uan(l  (pialie  droites,  issues  d'un  même  j)oint,  seront  rencontrées  par 
une  transversale  en  quaire  points  a,  b,  c,  d,  le  rapport  ^^;  ,-;^sera  dit  fonc- 
tion anh(ir))wni(pie  des  quatres  points  a,  b,  c,  d. 

La  proposition  de  Pappus  consiste  en  ce  que  cette  fonction  a  constamment 
la  même  valeur,  (jiielle  que  soit  la  transversale ,  les  quatre  droites,  issues 
d'un  même  point,  restant  les  mêmes.  Ccst  là  une  belle  propriété  de  la 
fonction  anJuirmonique  de  quatre  points,  qui  la  distingue  de  toute  autre 
fonclion  qu'on  pourrait  former  avec  les  segments  compris  entre  les  quatre 
points. 

La  notion  de  la  fonction  anbarmonique  nous  paraît  de  nature  à  apporter 
une  grande  simj)lirication  dans  plusieurs  théories  géométriques. 

Elle  sera  bien  plus  propre  que  le  théorème  de  Ptolémée  à  servir  de 
fondement  à  la  théorie  des  transversales,  où  elle  procure  des  démonstra- 
tions intuitives  de  toutes  les  propositions  connues  sur  les  systèmes  de  lignes 
droites,  et  donne  lieu  à  beaucoup  d'autres  propositions  nouvelles. 

Elle  sera  utile  surtout  dans  la  théorie  des  coniques,  où  elle  montrera, 
entre  une  infinité  de  propositions  isolées,  une  liaison  et  des  rapports  qui 
les  rattachent  toutes  à  un  petit  nombre  de  principes  généraux. 

Nous  comptons  consacrer  un  écrit  particulier  à  la  théorie  du  rapport 
anharmonique.  Mais  il  nous  faut  en  faire  connaître  dès  à  présent  quelques 
propositions  principales,  particulièrement  une  autre  forme  algébrique  sous 
laquelle  peut  s'exprimer  la  proposition  de  Pappus;  nous  renvoyons,  pour  cet 
objet,  à  la  Note  IX. 
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,§31.   Ucvonons  à  Paj)|)us. 

La  130*'  proposition  est  une  relation  entre  six  segments  formés,  sur  une 
transversale,  par  les  (juatre  côtés  et  les  deux  diagonales  (Pun  quadrilatère 
quelconque.  La  i^l"  et  la  ISS*"  en  sont  des  cas  particuliers. 

Au  lieu  de  regarder  la  figure  du  livre  de  Pappus  comme  représentant  les 
quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  d'un  quadrilatère  couj)é  par  une  trans- 
versale, on  peut  la  considérer  comme  représentant  les  trois  côtés  d'un 
ti'iangle,  et  trois  droites  menées  par  les  sommets  de  ce  triangle  et  concourant 
en  un  même  point.  Ces  six  droites  déterminent  sur  la  transversale  six  seg- 
ments, dont  chacun  est  pris  entre  un  côté  du  triangle  et  une  des  deux  droites 
menées  par  les  sommets  adjacents  à  ce  côté.  La  proposition  de  Pappus  est 
facile  alors  à  énoncer  et  à  retenir;  elle  consiste  en  ce  que  \e produit  de  trois 
sogmcnis ,  qui  n'ont  point  d'extrémités  communes,  est  égal  au  produit  des 
trois  autres  :  rapport  semblable  à  celui  qui  constitue  le  théorème  de  Ptolémée. 

Envisagée  ainsi,  cette  proposition  de  Pappus  pourra  servir  pour  démontrer 
que  trois  droites,  menées  de  certaine  manière  parles  sommets  d'un  triangle, 
concourent  en  un  même  point;  de  même  que  celle  de  Ptolémée  sert  à  dé- 
montrer que  trois  points,  placés  d'une  certaine  manière  sur  les  côtés  d'un 
triangle,  sont  en  ligne  droite. 

La  131^  proposition  fait  voir  que,  da?is  tout  quadrilatère,  îme  diagonale 
est  coupée  harmoniqucment  par  la  seconde  diagonale  et  par  la  droite  qui 
joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

La  132^  énonce  un  cas  particulier  de  ce  théorème,  qui,  lui-même,  peut 
être  regardé  comme  une  conséquence  du  théorème  général  exprimé  par  la 
proposition  130. 

La  139^,  dont  les  propositions  134-,  138,  14-1  et  14-3  sont,  ou  la 
réciproque,  ou  des  cas  particuliers,  prouve  que,  quand  un  hexagone  a  ses 
six  sommets  placés,  trois  à  trois,  sur  deux  droites,  les  trois  points  de  con- 
cours de  ses  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite.  Théorème  remarquable  par 
lui-môme,  et  parce  qu'il  peut  être  considéré  comme  le  germe  du  fameux 
théorème  de  Pascal,  sur  l'hexagone  inscrit  à  une  conique.  Au  système  des 
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deux  di'oiUîs,  (I;his  Ios(|U('II('s  l*;i|)|)iis  iiis('ii\;iil  son  licxîi^onc,  se  IroiiNe 
sul)s(llu«''o,  (hiis  le  llK'oivinc  (le  Pascal,  une  c()iii(|U('  (iucIcoikiiic  '. 

\/.\  pioposilioii  IJ]()'",  (juc  nous  jinoiis  ciléc  plus  liaul,  a  icrii  une  •^m'-ih'- 
ralisalioii  S('iiil>lai)l(',  (pic  nous  Icrons  coiiiiailrc  en  |>arlanl  de  Dcsaij^Mics. 

Paj)pus  cnoiicc  dans  sa  pirlacc,  comme  jJtcncralisation  iWui  jiorisHic  d'Eii- 
clidc,  un  beau  ihéoième,  relatif  à  la  déloiiiialion  d'un  |)()ly'j;one  doni  Ions 
les  côtés  passent  par  des  points  situés  en  ligne  droite,  j)endant  (jue  ses  som- 
mets, moins  un,  parcourent  des  droites  tracées  arbitrairement,  ('e  tbéorème 
a  accjuis  (jueNpie  célébrité  dans  le  siècle  dernier,  par  la  nouvelle  j^^înéralisa- 
tion  (pfil  a  reçue  entre  les  mains  de  Mac-Laurin  et  de  Iîraikeini(lii:e,  et  par  la 
rivalité  cpi'il  a  excitée  entre  ces  deux  illustres  géomètres.  M.  Poncelet  a  de 
nouveau  traité  cette  matière  avec  toute  Tétenduc  et  la  facilité  que  comportent 
les  doctrines  de  son  savant  Traité  des  propriétés  projeciives  des  figures. 
(Section  4-,  chap.  II  et  III.) 

^  32.  Nous  devons  faire  mention  d'une  question  qui  peut  se  rattacher, 
comme  les  précédentes,  à  la  théorie  des  transversales;  c'est  le  fameux  pro- 
blème ad  très  mit  plures  lincas,  raj)porté  par  Pappus  comme  Técueil  des 
Anciens,  et  auquel  Descartes  a  donné  une  nouvelle  célébrité,  en  en  faisant 
la  première  application  de  sa  Géométrie.  Il  s'agissait,  étant  données  plusieurs 
droites,  de  trouver  te  lieu  géométrique  d\in  point  tel  que  les  perpendiculaires, 
ou  plus  généralement  les  obliques  abaissées  de  ce  point  sur  ces  droites,  sous 

*  La  proposition  139  de  Pappus,  que  nous  présentons  ici  comme  exprimant  une  propriété 
de  l'iiexagone  inscrit  à  deux  droites,  peut  être  considérée  sous  un  autre  point  de  vue,  et  donne 
lieu  alors  à  cet  autre  théorème  remarquable,  que  Simson  a  énoncé  le  premier,  comme  étant 
l'un  des  porismes  d'Euclide,  celui  auquel  se  rapportent  ces  mots  de  Pappus  :  <i  Quod  h.£c  ad 
DATUM  PUNCTUM  VERGIT.  »  Étant  fris ,  dans  un  plan,  deux  points  fixes  et  un  angle  qui  ait  son 
sommet  situé  sur  la  droite  qui  joint  ces  points;  si, de  chaque  point  d'une  droite  donnée,  on  mène 
deux  droites  à  ces  deux  points  fixes ,  elles  rencontreront  respectivement  les  deux  côtés  de  l'angle 
en  deux  points;  et  la  droite  qui  joindra  ces  deux  points  passera  toujours  par  un  même  point 
(Simson,  De  Porismatibus,  proposition  34). 

Nous  citons  ce  théorème,  parce  qu'il  nous  sera  utile  dans  la  suite.  Son  analogue  dans  l'espace, 
qui  n'a  point  encore  été  donné,  se  présentera  naturellement  comme  corollaire  de  nos  principes 
de  transformation  des  figures. 
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des  aufjirs  donnes,  fsalis fissent  à  la  condilion  fjue  le  produit  de  certaines 
d'entre  elles  fût  dans  an  rapport  constant  avec  le  produit  de  toutes  les  autres. 

Celle  question,  connue  sous  le  nom  de  Problètne  de  J^appus ,  depuis  (jue 
Descaries  Ta  ainsi  désignée,  avail  exercé  la  sagacité  d'Euclide  et  d'Apollo- 
nius, (|ui  ne  Tavaienl  lésolue  que  pour  trois  ou  (jualre  droites,  auquel  cas 
le  lieu  géométrique  demandé  esl  une  conique;  d'où  résulte  cette  piopriété 
générale  des  coniques  :  «  Quand  un  (luadrilatère  quelconque  est  inscrit  à 
une  coni([ue,  le  pioduit  des  distances  de  chaque  point  de  la  courbe  à  deux 
côtés  opposés  du  quadrilatère,  est  au  produit  des  distances  du  même  point 
aux  deux  autres  côtés,  dans  un  rapj)orl  conslanl.  » 

Newton  a  donné,  de  ce  beau  théorème,  une  démonstration  par  la  Géomé- 
trie,pure,  el  s'en  esl  servi  utilement  dans  ses  Principes  mathématif/ues  de 
la  Philosophie  naturelle.  Les  traités  des  coniques,  qui  ont  paju  dans  les  pre- 
miers temps  après  ce  grand  ouvrage,  lui  ont  empiunté  ce  théorème,  mais 
sans  en  faire  tout  l'usage  auquel  il  était  propre;  depuis,  il  a  en  quelque 
sorte  disparu  de  la  théorie  des  coniques  ^  Cependant,  nous  croyons  pouvoir 
le  regarder  comme  la  plus  universelle  et  la  plus  féconde  de  toutes  les  pro- 
priétés de  ces  courbes.  Nous  citerons  particulièrement,  comme  n'étant  que 
des  corollaires  de  ce  théorème  unique,  le  fameux  hexagramme  mystique  de 
Pascal,  le  théorème  de  Desargues  sur  Tinvolution  de  six  points,  le  rapport 
constant  du  produit  des  ordonnées  au  produit  des  segments  faits  sur  l'axe,  le 
beau  théorème  de  Newton  sur  la  description  organique  des  coniques,  et  enfin 
un  autre  théorème  fondé  sur  la  notion  du  rapport  que  nous  avons  nommé 
ci-dessus  anharmoniqxie ^  et  d'où  se  déduisent  une  infinité  de  propriétés 
diverses  des  coniques. 

'  La  stérilité  qu'eut  pendant  des  siècles  cette  proposition  fondamentale,  d'où  dérivent 
presque  toutes  les  propriétés  des  coniques,  et  le  peu  d'importance  que  parurent  aussi  mériter, 
jusqu'à  ces  derniers  temps,  les  beaux  théorèmes  de  Desargues  et  de  Pascal,  qui  en  sont  des 
corollaires  naturels,  rappellent  cette  pensée  de  Bailly,  dont  la  justesse  est  bien  sentie:  «  Il 
»  semble  que  les  idées  aient  comme  nous  une  enfance  et  un  premier  état  de  faiblesse;  elles  ne 
»  produisent  point  à  leur  naissance,  et  elles  ne  tiennent  que  de  l'âge  et  du  temps  leur  vertu 
»   féconde.  »  [Histoire  de  V Astronomie  moderne,  lom.  II,  pag.  GO.] 
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Mjm's  nous  (lirons,  on  pnssaiil,  (iiUMMMlcniicr  lln-on^rno  rsl  iMi-inrinccrniic 
Iclle  ^MMU'ialili»,  ol  so  (h'moiilic  <i  /triori  d'une  in.inièn'  si  f.icilc,  (|ii('  c'«sl 
celui  (juc  nous  proposerions  poni-  roiulenienl  trune  ihéoiie,  des  coni(|ues. 
(Voir  la  Noie  W.) 

§  [V^.  Ici  se  prcscnU^  nalurelleinenl  une  observation  (jui  poin-ra  jnslifier 
rini|)orlance  que  nous  avons  d«'>jà  clierclié  à  doinier  à  la  proposilion  I  :>()  de; 
Pappus,  cl  à  la  noiion  du  ra/)/)or(  aii/i<ir)n(nii</u('.Cvsl(n\c  tous  les  tJK'Oivnios 
que  nous  venons  de  liier  du  7*'  li\ re  des  (jtl/crtwns  ni(i(/irni(((i(/nes,  y  com- 
pris celui  sur  la  délorniation  d'un  polvi^one  el  le  ihOoivimuid  (/iinfuor  lincasj 
avec  plusieurs  autres  Ihéorènies  sur  l'inNolulion  de  six  points,  dont  nous  allons 
parler  tout  à  riieure;  théorèmes  des  plus  généraux  et  des  plus  utiles  dans 
la  Géométrie  récente,  j)euvent  dériver  tous,  comme  d'une  source  commune, 
de  celte  seule  proj)i'iété  du  rapjiort  anJiarmoniquc  de  quatre  points.  Et  cette 
manière  de  les  présenter  seia  aussi  simple  que  possible;  car  elle  ne  néces- 
sitera pour  ainsi  dire  aucune  démonstration. 

Après  avoir  reconnu  que  la  plupart  des  lemmes  de  Pappus,  qui  parais- 
sent se  rapporter  au  1*^'  livre  des  porismes  d'EucIidc,  peuvent  se  déduire 
de  la  proposition  en  question,  nous  avons  pensé  que  cette  proposition 
pourrait  bien  aussi  être  la  clef  de  tout  ce  i*"  livre  des  porismes,  et 
conduire  à  une  interprétation  des  énoncés  que  Pappus  nous  a  laissés.  Car 
il  existe  toujours  ainsi,  dans  toute  théorie,  quelque  vérité  principale  dont 
toutes  les  autres  dérivent.  Et^  en  effet,  en  prenant  la  proposition  dont  il 
s'agit  pour  point  de  départ  dans  un  essai  de  divination  des  porismes ,  nous 
avons  obtenu  divers  théorèmes  qui  nous  ont  paru  répondre  aux  énoncés 
en  question. 

§  34.  Nous  citons  encore,  du  7"^  livre  des  Collections  mathématiques ,  une 
quarantaine  de  lemmes  relatifs  au  trâhé  De  de  ter  mimi  ta  sectioiie  d'Apollonius, 
et  qui  rentrent  aujourd'hui  dans  les  nouvelles  doctrines  de  la  Géométrie. 
Ce  sont  des  relations  entre  les  segments  faits^  par  plusieurs  points,  sur  une 
ligne  droite. 

On  n'aperçoit  pas,  au  premier  abord,  la  vraie  signification  de  ces  nom- 
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broiisos  propositions,  ni  les  lapporls  (jui  |)euvenl  les  rallachcr  onscmblc  à 
uno  niènic  quoslion  ;  cl  la  lecture  dans  cet  état  en  est  pénible.  Mais  avec 
qu('I(jue  attention,  on  reconnaît  (pi^eiles  sont  toutes  relatives  à  la  théorie  de 
Vinvolulion  de  six  points,  ci'éée  par  Dosargues,  et  devenue  d'un  grand  usage 
dans  la  Géométrie  récente.  Ce  ne  sont  pas  les  propriétés  de  la  relation  (Pin- 
volution  la  plus  générale,  celle  qui  a  lieu  entre  six  points  (il  parait  même 
que  les  Anciens  n'ont  pas  connu  les  transformations  de  cette  relation  géné- 
rale); mais  ce  sont  des  propriétés  de  plusieurs  relations  que  Ton  peut  au- 
jourd'hui considérer  comme  des  cas  particuliers  de  celte  relation  générale. 

Ainsi,  les  propositions  22,  29,  30,  32,  31,  3o,  3G  et  4-4.  concernent 
une  iinolution  de  cin{[  points.  On  y  considère  deux  systèmes  de  deux  poinls 
couju(jH(''s  ' ,  et  leur  point  central^  celui  dont  le  j)roduit  des  distances  aux 
deux  premiers  points  est  égal  au  produit  de  ses  distances  aux  deux  autres; 
et  l'on  déduit  de  là  une  autre  relation  entre  les  cinq  points. 

Pour  conclure  cette  relation  de  la  relation  générale  entre  six  points,  il 
faut  observer  que  le  conjugué  du  cinquième  point,  ou  point  central,  est  à 
l'infini. 

Les  propositions  37  et  38  concernent  une  involution  de  quatre  points, 
qui  sont  deux  poinls  conjugués,  un  point  double  et  le  point  central.  D'une 
relation  entre  ces  quatre  poinls,  on  en  conclut  une  autre. 

Les  propositions  39  et  4-0  sont  une  même  propriété  d'une  involution  de 
cinq  points;  on  y  considère  deux  systèmes  de  deux  points  conjugués,  et  un 
point  double. 

Les  propositions  4-1,  42  et  43  sont  une  relation  entre  deux  systèmes  de 
deux  points  conjugués  et  leur  point  central;  relation  nouvelle,  d'une  forme 
diflerente  des  relations  connues  de  l'involution  de  six  points. 

Il  en  est  de  même  des  douze  propositions  45,  46,  et  56,  qui  sont 

'  Il  est  utile,  pour  faciliter  rintelligence  de  ce  i)iissagc  sur  les  leraracs  de  Pappus,  de  lire 
la  Note  X,  où  nous  présentons  les  diiïérentes  propriétés  de  la  relation  d'involution  de  six  points, 
c'est-à-dire  les  diverses  transformations  cl  les  conséquences  de  cette  relation.  Nous  y  expli- 
quons ce  qu'on  doit  entendre  par  points  conjugués,  point  central,  et  j>oinls  f/oM6/e5. 
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une  rclaliou  ^(''iu'tjiIc  ouliv  deux  s}slùines  de  (l(!ii\  points  conjuj^iucs,  leur 
poini  ('(Milinl  ('l  lin  ;uiln'  point  (piolconcpio.  ï^cs  proposilions  il,  i'i  cl  i.'J 
no  (lonncnl  cpic  des  corollaires  de  celle  relalion  ^MMiéiale. 

Enfin,  les  proposilions  (H,  {')it  cl  (il  ex|)iinienl  inie  Ix'lle  pi«>priélé  (h; 
inuximuui  el  de  niininnun,  concernant  denx  systèmes  d(»  points  conju;^Miés  cl 
un  poinl  double:  elle  consiste  en  ce  (|ue  le  iapj)orl  des  produits  des  distances 
de  ce  poinl  double  aux  points  conjugués  est  un  uiaximam  ou  un  tnudntuui. 

Pappus  donne,  par  une  construction  élégante,  l'expression  géomélriquc 
de  ce  rapport;  mais  il  ne  lait  (pi'énoncer  la  piopiiélé  de  maximum  ou  mini- 
mum, qui  se  trouvait  démontrée  dans  Touvrage  d'Apollonius.  C'est  une 
véritable  perle  que  celle  de  la  démonstration  géométrique  de  ce  cas  de 
maximum  ou  minimum  par  les  Anciens,  quoiqu'elle  n'oiïrc  aucune;  dilïi- 
cullé  à  l'Analyse  moderne.  Fermât  en  a  fait  une  des  premières  applications 
de  sa  belle  méthode  de  maximis  et  minimis  {Opéra  malhematica,  pag.  G7). 

§  35.  Cette  analyse  des  quarante-trois  lemmes  de  Pappus  nous  parait 
pouvoir  en  faire  saisir  l'esprit  général  et  en  faciliter  la  lecture.  On  y  voit  que 
plusieurs  proposilions  expriment  un  même  théorème  :  c'est  que  les  énoncés 
de  ces  propositions  s'appliquent  à  des  ligures  spéciales,  et  ont  entre  eux  quel- 
ques dilïerences  provenant  de  la  din'érence  de  position  des  points  que  l'on 
y  considère.  C'est  cette  différence  de  position  des  points  donnés  et  du  point 
cherché  qui  a  fait  donner  à  l'ouvrage  d'Apollonius  le  nom  de  Section  déter- 
minée ;  et  les  différents  cas  que  présentent  les  variations  de  position  de 
ces  points,  sont  ce  que  ce  géomètre,  et  Pappus  d'après  lui,  ont  appelé 
Epitagma  '. 

C'est  un  des  grands  avantages  de  la  Géométrie  moderne  sur  l'ancienne, 
de  pouvoir,  par  la  considération  des  quanlités  positives  ou  négatives, 
comprendre,  sous  un  même  énoncé,  les  cas  divers  que  peut  présenter  un 

'  C'est  le  sentiment  de  Hallcy  et  de  R.  Sinison.  Le  savant  Commandin  n'avait  point  trouvé  la 
signification  de  ce  qu'Apollonius  appliquait  à  une  partie  de  ses  propositions  {Collect.  math., 
pag.  21)G  de  l'édition  de  16G0).  Le  mot  monachi,  qu'on  trouve  aussi  dans  Pappus,  parait  avoir 
été  affecté  par  Apollonius  aux  propositions  concernant  les  nuixima  et  les  minima. 
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même  théorème,  pnr  la  divcrsilc  de  positions  rojalives  des  différentes  parties 
d'une  figure.  Ainsi,  de  nos  jours,  les  neuf  problèmes  principaux  et  leurs 
nomi)rcux  cas  particuliers,  qui  faisaient  Tobjet  des  quatre-vingt-trois  théo- 
rèmes contenus  dans  deux  livres  de  la  Section  déterminée  d'Apollonius,  ne 
font  plus  qu'une  seule  et  même  question,  résolue  par  une  formule  unicpie. 

Beaucoup  d'auteurs  ,  dans  leurs  écrits  sur  l'Analyse  géométrique  des 
Anciens,  se  sont  occupés  de  la  Section  dctenninée ,  et  ont  cherché,  soit  à  en 
rélablii'  complètement  les  deux  livres,  soit  à  en  résoudre  seulement  diverses 
questions  détachées.  Nous  trouvons,  au  commencement  du  XVH^  siècle, 
Snellius,  Alexandre  Anderson,  Marin  Ghelaldi;  vers  la  fin  du  même  siècle, 
Roger  de  Vintimillc,  Hugo  de  Omérique;  puis,  R.  Simson  dans  son  ouvrage 
poslhurne,  Opéra  reliqua,  anno  1776;  et,  presque  à  la  même  époque, 
Giannini  dans  ses  Opuscnla  matheniatica. 

Dans  ces  derniers  temps,  J.  Leslie  a  encore  consacré  plusieurs  pages  à 
ce  problème,  dans  son  Analyse  géométrique  (livre  2,  propositions  10-18). 
Cette  question  est  liée  intimement  à  la  théorie  de  Vinvolution  de  six  points, 
et  sa  solution  paraît  devoir  dériver  de  cette  théorie.  En  effet,  une  propriété 
nouvelle  de  Tinvolution  nous  a  oITert  naturellement  une  construction  simple 
et  générale  du  problème  de  la  section  déterminée,  qui  nous  paraît  diflerer  de 
toutes  celles  que  l'on  a  données  jusqu'ici.  La  même  théorie  olîre  aussi  une 
démonstration  du  cas  de  maximum  traité  par  Apollonius.  [Voir  la  Note  X.) 

§  36.  Les  lemmes  de  Pa|)pus,  sur  les  Lieux  plans  d'Apollonius,  présentent 
aussi  quelques  relations  entre  les  segments  faits  par  des  points  sur  une  droite, 
mais  qui  sont  différentes  des  précédentes,  et  ne  dérivent  point,  comme 
celles-ci,  des  relations  générales  d'involution  de  six  points.  Cependant,  on 
peut  les  rattacher  aussi  à  une  seule  et  même  proposition,  qui  exprime 
une  propriété  générale  de  quatre  points  pris  arbitrairement  sur  une  ligne 
droite,  laquelle  est  le  second  des  théorèmes  généraux  de  Mathieu  Stewart  '. 

'  Some  gênerai  iheorenis  of  considérable  use  in  the  Iligher  parts  of  mathematics.  Édiinbouig, 
4746,  in-8». 

Nous  donnerons  l'cnoncé  du  tlicorèrnc  en  question  en  parlant  de  Stewart,  dans  notre  qua- 
trième Epoque. 
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Ainsi,  It\s  propositions  123  el  Il2i,  (pii  cxpriincnl  nn(;  iclîilion  enlni 
(|ii;ilir  |)oiiils  pris  nrhilraircntcnl  siii-  une  droitc^^  (^t  un  (-in(|iii(Mii('  (N'ier- 
miné  (raprès  une  coilainc  conililion,  sonl  une  consécpience  facile  de  ce 
théori^nie. 

Les  propositions  l^a  et  12G  expriment  une  relation  entre  quatre  points 
pris  arbitrairement  en  li^ne  droite;  ci  Ton  reeomiait  aisément  que  celle  rela- 
tion n'est  qu'une  Iransfoiinalion  lrès-sinq)le  du  même  théorème. 

Les  quatre  propositions  1  lî)-122,  qui,  avec  les  quatre  dont  nous  venons 
de  |)arler,  l'ont  les  huit  lemmes  de  Pappus,  sur  les  lieux  plans  crApollonius, 
concernent  le  triaui^le.  Il  est  assez  remai'cpiahle  que  ces  quatre  propositions, 
qui  paraissent  si  dilTérenles  des  autres  et  n'avoir  aucun  rapport  avec  elles, 
sonl  aussi  des  conséquences  du  même  théorème  de  Stewarl. 

§  37.  R.  Simson,  en  rétablissant  les  porismes  d'Euclide,  la  section  déter- 
minée et  les  lieux  plans  d'Apollonius,  a  démontré  un  à  un  les  nombreux 
lemmes  de  Pappus  relatifs  à  ces  trois  ouvrages.  On  voit,  par  ce  que  nous 
venons  de  dire,  combien  aujourd'hui ,  en  rattachant  toutes  ces  propositions 
à  quelques-unes  seulement,  on  simplifierait  ce  travail.  Mais  une  telle  sim- 
plilication  n'était  pas  encore  dans  l'esprit  de  la  Géométrie  au  temps  de 
R.  Simson  (il  y  a  près  d'un  siècle);  et,  y  eût-elle  été,  elle  n'eût  point  con- 
venu au  but  de  cet  habile  et  profond  géomètre,  qui  était  de  suivre  pas  à  pas 
les  traces  et  les  indications  de  Pappus. 

§  38.  Les  autres  lemmes  du  1"  livre  des  Collections  mathématiques,  que 
nous  passons  sous  silence,  nous  offrent  moins  d'intérêt  que  ceux  que  nous 
avons  cités.  Ce  sont  des  propositions  isolées,  relatives  au  cercle,  au  triangle 
et  aux  sections  coniques,  et  qui  ne  présentent  pas  de  difficultés.  Ces  lemmes 
s'appliquent  au  traité  De  incUnationibus ,  à  celui  De  tactionibus,  aux  huit 
livres  des  Coniques  d'Apollonius;  et  enfin,  aux  Lieux  à  la  surface  d'Eu- 
clide. 

Nous  nous  bornerons  à  remarquer,  parmi  les  lemmes  relatifs  au  traité  De 
tactionibus,  le  problème  suivant,  qui  est  résolu  très-simplement  par  Pappus: 
«  Faire  passer,  par  trois  points  situés  en  ligne  droite,  les  trois  côtés  d'un 
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tn'anglo  qui  soit  inscrit  à  un  c«m*cIc  donné.  »  (Proposition  117'^.)  Los  pro- 
positions iOo,  107  et  408  sont  des  cas  particuliers  de  celte  question  ;  on 
y  suppose  Pun  des  trois  points  situé  à  l'infini. 

Ce  pro])Ième,  qu'on  a  i^énéralisé  en  plaçant  les  trois  points  d'une  manière 
quelconque,  est  devenu  célèbre  par  la  dilïiculté  qu'il  j)résentait,  par  les 
noms  des  géomètres  qui  l'ont  résolu,  et  suitout  par  la  solution,  aussi  géné- 
rale et  aussi  simple  qu'elle  pouvait  l'être,  doimée  par  un  enfant  de  seize  ans, 
Oltaïano,  Napolitain  (voir  la  Note  XI). 

Nous  citerons  enfin  la  238^  et  dernière  proposition,  qui  s'applique 
aux  Lieux  à  la  surface,  et  qui  est  la  propriété  de  la  directrice  dans  les 
trois  sections  coniques  ;  savoir  :  «  les  distances  de  chaque  point  d'une 
conique,  à  un  foyer  et  à  la  directrice  correspondante,  sont  entre  elles  dans 
un  rapport  constant.  »  Ce  beau  théorème  ne  se  trouve  pas  dans  les  coniques 
d'Apollonius. 

§  39.  Le  livre  8^  des  Collections  traite  principalement  des  machines 
employées  dans  la  mécanique  pratique;  on  y  parle  aussi  de  leur  usage  pour 
la  description  organique  des  courbes.  Diverses  propositions  de  Géométrie  se 
trouvent  encore  dans  ce  livre.  Il  en  est  une  fort  remarquable,  sur  le  centre 
de  gravité  d'un  triangle  ;  nous  l'énoncerons  ainsi  :  «  Si  trois  mobiles,  placés 
aux  sommets  d'un  triangle,  partent  en  même  temps  et  parcourent  respecti- 
vement les  trois  côtés,  en  allant  dans  le  même  sens  et  avec  des  vitesses 
proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  côtés,  leur  centre  de  gravité  restera 
immobile.  » 

Les  géomètres  modernes  ont  étendu  ce  théorème  à  un  polygone  quel- 
conque, plan  ou  gauche.  Montucla,  en  le  démontrant  par  des  considérations 
de  mécanique,  dans  les  Récréations  mathématiques  d'Ozanam,  avait  pensé 
que  la  démonstration  par  la  Géométrie  pure  offrirait  des  difficultés.  Celle 
qu'en  donne  Pappus  s'appuie  sur  le  fameux  théorème  de  Ptolémée,  concer- 
nant les  segments  faits,  sur  les  côtés  d'un  triangle,  par  une  transversale. 
Pappus,  dans  le  cours  de  sa  démonstration,  suppose  la  connaissance  de  ce 
théorème,  dont  il  donne  ensuite  la  démonstration. 
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§  A-i\  La  |)n)|){)sili()n  li  du  nu^inc  livre  csl  une  soliilioii  Irès-simpl*'  de 
('(*  |)i'()l)I(Mn(*  :  ('(((iif  (loftnrs  dcH.i'  (//(unrlrcs  roN/Uf/urs  (Cunc  ellipse,  Inmrrr 
les  deux  axes  prin(i/)aux,  en  fjrdiidcnr  cl  en  dincfion.  I^appus  ne  lail 
(HiV'noiu'or  sa  conslruclioii,  sans  la  (Icinonlrcr.  Luicr  en  a  r(''lal)li  la  dcnion- 
slialioii,  ol  a  donné  en  \w\\\o  temps  |)lusi('ui's  autres  solutions  du  inênic 
problème  [Novi  Commvnlitrii ,  de  Pétcisbour^S  t.  III,  ann.  17^)0-1751). 
D'autres  géomètres  Pont  aussi  traité  à  leur  manière. 

Ayant  résolu  la  (piestion  analoi^ue  dans  Tespaee ,  où  il  s'a^Mt  de  trouver, 
en  jj;randeur  et  en  direetion,  les  trois  axes  prineipaux  d'un  ellipsoïde  dont 
trois  diamètres  eonjugués  sont  donnés,  nous  en  avons  conclu  une  nouvelle 
construction  des  axes  de  Tellipse,  qui  nous  parait  enchérir  encore  sur  le 
dci^ré  de  simplicité  que  présentaient  déjà  plusieurs  solutions  de  ce  pro- 
blème '. 

Et,  en  effet,  c'est  une  remarque  qu'on  peut  faire  souvent  dans  l'étude  de 
la  Géométrie,  que  les  solutions  de  la  Géométrie  plane,  qui  ont  leurs 
analogues  dans  l'espace,  sont  toujours  les  plus  générales  et  les  plus 
simples. 

Ce  principe  donne  un  moyen  d'épreuve,  une  sorte  de  critérium ,  pour 
reconnaître  si  l'on  est  parvenu ,  dans  une  question ,  à  toute  la  généralité  et 
à  toute  la  perfection  dont  elle  est  susceptible,  ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on 
a  rencontré  la  méthode  et  la  vraie  route  qui  lui  sont  propres. 

§  4-1.  La  préface  du  7^  livre  des  Collections  mathématiques  contient 
une  définition  nette  de  XAmdyse  et  de  la  Synthèse ,  qui  ne  laisse  aucun 
doute  sur  le  caractère  précis  des  deux  méthodes  ;  et  Pappus  donne  souvent, 

'  Soient  :  o  le  centre  de  l'ellipse,  oa,ob  ses  deux  demi-diamètres  conjugues  donnés. 

Par  le  point  a  on  mènera  une  droite  perpendiculaire  à  ob,  sur  laquelle  on  prendra  les  seg- 
ments ae,  ae'  égaux  à  ob  ; 

On  tirera  les  deux  droites  oe,  oe'  : 

i"  Les  axes  principaux  de  l'ellipse  divisent  en  deux  également  l'angle  de  ces  deux  droites  et 
son  supplément; 

2"  Le  grand  axe  est  égal  à  la  somme  de  ces  deux  droites,  et  le  petit  axe  égal  à  leur  diffé- 
rence. 
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dans  le  cours  de  ce  7'"  livre,  des  exemples  de  Tuiic  el  de  raiilie,  aiipliqiiées 
à  une  même  question. 

A  la  suite  de  cette  définition ,  Pappus  doinie  les  litres  des  ouvrages  que 
les  Anciens  avaient  composés  sur  ce  (priis  ap|)elaient  le  lieu  résolu.  Ils  com- 
prenaient, sous  ce  mol,  certaines  matières  dont  la  connaissance  est  nécessaire 
à  ceux  qui  veulent  se  mettre  en  état  de  pouvoir  lésoudre  les  problèmes.  Ces 
ouvrages  étaient,  pour  la  plupart,  des  exemples  de  leur  Ana/f/se  f/éonw- 
trique ;  en  voici  les  titres,  tels  que  les  rapporte  Papj)us  :  un  livre  d'Euclide, 
des  Données;  deux  livres  d'Apollonius,  de  La  section  de  raison  ;  deux  de 
La  section  de  l'espace  cl  deux  des  Attouchements,  du  même;  trois  livres 
d'Euclide,  des  Porismes;  deux  livres  encore  d'Apollonius,  des  Inclinaisons  ; 
deux  des  Lieux  plans  et  huit  des  Coniques  ;  cinq  livres  du  vieux  Arislée, 
des  Lieux  solides;  deux  livres  d'Euclide,  des  Lieux  à  la  surface;  el  deux 
livres  des  Moyennes  raisons ,  par  Eratoslhène.  A  ce  calalogue  il  l'aul  ajouter 
les  deux  livres  d'Apollonius,  de  la  Section  déterminée ,  dont  Pappus  parle 
dans  la  suite. 

De  tous  ces  ouvrages,  il  n'est  venu  jusqu'à  nous  que  les  Données 
d'Euclide,  les  sept  premiers  livres  des  Coniques  d'Apollonius,  el  son  traité 
de  la  Section  de  raison.  Mais,  sur  ce  qu'en  a  dit  Pappus,  les  autres  ont 
été  rétablis,  au  XVP  siècle  et  au  XVI^,  par  divers  géomètres,  dans  le  style 
de  la  Géométrie  ancienne. 

§  42.  Le  goût  de  celte  Géométrie,  qui  a  donné  tant  d'éclat  aux  sciences 
mathématiques  jusques  il  y  a  près  d'un  siècle,  surtout  dans  la  patrie  de 
Newton,  s'est  alï'aibli  depuis,  et  aurait  presque  disparu,  si  les  géomètres 
italiens  ne  lui  fussent  restés  fidèles.  On  doit,  de  nos  jours,  au  célèbre 
Pergola,  et  à  ses  disciples,  MM.  Bruno,  Flauli,  Scorza,  plusieurs  écrits 
importants  sur  l'Analyse  géomélrique  des  Anciens,  qui  s'y  trouve  rétablie 
dans  sa  pureté  originaire. 

Les  ouvrages  que  les  Anciens  avaient  composés  sur  cette  matière,  et 
dont  nous  venons  de  rapporter  les  titres  que  nous  a  laissés  Pappus,  for- 
maient un  système  de  compléments  de  Géométrie,  qui  eussent  hâté  les 
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progrc^s  do  cello  scionce,  s'ils  nous  cussciil  éltî  Irausniis  inlacls,  à  la  rcnais- 
sanco  dos  loltirs. 

Do  lois  coinpU'nnonts  m.uiqiioni  à  la  (îôomôlrio  modonio  :  cai"  on  seul 
qnVii  ô^ard  ù  sos  |)roji;r(\s  ot  à  son  ôlal  iV'  poilcclionnonionl,  cos  coniplnncnls 
doivonl  ôli'o  lails  aujouicriuii  sm*  dos  hasos  anli'os  (pio  collos  d<'  {'('oolc 
gro('(luo.  Ils  dovioni  oli'O  oiuproinls,  surlont,  do  ros|)i"il  i\v  siinplicilc  ol 
de  gônôralilé  (iiii  lail  le  caraclôie  dos  nou\ollos  docUines  de  la  Géo- 
mélrie. 

§  43.  Vers  lo  niômo  temps  (pio  Pap|)ns,  le  géomètre  Sorenus  s'acqnit        serenus. 
qnohpic  oéléhrité  par  un  ou\raij;e  en  deu\  livres,  sur  les  scclions  du  cylindre 
et  (la  cône  ',  où  il  démontra,  contre  le  sentiment  de  la  [)luparl  des  géomè- 
tres de  son  temps,  Tidontité  dos  ellipses  faites  dans  ces  deux  corps,  qu'il 
suppose  à  base  circulaii'o  et  scalènos,  c'est-à-dire  obliques. 

On  distingue  dans  le  premier  livre  les  deux  problèmes  suivants,  dont 
les  solutions  sont  d'une  facilité  et  d'une  élégance  qui  ne  laissent  rien  à 
désirer  :  «  Etant  donné  un  cône  oblique,  à  base  circulaire,  coupé  suivant 
une  ellipse,  faire  passer  par  cette  ellipse  un  cylindre  qui  ait  aussi  pour  base 
un  cercle,  sur  le  plan  de  la  base  du  cône  (proposition  20).  »  El,  récipro- 
quement :  «  Étant  donné  un  cylindre  coupé  suivant  une  ellipse,  etc.  »  (Pro- 
position 21.) 

Serenus  suppose,  comme  Apollonius,  que  le  plan  coupant,  dans  le 
cône,  est  perpendiculaire  au  triangle  par  Taxe  :  et  c'est  ici  le  lieu  de 
remarquer,  puisque  nous  n'allons  plus  trouver,  jusques  aux  temps  mo- 
dernes, d'autre  écrivain  sur  les  coniques,  qu'il  parait  que  les  Anciens 
n'ont  jamais  formé  ces  courbes  que  de  cette  manière  particulière;  c'est- 
à-dire  par  des  plans  perpendiculaires  au  triangle  par  l'axe;  et  que  la  ques- 
tion de  savoir  quelles  courbes  donneraient  d'autres  plans  sécants,  menés 
tout  à  fait  arbitrairement,  n'a  point  été  agitée  par  eux,  ou  du  moins  n'a 
pas  été  résolue.  Peut-être  leur  avait-elle  présenté  des  ditïîcultés  qu'il  était 

•  Ilallcy  a  fait  rcimpriincr  en  grec  et  en  latin  ces  deux  livres,  à  la  suite  de  son  édition  des 
Coniques  d'Apollonius. 
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iTScrvô  aux  Modonics  de  suiniontcr.  Nous  verrous  que  ce  fut  Desargues 
qui  cul  le  inéiile  de  faire,  le  pieiuiei-,  ce  pas  imporlanl  dans  la  théorie  des 
coniques,  où  il  fui  imité  iiuniédialenienl  par  Pascal,  et  ensuite  par  La  Hire. 

Nous  remarquerons  encore  ici  que  le  cône  à  base  circulaire,  où  les 
Anciens  formaient  leurs  coniques,  est  resté  complètement  étranger  à  leurs 
spéculations;  tellement  qu'à  Texception  du  théorème  de  la  section  sous- 
contraire,  ils  ne  nous  en  ont  transmis  aucune  proj)riété.  C'est  seulement 
dans  ces  derniers  temps  qu'on  s'est  occupé  de  cette  matière,  qui  offre  un 
nouveau  chanq)  de  recherches. 
DiocLÉs.  §  4-4.  Diodes,  hwanicuv  de  h  cissoïde ,  dont  il  se  servit  pour  résoudre 

le  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles,  est  de  près  d'un  siècle 
postérieur  à  Pappus.  On  lui  doit  aussi  une  solution,  par  l'emploi  de  deux 
sections  coniques,  d'un  problème  dillicile,  traité  par  Archimède,  où  il 
s'agit  de  mener  un  plan  qui  divise  la  sphère  en  raison  donnée,  mais  dont 
ce  grand  géomètre  n'a  point  laissé  la  construction  qu'il  avait  promise.  La 
question  devant  dépendre  d'une  équation  du  troisième  degré,  et  par  con- 
séquent ne  pouvant  être  construite  que  par  une  section  conique,  ou  une 
courbe  d'un  genre  supérieur,  il  est  probable  qu'Archimède ,  qui  ne  se  sert 
jamais  que  de  la  règle  et  du  compas  pour  la  résolution  de  ses  problèmes, 
n'avait  point  donné  suite  à  cette  question,  après  en  avoir  promis  la  solu- 
tion K 

La  construction  de  Dioclès  nous  a  été  conservée  par  Eutocius,  dans  son 

Commentaire  du  second  livre  du  Traité  de  la  sphère  et  du  cylindre,  d'Ar- 

chimède. 

pRoci.us,  §  4-5.  Vers  le  milieu  du  Y*'  siècle,  un  philosophe  célèbre,  Proclus,  chef 

de  l'école  platonicienne  établie  à  Alhènes,  y  cultiva  les  malhématiques,  et 

'  CcUc  question  csl  la  proposition  d"  du  second  livre  du  Traité  de  la  sphère  et  du  cylindre. 
Elle  a  donne  lieu  à  une  IVoïc  très-intéressante  de  M.  Poinsot,  imprimée  dans  le  Commentaire  de 
Peyrard  sur  les  œuvres  d' Archimède,  pag.  402,  où  Ion  trouve  l'interprétation  géométrique 
des  deux  racines  étrangères  à  la  question  de  la  sphère.  Ces  racines  se  rapportent  à  une  question 
plus  générale,  qui  comprend  la  sphère  et  l'hypcrholoïdc  de  révolution. 
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coiUrihua,  pnr  ses  lrav;ui\  (il  sos  iiislruclioiis,  à  vu  soiiloiiir  IVclaf  encore 
|)(MHlaiil,  ((U(>l(|iie  UMups.  Il  nous  (»sl  rcsié,  do.  f(!  ^^('oinèlrc,  un  coninicnlairc 
sur  le  preniier  livre  (i'I'Jielide,  <|ui  eonlient  dos  ohservalions  (aiiieuses,  eon- 
ccnianl  Thisloire  el  la  niéla|»hysi(|ne  do  la  (Jéoniélrie.  On  y  liouNe  nne  des- 
ci'iplion  de  Tellipse,  par  le  niouvcinenl  eonlinu  (fun  point  d'une  droite  dont 
les  cxtrénn'tés  glissent  sur  les  côtés  (Tun  an^de  '. 

Parmi  les  philosophes  qui  succédèrent  à  IMoclus  dans  son  école,  nous 
citerons,  comme  ayant  rendu  quelques  services  à  la  fiéomélrie,  Mariniis, 
auteur  d'une  préface  ou  introduction  aux  Donnrcs  d'iùiclide,  où  il  e\pli(|ue 
la  nature  et  le  genre  (futilité  de  ces  Données;  et  Isidore  de  Milet,  tivs- 
savant  dans  la  Géométrie,  la  mécanique  cl  rarchiteclure,  auteur  d'un 
instrument  pour  décrire  la  parabole,  d'un  mouvement  continu,  et  résoudre 
pai"  là  le  j)roblème  de  la  du{)lication  du  cube  ;  premier  exem()Ie  ,  sans 
doute,  avec  celui  de  la  description  de  l'ellipse  indiquée  par  Proclus,  de  la 
d(^scription  or(junlquc  des  coniques,  dont  les  iModernes  ont  fait  une  étude 
spéciale.  Cet  instrument,  dont  parle  Eulocius,  ressemblait  à  la  lettre  grecque  ?.. 

Eutocius,  disciple  d'Isidore,  nous  a  laissé  des  commentaires  sur  les  coni-  "  5*0 

ques  d'Apollonius  et  sur  quelques  ouvrages  d'Archimède.  Celui  du  second 
livre  du  Traité  de  la  sphère  et  du  cylindre  est  précieux  pour  l'histoire  de 
la  science,  parce  qu'il  contient  plusieurs  fragments  de  Géométrie,  des  auteurs 
les  plus  anciens  qui  nous  soient  connus,  et  dont  les  ouvrages  ne  nous  sont 
point  parvenus.  Ces  fragments  sont  relatifs  à  la  solution  du  problème  de  la 
duplication  du  cube,  ou  des  deux  moyennes  proportionnelles.  Nous  avons 
nommé,  au  conmiencement  de  celte  Époque,  d'après  cet  ouvrage  d'Eutocius, 
les  géomètres  auxquels  ils  appartiennent.  C'est  en  exposant  la  solution  de 
Menechme  qu'Eutocius  parle  de  l'instrument  dont  Isidore  se  servait  pour 
décrire  la  parabole,  d'un  mouvehient  continu. 

§  46.  Les  travaux  des   mathématiciens   que  nous  venons  de  nommer 
furent  les  derniers  qui  illustrèrent  l'école  d'Alexandrie.   Les   arts   et  les 

'  Commentaire  sur  la  définition  4'  du  i"  livre  d'Eiidide. 


EUTOCIUS, 
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sciences  s'alTaiblissaioiit  déjà,  lorsque  PEj^ypte  devinl  la  con(|uête  des 
Arabes,  cl  que  renibrasemciil  de  la  fameuse  Ribiiolhèque  des  Plolémées , 
dépôt  précieux,  depuis  dix  siècles,  de  toutes  les  productions  du  génie  et  de 
rérnditioii,  fut  le  signal  de  la  bar])arie  et  des  longues  ténèbres  qui  envelop- 
pèrent Tesprit  buniain. 

Cependant,  ces  mêmes  Arabes,  après  un  ou  deux  siècles,  recoimurenl 
leur  ignorance,  et  entreprirent  eux-mêmes  la  restauration  des  sciences.  Ce 
sont  eux  qui  nous  transmirent  soit  le  texte,  soit  la  traduction  dans  leur 
langue,  des  manuscrits  qui  avaient  échappé  à  leur  fureur  fanatique.  Mais 
c'est  là,  à  peu  près,  la  seule  obligation  que  nous  leur  ayons.  Car  la  Géo- 
métrie, à  Texception  toutefois  du  calcul  des  triangles  spbériques,  resta  sta- 
tionnaire  entre  leurs  mains,  leurs  travaux  se  bornant  à  admirer  et  à  com- 
menter les  ouvrages  grecs,  comme  s'ils  marquaient  le  terme  le  plus  élevé  et 
le  plus  sublime  de  cette  science. 


■     »llBirg>S^ 


rïisToiiu:  i)i:  \a  (;i:oi\ii:ti{Ii:.  m 


(\^  v\AA  v\\\\i\AA'V\  \^  \ft  v\  VA  \\^\  v^^^  vx-vx  \\  AA\\iv>  \^Ai\  \>  v\\\A^  vv\^  v\  v\  A^  ^^^^  v\\\  v\'v\\vv\\\iv\\\'vv  \\'V\/v> 


CHAPITKE  II. 


DEUXIÈME   ÉPOQUE. 


§  9.  L'état  (le  stagnation  où  languirent  les  lettres,  chez  les  Arabes 
et  les  autres  nations,  après  la  destruction  du  Musée  d'Alexandrie,  dura  près 
de  mille  ans;  et  ce  ne  l'ut  que  vers  le  milieu  du  XV*'  siècle  que  la  Géomé- 
trie, suivant  le  mouvement  général  des  sciences,  reprit  faveur. 

Ses  progrès  furent  lents  d'abord;  mais  néanmoins  les  conceptions  des 
géomètres  ne  tardèrent  point  à  i)rendre  un  caractère  de  généralité  et  d'abs- 
traction qu'elles  n'avaient  point  encore  eu  jusqu'alors.  Chaque  méthode, 
en  effet,  ne  comportait  rien  de  général,  et  se  bornait  à  la  question  par- 
ticulière qui  y  avait  donné  lieu;  chaque  courbe  connue,  et  le  nombre 
en  était  très-restreint,  avait  été  étudiée  isolément,  par  des  moyens  qui 
lui  étaient  tout  spéciaux,  sans  que  ses  propriétés^  et  les  procédés  qui  y 
avaient  conduit,  servissent  à  découvrir  les  propriétés  d'une  autre  courbe. 
Nous  citerons,  par  exemple,  le  fameux  problème  des  tangentes,  qui  fut 
résolu  pour  quelques  courbes,  telles  que  les  coniques  et  la  spirale  d'Archi- 
mède,  par  des  considérations  profondes,  mais  essentiellement  différentes 
entre  elles,  et  qui  ne  donnaient  aucune  ouverture  pour  la  solution  du  même 
problème  appliqué  à  d'autres  courbes. 
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La  mclhodc  (rexhaiislion,  qui  loposail  sur  une  idée  mère  tout  à  fait 
générale,  n'ôla  point  à  la  Géométrie  son  caractère  d'étroitesse  et  de  spécia- 
lité, parce  que  cette  conception  y  manquant  de  moyens  généraux  d'applica- 
tion,  devenait,  dans  chaque  cas  paiticulier,  une  question  toute  nouvelle, 
qui  ne  trouvait  de  ressources  que  dans  les  piopriétés  individuelles  de  la 
figure  à  laquelle  on  rappli(piait.  Cette  méthode  néanmoins  fait  beaucoup 
d'honneur  aux  géomètres  de  l'Antiquité,  i)arce  qu'elle  est  le  germe  d'une 
suite  de  méthodes  de  f/uadmfures  qui  depuis  ont  fait,  dans  tous  les  temps, 
l'objet  des  travaux  des  plus  célèbres  mathématiciens,  et  dont  le  but  final, 
et  nous  pouvons  dire  le  triomphe,  fut  l'invention  du  calcul  infinitésimal. 

Ces  considérations ,  qui  tendent  à  faire  ressortir  la  dilTérence  du  spccidl 
au  général,  du  concret  à  l'abstrait,  qui  distingue  la  Géométrie  jusqu'au 
XV°  siècle,  de  la  Géométrie  postérieure,  nous  portent  à  regarder  cette  pre- 
mière époque  comme  formant  les  préliminaires  de  la  science. 

Le  caractère  de  généralité  et  d'abstraction,  que  prit  ensuite  la  Géométrie, 
s'est  prononcé  de  plus  en  plus  dans  les  époques  suivantes,  et  établit  aujour- 
d'hui une  différence  immense  entre  la  Géométrie  moderne  et  celle  des 
Anciens. 

§  2.  Les  principales  découvertes  de  la  Géométrie,  à  sa  renaissance,  sont 
dues  à  Viète  et  à  Kepler,  qui  sont,  à  plusieurs  titres,  les  premiers  auteurs  de 
notre  supériorité  sur  les  Anciens.  (  Voir  la  Note  XII.) 
VIÈTE,  Viète,  après  avoir  complété  la  méthode  analytique  de  Platon,  par  l'in- 

vention de  r^  Igèbre,  ou  logistique  spécieuse,  destinée  à  mettre  cette  méthode 
en  pratique  dans  la  science  des  nombres,  eut  encore  la  gloire  d'introduire 
cet  instrument  admirable  dans  la  science  de  l'étendue,  et  d'initier  les  géo- 
mètres, par  une  construction  graphique  des  équations  du  second  et  du 
troisième  degré,  à  l'art  de  représenter  géométriquement  les  résultats  de 
l'Algèbre;  premier  pas  vers  une  alliance  plus  intime  entre  l'Algèbre  et  la 
Géométrie,  qui  devait  conduire  aux  grandes  découvertes  de  Descartes,  et 
devenir  la  clef  universelle  des  mathématiques. 

On  doit  à  Viète  la  doctrine  des  sections  angulaires,  c'est-à-dire  la  con- 
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iiîiissaïKM»  (le  h\  loi  sui\anl  I.'kiiicIIc  «roissoni  ou  (N'cioissciil  les  sinus,  ou 
les  cordes  des  nrcs  nuilli|)i(\s  ou  sous-inullipics.  L.i  prcniirrc  i(l(''('  (foxpri- 
nuir  TîunMruuo  couiIk»  pjuuiK^  suilc  iulinio  de  Iciiucs,  se  liouve  aussi  dans 
les  ouvi'aj»('s  de  ce  ^rand  f»éonièli"e. 

Viète  nVlail  pas  moins  profond  dans  la  (Jéoni<''lri<'  |)ure  des  Anciens  (pie 
dans  TAnalyse  al^éhricpie.  On  lui  doil  le  Iraité  (rApollonius  J)<;  fartiom'hiis , 
qu'il  a  reslilué  sous  le  litre  d' Apollonius  (Jallus.  C'est  là  (pril  résolut,  h; 
premier,  le  problème  du  cercle  tan!>ent  à  trois  cercles  dormes  dans  un  plan, 
qui  occupait  alors  les  i^éomèlres,  et  lem-  présentait  des  dilïicnllés.  Le  célèbre 
Adrianus  llomanus  le  résolvait  |)ar  rem|)loi  de  deux  byperboles;  ce  qui 
était  une  faute  contre  les  rèij^les  d'une  bonne  niélbode,  puis(pie  la  lii,Mie 
droite  seule  devait  sulïire  :  aussi  a-t-elle  été  relevée  par  Viète  ÇOpcra  Victae, 
pag.  325,  édition  de  Sclioolcn;  16^6).  Les  plus  grands  géomètres  ont 
continué,  depuis,  de  s'occuper  de  ce  problème,  et  en  ont  donné  dilTérentes 
solutions,  parmi  lesquelles  on  distingue  celles  de  Descartes,  de  Newton  *,  de 
Th.  Simpson,  de  Lambert,  d'Euler,  de  Fuss. 

Mais  ce  problème  n'a  plus  olïert  aucune  difficulté  aux  méthodes  récentes, 
qui  en  ont  fourni  des  solutions  incomparablement  plus  élégantes  et  plus 
faciles,  en  théorie  et  en  pratique,  que  toutes  les  autres^,  et  il  ne  doit  plus 
aujourd'hui  sa  célébrité  qu'aux  grands  noms  qui  brillent  dans  son  histoire  ^. 

*  On  trouve  une  solution  analytique  du  problème  en  question  dans  VArilhinétique  univer- 
selle (prol).  47),  et  une  solution  purement  géométrique  dans  le  1"  livre  des  Principes  de  la 
philosophie  naturelle  {\cmmQ  IC).  Celle-ci  est  fondée  sur  la  considération  des  deux  hyperboles 
d'Adrianus  llomanus;  mais  Newton  n'a  pas  besoin  de  les  construire,  pour  trouver  leur  point 
d'intersection.  Il  détermine  deux  droites  qui  doivent  se  couper  en  ce  point. 

^  On  peut  même  généraliser  la  question,  en  prenant  certaines  sections  coniques  au  lieu  de 
cercles;  elles  constructions  conservent  leur  simplicité  {voir  la  Note  XXVllI,  où  la  question 
analogue  sera  traitée  pour  des  sphères,  et  plus  généralement  pour  des  surfaces  du  second  degré). 

'  M.  Camerer  a  publié  sur  ce  problème,  il  y  a  une  quarantaine  d'années,  un  livre  intéres- 
sant, à  la  suite  duquel  il  a  reproduit  V Apollonius  Gullus  de  Viète;  voici  le  titre  de  cet  ouvrage, 
qui  indique  les  différentes  parties  dont  il  se  compose:  Apoltonii  de  Tactiotiibvs  quœ  snperswit, 
ac  maxime  Lemmata  Puppi  in  hos  libros  grœcè ,  nunc  primum  édita  e  codicibus  mscptis,  cum 
Vietœ  librorum  Apollonii  reslitutione ,  adjectis  observationibus ,  computalionibus ,  ac  proble- 
matis  ApoUoniani  hisloria.  Gothse,  1795,  in-S». 
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On  romnrcjuc  smloiil,  (l;iiis  les  écrils  ji;(''ométii(jiu's  de  Vièto,  une  pnrlie 
intitulée  Varionim  de  rébus  inatlicmalicis  responsorum  liber  Vlll ,  divisée 
en  vingt  clinpitres,  dont  les  principaux  traitent  de  la  résolution  des  triangles 
splïériques,  de  la  duplication  du  cube  et  de  la  quadrature  du  cercle.  Les 
tentatives  des  Anciens,  pour  résoudre  ces  deux  grands  problèmes,  sont  rap- 
portées dans  cet  écrit  avec  une  précision  et  une  supériorité  de  savoir  qui 
font  vivement  regrelter  ({ue  les  autres  parties,  qui  ont  dû  le  précéder,  ne 
nous  soient  pas  parvenues. 

La  trigonométrie  sphérique  doit  à  Viète  les  plus  utiles  perfectionnements; 
entre  autres  la  résolution  de  (pielques  cas  nouveaux  des  triangles,  qui 
n'avaient  point  eu  d'application  dans  l'astronomie;  par  exemple,  celui  où  il 
s'agit  de  trouver  un  angle  par  les  trois  côtés.  Ces  questions,  qui  complétaient 
la  doctrine  des  triangles  sphériques,  ont  conduit  Viète  à  l'invention  des  deux 
formules  analytiques  générales  qui  comprennent  tous  les  cas  de  la  trigono- 
métrie sphérique.  Les  deux  autres,  dont  la  première  était  contenue  virtuelle- 
ment dans  la  trigonométrie  des  Grecs,  sans  être  énoncée  expressément, 
avaient  été  découvertes  par  les  Arabes,  qui  s'étaient  beaucoup  occupés  de 
trigonométrie. 

§  3.  Nous  devons  surtout  remarquer,  dans  la  trigonométrie  de  Viète,  une 
idée  neuve,  et  infiniment  heureuse,  qui  a  un  rapport  direct  avec  les  nou- 
velles doctrines  de  la  Géométrie;  c'est  la  transformation  des  triangles  sphé- 
riques en  d'autres,  dont  les  angles  et  les  côtés  répondent,  d'une  certaine 
manière,  aux  côtés  et  aux  angles  des  triangles  proposés.  «  Si  des  trois  som- 
»  mets  d'un  triangle  sphérique,  dit-il,  comme  pôles,  on  décrit  des  arcs 
»  de  grands  cercles,  le  triangle  nouveau  qui  en  résultera  sera  réciproque 
»  au  premier  triangle,  tant  par  les  angles  que  par  les  côtés.  »  Hâtons-nous 
de  dire  que  ce  triangle  réciproque  n'est  pas  précisément  le  triangle  y>o/«/re 
ou  supplémentaire ,  dans  lequel  les  côtés  sont  les  suppléments  des  angles  du 
triangle  primitif,  et  les  angles,  les  suppléments  des  côtés:  deux  des  côtés  du 
triangle  de  Viète  sont  égaux  aux  angles  du  triangle  proposé,  et  le  troisième 
côté  est  égal  au  supplément  du  troisième  angle.  De  celte  manière,  la  par- 
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failo  r«''('i|)i'(t('il('* (les  (l(Mi\  lii.in^^lcs  supjilciiicnl.iiics,  {\\m  rcsiillc  cvUv.  diifi/iff 
c'oiisluiilc  (les  |)r()|)ii(H(''s  (l(;s  ligures  spliciiinirs,  un  piis  li(Mi  dans  les  di'iix 
trianj»I(vs  de  \wU\  i)Iais  t'cKc  idée  frcoiulc ,  de  (ransfonncr  ainsi  les  Iriaii- 
gles,  pour  crrlains  cas  do  la  Irigonoiiicliic ,  iTcn  inérile  |)as  moins  (rêlrc 
signalée ,  eonune  élanl  le  premier  pas  de  Tesjiril  in\(Mileur  el  le  premier 
germe  des  nu'Mliodes  générales  de  dualisalion  aelnellemenl  en  usage. 

Les  géomèli'es  cpii  éeriNirenl,  après  \'ièle,  sur  la  (Jéomi'lrie  spliéri(pie, 
s'cinparèrenl  de  celle  heureuse  innoNalion  el  Iransl'ormèrenl  aussi  les  Irian- 
gies  sphériques,  mais  en  conservanl  le  Irianglc  réciproque  même  de  Vièle. 
Tels  sont  Adrien  Melius,  Magini ,  Piliscus,  Neper  cl  Cavalieri '.  Gelli- 
hrand,  aussi,  lil  de  ces  Iransl'ormalions;  mais  il  parail  n'axoii-  pas  ob- 
servé bien  exaclement  les  relations  qui  ont  lieu  entre  les  triangles  corres- 
pondants. 

La  découverte  du  véritable  tiiangle  supplémcnlairCj  qui  devait  résulter 
inévitablement  de  la  doctrine  de  transformation  de  Viète,  est  due  à 
Snellius.  Ce  géomètre,  célèbre  à  plusieurs  titres,  Ta  exposée  comme  un 
principe  général  fort  utile,  dont  il  a  montré  les  usages  dans  son  Traité 
de  Trigonométrie,  qui  parut  en  1627,  après  sa  mort.  (Proposition  8  du 
livre  3.) 

C'est  sur  ce  principe  de  Snellius ,  considéré  d'une  manière  abstraite,  et 
non  point  seulement  comme  moyen  particulier  de  résoudre  quelques  cas  de 
la  trigonométrie  sphérique,  que  repose  la  loi  de  dualité  de  la  Géométrie  de 
la  sphère,  loi  qui  a  été  connue  depuis  lors,  mais  dont  on  n'a  point  aperçu 
la  haute  importance;  car  elle  n'a  jamais  été  pratiquée  dans  toutes  ses  con- 
séquences, et  d'une  manière  systématique.  Aussi  la  loi  générale  de  dualité 
de  l'étendue,  c'est-à-dire  cette  double  face   que  présentent  tous  les  phéno- 


'  Il  était  difTicile  d'apercevoir,  dans  la  trigonométrie  de  Viète,  les  relations  exactes  qui  ont 
lieu  entre  ces  deux  triangles  réciproques;  mais  elles  sont  présentées  d'une  manière  bien  pré- 
cise, cl  qui  ne  laisse  aucun  doute,  par  Neper,  dans  son  Mirifici  loyurithmorum  canonis  dcs- 
criptio  {m-i' ,  1G14),  et  par  Cavalieri,  d'abord  dans  son  Directoriiim  générale  uranomelricum 
(in-4*,  1632),  puis  dans  son  Traité  de  Trigonométrie  (in-4°,  1645). 
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niônes  de  IV'Ioudtic  figiiiéc,  (Iiron  nurail  j)ii  dédniio  immédiatement  de  la 
diiidilé  des  propositions  sj)li(''ri(pies,  comme  nous  le  ferons  \oir  dans  le  cours 
de  notre  cin(jnièine  Epocjue,   n"a-t-elle  été  aperçue  (jue  dans  ces  derniers 
temps,  et  |)ar  d'autres  considérations  |)lus  savantes  et  moins  directes. 
'^^•''^"'  k^  /<-.    Kepiei',   dans  sa   Nouvelle  stêrêoniétrie  ^,  intioduisil,  le  premier, 

rusai:;e  de  Yinfini  dans  la  Géométrie;  idée  profonde,  (pii  fut  le  second  aclic- 
ininemenl ,  après  la  méthode  (rexhaustion,  pratiquée  si  liabilement  par 
Archimède,  aux  méthodes  inrniilc'simales.  Il  applicjua  sa  méthode  à  la 
recherch(;  des  volumes  des  corps  engendrés  par  la  révolution  d'une  conique 
autour  d'une  droite,  située  dans  son  plan;  généralisation  alors  impoitante, 
cl  qui  oiïrait  de  grandes  difficultés,  des  problèmes  d'Arcliimède  sur  les 
conoïdes  et  les  sphéroïdes. 

On  doit  au  même  géomètre  une  lemarque  heureuse,  savoir,  que  Taccrois- 
nient  d'une  variable,  de  l'ordonnée  d'une  courbe,  par  exemple,  est  nul  à 
une  distance  inlim'ment  j)roche  du  maximum  ou  du  miHt'mum.CGllG  remarque 
contenait  le  germe  de  la  règle  analytique  de  maximis  et  minimis,  qui  illustra 
Fermât  vingt  ans  plus  tard. 

Nous  devons  citer  encore,  de  Kepler,  sa  belle  méthode  des  projections,  pour 
déterminer,  par  une  construction  graphique,  les  circonstances  des  éclipses  de 
Soleil  pour  les  habitants  de  dilïérents  points  de  la  Terre.  C'était,  deux  cents 
ans  avant  l'invention  de  la  Géométrie  descriptive,  une  application  ingénieuse 
de  la  doctrine  des  projections,  comme  on  ferait  aujourd'hui.  Cette  méthode 
a  été  suivie  par  les  célèbres  astronomes  et  géomètres  Cassini,  Flamsteed, 
Wren,  llalley,  et  généralisée  par  Lagrange  dans  un  3Iémoire  où  il  est 
intéressant  de  voir  a\ec  quelle  habileté  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique 
analt/dfjue  savait  aussi  se  servir  des  procédés  de  la  Géométrie  descriptive, 
vingt  ans  avant  que  cette  production  du  génie  de  iMonge  eût  vu  le  jour  "^. 

'  Xova  stereomelria  dolionim,  etc.  Accessit  stcreomelriœ  Archimcdiœ supplemeiitum ,  in-fol., 
Liiicii,  IGlo. 

'^  Le  Mémoire  de  Lagrange  a  été  lu  à  l'Académie  de  Berlin  en  1778,  cl  imprimé  en  alle- 
mand dans  les  Éphèmcrides  de  1781.  11  a  paru,  en  français,  dans  la  Connaissance  des  Temps 
pour  1819. 
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f.cs  tr;iv;ni\  de  K(*|>l«'r  ouM'ifciil  un  v;«slocliJiiii|»  de  s|)(''(iil;ili(ms  ikhin elles; 
et  si  coKo  (èlc  |)liil()S()|)lii(|ii(' ,  (|(ii  (ic:!  riislroiioniic  inodcnio ,  cul  :i|i|)li(|ti(; 
(lavaiila^^e  les  foires  de  sou  ^u'iiie  ;i  la  puic  (ij'oiuélrie,  celle  science  lui  eût 
dû  cciiaiiienieul  des  proj^rès  coiisidérahlos. 

v;  l'}.  Quel(|ues  années  après  (pie  ce  ij;i'and  lioinine  enl  donné  sa  niélliode 
pour  délennincr  les  volumes  des  conoïdes,  une  auli-e  théorie  célèbre,  de  l;i 
même  nature  et  destinée  aussi  à  évaluer  les  ^nandeurs  géométri(iues  pai* 
leurs  éléments,  la  iièomvhic  des  Indivisibles  de  (iavalieri  (publiée  en  Kilî»)), 
vint  enrichir  la  science,  et  nianpier  Tépocpie  des  «grands  progrès  (prdle  a 
laits  dans  les  temps  modernes.  Celle  méthode,  propre  principalement  à  la 
détermination  des  aires,  des  volumes,  des  centres  de  gravité  des  corps,  et 
qui  a  suppléé  avec  avantage  pendant  ciiupumle  ans  au  calcul  intégral,  n'était, 
comme  Ta  fait  voir  Cavalieri  lui-même,  qu'une  application  heureuse,  ou 
plutôt  une  transformation  de  la  méthode  d'exhaustion. 

§  G.  Nous  devons  placer,  entre  les  découvertes  de  Kepler  et  de  Cavalieri, 
la  fameuse  rèa:le  de  Guldin,  qui  remonte,  comme  nous  l'avons  dit,  à  Pappus,  cn.mN, 
mais  qui  était  inaperçue,  lorsque  Guldin  la  découvrit  à  son  tour,  et  s'en  servit 
pour  résoudre  des  problèmes  dilliciles,  rebelles  aux  autres  procédés.  Mais 
cette  méthode  n'était  point  destinée,  comme  celles  de  Kepler  et  de  Cavalieri, 
à  reculer  les  bornes  de  la  Géométrie. 

§  7.  Le  commencement  du  second  tiers  du  XVII^  siècle,  où  nous  arrivons, 
est  l'époque  des  plus  sublimes  et  des  plus  brillantes  découvertes.  Presque  au 
même  instant  parurent  Descartes ,  Fermât  et  Roberval ,  qui  ouvrirent  des 
voies  nouvelles  aux  spéculations  les  plus  relevées. 

Ces  trois  hommes  illustres  se  partagent  la  gloire  d'avoir  résolu,  chacun 
d'une  manière  différente,  un  problème  qu'aucun  géomètre  n'avait  encore 
osé  aborder  dans  sa  généralité ,  celui  des  tangentes  aux  lignes  courbes ,  pro- 
blème «  le  plus  beau  et  le  plus  utile  »  que  Descartes  eût  désiré  savoir;  et 
qui,  en  elTet,  était  le  prélude  nécessaire  à  l'invention  du  calcul  difle- 
rentiel. 

Les  anciens  géomètres  définissaient  la  tangente  à  une  courbe,  une  droite 
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qui ,  .'iy;mt  un  point  ronirnim  îivcc  h\  courbe,  est  telle  qu'on  ne  peut  mener  pnr 
ce  |)oiiil  iiiRunc  ;inliu  droite  entre  celle-ci  et  la  courbe.  C'est  parce  principe 
qu'ils  ont  déterminé  les  Uinyciilcs  à  quelques-unes  des  courbes  qu'ils  ont 
connues.  Mais  le  peu  de  ressources  qu'olTrait  ce  principe  força  les  géomètres 
modernes  d'envisager  les  timtjoites  sous  d'autres  points  de  vue.  Ils  les  regar- 
dèrent comme  des  sécantes  dont  les  deux  points  d'intersection  sont  réunis, 
ou  comme  le  prolongement  des  côtés  infiniment  petits  de  la  courbe  consi- 
dérée comme  un  polygone  d'une  infinité  de  côtés,  ou  comme  la  direction  du 
mouvement  composé  par  lequel  la  courbe  peut  être  décrite. 

La  première  manière  l'ut  celle  de  Descartes  et  de  Fermât,  quoique  leurs 
solutions  fussent  très-différentes  Tune  de  l'autre;  la  deuxième,  qui  est  la  phis 
usitée  maintenant ,  a  été  introduite  explicitement  et  définitivement  par 
Barrow,  qui  simplifia  pai-  cette  idée  la  solution  de  Fermât;  enfin  la  troisième 
est  celle  de  Roberval  '. 

La  solution  de  Descartes  repose  sur  les  principes  de  sa  nouvelle  Géomé- 
trie, dont  nous  parlerons  plus  tard,  en  en  faisant  l'origine  de  notre  troisième 
Epoque. 

Nous  allons  d'abord  jeter  un  coup  d'oeil  sur  les  travaux  de  Roberval,  de 
Fermât  et  de  quelques  autres  géomètres,  leurs  contemporains,  qui  contri- 
buèrent, en  même  temps  qu'eux,  aux  progrès   immenses  que  fit  alors  la 
Géométrie  pure  des  Anciens. 
noBERVAi.,  §  8.  La  méthode  de  Roberval,  pour  mener  les  tangentes,  est  basée  sur  la 

«lioà  1073.  doctrine  des  mouvements  composés,  que  Galilée  avait  déjà,  quelques  années 
auparavant,  découverte  et  introduite  dans  la  mécanique,  mais  sans  en  faire 
d'application  à  la  Géométrie. 

Roberval  énonce  distinctement  en  ces  termes  son  principe  : 

«  Rù(jle  générale.  Par  les  propriétés  spécifiques  de  la  ligne  courbe  (qui 

'  Depuis  lors,  Mac-Laurin  a  repris  la  définition  des  Anciens  dans  son  Traité  des  Fluxionfi, 
comme  élanl  la  plus  conforme  à  la  rigueur  géométrique  qu'il  voulait  y  observer;  et  Lagrange 
Tadopta  aussi,  comme  principe  de  sa  belle  tliéorie  de  l'osculation  des  courbes,  dans  son  Traité 
dea  fonctions  analytiques. 
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vous  scroiil  (loniK^cs),  oxnmiiioz  los  divois  idoiivodkmiIs  qirn  le  poitil  (|iii  l.i 
(Ic'rril  à  rcndioil  où  vous  nouIcz  mener  la  louch.iulo  :  do  lous  ces  uiouve- 
UKMils,  coinposôs  (Mj  uuscul,  lirez  h  lii;n(^  de  direclioii  du  uiouveuieiil  coui- 
|)osé;  vous  aurez  la  loucliaule  de  la  li^Mie  couihe.   »> 

Celle  méthode  présente,  (juanl  au  prineipe  mél;i|)liysi(pie,  uue  analo^'ie, 
remarquable  avec  celle  des  Fluxions,  (jue  Newlou  créa  longtemps  après. 
Mais  elle  n'eut  pas,  entre  les  mains  de  Uoherval,  loules  les  consérpuMices  dont 
elle  était  susceptible,  et  dont  riioimeur  était  réservé  à  Newton ,  |)arce  (pu; 
le  secours  d'un  procédé  analyliipie  uniforme,  propre  à  la  mettre  en  pra- 
tique, manquait  alors.  Néanmoins  la  conception  de  Koberval,  neuve  sous 
plusieurs  rapports,  et  vraiment  philosophique,  assure  à  ce  géomètre  une 
place  distinguée  dans  Fliistoire  des  découvertes  malhémati(|ues. 

Son  principe,  en  effet,  créait  une  nouvelle  manière  de  considérer  les 
grandeurs,  et  d'en  découvrir  les  relations.  Dans  la  Géométrie,  jusque-là^ 
on  avait  supposé  les  grandeurs  déjà  formées,  pour  les  comparer  entre  elles 
ou  avec  leurs  parties.  Roberval,  remontant  à  la  génération  des  quantités, 
introduisait  dans  la  Géométrie  les  puissances  qui  les  engendrent;  et,  des 
rapports  enti'e  ces  puissances,  il  déduisait  ceux  qui  ont  lieu  entre  les  quan- 
tités elles-mêmes.  La  puissance  à  laquelle  il  attribuait  la  formation  des  gran- 
deurs est  le  mouvement. 

Les  Anciens  avaient  connu  la  composition  des  mouvements,  ainsi  que 
nous  le  voyons  dans  les  questions  mécaniques  d'Aristote  *  :  de  plus,  ils 
Pavaient  appliquée  à  la  Géométrie,  pour  concevoir  la  génération  de  certaines 
courbes.  La  manière  dont  Archimède  décrivait  sa  spirale,  par  la  composition 
du  mouvement  circulaire  et  du  mouvement  rectiligne,  et  la  description  de  la 

'  Patet  igilitr,  quotiescumque  aliquid  per  diametrum  (lupiice  vi,  in  diversa  tendeiite,  impcl- 
latnr,  illud  necessario  ferri  sccundum  rationem  lateruin.  Quœst.  mechan.,  cap.  II. 

Arislolc  revient  sur  ce  principe  dans  sa  23*^  question,  pour  montrer  que,  selon  que  les 
directions  des  deux  mouvements  composants  font  un  angle  plus  grand  ou  plus  petit,  la  quantité 
et  la  direction  du  mouvement  résultant  peuvent  devenir  très-différentes. 

Le  célèbre  philosophe  parle  encore  assez  distinctement  du  même  principe,  au  chap.  Vlll  du 
12'  livre  de  su  Mélaphijsique. 
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spirale  sphérique  de  l'appus  en  isOiil  des  preuves.  Mais  ces  j^çéoinèlres  n'appli- 
quèrcnt  ces  considérations  de  mouvement  qu'à  quelques  courbes  particu- 
lières, et  n'eurent  point  l'idée  d'en  faire,  comme  lloberval,  un  principe  de 
généralion  de  toutes  les  courl)es,  et  surtout  n'en  firent  point  usage  pour 
découvrir  leurs  propriétés. 

Cette  circonstance,  que  la  méthode  de  Roberval  compoitait  la  plus  grande 
généralité  à  une  époque  où  la  Géométrie  se  réduisait  encore  à  Pétude  par- 
ticulière de  quelques  courbes,  considérées  individuellement,  mérite  d'être 
remarquée.  C'est  l'un  des  premiers  exemples  du  passage  des  idées  concrètes 
aux  idées  abstraites  dans  la  science  de  l'étendue. 

On  a  fait  (piel({ues  fausses  applications  de  la  méthode  de  Roberval,  en 
observant  mal  le  principe  de  la  composition  des  mouvements,  comme  il  est 
arrivé  aussi  quelquefois  dans  des  questions  de  mécanique.  Mais  ces  faits 
d'inattenlion  ne  portent  aucune  atteinte  à  la  méthode,  dont  la  l'égle  est 
énoncée  par  Roberval  d'une  manière  sûre,  quoique  démontrée  d'un  style 
peu  facile  :  les  treize  applications  qu'en  fait  l'auteur,  à  des  courbes  très- 
dilTércnles  ',  sont  parfaitement  exactes. 

La  conception  de  Roberval  était  à  la  hauteur  de  celles  de  Descartes  et 
de  Fermât,  auxquelles  elle  ne  le  cédait  que  parce  que  celles-ci  s'étaient 
aidées  du  secours  puissant  de  l'Analyse,  sans  lequel  elles  seraient  restées 
stériles.  Roberval  avait  su  apprécier  cet  avantage,  sur  la  sienne,  des  mé- 
thodes de  ses  deux  illustres  rivaux.  Le  jugement  qu'il  porta  à  ce  sujet, 
dans  une  lettre  adressée  à  Fermât,  nous  paraît  pouvoir  être  confirmé. 
Roberval,  après  avoir  parlé  de  diverses  applications  de  sa  méthode,  ajoute  : 
«  Elle  n'est  pas  inventée  avec  une  si  subtile  et  si  profonde  Géométrie  que 
»  la  vôtre,  ou  celle  de  M.   Descartes,  et  pai'tant  elle  parait  avec  moins 

'  La  parabole,  rinpcrbolc,  l'ellipse,  la  conchoïdc  de  Nicomèdc;  diverses  autres  conclioïdes; 
le  limaçon  de  Pascal;  la  sj)irale  dArthimède;  la  quadralrice  de  Dinostrate;  la  cissoïde  de  Dioclcs; 
la  cycloïde,  la  compagne  de  la  cycloïdc,  et  la  parabole  de  Descartes  (courbe  du  troisième  degré, 
que  Descaries  engendrait  d'un  mouvement  continu,  et  dont  il  faisait  usage  dans  sa  Géométrie , 
pour  la  construction  des  équations  du  sixième  degré). 
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»  (riirlili('(»  ;  on  ircompcnsc  elle  me  scmiIjIc  plus  sini|»l(',  plus  luiliiicllc  cl 
»  pins  courlc;  de  soric  (juc,  pour  loulcs  les  luiicli.inics  dont  j';ii  p.iric,  il 
»  IK^  m'a  pas  niôin(>  o\ô  besoin  de  nicllrc  la  ntain  à  la  plnnic  »  {jOlùtrrcs 
de  Fcnnaf ,  pa^.  Ki.^).) 

ij  \).  IloIxM'Nal  lui  (MU'oïc  IV'inulo  d(i  Foiiual  dai»s  loulcs  los  (picsiious 
dos  diincMisious  dos  ligures,  o\  do  louis  oonlros  do  gravilô,  (pii  loncliaii'nt 
do  si  près  au  oalcul  iuloj^ral  acluol.  Il  a^ail  imaginé,  pour  lôsoudn!  cos 
quoslions,  uno  môthodo  analogue  à  colle  do  (-a\alicri,  mais  (pi'il  j)rôsontait 
sous  un  point  do  vue  plus  conlorme  à  la  ligueur  géomc'lricpie.  Il  inlilula 
colle  mélhodo,  (|u'il  avail  puisée,  dil-il ,  dans  une  loelurc  approfondie  des 
ouvrages  d'Archimède,  Traite  des  Indivisibles.  Il  paraîl  certain  (|u'il  la 
possédait  avant  (jne  Cavaliori  eût  |)ul)lié  la  sienne,  (ju'il  la  gardait  i)i  ])ello, 
dans  la  vue  de  se  procurer  une  supériorité  flatteuse  sur  ses  rivaux,  par  la 
difliculté  des  problèmes  qu'elle  le  mettait  en  état  de  résoudre.  Il  en  résulta 
que  tout  riionneur  d\me  aussi  utile  découverte  resta  à  Cavalieri  K 

§  10.   La  solution  de  Format,   pour  les   tangentes  des  courbes,  repose         fermât, 
sur  les  mêmes  principes  que  sa  belle  métbode  De  maximis  et  minimis ,  où 
il  introduisait,  pour  la  première  fois,  Tinlini  dans  le  calcul,  comme  Kepler 
l'avait  introduit  dans  la  Géomélrie  pure.  Aussi  cette  méthode  a  fait  regarder 
Format  comme  le  premier  inventeur  du  calcul  infinitésimal. 

Le  passage  suivant,  extrait  du  Calcul  des  fonctions,  de  l'illustre  Lagrange, 
fait  connaître,  d'une  manière  claire  et  précise,  l'esprit  et  le  mécanisme  des 
procédés  de  Format,  et  le  lien  qui  les  unit  aux  nouveaux  calculs  :  «  Dans 
sa  métbode  De  maximis  et  minimis ,  il  égale  l'expression  de  la  quantité 
dont  on  recbercbe  le  maximum  ou  le  minimum ,  à  l'expression  de  la  même 
quantité  dans  laquelle  l'inconnue  est  augmentée  d'une  quantité  indéterminée. 
Il  fait  disparaître  dans  cette  équation   les  radicaux  et  les  fractions,  s'il  y 

'  Le  Traité  des  Indivisihles  ne  parut,  ainsi  que  la  plupart  des  autres  ouvrages  de  Roberval, 
que  |)rcs  de  vingt  ans  après  sa  mort,  dans  le  recueil  intitulé:  Divers  ombrages  de  mathéinatiqttcs 
et  de  physique,  pur  MM.  de  i Académie  royale  des  sciences;  in-fol.,  1093;  puis  en  1750,  dans 
le  tome  VI  des  anciens  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences. 
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on  a,  cl  nprôs  avoir  effacé  les  termes  conimuns  dans  les  deux  nienil)res , 
il  (Un ise  Ions  les  autres  par  la  (|iiaiilil('  indéleiniiiiée  (jui  se  trouve  les  inul- 
liplicr;  ensuite  il  fait  cette  (juantilé  nulle,  et  il  a  luie  ('(piation  qui  sert  à 
déterminer  Tinconnue  de  la  question.  Or,  il  est  facile  de  voir  au  premier 
coup  d'(eil  que  la  règle  déduite  du  calcul  différentiel,  qui  consiste  à  égaler 
à  zéro  la  dilTérentielIc  de  Texpression  (ju'on  veut  rendre  un  maximum  ou 
un  minimum,  prise  en  faisant  varier  rinconnue  de  cette  expression,  donne 
le  même  résultat,  |)arce  que  le  fond  est  le  même,  et  que  les  termes  qu'on 
néglige  comme  inlimment  pelits  dans  le  calcul  différentiel,  sont  ceux  qu'on 
doit  supprimer  comme  nuls  dans  le  procédé  de  Fermât.  Sa  méthode  des 
tangentes  dépend  du  même  principe.  Dans  Téquation  entre  l'abscisse  et 
Tordonnée,  qu'il  appelle  la  propriété  spécifuiue  de  la  courbe,  il  augmente 
ou  diminue  Fabscisse  d'une  quantité  indéterminée ,  et  il  regarde  la  nouvelle 
ordonnée  comme  appartenant  à  la  fois  à  la  courbe  et  à  la  tangente,  ce  qui 
fournit  une  équation  qu'il  traite  comme  celle  d'un  cas  de  maximum  ou  de 
minimum.  On  voit  encore  ici  l'analogie  de  la  méthode  de  Fermât  avec  celle 
du  calcul  différentiel  ;  car  la  (juanlité  indéterminée  dont  on  augmente 
l'abscisse,  répond  à  la  difféientielle  de  celle-ci,  et  l'augmentation  corres- 
pondante de  l'ordonnée  répond  à  la  différentielle  de  cette  dernière.  Il  est 
même  remarquable  que  dans  l'écrit  qui  contient  la  découverte  du  calcul 
différentiel,  imprimé  dans  les  Actes  de  Leipzig  du  mois  d'octobre  1684^, 
sous  le  titre  :  Nova  mc/hodus  pro  muximis  et  minimis,  etc.,  Leil)nilz  appelle 
la  différentielle  de  l'ordonnée  une  ligne  qui  soit  à  l'accroissement  arbitraire 
de  l'abscisse  comme  l'ordonnée  à  la  soutangente  ;  ce  (jui  ra|)proche  son 
analyse  de  celle  de  Fermât  ^  » 


'  Dans  le  jugement  qu'il  a  porté  récemment  sur  celte  grande  question,  M.  Poisson  na  pas 
été  tout  à  fait  aussi  absolu  que  Lagrange.  L'imparlialilé  que  nous  devons  ap|)orler  sur  ce  j)oint 
historique,  où  il  s'agit  de  faire  remontera  Fermât  l'honneur  d'une  invention  qui  a  répandu 
tant  de  gloire  sur  l'Angleterre  et  l'Allemagne,  nous  a  fait  un  devoir  de  rapporter  ici  les  paroles 
de  M.  Poisson,  qui  d'ailleurs  font  connaître,  de  la  manière  la  plus  lumineuse,  le  principe  de 
la  méthode  de  Fermât,  et  la  nuance  précise  qui   existe  entre  elle  et  l'invention  de  Leibniz. 
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l/opiiiion  (le  L<'i<;i';in^(',  sur  la  |)iii'l  (iiToii  doil  (loiiiicr  à  rciiiiiit  dans 
l'inNtMiliim  des  iioiinchix  calculs,  a  cic  celle  aussi  de  ses  illustres  confrères 
Laplace  el  h'ourier;  elle  a\ail  déjà  éle  émise,  dans  un  temps  où  Ton  n';t\ail 
pas  (Micorc  sonj^é  à  revendicpuT  pour  fermai  la  ^doire  (jiii  lui  est  due,  par 
dWlemberl  ',  (pii  îi  écrit  avec  tant  de  |)rolbndeur  et  de  sa^^acilé'  sur  la 
inéta|)h)si{|uo  «le  la  (iéométiie,  et  même  pai'  HulVon  -,  traducteur  du  Trailù 
des  Fluxions,  et  admirateur  enthousiaste  du  grand  Newton. 

§  11.  Fermai  lut,  avec  Pascal,  Tinventem'  du  calcul  des  probabilités. 
Tune  des  j)lus  belles  productions  du  XYII*"  siècle. 

Il  lut  sans  égal  dans  la  théorie  des  nombres,  où  il  possédait  sans  doute 

A  Fermai  l'idée  pliilosophiinio;  à  Leibniz  l'iiislruinenl  indispensable  pour  la  nielU'c  en  pra- 
tique. 

«  A  mesure  qu'une  grandeur  s'approche  de  son  maximum  ou  de  son  minimum ,  elle  varie 
»  de  moins  en  moins,  cl  sa  diUérenlielle  s'évanouit  lorsqu'elle  alteinl  l'une  ou  l'aulre  de  ees 
»  valeurs  exlrèmes.  En  partant  de  ce  principe,  r(;rmat  eut  l'heureuse  idée,  pour  déterminer 
»  le  maximum  ou  le  minimum  dune  quantité,  d'attribuer  à  la  variable  dont  elle  dépend, 
»  un  accroissement  infiniment  petit,  et  d'égaler  à  zéro  raccroissement  correspondant  de  cette 
»  quantité,  préalablement  réduit  au  même  ordre  de  grandeur  que  celui  de  la  variable.  C'est 
»  de  cette  manière  qu'il  détermina  la  route  de  la  lumière  au  passage  d'un  milieu  dans  un 
»  autre,  en  supposant,  d'après  la  théorie  qu'il  avait  adoptée,  que  le  temps  de  ce  trajet  doit 
»  être  un  minimum.  Lagrange  le  considère,  pour  celte  raison,  comme  le  premier  inventeur 
»  du  calcul  diiïérenlicl;  mais  ce  calcul  consiste  dans  un  ensemble  de  règles  propres  à  trouver 
»  immédiatement  les  différentielles  de  toutes  les  fonctions,  plutôt  que  dans  l'usage  qu'on  fera 
»  de  ees  variations  infiniment  petites,  pour  résoudre  telle  ou  telle  espèce  de  problèmes;  et  sous 
»  ce  rapport,  la  création  du  calcul  différentiel  ne  remonte  pas  au  delà  de  Leibnilz,  auteur  de 
i»  l'algorithme  cl  de  la  notation  qui  ont  généralement  prévalu,  dès  l'origine  de  ce  calcul,  et 
»  auxquels  l'analyse  infinitésimale  est  principalement  redevable  de  ses  progrès.  «  [Mémoire 
sur  le  calcul  (les  variations,  par  M.  Poisson,  lu  à  l'Académie  le  10  novembre  1831,  publié  dans 
le  tome  XII  des  Mémoires  de  V Académie  des  sciences.) 

'  «  On  doit  à  Descarlcs  l'application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie,  sur  laquelle  le  calcul 
différentiel  est  fondé,  et  à  Fermât  la  première  application  du  calcul  aux  quantités  différen- 
tielles ,  pour  trouver  les  tangentes;  la  Géométrie  nouvelle  n'est  que  cette  dernière  méthode 
généralisée.  »  (Art.  Géométrie  de  VEncrjclo'pédie.) 

2  «  Fermât  trouva  moyen  de  calculer  l'infini,  et  donna  une  méthode  excellente  pour  la 
résolution  des  plus  grands  et  des  moindres;  cette  méthode  est  la  même ,  à  la  notation  près,  que 
celle  dont  on  se  sert  encore  aujourd'hui;  enfin,  cette  méthode  était  le  calcul  différentiel  si  son 
auteur  l'eût  généralisée.  »  (Préface  de  la  traduction  de  la  Méthode  des  Fluxions  de  Neivlon.) 
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une  nK'thodo  simple  (|iii  nous  est  encore  inconnue,  nial^M'é  les  j^nuids  per- 
feclioinieinenls  cpi'a  reçus  l'Analyse  indéterminée;  car-  les  beaux  lliéoivnies 
dont  il  ne  nous  a  laissé  (jue  les  énoncés,  cl  (pii  (lej)uis  ont  occuj)é  les  j)lus 
célèbres  géomètres,  n'ont  été  démontrés  que  successivement,  à  grande  peine 
et  par  des  méthodes  diverses. 

Malgré  sa  prédilection  pour  ces  recherches  immériques.  Fermât  enrichit 
aussi  la  Géométrie  de  belles  découvertes. 

A  Tinstar  dWrchinjède,  qui  aNait  donné  la  quadrature  de  la  parabole, 
il  carra  les  paraboles  de  tous  les  ordres  ;  il  détermina  les  volumes  et  les 
centres  de  gravité  des  paraboloïdes,  et  de  plusieurs  autres  solides;  et  il 
découvrit  les  propriétés  d'une  spirale,  dilleienle  de  celle  d'Archimède.  Il  alla 
encore  au  delà  de  ce  prince  des  géomètres  de  l'Antiquité,  en  résolvant,  par 
une  méthode  purement  géométrique  et  fort  analogue  à  la  méthode  d'exhaus- 
tion,  une  question  dont  Archimède  n'avait  point  laissé  de  traces,  et  que 
Descartes  avait  jugée  au-dessus  des  efïorts  de  resj)ril  humain,  la  rectifica- 
tion absolue  de  la  parabole  cubique  et  de  quelques  autres  courbes  [De 
linearum  curvarum  ciim  Uneis  redis  comparut ione.  OEuvres  de  Fermât, 
pag.  89);  mais,  ce  travail  n'ayant  été  publié  qu'en  IGGO,  Fermât  fut  de- 
vancé dans  la  gloire  de  cette  grande  découverte,  la  rectification  d'une  ligne 
courbe,  par  Neil  et  Van  Heuraet. 

C'était  sa  méthode  De  muximis  et  minimis  qui  mettait  Feimat  en  état  de 
résoudre  la  plupart  de  ces  grandes  questions.  L'une  des  plus  belles  applica- 
tions qu'il  en  fit,  fut  relative  au  phénomène  de  la  réfraction  de  la  lumière, 
qui  avait  élevé  entre  lui  et  Descaries  un  démêlé  célèbre.  Sa  solution  fut  la 
confirmation  de  la  règle  trouvée  par  son  illustre  antagoniste,  qu'il  avait 
combattue  jusque-là.  Cette  solution  parut  si  belle,  qu'elle  lui  fit  partager 
avec  Descartes  la  gloire  d'avoir  agrandi  le  domaine  de  la  Géométrie,  en 
introduisant  cette  science  dans  l'étude  des  phénomènes  de  la  nature. 

§  12.  Fermât  excella  aussi  dans  cette  autre  partie  de  la  Géométrie,  qui 
se  rapporte  à  l'Anal} se  géométrique  des  Anciens,  et  que  nous  avons  appelée 
la  Géométrie  d'Apollonius. 


iiisToiiii:  1)1-:  Lv  (;i:()>ii:ti(ii<:.  6tf 

Il  ivl.'ihiil  les  li(Uix  |>l;ms  de  co  {j^i'OincHrc  .siiivnnl  les  (''n()ii(;é.s  lais.s(''s  par 
P.i|)|)us.  Il  îuiuonrail,  dans  [\no.  Icllrc  adressée  à  Hoix'rval,  (jirii  eu  avait 
(roiivé  lK'au(()ii|)  (Taiitrcs,  Irès-hcaux  cl  dij^iies  de  iciiiaicjuc;  inais  les  deux 
livres  (rApolloniiis  seuls  oui  vlv  imprimés,  et  nous  sont  eoimus. 

Il  appiil  à  Irouver  les  lieux  plans  ou  solides,  par  une  méthode  analy- 
licpie  cl  générale,  et  ù  se  servir  de  celte  mélhode  pour  la  construction  des 
problèmes  par  les  lieux.  C/élail  la  méthode  des  coordonnées  de  Dcscarles, 
(pie  Fermai  avait  lui-même  conçue  avant  que  le  célèbre  philosophe  eût  mis 
au  jour  sa  Géométrie. 

Fermât  étendit  ensuite  celle  doctrine  à  la  question  difficile  de  la  con- 
struction des  problèmes  géométriciues  en  général,  par  les  courbes  les  plus 
simples.  C'est  dans  ses  recherches  sur  le  degré  des  combes  nécessaires  à  la 
construction  d'une  équation  quelconque,  qu'il  fut  conduit  à  ce  principe 
général,  que  Jacques  Bernoulli  démontra  depuis  dans  les  Actes  de  Leipzig 
de  1688,  en  leprochant  à  la  Géométrie  de  Descartes  de  l'avoir  omis; 
savoir  :  qu'il  suflit  toujours  que  le  produit  des  dimensions  des  courbes  qu'on 
emploie  ne  soit  pas  moindre  que  le  degré  de  l'équation  ^ 

§  13.  Dans  son  traité  De  contactlbus  sphœricis,  Fermai  résolut  le 
premier,  et  complètement,  les  problèmes  sur  les  conlacls  des  sphères, 
comme  Viète  avait  fait,  pour  les  contacts  des  cercles,  dans  son  Apollonius 
Galhis. 

Cette  question  lui  avait  été  proposée  par  Descartes,  qui  dit,  dans  ses 
lettres,  l'avoir  résolue  par  la  ligne  droite  et  le  cercle;  mais  sa  solution  ne 
nous  est  point  parvenue. 

Le  travail  de  Fermai  est  comi)lel,  et  écrit  d'un  style  pur  qui  en  fait 
un  modèle  de  bonne  Géométrie.  Nous  devons  dire  pourtant  qu'on  a  fait 
beaucoup  mieux  dans  ces  derniers  temps  ^.  Voici  sous  quel  rapport  :  ce 

'  De  solulione  problemalum  yeovietricorum  per  curvas  aimplicissimas,  etc.  Opéra  varia, 
pag.  110. 

-  On  n'avait  point,  jusqu'au  commencement  de  ce  siècle,  d'autre  traité  du  contact  des 
splières  que  celui  de  Fermât.  A  cette  époque,  cette  question  fixa  l'attention  de  quelques  dis- 
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Irailô  conlionl,  outre  le  |)rol)l("'infi  piincipal  de  la  splière  tanj^eiUe  à  quatre 
sphères  (loiiiiées,  (jiniloize  autres  pi'ol)Ièmes  qui,  au  fond,  sont  des  cas 
particuliers  de  celui-là,  mais  que  Ton  est  obligé  d(i  résoudre  successivc- 
menl,  en  s'élevant  de  Tun  à  Pautre,  pour  arriver  enfin,  par  cette  voie 
pi'ogressive ,  au  problème  (inal,  dont  la  solution  est  élégante  et  facile, 
mais  ne  comprend  pas  celles  des  cas  particuliers  de  la  question,  et  se 
ramène,  au  contraire,  à  Tun  de  ces  cas  paiticuliers.  La  Géométrie  moderne 
procède  dilTéremment  :  elle  donne  tout  d'un  coup  la  solution  du  problème 
général  ;  et  cette  solution  s'applicpie  à  tous  ces  cas  particuliers,  par  lesquels 
Fermât  avait  dû  passer.  On  conçoit  tout  ce  qu'a  de  satisfaisant  une  telle 
généralité  de  conception  et  de  méthode,  et  Ton  y  reconnaît  de  véritables 
pi'ogrès  dans  la  science.  Qu'on  nous  permette  d'ajouter  que  Ton  peut,  sous 

ciples  de  Mongc,  qui  rcnvisagèrent  sous  un  point  de  vue  nouveau,  se  ressentant  déjà  de  la 
généralité  de  méthodes  et  de  conceptions  qui  fait  le  caractère  de  la  Géométrie  de  cet  illustre 
niaitrc.  Ces  premiers  essais  furent  consignés  en  partie  dans  le  second  numéro  du  1*"^  volume 
de  la  Curj-i'spondcmcc  polijlechnique;  une  courte  analyse  d'un  Mémoire  de  M.  Cli.  Uupin,  qui 
devait  les  compléter,  parut  plus  tard  dans  le  même  recueil  (tom.  II,  pag.  420);  elle  est  de 
nature,  par  les  résultats  élégants  et  nouveaux  qu'elle  contient,  à  faire  regretter  vivement  que 
ce  célèbre  académicien  n'ait  pas  publié  son  travail.  On  doit  à  M.  Gaultier,  professeur  au  Con- 
servatoire des  Arts  et  Métiers,  d'avoir  repris  cette  question,  qu'il  a  traitée  avec  une  généralité 
tout  à  fait  nouvelle  et  satisfaisante.  Des  métbodes  plus  récentes  ont  encore  donné  un  nouveau 
degré  de  simplification  à  cette  matière.  Les  unes  sont  purement  descriptives,  c'est-à-dire 
qu'elles  ne  considèrent  aucune  relation  de  longueur  de  lignes;  et  ce  sont  les  plus  générales  et 
les  plus  simples.  Parmi  les  autres,  qui  exigent  la  mesure  et  la  composition  de  certains  rapports 
de  lignes,  on  distingue  celles  que  le  célèbre  Pergola  et  son  savant  disciple  M.  Flauti  ont 
données  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  de  JVuples.  {Voii-  aussi  la  Geometria  di 
sito  de  M.  Flauti,  seconde  édition,  ann.  1821,  p.  15G.) 

La  question  de  la  sphère  tangente  à  quatre  autres  est  l'une  de  celles  où  la  Géométrie  a  eu 
pendant  longtemps  l'avantage  sur  l'Analyse.  Euler  en  avait  présenté,  en  1779,  à  l'Académie 
de  Pélersbourg,  deux  solutions  analytiques,  qui  ne  parurent  qu'au  commencement  de  ce 
siècle,  dans  le  Recueil  de  cette  Académie  pour  les  années  1807-1808  (imprimé  en  1810). 
Carnot  déjà  en  avait  indiqué  une  solution  analytique  dans  sa  Géométrie  de  position  {p.  41C), 
mais  sans  effectuer  les  développements  qui  l'auraient  conduit  à  une  équation  du  second  degré. 
Ce  fut,  de  nos  jours,  M.  Poisson  qui  résolut,  le  premier,  comj)létement  cette  question  par  le 
calcul.  [Bttllelin  de  la  Société  philomatique ,  ann.  1812,  pag.  141.)  Peu  de  temps  après, 
MM.  Binct  et  Français  en  ont  donné  aussi  des  solutions  analytiques  différentes  (17'  Cahier  du 
Journal  de  l'École  poli/technic/ue,  et  tom.  111  des  Annales  de  Mathémutiqiies). 
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un  ;iuli'('  point  de  vue,  ;i|)|)()rl(M'  (iiic  iiouvclh;  soric  de  ^'(''iK'raljs.-ilioti  <l:iiis 
cetlc  iiialii^i't;,  en  sul)slilu:uil  aux  (jnalrc  s|)Ik^i*(\s  (|uali-('  surfaces  <lii  second 
d(^<»ré  semblables  enfi'e  elles,  ei  plus  ^^('néialerneiif  encore  (jiialre  surfaces 
du  second  de^ré  (pielcon(iues,  ponrvu  (pi^dles  soient  inscriles,  toutes  l(^s 
quatre,  à  une  même  surface  du  même  dej^ré  ;  et  Ton  fait  voir  que  ce  pro- 
blème cl  sa  solution  comprennent,  comme  corollaire,  le  cas  des  quatre 
spbères.  (Voir  la  Note  XXVIII.) 

Cette  comparaison  de  la  solution  de  Fermât  aux  solutions  modernes  ne 
paraîtra  peut-être  pas  déplacée  ici,  comme  montrant  bien  la  nature  des 
progrès  que  la  Géomélrie  a  faits,  et  de  ccu\  auxquels  elle  doit  tendre,  même 
dans  les  questions  où  Ton  se  borne  trop  souvent  à  admii'cr  les  productions 
des  grands  géomètres,  sans  oser  supposer  que  la  perfeclibilité  de  la  science 
puisse  leur  porter  atteinte. 

§  14-.  Fermât  avait  commencé  et  promis  la  restitution  des  porismes 
d'Euclide,  en  donnant  à  ce  mot  un  sens  autre  que  celui  qui  a  été  géné- 
l'alement  adopté  de()uis,  d'après  R.  Simson.  Si  le  célèbre  géomètre  écos- 
sais a  deviné  et  rétabli  la  forme  des  énoncés  des  porismes.  Fermât  avait 
peut-être  aussi  pénétré,  et  non  moins  heureusement,  dans  ce  mystère,  en 
concevant  le  but,  la  destination  et  la  haute  utilité  qu'Euclide  avait  assignés 
à  son  Traité  des  Porismes.  31ais  Fermât  s'exprime  à  ce  sujet  si  succincte- 
ment, qu'il  a  peut-être  fallu  trouver  a  priori  les  idées  et  les  intentions  que 
nous  croyons  apercevoir  dans  sa  manière  de  considérer  les  porismes;  et 
nous  devons  remettre  à  un  autre  moment  le  développement  de  notre  opinion 
sur  ce  sujet. 

Cinq  théorèmes  que  Fermât  a  laissés,  comme  exemple  ou  spécimen  des 
porismes,  nous  font  regretter  qu'il  n'ait  pas  donné  suite  à  son  travail. 
Le  troisième  surtout  aurait  mérité  de  fixer  l'attention  des  géomètres, 
comme  étant  certainement  l'un  des  plus  beaux  et  des  plus  féconds 
de  toute  la  théorie  des  coniques.  C'est  en  efïet  précisément  le  fameux 
théorème  de  Desargues,  sur  l'involution  de  six  points,  si  connu  dans 
la  Géométrie  récente.  Un   autre  porisme,  que  Fermât  avait  proposé  de 


lues- 1002 


08  mST()II{E  DE  LA  GEOMETIllK. 

(](Mnoiilror  à  Wnilis,  osl  un  corollaire  de  ce  tiiéorèinc  ^émra],  a|>|)lif]nô  5 
la  pai-al)()lo  '. 

Non-soulomont  Fermât  avait  promis  la  restitution  des  trois  livres  des 
|)orismes  (rKiiciide,  mais  il  devait  éiendre  cette  doctrine  au  delà  des  bornes 
que  le  i,n'oiiiètre  grec  s'était  posées,  et  rappiicpier  aux  sections  coniques 
et  à  toutes  sortes  d'autres  courbes.  Il  y  avait  découverl,  dit-il,  des  cboses 
ignorées  et  admirables -.  Loin  de  penser,  comme  Simson,  que  cette  promesse 
était  téméraii'e,  nous  croyons  y  voir  un  indice  que  Fermât  avait  compris 
la  vraie  doctrine  d'Euclide,  et  avait  su  en  découvrir  toute  la  portée  et  la 
fécondité. 
PASCAL,  §  'l^-   Dî'»''  1^'  même  temps,  Pascal,  saisissant  avec  sa  pénétration  accou- 

tumée l'esprit  de  la  méthode  des  indivisibles  de  Cavalieri,  en  démontrait 
toute  la  rigueur  et  se  l'appropriait,  en  l'appliquant  d'une  manière  générale 
aux  questions  difficiles  des  surfaces,  des  volumes  et  des  centres  de  gravité 
des  corps.  Ces  recherches,  qui  offrent  un  monument  précieux  de  la  force  de 
l'esprit  humain,  touchaient  de  prés  au  calcul  intégral;  elles  sont  le  lien  entre 
Archimède  et  Newton. 

Avec  le  secours  de  celte  méthode,  Pascal  surpassait  les  plus  célèbres  géo- 
mètres dans  la  recherche  des  propriétés  de  la  cycloïde. 

'  R.  Simson  a  emprunté  de  Fermât  ces  deux  belles  propositions,  et  les  a  démontrées,  la 
première  dans  son  Trailé  des  Por-ismes ,  sous  le  n°  81,  et  l'une  et  l'autre  dans  son  Traité  des 
sections  coniques ,  livre  o',  propositions  l'2  et  19.  La  seconde,  celle  qui  concerne  la  parabole,  a 
aussi  été  reproduite  par  Ozanam,  dans  son  Dictionnaire  de  mathématiques,  à  l'art.  Porismes. 

2  Jmô  et  Eiiclidem  ipsnm  promovebimus  et  porismata  in  coni  sectionibus  et  aliis  quihus- 
cumque  curvis  mlrubilia  sanè ,  et  liactenus  ignotu  detegemiis.  (Varia  opéra  Malhematica, 
pag.  119.) 

Cette  promesse,  que  le  jugement  sûr  et  le  noble  caractère  de  l'auteur  ne  nous  permettent  j)as 
de  regarder  comme  exagérée,  nous  montre  combien  la  Géométrie  est  intéressée  à  la  découverte 
des  manuscrits  de  Fermât,  dont  l'Analyse,  plus  particulièrement  jusqu'ici ,  avait  déploré  la  perte. 

Espérons  que  nous  ne  sommes  pas  privés  pour  toujours  d'ouvrages  si  précieux.  Déjà  M.  Libri, 
dans  les  recherches  auxquelles  il  se  livre  pour  une  histoire  générale  des  sciences,  a  eu  le  bon- 
heur d'en  découvrir  deux  fragments,  qui  étaient  restés  inédits,  et  de  trouver  diverses  indica- 
tions qui  lui  font  espérer  de  nouvelles  découvertes.  L'esprit  supérieur  de  ce  célèbre  analyste 
nous  est  un  sûr  garant  qu'il  attachera  un  haut  prix,  dans  ses  recherches,  aux  fragments  de  pure 
Géométrie,  comme  aux  productions  analytiques  du  génie  de  Fermât. 
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D(\\h  colIxM'OiirlM'  l'.'muMiso,  doiil  riiisloirc  se  rnllMcIio  j'i  lonlcs  I(\s  ^nainlos 
('()ii('('|)(i()iis  (1(1  \\\\'  siôcle,  Mvail  ô\(\  rohjcl  des  Iravaiix  (h;  (ialil(''(î,  Dcs- 
carl(\s,  Tonnai,  Kohcrviil,  Torricclli.  A|)irs  avoir  doiini  (nichiiic  Icrnps, 
ollc  lui  rciniso  sur  la  scôiio  pai*  Pascal,  (|iii  vouliil,  en  (|U('l(|uo  sorte,  (pic 
la  grande  dillicullé  dos  (iiicsiions  noinijrcuscs  au.\(iuc'll('s  celle  courbe  don- 
nait lieu,  servit  d'essai  et  lui  la  mesure  des  forces  et  de  la  capacité  des 
p:éoin(Hres  de  sou  temps.  Wreu,  Sluze,  Wallis,  Iluygeus,  La  Loubèrc, 
Fahri,  i'é|)on(lirenl  à  cet  appel,  et  résolurent  chacun  une  partie  plus  ou 
moins  considérable  des  questions  proposées,  mais  en  laissant  tous  à  Pascal  la 
gloire  d'une  solution  complète.  Depuis,  la  cycloïde  eut  une  troisième  phase, 
lors  de  rinvention  du  calcul  dilTérenliel.  Outre  ses  propriétés  géométri(pies 
si  belles  et  si  diverses,  elle  en  acquit  alors,  entre  les  mains  de  Newton,  de 
Leibniz,  des  Bernoulli  et  du  marquis  de  Lhospilal,  de  nouvelles,  puisées 
dans  des  considérations  de  mécanique,  qui  ajoutèrent  à  rimi)orlancc  cl  à  la 
célébrité  de  celle  courbe  merveilleuse. 

Le  mouvement  d'une  roue  sur  un  plan,  dans  lequel  on  a  découvert  la 
cycloïde,  olïre  une  seconde  génération  de  cette  courbe,  à  laquelle  je  ne 
crois  pas  que  l'on  ail  fail  allenlion;  c'est  que  Venveloppe  de  l'espace  par- 
couru par  un  diamètre  de  la  roue  est  précisément  aussi  une  cycloïde  ^ 

La  considération  de  celle  courbe  a  été  l'origine  d'une  classe  nombreuse 
de  lignes,  produites  par  le  roulement  d'une  courbe  donnée  sur  une  autre 
courbe  fixe,  qui  ont  été  considérées,  dans  toute  la  généralité  que  comporte 
cette  question,  par  Leibniz,  La  Hire,  Nicolas,  etc.,  et  dont  Herman  et 
Clairaull  ont  étendu  la  théorie  aux  courbes  décrites  de  la  même  manière  sur 
la  sphère. 

§  16.  Les  travaux  de  Pascal  sur  celte  autre  partie  de  la  Géométrie,  qui 
se  rattache  à  l'analyse  géométrique  des  Anciens  et  à  la  théorie  des  coniques, 
ne  méritent  pas  moins  notre  admiration  que  ses  étonnantes  découvertes  sur 

'  Les  cpicycloïdes  sont  susceptibles  aussi  d'une  double  génération  semblable  ;  et  l'on  déduit 
de  là  diverses  propriétés  de  ces  courbes. 

Si,  au  lieu  d'un  diamètre,  on  considère  dans  le  cercle  mobile  une  corde  quelconque,  son  enve- 
loppe sera  une  développante  d'cpicycloïde. 
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la  cycloïdo,  et  que  ses  autres  applications  de  la  nictliode  de  Cavalicri.  Nous 
y  trouvons,  ainsi  que  dans  un  écrit  de  Desari^ues  sur  la  même  matière,  le 
germe  des  nouvelles  doctrines  qui  constituent  la  Géométrie  moderne.  Nous 
devons  parler,  avec  (juelques  détails,  de  cette  partie  des  découvertes  de 
Pascal. 

La  plus  saillante,  et  qui  fut  entre  ses  mains  d'un  usage  magique,  est  son 
beau  théorème  de  Vhexaf/rainnw  vtij.sfifjuc.  Il  désignait  ainsi  cette  propriété 
de  tout  hexagone  inscrit  à  une  conique,  d'avoir  les  trois  poinls  de  concours 
de  ses  côtés  opposés,  toujours  en  ligne  droite.  Cinq  points  déterminent  une 
conique;  ce  théorème  est  donc  une  relation  de  position  d'un  sixième  point 
quelconque  de  cette  courbe  par  rapport  aux  cinq  premiers  :  c'est  une  pro- 
priété fondamentale  et  caractéristique  des  coniques.  Aussi  Pascal,  alors  âgé 
seulement  de  seize  ans,  comme  il  le  dit  lui-même  \  en  avait  fait  la  base 
d\m  traité  complet  des  coniques.  Cet  ouvrage  ne  nous  est  point  parvenu. 
Leibniz,  qui,  pendant  son  séjour  à  Paris,  Ta  eu  entre  les  mains,  nous  fait 
connaître  par  une  lettre  adressée  en  1676  à  M.  Perier,  neveu  de  Pascal, 
les  litres  des  six  parties,  ou  traités,  qui  devaient  le  composer.  {OEuvres 
de  Pascal,  tom.  V,  pag.  459.) 

Le  titre  de  la  première  partie  nous  apprend  que  Pascal  se  servait  des 
principes  de  la  perspective,  pour  engendrer  les  conicjues  par  le  cercle,  et 
tirer,  de  cette  manière,  leurs  propriétés  de  celles  du  cercle.  Cette  méthode, 
suivant  Leibniz,  était  le  fondement  de  tout  Touvrage. 

La  deuxième  partie  roulait  sur  Phexagramme  mystique.  «  Après  avoir  ex- 
»  pliqué,  dit  Leibniz,  la  génération  du  cône,  faite  optiquement  par  la  pro- 
»  jection  d'un  cercle,  sur  un  plan  qui  coupe  le  cône  des  rayons,  il  explique 
»  les  propriétés  remarquables  d'une  certaine  figure,  composée  de  six  lignes 
»  droites;  ce  qu'il  appelle  hexagramme  mystique.  » 

Dans  la  troisième  partie  se  trouvaient  les  apj)lications  de  l'hexagramme, 

'  Conicorum  opus  coni|)Ictum,  et  conica  ApoUonii  et  alla  inmimera  unicâ  f'erè  propositione 
amphctens  ;  quod  quidem  nondiim  sex  decimiivi  œlafis  aimiim  ussecutus  excogitavi ,  eldeindè 
in  ordinem  congessi.  (OEuvres  de  Pascal,  lom.  IV,  pag.  410.) 
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les  propric'h's  des  cordes  cl  des  di.imcirrs  ('oiipcs  li;inii()iii(|ii('in«'i)l ,  cl  |M()I);i- 
hlcinciil  les  lli(''<)i«^nics  (pii  coiisliliiciil  l.i  llh-oiic  des  jxdes  '. 

I.a  (|naliiciue  parlic  coniciiail  ce  (|iii  a  rapport  aux  se^Miieiils  laits  sur  des 
sécantes  inenc<'s  parallclemcnl  à  deux  droiles  lixes,  et  les  |)roj)ri('!l(''s  des  loyers. 

Dans  la  ciiKpiièine,  Pascal  résolvail  les  problèmes  où  il  s'aj^'it  {U\  décrin; 
nue  coiu(pic  qui  satisfasse  ù  cinq  conditions,  de  passer  par  des  points  et  de 
toucher  des  droiles. 

Enfin,  la  sixième  pailie  avait  été  intitulée,  par  Leibniz,  De  loro  so/ido. 
Quehpies  mois  nous  font  sup|)oser  (pi'il  pouvait  y  être  question  du  fameux 
problème  de  Pappus,  ^1^/  très  nul  (/tiafuor  lincas. 

Quelques  frai>nients  contenaient  divers  problèmes. 

§  17.  Heureusement,  à  Foccasion  de  ce  traité,  Pascal  avait  réuni,  sous  le 
titre  iïEssai  pour  les  coniques,  quelques-uns  des  principaux  théorèmes  qu'il 
devait  contenir,  voulant  les  soumettre  à  Texamen  des  géomètres  et  avoir  leur 
sentiment,  avant  de  pousser  plus  loin  son  travail.  C'est  cet  Essaie  qui  parut 
en  1()40,  (juand  Pascal  avait  en  effet  à  peine  seize  ans,  dont  il  est  question 
dans  quelques  lettres  de  Descartes,  à  qui  le  P.  3Iersenne  l'avait  envoyé. 
Depuis  il  est  resté  enseveli  pendant  plus  d'un  siècle,  et  n'a  revu  le  jour 
qu'en  1779,  par  les  soins  de  M.  Bossut,  dans  son  édition  complète  des 
OEuvres  de  Pascal, 

Cet  écrit,  de  sept  pages  in-8'',  est  un  fragment  précieux  des  découvertes 
et  de  la  méthode  du  grand  Pascal ,  touchant  les  coniques. 

'  M.  Poncclet  a  déjà  exprimé  celte  opinion ,  dans  son  Traité  des  proprièlès  projectives, 
pag.  101.  Il  nous  paraît  facile  de  la  justifier.  Car  le  théorème  de  l'hexagone,  quand  on  y  suppose 
que  deux  côtés  opposés  deviennent  infiniment  petits,  auquel  cas  la  figure  représente  un  quadri- 
latère inscrit  à  la  conique,  et  deux  tangentes  menées  par  deux  sommets  opposés,  ce  théorème, 
dis-je,  donne  immédiatement,  comme  corollaire,  le  suivant  :  quand  un  quadrilatère  est  inscrit 
à  une  conique f  les  tangentes  à  la  courbe,  menées  par  deux  sommets  opposés,  se  coupent  sur 
la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

Ce  théorème  paraît  répondre  aux  mots  de  quatuor  tangentibus,  et  redis  puncta  tactmnnjun- 
gentibus,  qui  se  trouvent  au  titre  de  cette  troisième  partie,  et  être  l'un  de  ceux  que  Pascal  avait 
déduits  de  son  hexagramme.  I^Iais  on  reconnaît  aisément  que  ce  théorème  contient  toute  la 
théorie  des  pôles.  11  nous  paraît  donc  prouvé  que  celte  théorie  était  comprise  dans  les  applica- 
lions  que  Pascal  avait  faites  de  rhcxagramnic. 
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En  voici  uno  tiTS-succintlo  analyse  : 

Le  fameux  lliéorèiiie  de  riiexa^Maniine  mystique  se  trouve  d'abord  énoncé, 
comme  lonmc,  d'où  tout  le  reste  doit  se  déduire. 

La  piemière  des  propositions  (jui  viennent  ensuite  est  encore  relative  à 
riiexagone  inscrit  à  une  conique;  c'est  une  relation  entre  les  segments 
faits ,  sur  deux  de  ses  côtés,  par  deux  autres  côtés  et  deux  diagonales.  Celle 
relation  n'est  au  fond  que  le  théorème  de  Desargues  sur  l'involution  de  six 
points,  mais  présenté  sous  un  point  de  vue  différent,  (jui  j)ouvait  le  rendre 
propre  à  de  nouveaux  usages.  Nous  développerons  cette  idée  dans  la 
Note  XV. 

La  proposition  suivante,  exprimée  par  une  double  égalité  de  rapports, 
renferme  deux  propositions  dilîerenles.  La  l'^^  est  la  129^  du  7«  livre  des 
Collections  mathématiques  de  Pappus,  qui  nous  a  donné  lieu  d'inlroduire  la 
notion  du  rapport  anharïnonique,  et  dont  nous  avons  déjà  dit  qu'elle  pouvait 
être  la  base  d'une  partie  considéiable  de  la  Géométrie  récente;  la  seconde 
est  le  théorème  de  Ptolémée  sur  le  triangle  coupé  par  une  transversale. 

Puis  vient  une  proposition  qui,  eu  égard  à  ce  théorème  de  Ptolémée,  se 
réduit  à  la  belle  et  importante  propriété  des  coniques,  relative  aux  segments 
qn'une  telle  courbe  fait  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle,  due,  dans  ces  der- 
niers temps,  à  l'illustre  auteur  de  la  Géométrie  de  position. 

La  proposition  suivante  est  cette  même  propriété  des  coniques,  étendue  à 
un  quadrilatère  quelconque,  au  lieu  d'un  triangle  K  Ce  théorème,  généralisé 
par  Carnot,  qui  l'a  démontré  pour  un  polygone  et  une  courbe  géométrique 
quelconques,  et  l'a  étendu  môme  aux  surfaces  courbes  2,  est  l'un  des  plus 
féconds  de  la  théorie  des  transversales. 

Ensuite  on  remarque  le  fameux  théorème  sur  l'involution  de  six  points, 


'  Si  l'on  suppose  que  deux  sommets  du  quadrilatère  soient  à  l'infini,  les  segments  qui  abou- 
tissent à  ces  sommets  seront  égaux,  deux  à  deux,  comme  étant  infinis,  et  comptés  sur  des  droites 
parallèles;  alors  il  en  résulte  la  belle  propriété  des  coniques,  relative  au  rapport  constant  des 
produits  des  segments  faits,  sur  deux  transversales  issues  d'un  point  quelconque,  parallèlement 
à  deux  droites  fixes. 

2  Géométrie  de  position,  pag.  457. 
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«  (loiil  le  |)i'(Mni(M"  iii\(Mil(Mir  (\sl  M.  Dcs.ii'^mics,  un  des  j^tmikIs  rsprils  de  vr. 
fcms,  (M  (les  plus  vcrst's  aux  mallwin.tlKHics,  cl  ciilre  autres  aux  (!(uii(ju<'s.  » 
Pascal  ajoulc  (pTil  a  «  làclic  (riniilcr  sa  niclliodc  sur  ce  snjcl,  (jimI  a  Irailé 
sans  se  sei'Nir  du  liian^le  par  l'axe,  en  Irailanl  généialenicnl  de  toutes  les 
sections  du  cône  '.  » 

,^  18.  Nous  concevons  parlailenienl,  (Kaprcs  la  fécondité  éprouvée  des 
théorèmes  que  nous  venons  de  citer,  (]ue  PjKscai  en  ail  lait,  connue  il  Pan- 
nonçait,  la  base  iVI'Jfnnoufs  ('onif/ncs  couip/efs;  ci  (pfen  les  déduis;uil  de  son 
hexaj»rainnie  niNsti(pie,  il  ail  tii'é  de  ce  seul  principe  (juafrc  ccnls  corollaires, 
connue  ledit  le  P.  Mersenne,  dans  son  traité  De  mcnsui-is^  pondcrihas,  etc.; 
in-lol.,  IG4/^  '\  {Voir  la  Note  XIII.) 

On  observe  que  ces  divers  théorèmes  principaux  exprimaient,  chacun, 
une  certaine  propriété  de  six  points  situés  sur  une  conique  :  cela  explique 
conmient  Pascal  avait  pu  les  déduire  de  son  hexagramme  mystique,  qui 
était  lui-même  une  propriété  générale  de  ces  six  points.  Mais  chacun  de  ces 
théorèmes  avait  pris  une  forme  dilTérente,  qui  le  rendait  propre  à  des  usages 
particuliers,  comprenant  un  nombre  immense  de  propriétés  des  coniques. 

C'est  cet  art  infiniment  utile  de  déduire  d'un  seul  principe  un  grand 
nombre  de  vérités,  dont  les  écrits  des  Anciens  ne  nous  oiïrent  point  d'exem- 
ples, qui  fait  l'avantage  de  nos  méthodes  sur  les  leurs. 

§  19.  Pascal  avait  écrit  plusieurs  autres  ouvrages  de  Géométrie,  dans  le 
style  de  son  Traité  des  Coniques.  Les  titres  seuls  nous  en  sont  parvenus,  par 
une  Note  qu'il  adressa,  en  i()54-  ~\  à  une  société  de  savants  qui  se  réunissaient 
les  uns  chez  les  autres,  avant  la  fondation  de  l'Académie  des  sciences,  qui 
eut  lieu  en  1666. 

*  Nous  avons  expliqué,  en  parlant  d'Apollonius,  ce  qu'on  entend  par  le  triangle  par  l'axe; 
et  nous  avons  dit  que  oc  grand  géomètre  de  lantiquilé  supposait,  pour  former  ses  coniques,  le 
plan  coupant  perpendiculaire  au  plan  de  ce  triangle.  Desargues, comme  on  le  voit,  et  Pascal,  à 
son  exemple,  traitaient  les  coniques  d'une  manière  beaucoup  plus  générale,  puisqu'ils  prenaient 
le  plan  coupant  dans  une  position  tout  à  fait  arbitraire. 

'^  Unica  proposilione  universalissima ,  400  corollariis  urmatd,  integrum  Apollonium  com- 
plexiis  eut. 

^  OEiivres  de  Pascal,  tom.  IV,  p.  408. 

iO 
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Nous  y  voyons  ({uh  Tiiislardc  Viole,  il  nvail  résolu,  mais  nvoc  uno  cxlcn- 
sioii  considérable  cl  par  une  mélliodc  exliènienienl  simple,  les  problèmes  sur 
les  conlacts  des  cercles;  puis  les  questions  analogues  sur  les  conlacls  des 
s|)hères;  qu'il  avail  écrit  un  traité  des  Lieux  plans,  plus  étendu  et  plus  con- 
sidérable (pie  ce  qu'avaient  fait  les  Anciens  et  les  .Modernes  sur  ce  sujet,  et 
par  une  mélbode  neuve  et  extrêmement  expéditive;  et  enfin  qu'il  avail  ima- 
giné aussi  une  mélbode  nouvelle  de  i)erspeclive,  aussi  simple  cpie  possible, 
puisque  cbaque  point  du  tableau  se  construisait  par  rintersection  de  deux 
lignes  droites. 

Cette  faible  indication,  que  nous  trouvons  dans  la  Note  de  Pascal,  sufïit 
pour  nous  faire  regretter  la  perle  d'écrits  où  devaient  briller  le  génie  inven- 
teur de  ce  profond  géomètre,  et  l'art  admirable  avec  lequel  il  savait  généra- 
liser une  première  découverte  et  en  tirer  toutes  les  vérités  qu'elle  ren- 
fermait. 
DK.sAUGLKs,  §  20.  Dcsargucs,  que  Pascal  avait  pris  pour  guide,  et  qui  était  digne 

en  effet  d'un  tel  disciple,  avait  aussi  écrit  sur  les  coniques,  un  an  auparavant, 
d'une  manière  neuve  et  originale.  Sa  mélbode  reposait,  comme  celle  de  Pas- 
cal, sur  les  principes  de  la  perspective  ',  et  sur  quelques  tbéorèmes  de  la 
tbéorie  des  transversales.  Il  ne  nous  reste  que  quelques  indications  peu 
lucides  sur  l'un  de  ses  écrits,  intitulé  :  Brouillon  projet  d'une  atteinte  aux 

'  C'est  une  question  de  savoir  si  les  Anciens  ont  ronnu  les  usages  de  la  perspective  dans  la 
Géométrie  rationnelle;  et  cette  question ,  je  crois,  n'a  point  été  approfondie.  Au  premier  abord 
on  serait  tenté  de  répondre  aflîrinativemcnl,  tant  celte  niélliode  est  natui-ellc,  et  paraît  liée  à 
leur  manière  d'engendrer  les  coniques,  dans  le  cône  à  base  circulaire.  Aussi  cette  opinion  est- 
elle  la  plus  commune  cliez  les  géomètres.  Elle  a  été  fortifiée,  dans  ces  derniers  temps,  par  le  sen- 
timent particulier  de  M.  Ponccict  sur  les  porismes  d'Euclide,  qui  auraient  été  des  propositions 
démontrées  par  cette  méthode  {Traité  des  propriétés  projeclives  ;  Introduction,  p.  xxxvn).  Mais, 
malgré  tout  le  respect  que  nous  professons  pour  l'opinion  de  ce  célèbre  géomètre,  nous  devons 
avouer  que  nous  n'avons  trouvé,  dans  la  lecture  des  Anciens,  aucune  trace,  aucun  indice  qui  nous 
autorisent  à  la  partager  dans  cette  circonstance.  Nous  croyons,  au  contraire,  que  la  mélbode  de 
la  perspective,  comme  nous  la  pratiquons  actuellement  en  Géométrie  rationnelle,  n'a  point  été 
en  usage  dans  l'école  grecque.  Aussi,  jusqu'à  un  plus  approfondi  et  plus  ample  examen,  nous 
altribuerons  cette  méthode  aux  .Modernes,  et  nous  dirons  que  Desargues  et  Pascal  ont  le  mérite 
de  l'avoir  appliquée,  les  premiers,  à  la  théorie  des  coniques. 


15!)3-IGC2. 
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cvcncincnls  des  rcniinUrrs  <lii  ràtic  arec  kii  />/tni.  I^cs  .iiilrcs,  .s'il  eu  ,\  existe 
plusieurs,  ninsi  (|ue  peut  le  l'aiie  supposer  un  pMss;i;;e  de  y/:sstif  de  Pnse.il, 
('l.iieul  peul-èlre  sur  des  feuilles  \(d;uiles,  eoniuie  il  p;u;ii(  (|iie  Des.u'^^Mies  eu 
usail,  soil  pour  eoiuuiuuicpier  ses  déeou\erles,  soit  pour  ré|>ou(li'e  à  ses  uoiu- 
hreux  déiraeleurs. 

Celui  (pie  nous  venons  de  citer  parut  en  1G31).  Il  en  est  parlé  dans  plu- 
sieurs lettres  de  Descartes. 

Cet  écrit  se  distinguait  par  (luelques  propositions  nouvelles,  et  surtout  j)ar 
Tesprit  de  la  méthode,  fondée  sur  cette  remarque  judieieiise  et  féconde, 
(jue  les  sections  coni(iues,  étant  foiinées  par  les  diiïérentes  laçons  dont  on 
coupe  un  cône  ayant  un  cercle  pour  base,  devaient  j)articiper  aux  pro- 
priétés de  celte  figure. 

Desargues  apportait  donc,  dans  Tétude  des  coniques,  une  double  innovation 
importante.  D'abord  il  les  considérait  sur  le  cône,  dans  toutes  les  positions 
possibles  du  plan  coupant,  sans  se  servir,  comme  les  Anciens,  du  triangle 
par  l'axe;  ensuite,  il  imaginait  d'approprier  à  ces  courbes  les  propriétés  du 
cercle  qui  servait  de  base  au  cône. 

Celte  idée,  qui  nous  paraît  si  simple  et  si  nalurelle  aujourd'hui,  parce  que 
nous  sommes  accoutumés  aux  procédés  de  la  j)erspeclive  et  à  divers  autres 
modes  de  transformation  des  figures,  n'était  pas  venue  à  l'esprit  des  géomè- 
tres d'Alexandrie.  Car  nous  n'en  trouvons  aucune  trace  dans  leurs  ouvrages, 
et  nous  y  voyons  qu'en  se  servant,  dans  leur  théorie  des  coniques,  d'une 
propriété  du  cercle  (celle  du  produit  des  segments  faits  sur  deux  cordes 
qui  se  coupent),  ils  n'ont  point  eu  rintenlion  de  rechercher  son  analogue 
dans  ces  courbes,  mais  seulement  de  démontrer  leur  théorème  du  latas 
reclam. 

%  21.  La  méthode  de  Desargues  lui  permit  d'ap[)orter  dans  la  théorie 
des  coniques,  comme  il  le  fit  dans  divers  autres  écrits,  des  vues  nouvelles  de 
généralité,  qui  agrandissaient  les  conceptions  et  la  métaphysique  de  la  Géo- 
métrie. 

Ainsi  il  y  considéra,  connne  des  variétés  d'une  même  courbe,  les  diverses 
sections  du  cône  (le  cercle,  l'ellipse,  la  parabole,  l'hyperbole  et  le  système  de 
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deux  li-^nos  droilos),  qui,  jiisquc-l;'),  avaient  toujours  été  traitées  sépai'énient, 
cl  par  (les  moyens  particuliers  à  chacune  de  ces  sections  '. 

Descartes  nous  appi-end  (|U('  Desargues  regardait  aussi  un  système  de 
plusieurs  droites  parallèles  entre  elles,  comme  une  variété  d'un  système  de 
droites  concourant  en  un  même  point  :  dans  ce  cas,  le  point  de  concours 
était  à  rinfini.  «  Pour  votre  façon  de  considérer  les  lignes  parallèles  comme 
»  si  elles  s'assemblaient  à  un  but  à  distance  infinie,  alin  de  les  compiendre 
»  sous  le  même  gemc  (pie  celles  (|ui  tendent  à  un  point,  elle  est  fort 
»    bonne »  -  (Lcllrcs  de  Descartes,  tom.  III,  |)ag.  4o7,  édition  in-12.) 

Leibniz  fait  mention  aussi  de  cette  idée  de  Desargues,  dans  un  mémoire 
sur  la  manière  de  déterminer  la  courbe  enveloppe  d'une  infinité  de  lignes 
(Acia  erud.  ann.  1692,  ])ag.  168);  et,  dans  un  autre  endroit,  il  la  rattache  à 
sa  loi  de  continuité  (Conuii.  vpist.,  tom  II,  pag.  101).  Newton  adopta  cette 
définition  des  parallèles  dans  les  lemmes  18  et  22  de  ses  Principes  de  la 
pliilusophlc  naturelle,  où  il  regarde  des  droites  parallèles  comme  concourant 
en  un  point  situé  à  l'infini. 

Desargues  appli(iuail,  aux  systèmes  de  lignes  droites,  les  propriét(*s  des 
lignes  courbes;  ce  (|ui  est  aujourd'hui  chose  naturelle  et  très-usitée,  parce 
qu'un  système  de  droites  peut  être  représenté  par  une  équation  unique, 
comme  une  courbe  géométi'i(|ue,  mais  ce  qui  était  alors  une  conceplion 
neuN  e  et  originale.  Descartes  en  parle  en  ces  termes,  dans  une  lettre  adres- 
sée au  P.  Merseime  ; 

«  La  fa('on  dont  il  commence  son  raisonnement,  en  rapj)li(juant  tout 
>)  ensemble  aux  lignes  droites  et  aux  courbes,  est  d'autant  plus  belle  qu'elle 
))    est  plus  générale,  et  semble  être  prise  de  ce  que  j'ai  coutume  de  nommer 

'  Desargtiesiiis  prinius  serti07ies  conicas  tmiversuU  (/uadum  ralione  traclure,  uc  proposilioites 
)iiii(las  sic  eiuoiliure  cœpil,  ut  (juœcumque  seclio  suhinlclligi  posset  {Acl.  erud.,  anii.  1085, 
pag.  400). 

*  Celle  innovalion  fil  scnsalion  dans  le  temps.  Bo>se  la  eilc  en  ces  termes,  comme  exemple 
des  manières  universelles  de  Dcsargues  en  Géomclric  :  «  Il  fait  voir,  comme  il  l'a  écrit  à  un  sien 
»  ami  défunt,  le  rare  et  savant  M.  Pascal,  fils,  que  tea  parallèles  soûl  toutes  semblables  à  celles 
»  qui  aboulisscut  à  un  point,  et  qu'elles  n'eu  diffèrent  point.  >  {Traité  des  pratiques  fjèoinc- 
trules  et  perspectives  ^  in-12,  IGOIi.) 
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»  in('(n|)li}si(((i('  (le  ia  (iroinrU'ic^  (|iii  csi  mu;  sciiMicc  donl  je  n'iii  point 
»  r(Mn;u'(|U('' (jir.uiciiii  jiiilic  se  soil  scim',  sinon  Arcliinirdc.  Ponr  wuù ,  \r. 
»  luoii  sers  lonjours  pour  ju^icr  en  ^M'nc'ral  dos  cIk^scs  (pii  soni  lroii\;d)l('S, 
»    cl  (Ml  cpu'ls  lieux  je  les  dois  IrcKivcr »  (Lrffrcs,  pa^.  'M\)  du  loin.  IV.) 

§  1I1I.  Les  id('ys  de  l)esai'i;iies,  conceniaiil  les  systèmes  de  lijfiies  dioites, 
comparés  aux  lignes  courbes,  ont  dû  le  porter  à  appli(|uer,  aux  sections 
coniques,  diverses  propriétés  connues  du  s>slèin(!  de  deux  droites.  L'uik; 
d'entre  (^ll(\s  que  Pascal,  dans  son  Essai  jtour  frs  ronif/urs,  appelle  mrr- 
rci/lcusi' ,  et  (pii,  en  elVel,  est  (rune  lecondité  extrême,  nous  a  été  coii- 
sei'\ée.  C'est  la  relation  des  segments  faits,  par  une  conicpie  et  par  les  quatre 
cùlés  d'un  (piadrilalèie  (pii  lui  est  inscrit,  sur  une  transversale  menée  aibi- 
trairemenl  dans  le  plan  de  la  courbe. 

Cette  relation  consiste  en  ce  que  :  «  Le  produit  des  segments  compris  sur 
»  la  transversale,  entre  un  point  de  la  conique  et  deux  côtés  opposés  du 
»  (|ua(lrilatère,  est  au  produit  des  segments  compris  entre  le  mémo  point  de 
»  la  coni(pie  et  les  deux  autres  côtés  opposés  du  (juadrilatère,  dans  un  rap- 
»  port  qui  est  égal  à  celui  des  produits  semblablement  faits  avec  le  second 
»  point  de  la  conique  situé  sur  la  transversale.  » 

Ce  théorème  est  énoncé  par  Pascal  dans  son  Essai  pour  les  coniques,  et 
par  Beaugrand  dans  une  lettre  critique  sur  l'ouvrage  de  Desargues ,  intitulé 
Brouillon  projet  d'une  atteinte  aux  événements  des  rencontres  du  cône  avec 
un  plan.  Cette  lettre  nous  apprend  que  Desargues  appelait  la  relation  qui 
constitue  son  beau  théorème,  involution  de  six  points. 

On  voit  comment  les  six  points  se  correspondent,  ou  sont  conjugués  deux 
à  deux.  Desargues  examinait  le  cas  où  deux  points  conjugués  venaient  à  se 
confondre;  il  y  avait  alors  involution  de  cinq  points  *  ;  puis  celui  où  deux 
autres  points  conjugués  se  confondaient  aussi;  alors  on  n'avait  plus  que 
quatre  points ,  et  la  relation  d'involution  devenait  un  rapport  harmonique. 

'  Il  |)ciil  y  avoir  encore,  dans  un  autre  cas,  involution  de  cinq  points  :  c'est  quand  le  sixième 
point  est  à  l'infini  ;  alors  son  conjugue  a  une  position  tiès-remarquable.  Je  ne  sais  si  l'on  a  exa- 
miné particulièrement  ce  cas, qui  se  présente  souvent,  sans  qu'on  songe  à  le  rattacher  à  la  théorie 
de  linvolution. 
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]j',\  rolîitioii  (rinvolulion  de  six  points,  IcIIo  ()uc  nous  Tnvons  ônoncée, 
conliciil  liuil  sciîincnls;  ninis  v\U\  peut  (Mn;  i'('in|)l;ic(M^  par  une  îiiitic,  où 
irciiliiMil  (pi(;  six  segnxMils  :  c'est  celle  (pie  Pai)piis  a  donnée  pour  les 
seij;nienls  Inils,  sur  une  transversale,  par  les  (piaire  côtés  et  les  daiw  dia- 
gonales d\in  quadrilatère  (la  130'"  du  livre  7  des  Collections  inatlicma- 
tiqiies  ). 

En  considérant  les  deux  diagonales  couiine  une  ligne  du  second  degré,  (pii 
passe  |)ar  les  (juatre  sommets  du  (piadrilatère,  on  voit  (pie  le  tli('orèine  de 
Desargues  est  une  généralisation  de  la  proposition  de  Pappus,  dans  la(juelle 
se  trouve  substituée,  à  la  place  des  deux  diagonales  du  (juadrilatère,  une 
coni(pie  cpielcoïKpie  passant  par  les  (|uatre  sommets. 

^  23.  Un  excellent  écrit  de  iM.  nrianchon,  intitulé  Mémoire  sm-  les  lignes 
(lu  deuxième  ordre  (Pdivis  1817),  est  basé  sur  ce  théorème,  et  en  fait  voir 
toute  la  fécondité.  3Iais  il  paraît  (|ue  Desargues  lui-même  avait  su  en  tirer 
un  pai'ti  considérable,  pour  démontrer  un  grand  nombre  de  pio|)riétés  des 
coni(pi(\s;  car  d'une  part,  Heaugraiid  di(,  dans  sa  lettre  ' ,  (pTune  partie  du 
Hronillon  projet,  etc. ,  était  employée  à  examiner  les  corollaires  du  théorème 
en  (juestion;  et,  de  plus,  nous  trouvons  dans  les  Pratiques  (jêométrales  et 
perspectives  du  graveur  Bosse  le  passage  suivant,  qui  se  rapporte  proba- 
blement à  ce  même  thé'orème.  Bosse  répond  aux  détracteurs  de  Desargues, 
et  ajoute  :  «  Entre  autres  ce  qu'il  a  fait  imprimer  des  sections  coniques,  dont 
»  une  des  propositions  en  comprend  bien,  comme  cas,  soixante  de  celles 
»  des  quatre  premiers  livres  des  coniques  d'Apollonius,  lui  a  acquis  l'es- 
»  time  des  savans,  qui  le  tiennent  avoir  été  l'un  des  plus  naturels  géo- 
))  mètres  de  notre  temps,  et  entre  autres  la  merveille  de  notre  siècle,  feu 
»  iM.  Pascal.  » 

Nous  trouvons  encore  quelques  observations  qui  se  rapportent  au  théo- 
rème en  question,  et  qui  j)rouvent  (pie  Desargues  avait  su  en  faire  un  grand 
usage,  dans  un  ouvrage  du  graveur  Grégoire  Huret,  intitulé  :  Optique  de 
portraiture  et  peinture,  etc.  Paris  1G70;  in-fol. 

'    Voir  la  Note  XIV. 
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Ainsi,  il  est  conslJMil  (pic  le  lliôoirmc  (!«'  Dcsjir^ucs  cl.'iil  le  luiidciiiciil  de 
sa  lln'Mni(»  (les  coiiiciucs,  cl  (juc  les  iionilucuscs  |)ro|ui(''l(''s  de  ces  coiiiIk's, 
(|ii('  nous  jivons  nj)|)i'is,  depuis  (piclcjucs  ;inn(''('s,  à  dc-duirc  do.  ce  llicorcinc, 
n'avaicnl  point  ccha|)pc  à  i'ospiil  io^i(pic  cl  csscnlicilcnicnl  ^^M'iiciaiisalcur  de 
Dcsai'^ues. 

Mais,  outre  son  extrême  l'écondilc,  le  Ihéorcine  en  (juestion  présente  un 
autre  caractère,  (ju'il  n'est  pas  moins  important  de  l'aire  ressorlii'  dans  un 
examen  philosophicpic  de  la  marche  et  de  Tesprit  des  méthodes  concernant 
les  conicpjcs.  r/esl  (pie  ce  th(''or('Mne ,  j)ai'  sa  nature,  permettait  à  Desaii^aies 
de  consid(M'er,  sur  un  cône  à  hase  circuhu're,  des  sections  tout  à  lait  ari)i- 
traires,  sans  faire  usage  (Ui  triangle  par  Taxe,  comme  le  dit  Pascal; 
tandis  que  les  Anciens,  et  tous  les  écrivains  après  eux,  n'avaient  coupé  le 
cône  que  par  des  plans  pei'j)endiculaircs  à  ce  triangle  par  Taxe.  Cette 
grande  innovation  nous  paraît  être  le  principal  mérite  du  traité  des  coniques 
de  Desargues. 

§  2i.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  l'ouvrage  de  Desargues  était  vrai- 
ment heau  et  original,  et  procurait  une  généralité  et  des  facilités  nouvelles 
à  la  Géométiie  des  coniques.  Aussi  fut-il  apprécié  comme  tel  par  les  grands 
génies  du  siècle.  Nous  avons  déjà  cité  le  sentiment  d'admiration  de  Pascal 
pour  cet  ouvrage;  nous  trouvons  qu'il  fut  partagé  par  Fermât,  qui,  dans 
une  lettre  au  P.  Mersenne ,  s'exprime  ainsi  :  «  J'estime  beaucoup  M.  Desar- 
»  gués,  et  d'autan!  plus  qu'il  est  lui  seul  inventeur  de  ses  coniques.  Son 
»  livret  qui  passe,  dites-vous,  pour  jargon,  m'a  paru  très-intelligible  et 
»  très-ingénieux.  »  (  OEuvrcs  de  Fermât,  pag.  1 73.  ) 

Quant  à  la  fécondité  du  théorème  et  à  la  facilité  toute  nouvelle  qu'il 
apportait  dans  la  théorie  des  coniques,  on  aperçoit  aisément  quelle  en  est 
la  cause  première.  C'est  qu'il  exprimait  une  relation  tout  à  fait  générale  de 
six  points  pris  arbitrairement  sur  une  conique.  Les  Anciens  n'avaient  connu 
de  telles  relations  que  pour  des  positions  particulières  des  six  points ,  par 
exemple ,  pour  le  cas  où  quatre  points  étaient  deux  à  deux  sur  deux  cordes 
parallèles  entre  elles  (la  relation  dont  ils  se  servaient  alors  était  que  les 
produits  des  segments  faits,  sur  ces  deux  cordes,  par  celle  qui  joint  les  deux 
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îuiUts  poinls,  sont  cnlro  eux  comme  les  piodiiiis  des  se^Miienls  faits,  sur 
celle-ci,  \y.\v  les  deux  premières).  Il  leur  j;ill;nl  donc  toujours  diverses  pro- 
|)osiiior)s  intermédiaires,  pour  passer  de  la  considération  directe  ou  implicite 
de  cinq  points  d'une  conique  à  la  considération  d'un  sixième  point.  De  là, 
le  grand  nombre  de  propositions  (|ui  semblaient  devoir  entrer  nécessairement 
dans  un  traité  des  coniques,  et  de  là  surtout  la  longueur  des  démonstra- 
tions. 

La  solution  du  |)rol)lème  ad  (/ualuor  lineas,  il  est  vrai,  faisait  connaître 
une  propriété  tout  à  fait  générale  de  six  points  d'une  comque;  mais,  jusqu'à 
Apollonius,  ce  problème  n'avait  pas  été  résolu  complètement;  et  ce  grand 
géomètre,  qui  dit  l'avoir  résolu  à  l'aide  des  principes  qu'il  a  compris  dans 
son  3''  livre,  n'a  point  eu  le  temps  peut-être  d'en  approfondir  assez  la  nature 
pour  le  juger  propre  à  entrer  dans  ses  Elinnents  des  Coniques,  de soile  (pi'il 
n'a  été  d'aucun  usage  citez  les  Anciens. 

§  2o.  Nous  avons  dit  que  Fermât  avait  laissé,  parmi  quelques  proposi- 
tions présentées  comme  |)orismes,  le  tbéorème  de  Desargues;  et  l'on  ne 
peut  douter  que  ce  grand  géomètre  n'y  soit  parvenu  de  son  côté.  ^L'^is ,  outre 
l'avantage  d'une  antériorité  de  plus  de  vingt-cinq  ans.  Desargues  a  celui 
d'avoir  connu  et  mis  à  profit  toutes  les  ressources  que  ce  théorème  offrait 
dans  la  théorie  des  coniqueSo 

R.  Simson  nous  paraît  le  seul  géomètre  qui  se  soit  servi ,  jusqu'à  ces 
derniers  temps,  de  ce  théorème  qu'il  a  démontré  dans  le  5''  livre  de  son 
Traité  des  Coniques  (Proposition  12^),  et  dont  il  avait  entrevu  la  fécondité; 
car,  après  en  avoir  tiré  six  corollaires,  il  ajoute  qu'ils  renferment  des  dé- 
monstrations naturelles  et  faciles  de  quelques  propositions  du  premier  livre 
des  Principes,  de  Newton.  R.  Simson  avait  emprunté  ce  théorème  des  OEuvres 
de  Fermât,  comme  on  le  voit  dans  son  Traité  des  Porismes,  où  il  le  dé- 
montre aussi  sous  le  n**  81. 

§  26.  On  n'a  considéré  jusqu'à  ce  jour  le  théorème  de  Desargues  que 
sous  l'énoncé  sous  lequel  nous  l'avons  présenté  ;  et  c'est  ainsi  qu'on  en  a 
fait  de  nombreuses  applications.  Mais,  en  y  introduisant  la  notion  du  rap- 
port anharnwnique ,  on  peut  envisager  ce  théorème  sous  un  autre  point  de 


iiisToiiii:  i)i:  LA  (;i:().>ii:tkir  si 

vue,  cl  lui  (loiincr  une  auliv  lorinc,  (|iii  on  leni  uikî  |)r()|)().sili()ii  dinVrciilo, 
|)ro|)ir  à  (le  nouveaux  usa^^cs.  Ollc  |)roposilioii ,  qu'on  |)oul  n'i^'ardcr 
connue  ventrale  dans  la  (lu'orir  des  coni(|U('s,  car  uih;  iiilinilé  de  pro- 
priétés diverses  de  ces  courbes,  (pii  avaient  paru  élian^'ères  les  unes 
aux  autres,  en  dérivent  naturellement,  connue  d\ni  centre  nnicpie;  cette 
proposition,  ilis-je,  olVre  une  voie  facile  pour  passer  du  théorème  de 
Desargues  à  celui  de  Pascal,  et  vice  versa ,  et  de  chacun  de  ceux-ci  à 
diverses  autres  propriétés  générales  des  coniques,  telles  que  le  beau  théo- 
rème de  Newton  sur  la  description  organiciue  de  ces  courbes.  (  Voir  la 
Note  XV.) 

§  27.  Les  Anciens  n'avaient  considéré,  pour  former  leurs  coniques,  que 
des  cônes  à  base  circulaire  :  Desargues  et  Pascal  les  imitaient  en  ce  point, 
puisqu'ils  formaient  ces  courbes  par  la  perspective  du  cercle.  Il  se  présen- 
tait donc  une  question ,  à  savoir  si  tous  les  cônes  qui  ont  pour  base  une 
conique  quelconque  sont  identiques  avec  les  cônes  à  base  circulaire;  ou, 
en  d'autres  termes,  si  un  cône  quelconque,  à  base  elliptique,  parabolique  ou 
hyperbolique,  peut  être  coupé  suivant  un  cercle;  et,  dans  le  cas  où  cela 
serait,  de  déterminer  la  position  du  plan  coupant.  Desargues,  comme 
nous  l'apprend  le  P.  31ersenne  ^,  proposa  cette  question,  qui  eut  alors  une 
certaine  célébrité,  à  raison  de  sa  difficulté;  car  elle  est  de  la  nature  de 
celles  qui,  admettant  trois  solutions,  dépendent,  en  Analyse,  d'une  équa- 
tion du  troisième  degré,  et,  en  Géométrie,  des  sections  coniques.  Descartes 
la  résolut  par  les  principes  de  sa  nouvelle  Géométrie  analytique,  et  d'une 
manière  fort  élégante,  pour  le  cas  où  la  base  du  cône  est  une  para- 
bole :  il  n'a  besoin  que  d'un  cercle,  dont  l'intersection  avec  la  parabole 
donne  la  solution  demandée"^.  Depuis,  cette  même  question  a  occupé  plu- 
sieurs autres  géomètres  célèbres  :  le  marquis  de  Lhospital  ^,  Herman  '*,  le 

*  Universœ  geometriœ,  mixtœque  mathematicœ  synopsis ,  pag.  331  ;  in-fol.,  1644. 
2  Lettres  de  Descartes ,  édition  in-I2,  1725;  t.  Vi,  pag.  528. 

^  Traité  analytique  des  sections  coniques,  livre  10%  pag.  407. 

*  Commentarii  Academiœ  Petropolitanœ ,  loin.  VI;  ann.  i732  el  1733. 

li 
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P.  Jacqiiior  ^,  qui  suivironl  la  même  marche  analyticpie  que  Descartes,  en  y 
ajjpoifaiil  quelques  simplifications.  Je  ne  crois  pas  que  Ton  ait  doimc,  de  ce 
problème,  une  solution  purement  géométrique  et  graphi(|ue.  La  dilïiculté 
disparaît  dcNant  les  nouvelles  doctrines  de  la  Géométrie,  qui  peuvent  en 
procurer  plusieurs  solutions  dilTérentes^. 

§  28.  On  doit  h  Desargues  une  propriété  des  triangles,  devenue  fon- 
damentale et  d'un  usage  très-utile  dans  la  Géométrie  récente.  C'est  que  : 
«  Si  deux  triangles,  situés  dans  l'espace,  ou  dans  un  même  plan,  ont  leurs 
»  sommets  placés  deux  à  deux  sur  trois  droites  concourant  en  un  même 
»  point,  leurs  côtés  se  rencontrent,  deux  à  deux,  en  trois  points  situés  en 
»  ligne  droite;  »  et  réciproquement. 

Ce  théorème  se  trouve,  avec  deux  autres,  dont  l'un  est  sa  réciproque,  à 

^  Ehmenti  di perspettiva;  in-S".  Romœ,  1755,  pag.  140. 

-  Il  suffît  de  déterminer  les  (rois  axes  principaux  du  cône;  car  on  sait  que,  de  leurconnais- 
sance,  l'on  conclut  immédiatement  la  position  des  plans  des  sections  circulaires. 

Pour  déterminer  ces  trois  axes,  je  mène,  par  le  grand  axe  de  la  conique  C  qui  sert  de  base  au 
cône,  un  plan  perpendiculaire  à  celui  de  celte  courbe;  et,  dans  ce  |)lan,  je  conçois  une  seconde 
conique  qui  ait,  pour  sommets  et  pour  foyers,  respectivement  les  foyers  et  les  sommets  de  la 
première. 

Je  regarde  cette  seconde  conique  comme  la  base  d'un  second  cône  qui  ait  même  sommet  que 
le  cône  proposé.  Ce  nouveau  cône  rencontre  le  plan  de  la  conique  C  suivant  une  autre  conique. 
Ces  deux  courbes  se  rencontrent  en  quatre  points  qui  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère, 
dont  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  et  le  point  de  rencontre  des  deux  [diagonales, 
appartiennent  aux  trois  axes  cberchés. 

Ainsi,  le  problème  est  résolu. 

Seconde  solution.  Par  le  sommet  du  cône  proposé,  menons  des  droites  perpendiculaires  à 
ses  plans  tangents;  elles  forment  un  second  cône  du  second  degré,  qui  rencontre  le  plan  de  la 
conique  servant  de  base  au  premier  cône,  suivant  une  seconde  conique.  Ces  deux  courbes  se 
rencontrent  en  quatre  points  qui  servent,  comme  dans  la  solution  précédente,  à  résoudre  le 
problème. 

Nous  devons  dire,  plus  généralement,  qu'il  existe,  dans  le  plan  des  deux  courbes,  trois  points 
tels  que  chacun  d'eux  a  la  même  polaire  par  rapport  aux  deux  coniques;  ces  trois  points  appar^ 
tiennent  aux  trois  axes  principaux  cherchés. 

Nous  avons  trouvé  différentes  autres  solutions  du  problème,  mais  qui  exigent  toujours 
la  construction  d'une  conique;  ce  qui  doit  être,  puisque  le  problème  admet  trois  solu- 
tions. 
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la  siiih^  (lu  Tniifr  de  Vvrsiw.clivv,  v('(\\^(\  par  |{()SS(î',  (ra|)n's  les  iniiicipcs 
ol  la  inôlliodc  de  l)esar;j[U('s,  mise  au  jour  (M1  1()I^().  Ouand  les  (I(mi\  lrian;^'l('s 
soiil  siluôs  dans  deux  plans  dilTcMcnls ,  le  llK'orrnK^  csl  d(i  yrrilé  iuluilivcî, 
ainsi  (pio  le  reniaripu^  Desar^ues  ;  (piand  ils  sonl  dans  le  inènic  plan,  su 
denionslralion  oITre  eela  de  reiuai"(piahle  (ju'il  y  est  fait  usa^^e  du  lliéorriiK; 
de  IMoléniée  sur  le  lriani;le  coupé  pai-  une  transversale.  Cesl  l'un  des  premiers 
exemples,  chez  les  Modernes,  de  Tapplicalion  de  ce  célèbre  ihéorème,  qui 
depuis  est  devenu  la  base  de  la  théorie  des  transversales. 

Le  théorème  de  ï)esari»ues  a  élé  reproduit,  |)our  la  première  fois  dans  ces 
derniers  temps,  par  iM.  Servois,  (hins  son  ouvrage  inlitulé  :  Solutions  pea 
connues,  etc.  ;  et  a  été  employé  depuis  par  M.  Brianchon  {Correspondance 
po/t/lechnique ,  t.  III,  p.  3.),  par  M.  Poncelet  ( /"/-«//(Z  des  propriétés  pro- 
jectives),  et  par  MM.  Slurm  et  Gergonne  {Annales  de  Matliéniatiques,  t.  XVI 
et  XVII).  M.  Poncelet  en  a  fait  la  base  de  sa  belle  théorie  des  figures  homo- 
logiques.  Il  a  aj)pelé  les  deux  triangles  en  question  honiolof/irpies ,  le  point 
de  concours  des  trois  droites  qui  joignent  deux  à  deux  leurs  sommets,  centre 
d'homoloijie,  et  la  droite  sur  laquelle  se  coupent  deux  à  deux  leurs  trois 
côtés,  axe  dlwmologie. 

%  29.  Mais  on  ne  s'est  servi,  jusqu'à  présent,  que  des  propriétés  descriptives 
des  deux  triangles  en  question;  et  leurs  relations  métriques,  ou  de  gran- 
deur, non  moins  importantes  que  celles  de  situation ,  n'ont  pas  encore 
été  considérées  d'une  manière  générale.  On  n'en  connaît  que  quelques  cas 
particuliers.  Ainsi,  quand  les  deux  triangles  sont  semblables  et  sembla- 
blement  placés,  auquel  cas  leur  axe  d'homologie  est  à  l'infini,  les  dis- 
tances de  leur  centre  de  similitude  à  deux  points  homologues  quelconques 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant;  et^  quand  le  centre  d'homologie 
des  deux  triangles  est  à  l'infini ,  ce  sont  les  distances  de  deux  points  homo- 
logues à  Taxe  d'homologie,  qui  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant.  On 


'  Manière  universelle  de  M.  Desargues  pour  pratiquer  la  perspective  par  petit-pied,  comme 
le  (jéomélral.  In-8%  1G48,  pag.  340. 
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conroil  que  ces  deux  relations  sont  des  cas  parliculiors  d'une  certaine  rela- 
lion  générale,  iclaliNe  à  deux  trianjïles  liomoloirifjues  quelcon(|ues,  dont 
ni  le  centre  ni  Yaxe  d'honioloirie  ne  sont  à  Tinfini.  Nous  démontrerons  cette 
relation  générale  dans  un  chapitre  de  ce  Mémoire;  mais  sa  simplicité  nous 
permet  de  Ténoncer  ici ,  connue  complément  du  théorème  de  Desargues  : 
elle  consiste  en  ce  que  «  le  rapport  des  distances  de  deux  sommels  homo- 
»  logues  quelconques  des  deux  triangles,  à  leur  centre  d'homologie,  est  au 
»  rapport  des  distances  des  deux  mêmes  sommets,  à  Taxe  d'homologie,  dans 
»  une  raison  constante.  »  Ce  théoi'ème  nous  sera  très-utile,  en  nous  oITrant 
de  nombreuses  propriétés  nouvelles  des  figures  homologiques,  et  particulière- 
ment du  système  de  deux  coniques  quelconques,  dont  on  n'a  encore  étudié 
d'une  manière  générale  que  les  propriétés  descriptives  ^ 

Nous  remarquerons  encore,  au  sujet  du  théorème  de  Desargues,  qu'il 
conduit  naturellement  à  un  beau  principe  de  perspective,  qui  semble  en 
élre,  en  quelque  sorte,  la  première  destination;  c'est  que  :  «  quand  deux 
»  figures  planes,  situées  dans  l'espace,  sont  la  perspective  l'une  de  l'autre, 
»  si  l'on  fait  tourner  le  plan  de  la  première  autour  de  sa  droite  d'intersection 
»  avec  le  plan  de  la  seconde ,  les  droites  qui  iront  des  points  de  la  première 
»  figure  aux  points  correspondants  de  la  seconde,  concourront  toujours  en  un 
»  même  point  -  ;  et  cela  aura  encore  lieu  quand  les  plans  des  deux  figures 
»  seront  superposés.  »  Ce  théorème  peut  olTrir  une  intelligence  facile  de 
certaines  praticiues  de  la  perspective. 

§  30.  Desargues  s'était  occupé  des  applications  de  la  Géométrie  aux  arts, 
et  avait  traité  cet  objet  en  homme  supérieur,  y  apportant,  avec  une  exacti- 
tude alors  souvent  inconnue  aux  artistes,  les  principes  d'universalité  que  nous 
lui  avons  reconnus  dans  ses  recherches  de  pure  Géométrie. 

*  Les  relations  métriques  de  doux  coniques  quelconques,  connues  jusqu'à  ce  jour,  se  réduisent, 
je  crois,  à  quelques  relations  harmoniques, 

2  Ce  point  de  concours  varie  de  position  dans  l'espace,  et  il  est  facile  de  voir  qu'il  décrit 
un  cercle  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  d'intersection  des  plans  des  deux 
figures. 
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l)i>(M's  (''crilsde  lui  liinMil  piihlii's  sui*  l;i  Pcrspcclivc,  l;i  (loupe  des  (jicrirs 
clic  Tiacc  (les  ciuliaiis.  Il  p.irail  (pic  ces  oum'.'i^m's  (''l;ii('ii(  lirs-siicciiicls,  cl 
pour  ainsi  dii'C  coinnic  des  essais,  (pii  rcnrciuiaieiil  la  sul)slaiic<' (TouM-aj^cs 
(|ui  dcvaicul  cire  plus  (le>elop|)és  el  plus  eoinpiels.  OiieNpies  années  après, 
A.  lîosse,  célèbi'e  i^iaNCur,  (pii,  (pioi(pie  ^éonièlre  médiocre,  a\ail  eu  ass(!z 
de  pénéiralion  pour  apprécier  le  ^énie  de  Dcsai'i^^ues,  lui  inilié  par  lui  à 
SOS  nouNcllcs  conccplions,  et  les  (>\posa  de  nouveau,  mais  (Time  manière  Irès- 
dilTusc,  (ju'il  cro}ail  avoir  appropriée  au\  usages  des  ai'lislcs,  cl  (pii  ne  Télail 
ccrlainemenl  pas  à  celui  du  véritable  i>éomètre.  dépendant,  les  écrits  orii^i- 
iiaux  de  Desargues  étaid  perdus,  ceux  do,  lîosse  ont  ac(|uis,  par  cotte  circon- 
stance, un  ccrlain  mérite.  Ils  sulïiraionl  au  géomètre,  qui  voudrait  les  lire 
avec  allonlion,  pour  rétablir  les  principes  théoriques  qui  avaient  servi  de 
fondement  aux  diverses  i)ratiques  invcnlécs  par  Desargues  dans  ses  ouvrages 
originaux. 

Ceux-ci  avaient  pour  titres  : 

1"  31  et  h  ode  universelle  de  mettre  en  perspective  les  objets  donnés  réelle- 
ment, ou  en  devis,  avec  leurs  proportions ,  mesures,  éloignements ,  sans 
employer  aucun  point  qui  soit  hors  du  champ  de  l'ouvrage,  par  G.  D.  L. 
(Girard  Desargues,  Lyonnais),  à  Paris,  1036.  Le  Privilège  était  de  1630. 

2"  Brouillon  projet  de  la  Coupe  des  pierres.  1640. 

3"  Les  Cadrans,  ou  moyen  de  placer  le  style,  ou  taxe,  inséré  à  la  fin  du 
Brouillon  de  la  Coupe  des  pierres  K 

Le  Traite  de  Perspective,  arrange  par  Bosse,  contie  nUm  fragment  de  Tou- 
vrage  original  de  Desargues.  On  y  reconnaît  le  fondement  et  la  substance  de 
tout  Touvrage  de  Bosse.  Le  but  que  s'y  propose  Desargues  est  de  pratiquer 
la  perspective  sans  se  servir  d'un  dessin  de  l'objet,  et  au  moyen  seulement 

'  Nous  avons  trouvé  le  titre  du  premier  de  ces  trois  ouvrages  dans  la  Perspective  de  Nicéron 
(in-fol.,  1652),  et  dans  celle  do  Lambert  (2*  partie,  Zurich,  1775;  in-S");  cl  les  litres  des  deux 
autres,  qui  paraissent  aujourd'hui  tout  à  fait  inconnus,  car  nous  n'en  avions  jamais  vu  aucune 
mention  nulle  part,  dans  un  ouvrage  fort  rare  de  J.  Curabelle,  intitule  :  Examen  des  OEuvres 
du  sieur  Desaryues;  Paris,  1G44,  in-4»(8!  pages). 
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de  cotes  iiidiqii.'ml  la  position  do  chacun  de  ses  points  dans  l'espace,  de  même 
que  ces  cotes  ser\ iraient ,  en  archileclure,  pour  construire  le  plan  ^'éométral 
et  les  coupes  de  cet  oi)jet.  (l'est  à  cette  occasion  cpiii  imagina  l' ('(/telle  ftu/aitte^ 
maintenant  si  fort  en  usage  chez  les  artistes,  et  (|ui  porte  le  nom  de  Desargues 
dans  quelques  traités  de  perspective.  (Vo/'y  celui  dOzanam,  pag.  G2,  édition 
de  1720,  in-8".) 

Cet  ouvrage  était,  au  témoignage  de  Fermât  «  agréahie  et  de  bon  esprit.  » 
Descartes  en  porta  un  jugement  semblable  en  écrivant  au  P.  Mersenne  : 
«  Je  n'ai  reçu  que  depuis  peu  de  jours  les  deux  petits  livres  m-/oli(j  que 
»  vous  m'avez  envoyés,  dont  l'un  qui  traite  de  la  perspective  (et  qui  était  de 
»  Desargues)  n'est  pas  à  désapprouver,  outre  que  la  curiosité  et  la  netteté 
n  de  son  langage  esta  estimer.  »  (Lettres,  tom.  IV,  pag.  257.) 

Le  livre  des  Cadrans  mérita  aussi  l'approbation  de  Descartes,  qui  trouva 
que  «  l'invention  en  était  fort  belle,  et  d'autant  plus  ingénieuse  qu'elle  était 
»  plus  simple.  »  (Lettres,  tom.  IV,  p.  147.)  Ce  grand  homme  n'exprime  pas 
son  sentiment  sur  le  livre  de  la  Coupe  des  pierres,  parce  que  les  figures  y 
manquaient  ^ 

Il  paraît  que  l'invention  des  épicycloïdes  et  de  leur  usage  mécanique, 
dont  Leibniz  a  revendiqué  l'honneur  pour  le  célèbre  astronome  Roemer, 
est  due  à  Desargues.  Car  La  llire  nous  apprend ,  dans  la  préface  de  son 
Traité  (les  Épiei/cloïdes ,  qu'il  a  fait  au  château  de  Bcaulieu,  près  de  Paris, 
une  roue  à  dents  épicNcloïdales,  à  la  place  d'une  autre  semblable ,  qui  y 
avait  été  autrefois  construite  par  Desargues.  De  plus,  La  Hire  répète, 
dans  la  préface  de  son  Traité  de  Mécanique,  publié  en  1695,  qu'il  donne 
la  construction  d'une  roue  où  le  frottement  n'est  j)as  sensible,  et  dont  la 
première  invention  était  due  à  Desargues,  un  des  plus  excellents  géomètres 
du  siècle. 

'  Baillct,  dans  la  Vie  de  Descaries,  dit  que  ces  deux  livres  de  Desargues  ne  furent  publiés 
qu'en  iG43.  C'est  une  erreur:  Baillel  les  confond  avec  ceux  de  Bosse,  publiés  en  cfTet  en  1645. 
Cet  écrivain  ignorait  que  Desargues  eût  produit,  en  HiiO,  souBroidllon  projet  de  la  Coupe  des 
pierres,  suivi  des  Cadrans,  qui  est  le  seul  ouvrage  dont  ait  pu  parler  Descaries  dans  sa  lettre 
écrite  en  1G41  au  P.  Mersenne. 
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§  31.  liO  carnctiVo  |)rin('i|)!»l  des  ('crils  de  Dcs.ir^qios  csl  imc  ji^rniidc 
^(MUTiililô  (l.uis  ses  principes  ihcoiicpics  cl  dans  leurs  ;i|)|)lic;iti(His,  lellc  cpio 
celle  (pli  lail  la  heaiilé  oX  le  ^raiid  incrile  de  la  (ivotnclric  <l<'s( rijilire  d(; 
I\loii^'c.  Ainsi  il  dil,  au  counncuccnu'ul  de  son  /irotiil/on  //rojct  de  la  (jiu/ic 
dos  pierres,  (pie  sa  manière  de  trait  pour  la  Coupe  des  pierres  est  la  même 
production  que  la  )nanière  de  pratiquer  la  J^erspeetive  K  El,  dans  une  Icllre 
écrileen  4  043,  joinle  au  Traité  des  Cadrans,  arranjjjé  j)ar  Dosse,  Desarçues 
pai'le  de  sa  pensée  et  faeon  de  concevoir  ces  matières  dans  l'universel,  comme 
c^est  Vunique  façon  lé(/ifi)ne  de  faire  des  savans. 

Nous  citerons  encoi-e  le  passage  suiNanl  des  Pratiques  (jéométrales  et 
perspectives  de  lîosse  :  «  iM.  Desargues  dénionlrail  univcrsellemenl ,  par  les 
»  solides,  ce  qui  nesl  pas  Pusage  ordinaire  de  tous  ceux  qui  se  disent  géo- 
»  mètres  ou  mathématiciens.  »> 

Ces  mots  de  Bosse,  par  les  solides,  ne  signifieraient-ils  pas  que  Desar- 
gues employait,  dans  ses  démonstrations,  la  considération  des  figures  à 
trois  dimensions ,  pour  parvenir  aux  propriétés  des  figures  planes  ?  ce 
qui  est  aujourd'hui  le  caractère  de  Técole  de  xMonge,  en  Géométrie  spécu- 
lative. 

Plusieurs  passages  des  lettres  de  Descartes  font  voir  que  Desargues  ne 
bornait  point  ses  recherches  mathématiques  à  la  Géométrie  et  à  ses  applica- 
tions, mais  qu'il  écrivait  aussi  sur  l'Analyse;  on  y  voit  même  que  les  ma- 
tières philosophiques  lui  étaient  également  familières. 

Ces  détails  montrent  le  génie  de  Desargues,  dont  ses  plus  illustres  con- 
temporains, Descartes,  Pascal,  Fermât,  faisaient  le  plus  grand  cas;  mais 
que  des  hommes  médiocres ,  dont  la  nouveauté  et  la  généralité  de  ses  vues 
surpassaient  Tintelligence,  ont  persécuté  et  dégoûté. 

On  doit  à  31.  Poncelet  d'avoir,  le  premier,  dans  son  Traité  des  pro- 
priétés projectiveSy  apprécié  ce  véritable  et  profond  géomètre,  et  de  l'avoir 


*  Ces  paroles  de  Desargues  sont  rapportées  par  Curabelle,  pag.  70  de  son  ouvrage  cité  pré- 
cédeniDient. 


1S8:;    1047. 
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rocoiHui,  sous  lo  lilrc  nicrilé  de  «  Mongc  de  sou  siècle,  »  coinine  Tuii  des 
fondateurs  de  In  (iéouiéli'ie  niodcrue. 

Nous  ajouterons  (|uel(jues  détails,  au  sujet  (I(î  J)esargues,  dans  la  Note  XIV. 

Nous  ne  retrouverons,  que  plus  d'un  siècle  après,  l'esprit  des  méthodes  de 
Desargues  et  de  Pascal.  C'est  La  Ilire  qui  nous  le  transmettra,  dans  son 
premier  ouvrage  sur  les  coniques,  en  1G73.  Ce  géomètre  eut  connaissance 
du  Ihouillon  projet  des  coniques  de  Desargues,  dont  il  cite  le  titre;  mais 
il  paraît  que  déjà  Y  Essai  pour  les  coniques  de  Pascal  était  tombé  dans 
l'oubli  \ 

§  32.  En  parlant  historiquement  des  travaux  de  Desargues  et  de  Pascal 
sur  la  théorie  des  coniques,  on  doit  citer  un  troisième  géomètre,  leur  con- 
temporain, qui  les  avait  devancés  de  quelques  années  dans  cette  partie  de  la 
MYDORGE,  science.  iMydorge,  célèbre  comme  savant  et  comme  ami  de  l'illustre  Des- 
cartes, eut  le  mérite  d'être  le  premier  en  France  qui  écrivit  un  traité  des 
sections  coniques,  et  qui  entreprit  de  simplifier  les  démonstrations  des  An- 
ciens, et  d'aller  au  delà  de  ce  qu'ils  avaient  fait  sur  ce  sujet. 

Cet  ouvrage  parut  d'abord  en  1031,  en  deux  livres,  puis  en  1G41, 
en  quatre  livres;  il  devait  être  suivi  de  quatre  autres  qui  sont  restés  manu- 
scrits. Le  P.  31ersenne  nous  en  a  donné  les  titres  dans  son  recueil  Universœ 
Geometriœ  mixtœque,  etc.,  pag.  329.  Mydorge  n'a  pas  pour  but  principal, 
comme  Desargues  et  Pascal ,  de  faire  dériver  les  propriétés  des  coniques  de 
celles  du  cercle,  par  la  j)erspective  ou  par  la  considération  constante  du  cône 
où  elles  prennent  naissance.  Son  ouvrage  est  écrit  dans  le  style  des  Anciens; 
mais  cependant,  en  faisant  plus  d'usage  qu'eux  de  la  considération  du  cône-, 
l'auteur  peut  comprendre,  dans  une  seule  démonstration,  des  propositions  qui 


'  Cum  niliil  de  lus  Pascalii,  Desargiiesii  autem  pauca  sint  édita,  eo  gratior  fuit  labor  doctis- 
siini  geometrœ  Pli.  de  La  Hirc,  qui  vesligiis  istorum  insistens,  multaque  perpukhra  de  suo  adji- 
ciens ,  jam  unie  12  annos  libellum  tilulo  Nov.e  methodi  sectiones  comcas  et  cvi.î.ndricas  expli- 
CANDi  edidit (Act.  Erud.,  ann.  1G8d,  p.  400.) 

2  Nous  entrerons  dans  quelques  développements  sur  la  mélliodc  des  Anciens,  en  parlant  du 
grand  Traité  des  Coniques  de  La  Hire. 
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on  (l(Mn;iii(l;ii(M)l  Irois  à  Apollonius,  cl  il  .-ipporlc  ainsi  une  ^n'andc  sini|)!ili(a- 
lioii  dans  ccMlc  nialiôrc. 

On  l'cniaicpic,  dans  PonMaiiC  de  Mulor^c,  une  solution  ('N'^^'anlc  de  ce 
prohlruic  :  «  IMaccr  sur  un  cône  dount'  luic  scclion  coniciuc  (loiui(''<',  » 
qu'Apollonius  iTavail  irsolu,  dans  son  sixième  liMC,  (|U('  j)oin"  un  conc 
droit.  (Propositions  ;î!),  U)  cl  M  du  3'"  livre.) 

Le  second  livie  est  destiné  à  la  description  des  conicpies  par  points,  sui'  le 
plan;  objet  dont  A|)ollonius  ne  s'était  |)as  occupé,  mais  (pii  a\ait  dû  être 
compris  dans  les  Lieux  so/ides  d'Aristée  ;  car  cet  ouvrai^e  traitait  des 
coni(pies  considérées  sur  le  plan,  cl  devait  rouler  sur  celles  de  leurs  propriétés 
qui  ne  l'ont  point  partie  des  Eléments  des  coniques  d'Apollonius,  puiscjue 
Aristée  lui-même  avait  écrit  un  pareil  traité,  dilïérent  de  ses  Lieux  solides. 

Parmi  les  modes  de  description  de  Mydorgc,  nous  citerons  celle  de 
rellipsc,  par  un  point  d'une  droite  dont  les  deux  extrémités  glissent  sur  deux 
droites  fixes  '  ;  et  la  description  de  la  même  courbe  au  moyen  du  cercle  dont 
on  allonge  toutes  les  ordonnées  dans  un  raj)port  constant;  description  déjà 
employée  par  Stévin  {OEuvres  mathématiques,  pag.  348).  On  trouve  dans 
le  même  livre  que,  si  d'un  point  pris  dans  le  plan  d'une  conique,  on  mène  des 
rayons  aux  points  de  la  courbe,  et  qu'on  les  prolonge  dans  un  rapport  donné, 
leurs  extrémités  seront  sur  une  nouvelle  conique,  semblable  à  la  première. 
Celle  proposition  extrêmement  simple  est  contenue  virtuellement  dans  le 
sixième  livre  d'Apollonius,  qui  traite  des  coniques  semblables  :  nous  la  citons 
ici  parce  qu'elle  est,  avec  le  mode  de  description  précédente  (rallonge- 
ment des  ordonnées  dans  un  rapport  constant),  le  point  de  dépari,  et  le  cas 
le  plus  simple  d'une  méthode  de  déformation  des  figures,  que  nous  verrons 
prendre  de  l'extension  entre  les  mains  de  La  Ilire  et  de  NeAVton.  M.  Pon- 


'  Ce  mode  de  description  avail  déjà  été  démontré  par  Stévin,  qui  en  atlribue  l'invention  à 
Guido  Ubaldi:  en  effet,  celui-ci  l'avait  donné  dans  son  traité  intitulé:  Pkinisphœricorum  imiver- 
salitnn  Theorica  (in-4°,  1L»79);  mais  celte  description  de  l'ellipse  fui  connue  des  Anciens,  ainsi 
que  nous  l'apprend  Proclus ,  dans  son  Coinmentuire  sur  la  seconde  proposition  du  \"  livre 
d'Eudide. 

12 
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celcl,  dans  sou  Trnitr  des  propriélrs  projccfircs,  l'a  ôlonduo  aux  fi'rurcs 
à  Irois  (liiiionsioiis;  ol  nous  la  rol,^'U'(lolls,  dans  l'élal  (raccroissenioiil  où  nous 
la  prosentons  dans  la  seconde  j)artie  de  cet  écrit,  sous  le  titre  de  Ddforwa- 
fion  /io})W(jrajjh((/ur,  comme  Tune  des  méthodes  les  j)lus  puissantes  de  la 
Géométrie  moderne. 

§  33.  L'étendue  que  nous  avons  donnée  à  Tanalysc  des  ouvrages  de 
Desargues  et  de  Pascal,  (|ui  se  rapportent  à  la  Géométrie  récente,  nous  a 
éloigné  de  cette  autre  partie  de  la  Géométrie,  qui  concerne  les  mesures,  et 
qui  fait  usage,  sous  une  l'orme  explicite  ou  déguisée  avec  plus  ou  moins  d'art, 
des  considérations  de  Tinlini. 

Revenons  à  cette  partie  de  la  science,  où  nous  avons  déjà  eu  à  citer,  comme 

inventeurs,  Kepler,  Guldin,  Cavalieri,  Fermât,  Roberval,  Pascal.  A  la  suite 

de  ces  hommes  de  génie,  et  sur  le  même  rang,  nous  trouvons  Grégoire  de 

St-Vincent. 

RÉGoiRE  DK  SAINT-       Cc  géomètrc,   Fun  des  plus  |)rofondément  versés  dans  la  Géométrie  an- 

VIXCKNT, 

cienne  ,  appliqua  ,  connue  Cavalieri  et  Roberval ,  mais  d'une  manière  qui  lui 
était  propre,  les  méthodes  d'Aichimède ,  pour  les  quadratures  des  espaces 
curvilignes.  Sa  méthode,  intitulée  Ductus  plani  in  planum,  perfectionne- 
ment, comme  celles  de  Cavalieri  et  de  Roberval,  de  la  méthode  d'exhauslion, 
était  rigoureuse  comme  celle-ci,  et  d'un  usage  plus  facile  que  les  autres.  La 
disposition  différente  des  polygones  inscrits  ou  circonscrits  aux  courbes  lui 
donnait  une  plus  grande  portée,  dont  Grégoire  de  St-Vincent  sut  tirer  un 
parti  considérable.  Cette  dilVéï'ence  entre  la  méthode  dWrchimède  et  celle  de 
Grégoire  de  St-Vincent  eut  un  autre  avantage  très-grand  ;  car  on  peut  regar- 
der avec  raison  que  le  petit  triangle  différentiel  qui  apparaît  dans  les  figures 
de  Grégoire  de  St-Vincent,  entre  la  courbe  et  deux  côtés  consécutifs  de  l'un 
des  deux  polygones  à  échelles  (inscrit  ou  circonscrit),  a  conduit  Barrow, 
Leibniz  et  Newton  au  calcul  infinitésimal.  C'est  ainsi  que  dans  les  sciences 
toutes  les  vérités  s'enchainent  et  s'étendent ,  et  que  les  plus  grandes  décou- 
vertes, loin  d'être  inspirées  par  révélation,  ont  été  préparées  de  longue 
main. 


l.'iSl  -  I6G7. 
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Gri^goiiT  (le  Sl-Viii('<Mil  ,  «loiil  le  inrriU'  iTm  jxtiiil  ('h'  assez  ;i|)j)r(''(ir, 
innl^iT  \o  jiij^cmcnl  immIc  par  I(iivi,n'iis  cl  par  l.ciliuiz',  ciiricliil  aussi  la 
(it'oinéliic  (riimoinhrahlcs  dccoiu crics  sur  les  sections  coiiicpics.  ('/est  à  lui 
(|u\)u  doit  la  pi'opriclc  reniar(|ualtlc  des  espac(;s  hypci'holicpics  entre  les 
asymptotes,  (pii  sont  les  logarithmes  des  abscisses. 

Parmi  ses  nond)reuses  manières  (rcnj^cndrci'  les  coni(jues  sur  le  plan , 
Tune  par  Taulre ,  nous  devons  citer  ici  dcu\  procédés  de\enus  d'un  usa^^e 
fréquent  dans  les  arts,  et  qui  sont  le  point  de  départ  d'une  série  de  méthodes 
pour  la  transformation  des  ligures,  formant  Tune  des  doctrines  les  plus 
importantes  de  la  Géométrie  récente. 

Le  premier,  qui  avait  di\jà  été  employé  par  Stévin  et  Mydorge,  consiste 


•  Voici  los  paroles  de  Leibniz  :  Majora  {nempè  Galileanis  et  Cavallerianis)  subsidia  attule- 
rimt  triiimviri  célèbres,  Curlesius  ostensa  ralione  lineas  Geomelriœ  comnmnis  exprimcndi 
per  œqiiationes;  Feriiuitiiis  inventa  mcthodo  de  maximis  et  minimis  :  ac  Gregurius  a  sunrto 
Vincentio  multis  prœclaris  inventis.  {Acla  Eriidit.,  168C,  et  OEuvres  de  Leibniz,  tom.  III, 
pag.  Vyi.) 

Quinze  ans  après,  Leibniz  écrivait  encore:  Etsi  Gregorius  a  S.  Vincentio  quadraturam 
circidi  et  ligperbolœ  non  absolverit,  egregia  tamen  multa  dédit.  {OEuvres  de  Leibniz,  tom.  VI, 
pag.lSD.) 

Jlontuda  s'exprime  ainsi,  dans  son  Histoire  des  mathématiques  : 

«  L'ouvrage  de  Grégoire  de  St-Vincenl  est  un  vrai  trésor,  une  mine  riche  de  vérités  géomé- 
»   triques  et  de  découvertes  importantes  et  curieuses.  » 

Si  les  travaux  de  Grégoire  de  St-Vinccnt  n'ont  point  été  cultivés  comme  ils  étaient  dignes  de 
l'être,  la  cause  en  est  due,  sans  doute,  à  l'invention  presque  contemporaine  de  la  Géométrie  de 
Dcscarlcs,  et  de  l'Analyse  infinitésimale,  qui  ont  tourné  toutes  les  méditations  vers  le  calcul. 
Nous  croyons  pouvoir,  après  le  double  témoignage  que  nous  venons  de  citer  sur  le  mérite  de  ce 
géomètre,  engager  les  jeunes  mathématiciens,  qui  ont  foi  dans  les  ressources  et  dans  l'avenir  de 
la  Géométrie,  à  lire  ses  ouvrages.  Plusieurs  de  ses  belles  découvertes  leur  paraîtront  encore  nou- 
velles. 

Une  intéressante  notice  de  M.  Quetelet,  sur  Grégoire  de  St-Vincent,  nous  apprend  qu'il  a 
laissé  de  nombreux  manuscrits,  qui  ont  été  réunis  en  15  vol.  in-fo!.,  et  que  possède  la  Biblio- 
thèque de  Bruxelles.  «  11  serait  à  désirer,  ajoute  M.  Quetelet,  qu'un  ami  des  sciences  prît  la 
peine  d'examiner  ce  rare  monument.  Il  trouverait  peut-être  des  choses  qu'aujourd'hui  même 
nous  ignorons.  Car  les  sections  coniques  offrent  une  source  intarissable  de  propriétés,  et  Ion  ne 
peut  dire  sans  témérité  que  cette  matière  est  épuisée.  »  [Correspondance  mathématique  et  phy- 
sique, tom.  I",  pag.  162.) 
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à  fîiire  croître,  dans  un  rapport  constant,  les  ordonnées  d'une  courbe;  et  le 
second,  à  faire  toui'uer  ces  ordonnées  autour  de  leurs  pieds,  d'une  même 
(juanlite  anji:ulaire,  de  sorte  qu'elles  restent  parallèles  entre  elles. 

Grégoiie  de  St-Vincent  transformait  le  cercle  en  ellipse,  par  chacun 
de  ces  deu\  procédés,  ou  par  tous  les  deux,  condjinés  de  diverses  ma- 
nières. 

Toutefois,  nous  devons  dire  que  ces  deux  modes  de  transformation  n'en 
font  réellement  qu'un,  et  produisent  identicpiement  les  mêmes  figures;  mais 
ils  sont  présenlés  sous  deux  formes  dilTérentes,  qui  leur  doime  à  chacun  des 
avantages  particuliers. 

Il  est  toujours  utile  de  considérer  ainsi  de  plusieurs  points  de  vue  une 
même  vérité ,  pour  en  faire  tous  les  usages  et  en  tirer  toutes  les  consé- 
quences dont  elle  est  suscej)tible. 

La  théorie  des  coniques  nous  a  déjà  offert  de  cela  une  preuve  bien  con- 
vaincante, par  les  différentes  transformations  que  nous  avons  vu  que  l'on 
peut  faire  subir,  soit  au  théorème  de  Desargues,  soit  à  celui  de  Pascal,  et 
(pii  les  mettent  en  état  d"embrasser,  dans  leurs  conséquences  infinies,  la  plu- 
part des  propriétés  des  coniques.  (Voir  la  Note  XV.) 

Grégoire  de  St-Viucent  fit,  sur  la  symbolisation  de  la  spirale  et  de  la 
parabole,  objet  dont  s'était  occupé  de  son  côté  Cavalieri ,  un  traité  profond, 
qui  contient  des  rapprochements  étonnants  entre  ces  deux  courbes,  dont  les 
nombreuses  propriétés  se  correspondent.  L'égalité  de  deux  arcs  corres- 
pondants des  deux  courbes,  démontrée  aussi  par  Roberval,  mais  d'une 
manière  difficile,  par  sa  doctrine  des  mouvements  composés,  a  été  plus  tard 
le  sujet  d'un  beau  mémoire  de  Pascal,  qui  offre  le  premier  exemple  de  la 
comparaison  de  deux  lignes  de  différentes  natures,  par  la  pure  Géométrie 
des  Anciens,  et  sans  la  considération  des  indivisibles  ^ 

§  34.  Si  nous  écrivions  une  histoire  de  la  Géométrie,  et  non  point  seule- 
ment un  aperçu  de  la  formation  successive  de  ses  méthodes  et  principalement 

•  Égalité  des  lignes  spirale  et  parabolique  (OEuvres  de  Pascal,  tom.  V,  pag.  42G-452). 
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de  celles  (|ui  se  rappoilenl  à  Im  CéoiiK'Irie  niodenie,  nous  .•Mirions  h  ciler, 
poui'  remplir  \o  cadre  de  celle  deuxième  l^pcxpie,  les  travaux  de;  plusieurs 
autres  ^éomèlres,  (pii  culli\èreul  aussi  avec  succès  la  pure  (iéomelrie  des 
Anciens  et  la  nouvelle  doclriiu'  des  indi\isil)les,  el  (pii  coulrihuèreiil  aux 
progrès  considérables  cpu»  la  science  (il  alors.  A  leur  lèle  s(;  présenleraienl 
les  deux  célèbres  disciples  de  Calilée,  Torricelli  el  Viviam',  dont  nous  aime- 
rions surtout  à  retracer  les  belles  et  importantes  recbercbes;  puis  Léotaud , 
La  Loubère,  (iregory,  Klieuue  de  Auf^eiis,  Micbel-Ange  Ricci,  iMercalor, 
Schoolen,  Ceva ,  lluyi^eus,  Sluze,  Wren ,  Nicolas,  Lorenzini ,  Guido- 
Grand ,  etc. 

Plusieurs  de  ces  géomètres  s'adonnèrent  aussi  à  la  Géométrie  de  Descartes, 
qui  prenait  naissance,  et  vont  figurer  dans  l'Époque  suivante,  parmi  les 
promoteurs  de  cette  grande  invention. 
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CHAPITRE  m. 


TROISIÈME  ÉPOQUE. 


DESCARTES,  §  P^  Lc  plus  sigiialc  service  rendu  à  la  Géométrie  est  dû  à  Descartes. 

1596-1C50.  (]g  philosophe,  par  son  iiia|)j)réciable  conception  de  V Application  de  l' Algèbre 
à  la  théorie  des  courbes^  se  créa  les  mo}ens  de  franchir  les  obstacles  qui, 
jusqu'alors,  avaient  arrêté  les  plus  grands  géomètres,  et  changea  véritable- 
ment la  face  des  sciences  mathématiques  '. 

Cette  doctrine  de  Descartes ,  dont  aucun  germe  ne  s'est  trouvé  dans  les 
écrits  des  géomètres  anciens,  et  la  seule  peut-être  dont  on  puisse  dire, 
comme  Montesquieu  de  son  Esprit  des  lois,  prolem  sine  matre  creatam, 
cette  doctrine,  dis-je,  eut  pour  eiïet  de  donner  à  la  Géométrie  le  caractère 
d'abstraction  et  d'universalité  qui  la  distingue  essentiellement  de  la  Géomé- 
trie ancienne.  Les  méthodes  créées  par  Cavalieri,  Fermât,  Roberval,  Gré- 
goire de  St-Vincent,  portaient  aussi,  dans  leurs  principes  métaphysiques, 

'  L'application  de  l'Algèbre  à  la  llicorie  des  courbes  est  l'objet  de  la  Géométrie,  de  Descartes, 
qui  parut  à  Lcyde  en  1037,  avec  son  Traité  des  Météores  et  sa  Dioptriqiie,  à  la  suite  et  comme 
Essais  de  sa  célèbre  Méthode,  sur  laquelle  repose  la  pbilosophie  moderne. 

Aucun  système,  certainement,  n'avait  jamais  été  produit  avec  l'autorité  que  donnaient,  à  la 
Méthode  de  Descartes,  de  tels  Essais. 
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le  cnclicl  (le  celle  ;:;(''iu''i'nlil('';  mais  no  raviiieiil  |)()iiil  dans  leurs  applicalions. 
La  ('on('<'|)li(Mi  de  Desearles,  seule,  procurail  les  moyens  d'a|»|)ii(|iiei' e(^s 
lui'lliodes  d'une  manière  uniloinie  el  j^cn^Male;  elle  <'lail  riniroduclion  nT'ees- 
saire  aux  uoumnuix  ealeuls  de  Leihniz  el  de  Newlon,  (jui  dès  lors  n'ont 
point  lardé  à  surgir  de  ees  belles  mélliodes. 

La  riéoniélric  de  Desearles,  outre  ce  caractère  éminenl  (runiversalilé, 
se  dislini;«ie  encore  de  la  Géomèlrie  ancienne  sous  un  raj)|)oil  |);ulicnlier, 
qui  mérite  dV'li'C  i*einar(|ué;  c'est  (|u\'lle  elahlil,  par  une  seule  Ibiinide, 
des  pi'opi'iélés  !:;énérales  de  ramilles  enlières  de  courbes;  de  sorte  (pie  Ton 
ne  saurait  découvrir  par  celle  voie  (|uel(pie  propiiété  d'une  courbe,  cprelle 
ne  lasse  aussitôt  connaître  des  propriétés  seniblables  ou  analogues  dans  une 
inlinilé  d'autres  lignes.  Jusque-là,  on  n'avait  étudié  que  des  propriétés  |)ar- 
liculiéres  de  quelques  courbes,  prises  une  à  une,  et  toujours  par  des  moyens 
dilîércnls,  qui  n'éfablissaient  aucune  liaison  entre  dilTérentes  courbes. 

Aussi  la  Géométrie  prit  dès  lors  un  essor  rapide,  et  ses  progrès  s'éten- 
dirent sur  toutes  les  autres  sciences  qui  sont  de  son  domaine.  L'Algèbre 
elle-même  en  reçut  d'utiles  secours  ;  ses  opérations  symboliques  devinrent 
plus  faciles  à  saisir,  son  importance  s'accrut;  et  ces  deux  branches  prin- 
cipales de  nos  connaissances  positives  marchèrent  d'un  pas  également 
assuré. 

Quant  à  l'Algèbre,  nous  nous  bornerons  à  dire  que  l'un  des  premiers  et 
des  plus  grands  avantages  que  la  Géométrie  lui  procura,  fut  l'interprétalion 
et  l'usage  des  racines  négatives,  que  jusque-là  on  regardait  comme  insigni- 
fiantes, et  qui  avaient  si  fort  embarrassé  les  anciens  analystes. 

La  méthode  des  coefficients  indéterminés,  que  Descartes  créa  dans  sa 
Géométrie,  et  dont  il  fit  un  si  heureux  usage  pour  la  construction  des  lieux 
solides,  est  aussi  l'une  des  découvertes  les  plus  ingénieuses  et  les  plus  fécondes 
de  l'Analyse. 

§  2.  L'esprit  et  les  procédés  de  la  Géométrie  de  Descartes  sont  trop 
connus  de  toutes  les  personnes  qui  ont  les  premières  connaissances  en 
mathématiques  ,  pour  que  nous  entrions  ici  dans  aucun  développement. 
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IVoiis  allons  loul  do  siiito  prosoiilnr  un  apcrru  dos  travaux  dos  principaux 
écrivains,  parmi  los  contemporains  de;  Descartes,  (jui  cullivèreul  les  premiers 
sa  Géomôtiie,  et  qui  s'en  servirent  pour  étendre  le  cercle  des  vérités  malhé- 
malliicpios,  j)arli('uliôreinent  dans  la  théorie  des  courbes. 

On  dislinufue  d'abord  Format  et  Uoberval. 

HUMAT.  Le  premier,  digne  émule  do  Doscarles,  employait  lui-môme,  déjà,  des 

procédés  anal\ti(juos  semblables  à  sa  Gèoinrlrie ,  aNant  qu'elle   eut  |)aru. 

I^lais   la  nature   et  le  caraclère   spécial  de   ses  travaux,   basés  en  grande 

partie   sur   sa   belle   méthode  De  maximis    cl   minimis ,    les  rapprochent 

beaucoup   plus   des  doctrines  de  la   Géométrie  ancienne  que  de  celles  de 

Descartes. 

KOBERVAi..  Koborval,  que  la  rivalité  jalouse  qui  a  existé  entre  lui  et  ce  grand  philo- 

soj)lio  portait  à  critiquer  minutiousomcnl  la  nouvelle  Géométrie ,  contiibua  de 

celte  manière  à  en  répandre  la  connaissance.  Ce  géomètre  a  fait  d'ailleurs, 

en  quelque  sorte,  amende  honorable,  en  laissant  sous  le  titre  De  resolutione 

œqiiatiomun ,  une  application  intelligente  de  cette  méthode  à  la  construclion 

des  lieux  par  leurs  équations. 

Di  BKAiNE.  §  3.  Dès  que  la  Géométrie  de  Descartes  eut  paru.  De  Beaune  en  pé- 

iGoi  11,51.        nétra  l'esprit  et  roxcellenco,  ol  on  facilita  la  lecture  par  dos  Notes,  très- 

estiméos  de  Doscartes  lui-même,  sur  les  passages  qui,  par  leur  concision 

et  la  nouveauté  du  sujet ,  olTraiont  dos  dilïicultés  aux  meilleurs  géomètres. 

C'est  De  Beaune  qui,  le  j)remier,  conçut  l'idée  d'introduire  dans  la  théorie 
des  courbes  les  proj)riétés  de  leurs  tangentes,  comme  élément  propre  à 
leur  construction,  et  (pii,  par  une  question  do  cotte  nature  |)roposée  à 
Descartos,  donna  ainsi  naissance  à  la  )néthode  inverse  des  tancjenles. 

11  s'agissait  de  construire  une  courbe  telle  que  le  raj)j)ort  de  sa  sous-tan- 
gente (prise  sur  l'axe  des  abscisses)  à  l'oidonnée,  fût  dans  une  raison 
constante  avec  la  partie  do  l'ordonnée  comprise  entre  la  courbe  et  un  axe 
fixe  faisant  un  demi-angle  droit  avec  l'axe  des  abscisses,  passant  d'ailleurs 
par  l'origine  de  la  courbe  ^ 

'  Lettres  de  Descurtes,  tora.  VI,  pag.  215 
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(4O  prohliMiic  (lillicilc,  mc^mt'  iwoc  le  secours  du  ('îiIciiI  inlr^^Mîil,  et  (|iii  a 
occupé,  à  la  naissance  (1(^  ce  calcul,  Leibniz  el  les  IVères  IJenudilli,  a  élé 
résolu  par  Descaih's,  (pii,  avec  son  liahilnde  de  vaincre  les  plus  jurandes 
dilïicnllés  en  (Jéoinelrie,  snl  laniener  la  (pieslion  aux  lieux  ^M''()niélri(|iies, 
en  considéranl  chacpie  point  de  la  coiu'hc  coninie  Tinlerseclion  d(;  deux 
langenles  infiniment  voisines ,  el  découvrit  ainsi  (pie  la  courbe  a  «nie 
asymptote  parallèle  ;">  Taxe  fixe ,  el  (pie  la  sous-tan'i;(!nle  prise  sur  celte 
asymptote  est  constante.  Ces  propriét(''s  ont  conduit  Descartes  à  la  con- 
struction de  toules  les  taiii'enles  de  la  courbe  elle-même,  par  Finlersec- 
tion  de  deux  règk^s  qui  se  mouvaient  avec  des  vitesses  déterminées.  L'in- 
commensurabilité de  ces  deux  mouvements  lui  (il  voir  que  la  courbe  était 
mécanique,  el  de  celles  aux(iuelles  ne  s'appli(iuail  point  son  Analyse. 
Aussi  n'en  donna -t- il  pas  récjualion.  (Lettres  de  Descartes,  tome  VI, 
p.  137.)  • 

Descaries  n'avait  compris,  dans  sa  Géométrie,  que  les  courbes  dont 
l'équation,  dans  son  système  de  coordonnées,  était  d'un  degré  fini;  il  les 
appela  courbes  géo)nélri(/aes ,  et  donna  le  nom  de  mécaniques  à  toutes 
celles  qui  n'étaient  pas  géométriques.  Leibniz  a  substitué,  à  ces  dénomi- 
nations, celles  de  courbes  algébriques  et  courbes  transcendantes.  On  se 
sert  maintenant  indilïéremment  des  deux  expressions  géométriques  et  algé- 
briques,  pour  désigner  les  courbes  que  Descartes  a  considérées  dans  sa 
Géométrie.  Mais  nous  emploierons  toujours  la  première,  parce  que  les 
courbes  auxquelles  elle  s'applique  se  distinguent  des  autres  par  certaines 
propriétés  géométriques  qui  leur  sont  communes,  tout  aussi  bien  que 
par  la  nature  de  leurs  équations;  et  de  plus,  on  peut  démontrer  ces  pro- 
priétés avec  les  seuls  secours  de  la  Géométrie,  et  sans  employer  le  système 
de  coordonnées  et  les  formules  algébriques  de  Descartes. 

'  La  IcUre  dans  laquelle  Deseartes  communique  à  De  Beaune  ses  idées  sur  cette  question 
d'un  nouveau  genre,  qu'il  regarde  comme  Vinverse  de  sa  règle  des  tangentes,  nous  paraît 
mériter  de  figurer  comme  l'un  des  documents  les  plus  importants  dans  Ihistoirc  des  nouveaux 
calculs. 

13 
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sciiooTKs,  §  4.    Schooloii    ('ciivil   un   coniineiitaire    (Uciidii   sur   la    GéomcUric  dcî 

Descaries,  et  fit  de  nombreuses  applications  de  celte  méthode  dans  |)lusieurs 
parties  de  ses  Exercitalioncs  (k'omftricœ ,  principalement  dans  le  livre  3^, 
qui  est  la  restitution  des  Lieux  plans  d'Apollonius;  et  dans  le  livre  5*, 
intitulé  :  De  lineis  curvis  superiorum  (jenerum ,  ex  solidi  sectione  orlis. 
C'est  là  (pie  nous  trouvons  le  premier  exemple  de  la  méthode  des  coordon- 
nées appli(piée  aux  courbes  considérées  dans  Pespace;  mais  il  est  vrai 
qu'il  y  est  question  seulement  de  courbes  planes,  et  que  Schoolen  n'a  besoin 
d'employer  que  deux  coordonnées.  Mais  ce  genre  de  spéculations,  nouveau 
alors,  était  un  premier  pas  dans  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions, 
qui,  comme  nous  le  verrons  à  la  fin  de  cette  troisième  Époque,  ne  s'est 
développée  que  cinquante  ans  plus  tard. 

Schooten  a  écrit  un  Traité  de  la  description  organique  des  coniques, 
où  il  enseigne  dilTéi-entes  manières  de  décrire  ces  courbes,  d'un  mouvement 
continu.  La  description  de  l'ellipse,  par  un  point  d'une  droite  dont  les 
extrémités  glissent  sur  les  côtés  d'un  angle,  était  déjà  connue:  Guido  Ubaldi 
el  Stévin  Pavaient  donnée,  et  elle  élait  due  aux  géomètres  anciens,  ainsi 
que  nous  l'avons  dit  en  parlant  de  Proclus.  Schooten  la  généralisait,  en 
prenant  le  point  décrivant  au  dehors  de  la  droite  mobile.  L'ouvrage  con- 
tient, outre  la  description  des  sections  coniques,  leur  quadrature  par  la 
méthode  des  indivisibles  de  Cavalieri. 

§  5.  Le  second  livre  des  Exercitationes  Geometricœ  est  un  recueil  de 
problèmes  résolus  par  la  ligne  droite  seulement.  Ce  sont  les  premiers 
exemples,  que  nous  trouvons,  de  ce  genre  particulier  de  Géométrie,  traité 
dans  ces  derniers  temps,  d'une  manière  spéciale,  par  MM.  Servois  et 
Bi'ianchon,  sous  le  nom  de  Géométrie  de  la  règle,  A  la  suite  de  ce  livre, 
el  sous  le  titre  dWppendix,  Schooten  résout  douze  problèmes,  dans  lesquels 
il  suppose  que  des  obstacles  rendent  des  points  ou  des  lignes,  inacces- 
sibles ou  invisibles  dans  certaines  positions.  Il  confesse  qu'il  a  été  porté  à 
ce  genre  de  recherches  par  la  lecture  d'un  ouvrage  intitulé  Geonietria 
peregrinans,  ou  l'auteur  se  proposait  de  résoudre,  en  se  servant  de  jalons 
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sculomcnt,  les  piohiôiiics  do  (JéoiiKiric  |)ra(i(|ii<' ,  (|iii  se  pn-sciiloiil  p.uli- 
('iiliùroiiKMïl  i\  la  ^aicrrc.  (>l  ouvrage,  aiionyiiK;  (!l  sans  date,  a  paru  it 
Schoolon   nVfi'c  pas  aiicion  cl  avoir  v.lô  ii)i|)i'im('^  on  PoIojïmc. 

1^  ().  I^cs socouis  (pic  TAnalysc  roiiiiiissail  à  la  (ic'oinc'liic  élaicnl  si  j^rands 
et  si  nioi'vcillciix ,  (pic  Schoolcu  lui  riin  des  ma(licinalici(Mis  (pii  Noiiliirciil 
allrihiicr  à  celle  niclliodc  la  clarl(î  cl,  IVîlc^aiicc  (pic  les  Anciens  appoiiaicnt 
dans  les  diMnonsIralions  cl  les  consli  iiclions  (U\  leurs  llic()ivin(\s  cl  prohh'nu's, 
les  accusant  d'avoir  supprinu'?,  pour  rendre  leurs  iin  entions  plus  capables 
dVxciler  Fadiniration  de  la  posl(3ril(';,  la  V('Tital)le  voie  (pTils  avaient  suivie. 
Pour  appuyer  celle  opiiHon,  Schoolcu  lit  voir,  par  de  noinhreuses  (jueslions 
traitées  des  deux  niani(''r(^s  %  qu'cncclivcnicnl  la  nicHliode  SMilli(''li(pi(;  peut 
toujours  se  dtutuire  de  la  méthode  analyticjuc.  Mais  Schoolcu  ne  s'allachait 
pas  assez  à  la  vraie  signilicalion  que  les  Anciens  avaient  donnée  au  mot 
Analyse,  et  aux  exemples  que  Pappus,  particulièrement,  nous  avait  laissés 
de  cette  méthode,  et  ce  fut  là  la  cause  de  son  erreur;  car,  ne  reconnaissant 
j)oint  d'autre  Analyse  que  celle  qui  repose  sur  l'emploi  de  l'Algèbre,  et  n'en 
trouvant  aucun  veslige  avant  Diophanle,  il  en  concluait  (jue  les  Anciens 
avaient  caciié  leur  Analyse. 

Cette  accusation,  portée  par  Schoolcu,  l'avait  élé  en  premier  lieu  par 
Nonius  dans  son  Algèbre,  et  a  été  reproduite  au  chapitre  II  de  V Algèbre  de 
Wallis;  mais  depuis  elle  est  restée  sans  créance  et  a  paru  absurde. 

§  7.  Sluze  et  Hudde  perfectionnèrent  les  méthodes  de  Descartes  et  de  suve. 
Fermai,  pour  mener  les  tangentes  et  déterminer  les  maxima  et  mininia; 
et  le  premier,  s'appliquant  à  la  belle  construction  que  Descartes  avait 
donnée  des  équations  du  troisième  et  du  (juatrièuie  degré,  par  un  cercle  et 
une  parabole,  eut  la  gloire  de  la  compléter,  en  se  servant  d'un  cercle  et 
d'une  section  conique  quelconque,  de  grandeur  donnée;  généralisation  alors 
Irès-désirée  des  géomètres. 

*  Tractalus  de  concinnandis  demonslrationibus  geometricls  ex  calculo  algebraïco.  Ouvrage 
poslhuinc.  On  y  Irouvc  une  démouslration  analytique  du  lliéorèino  de  Ptoicuiée  sur  les  segments 
qu'une  transversale  fait  sur  les  trois  côtes  d'un  triangle. 


16-25-1683. 
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'"■•'""•  ,^  8.  Le  célèbre  pensionnaire  de   Hollande,  Jean    De  Wilt,  sim|)lina  la 

théorie  anal\li(jiie  des  lieux  geon)elri(|nes  de  Descarlcs;  il  niia^ma  un(! 
llu'oiie  nouvelle  et  in^çénieuse  des  sections  coin^jues,  fondée  sur  diverses 
descriptions  de  ces  courbes,  sur  le  plan,  sans  se  ser\ir  du  cône,  et  donl 
il  sut  tirer  avec  babilelé,  par  la  pure  Géométrie,  leurs  propriétés  princi- 
pales. 

Les  descriptions  de  De  Witt  se  faisaient  pai'  des  intersections  de  lignes 
droites  qui,  généralement,  étaient  les  côtés  d'angles  mobiles.  Jusque-là  il 
n'y  avait  eu  que  la  parabole  qu'on  eût  décrite  de  la  sorte.  L'ellipse  et 
Thyperbole  liraient  leur  génération  du  ceicle  directement,  ou  bien  néces- 
sitaient, dans  leurs  divers  modes  de  description,  l'emploi  de  celle  courbe. 

Cependanl  nous  devons  dire  que  Cavalieri  avait  (\vyA  eu  Tidée  de 
rechercher,  pour  Tellipse  et  l'hyperbole,  un  mode  de  descriplion  par  la 
ligne  droite,  analogue  à  celui  de  la  parabole;  et  ses  recherches  avaient 
eu  un  premier  succès,  que  ce  célèbre  géomètre  avoue  lui  avoir  causé  un 
vif  plaisir  '.  Voici  le  principe  de  sa  méthode,  que  nous  présentons  sous 
un  énoncé  plus  général,  qui  la  fera  mieux  concevoir  :  «  Que  Ton  ait 
un  angle,  et  qu'on  mène  des  transversales  parallèles  entre  elles;  que, 
des  points  où  chaque  transversale  rencontre  les  deux  côtés  de  l'angle,  on 
mène  deux  droites  aboutissant  respectivement  à  deux  points  fixes:  ces  deux 
droites  se  couperont  en  un  point  qui  aura  pour  lieu  géométrique  une  conique 
passant  par  les  deux  points  fixes.  » 

Ce  n'est  pas  ce  théorème  général  que  Cavalieri  démontre,  mais  seulement 
l'un  de  ses  cas  particuliers;  il  suj)pose  l'angle  droit,  les  deux  points  fixes 
placés  sur  ses  côtés,  et  la  direction  des  transversales  telle  que  ces  deux 
points  soient  les  sommets  de  la  courbe. 

Ainsi,  la  pensée  qui  a  dirigé  De  Witt, dans  ses  descriptions  des  coni- 
ques  pai'  la  ligne  droite,  n'était  pas  absolument  nouvelle;  mais  Cavalieri 


'  Exe.rcilationes  gcomcln'cœ  sex.  Bononisc,  in-4";  1647. 

De  modo  f'acili  describeiidi  secU'ones  conicas,  et  in  omnibus  uniformi.  (Exercitatio  sexla.) 
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s\>l;iiil  Ixti'iic  :i  lin  seul  llicoivnic,  riiii  des  plus  i-(>slr<>iiils  de  cclU!  llicoric 
(|ui  es!  cxIriMncmcut  féconde,  l'oii\  i.i^ic  de  De  W'ill  préseiile  iJ'ellenieiit 
un  canu'lère  de  iiouNeaiite  (|ui  merile  d'èlre  remar(|(ie  dans  lliisloire  de  la 
(J(''()in(''liie. 

Outre  ce  caraclère  de  nouNeauU',  nous  Iromons  aussi,  dans  les  desen'|)- 
tioiis  do  l)<*  Will,  le  <;(M'nje  d(*  celle  c(''lèl)i'e  (N'scriplion  oij^anirpu;  des  coni- 
ques, donnée  pai'  Newton  dans  le  1'"'  liM-e  des  Princiiics ^  puis  lépcjtéc; 
dans  VKuumnation  r/c.v  ////y/cv  du  Iroisihnc  ordre,  et  dans  VAril/inirfif/ue 
unircrscl/c.  On  obtient,  en  elTel,  plusieurs  Ihéoi'èrnes  de  J)e  Will,  en  sii|)- 
posant,  dans  celui  de  Newton,  qu'un  ann;le  soit  nui  et  son  sommet  situé  à 
l'inlim'. 

La  |)i'élace  de  TouvraiiC  de  De  Witt  nous  aj)pren(l  (pù'l  le  re'^ardait  conniio 
rinti'odnction  à  une  théorie  générale  et  à  rénnmération  des  courbes  d'un 
ordre  supérieur.  Idée  féconde,  que  réalisèrent,  cinquante  ans  après.  Newton, 
Mac-Laurin  et  Braikenridgc. 

§  9.  Wallis  écrivit,  le  premier,  un  Traité  anuljjtiquc  des  sections  coniques,  «alms, 
suivant  les  doctrines  de  la  Géométrie  d<?  Descartes.  Mais  sa  prédilection  fut  "-'«-''os. 
pour  cette  autie  partie  de  la  Géométrie,  qui  se  rattache  aux  découvertes 
d'Archimède.  En  appliquant  aussi,  dans  son  Arithmétique  des  infinis,  la 
puissante  Analyse  cartésienne  à  la  méthode  des  indivisibles  de  Cavalieri,  il  lit 
faire  à  la  Géométrie  des  progrès  immenses,  dans  toutes  les  questions  qui  sont 
aujourd'hui  du  domaine  du  calcul  intégral. 

§  10.  Iluygens,  Van  Heuraet  et  Neil  furent  aussi  les  promoteurs  de  la  vANHELKAET,ritiL. 
Géométrie  de  Descartes. 

Ces  deux-ci  se  partagent  la  gloire  d'avoir  résolu,  les  premiers,  le  pro- 
blème de  la  rectification  d'une  ligne  com'be,  qui  passait  auprès  de  quelques 
géomètres  pour  être,  par  sa  nature,  absolument  insoluble,  et  qui,  du  reste, 
offrait,  à  cette  époque,  de  grandes  difficultés  d'un  ordre  nouveau. 

§   11.   Huygens  est  célèbre  à  tant  de  titres,  et  ses  travaux  font  tant  d'hon-        Hivr.Exs, 
neur  à  la  Géométrie,  qu'il  nous  faut  entrer  ici  dans  quelques  détails. 

Ce  grand  géomètre  sut  à  fond  la  méthode  de  Descartes,  s'en  servit,  et  la 
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pciTrrlionna  môme  dans  plusiours  de  ses  npj)li('.'itioiis.  Mais  son  «^oût  irrésis- 
tible le  retint  lidèle  à  Ja  niétliodf!  des  Anciens,  ou  la  lorce  de  son  génie  savait 
triompher  des  plus  grandes  difficultés. 

S'il  s'agissait  senlomont  de  marcpier  la  place  qn'Ifny'rens  doit  occuper  dans 
riiisloire  des  matliématicpies,  il  suffirait  de  dire  cpie  xXewton  lui  donnait  le 
surnom  de  Grand  (^Sioinnus  lluficnius),  et  ne  parlait  de  ses  découvertes 
qu'avec  admiralion.  «  Il  le  tenait  pour  l'écrivain  le  plus  élofjueiit  qu'il  y  eût 
parmi  les  mathématiciens  niodeiiies,  et  pour  le  plus  excellent  imitateur  des 
Anciens,  admirables  suivant  lui,  par  leur  goût  et  par  la  forme  de  leurs  démon- 
strations '.  » 

Voici  un  aperçu  des  découvertes  qu'IIuygens  dut  à  la  Géométrie  des 
Anciens,  et  qui  montre  bien  toutes  les  ressources  que  peut  offrir  cette 
méthode  à  celui  qui  sait  en  pénétrer  l'esprit  et  y  découvrir  les  voies  de 
l'intuition  qui  lui  est  propre  : 

Huygens,  en  s'occupant  de  la  quadrature  apj)rochée  du  cercle  et  de 
riivperbole,  trouva,  entre  ces  deux  courbes,  des  rapports  nouveaux  et  sin- 
guliers. 

Il  donna  la  rectification  de  la  cissoïde,  quand  on  n'avait  encore  rectifié 
que  deux  courbes,  la  parabole  cubique  et  la  cycloïde. 

Il  détermina  les  surfaces  des  conoïdes  paraboliques  et  hyperboliques;  pre- 
mier exemple  de  telles  déterminations  de  surfaces  courbes. 

On  lui  doit  des  théorèmes  curieux  sur  la  logarithmique  et  les  solides 
qu'elle  engendre.  Toutes  ces  propriétés,  qui  n'avaient  élé  qu'énoncées  par 
Huygens  à  la  suite  de  son  discours  sur  la  cause  de  la  pesanteur,  ont  été 
démontrées,  par  Guido-Grandi,  à  la  manière  des  Anciens. 

*  Pembcrlon  ,  Préface  des  Eléments  de  lu  philosophie  newtotiienne. 

On  peut  penser  que  celte  admiration  méritée  pour  le  st3le  géométrique  d'Huygens  causa  chez 
le  grand  rs'ewtou  une  sorte  d'émulation  qui  lui  fit  adopter  la  même  manière  d'exposition  et  de 
méthode  dans  son  immortel  ouvrage  des  Principes,  quoiqu'il  fût  déjà  en  possession  de  toutes 
les  ressources  de  l'Analyse  la  plus  savante. 

Nous  énonçons  cette  opinion  d'après  M.  le  baron  Maurice,  (jui  la  émise  dans  sou  excellenle 
Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  d'Huijyens. 


iiisroiai:  ni-:  i.a  (;i:()mi:tkik.  lo.i 

lliiy^cns  irsoliit  \v  |)i'ol)lôni<'  de  hi  (-iiaiiiclU; ,  iiii<-i^'iii(>  p:ir  (îalih'c,  (|iii 
y  îivail  ('cluMiô,  cl  remis  sur  la  scène  par  Jae(nies  llenioulli;  el  le  eélèl>r(! 
problème  de  la  (Umrhc  aux  approches  njalcs,  proposé  par  Leibniz,  comiin' 
(léli,  aux  disciples  de  Descaries,  à  roccasioii  de  son  démèb!  sur  la  mesure 
des  forces  vives,  (les  deu\  (piesiioiis  paraissaieni,  aux  deux  illustres  ^éo- 
mèlres  cpii  les  proposaient,  nécessiler  impéricîusement  le  calcul  iiilc^Mal. 
Iluy^ens  sut  les  résoudre  par  les  seules  ressources  iW.  la  (jéomélrie 
ancienuc. 

§  12.  Le  célèbre  traité  De  liorologio  oscillutorlu  doit  prendre  place  à 
côté  de  rouvrai»e  des  Jb'ineipes,  dans  Tbistoire  des  grandes  conceptions  de 
Pesprit  bumain:  il  en  est  rintroduction  indispensable,  que  Newton  eût  dû 
créer,  si  le  génie  d'Iluygens  ne  l'eût  prévenu. 

Cbacuii  des  cbapilres  de  ce  traité  sulïirait  seul  pour  exciter  Tadmira- 
tion. 

Le  premier  est  la  description  des  borloges  à  pendule,  qui  oflVaient,  pour 
la  première  fois,  la  mesure  exacte  du  temps. 

Le  deuxième,  intitulé  De  descensa  gravinm ,  complétait  la  grande  décou- 
verte de  Galilée,  sur  Taccéléralion  des  corps  qui  tombent  librement  par  la 
pesanteur,  ou  qui  glissent  sur  des  plans  inclinés.  Iluygens  considérait  leur 
mouvement  sur  des  courbes  données.  C'est  là  qu'il  démontra  cette  célèbre 
propriété  de  la  cycloïde,  d'être  la  courbe  tautochrone  dans  le  vide. 

Le  troisième,  De  evolutione  et  dimensione  Unearum  curvarum,  est  la 
célèbre  tbéorie  des  développées;  acquisition  capitale  pour  la  théorie  des 
courbes,  et  dont  les  usages  dans  toutes  les  autres  parties  des  sciences 
mathématiques  sont  devenus  aussi  fréquents  qu'étendus.  Cette  importante 
découverte  ne  fut  point  une  simple  spéculation  géométrique  dans  les  mains 
d'Huygens  ;  il  sut  en  tirer  les  plus  heureuses  conséquences,  pour  démontrer 
une  foule  de  propositions  neuves  et  remarquables,  telles  que  divers  théorèmes 
sur  les  rectifications  des  courhes,  et  la  propriété  de  la  cycloïde,  d'avoir 
pour  développée  une  seconde  cycloïde  égale  :  on  peut  considérer  celle-ci 
comme  la  cycloïde  même,  déplacée,  dans  le  sens  de  sa  base,  de  toute  la  Ion- 
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ii;ii(Mir  (le  la  (leini-ciiconfcTonco  du  cercle  ^'énéniteur,  et,  clans  le  sens  perpen- 
diculaire à  la  hase,  de  h\  lon^aieui-  du  (lian)ètre  de  ce  cercle  K 

Dans  le  (|ualriènie  chapilie  de  Vl/d/olof/ium  oscillatorhon ,  lluygens  ré- 
solvait, d'une  manière  générale  cl  conipléle,  le  laineux  problème  des  Centres 
d'oscillation ,  (pii  avait  été  proposé  par  Meisenne,  et  fort  agité  entre  Des- 
cartes et  Roberval.  C'est  dans  cette  solution  (jue  Ton  vit,  pour  la  première 
fois,  Pun  des  plus  beaux  principes  de  la  mécanicjue,  connu  depuis  sous  le 
nom  de  principe  de  la  conservation  des  forces  vives. 

Enfin,  le  cinquiènie  chapitie,  où  Huygens  donnait  une  seconde  construc- 
tions de  ses  horloges,  est  suivi  des  treize  célèJires  théorèmes  sur  la  force 
centrifiuje  dans  le  mouvement  circulaire. 

Ce  fut  l'application  de  celle  théorie  au  mouvement  de  la  Terre  autour  de 
son  axe,  et  au  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  application  qui 
dérivait  virtuellement  des  propositions  2,3  et  o,  qui  fit  découvrir  à  Newton 
la  loi  de  la  gravitation  de  la  Lune  vers  la  Terre. 

Cette  même  théorie  sendjlait  être  le  comj)lément  de  celle  des  développées, 
pour  conduire  naturellement  à  la  comiaissance  des  forces  centrales  dans  le 
mouvement  curviligne,  qui  fut  aussi  l'une  des  grandes  découvertes  de 
Newton,  et  qui  lui  donna  la  démonstration  a  priori  des  fameuses  lois  de 
Kepler.  Mais  ces  rapprochements  échappèrent  à  l'esprit  d'Huygens,  occupé 
de  tant  d'autres  grandes  conceptions. 

§  13.  Le  Traité  de  la  Lumière  est  l'un  des  plus  beaux  monuments  du  génie 
d'Huygens,  qui  sut  appliquer,  avec  une  sagacité  admirable,  la  Géométrie  à 
son  ingénieuse  théorie  des  ondes.  On  y  remarque  surtout  la  belle  loi  mathé- 
matique, qu'il  découvrit  dans  les  phénomènes  de  la  double  réfraction  du 

'  Par  celle  disposition,  la  cycloïdc  et  sa  développée  forment  un  pont  à  deux  étages:  le  pied- 
droit  de  l'étage  supérieur  repose  sur  la  clef  de  l'élage  inférieur. 

On  a  coutume  de  dire  que  la  développée  de  la  cycloïde  est  une  seconde  cycloïdc  égale,  posée 
dans  une  situation  renversée,  ou  bien  posée  en  sens  contraire.  {Voyez  V Analyse  des  infiniment 
petits  du  marquis  de  Lhos})ilal,  pag.  di,  et  V Histoire  des  Matliématirjues  de  3Iontucla,  lom.  II, 
pag.  72  et  1^4).  Celle  manière  de  s'exprimer  est  erronée.  C'est  pour  cela  que  nous  avons  décrit 
minulieusemcnt  la  position  de  la  cycloïde  et  de  sa  développée. 
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spalh  (rislaiidc.  ('/('(ail,  je  crois,  la  prcinicn'  apparilioii,  (pii  s'csi  irprodiiilc 
(l('j)uis,  (les  surfaces  du  second  de^ié  dans  les  ph(''noni(''nes  nalincls.  (leUe 
grande  decouveile  a  ôU'  coinpielee  par  Kirsnel,  (pii,  poin-  e\|»li(piei- l(»s 
|)lienoni("'nes  de  la  polarisalion  de  la  linni("'re,  a  suhslihu'  aux  ondes  ellipsoï- 
dales triluN^ens  une  surface  du  (pialri(^'nie  degré  '.  riosnel,  (|u'une  njorl 
pn'malun'e  a  enlève*  aux  sciences  pliysicpios  et  niathénialiques,  dont  il  était 
d(''jà  Tun  des  plus  illustres  a(le|)lcs,  a  rendu,  par  ce  grand  travail,  une  nou- 
velle vie  à  la  llu^oiie  (riluvgens,  tombée,  depuis  un  siècle,  dans  un  inexpii- 


'  FiTsnol  a  doniu',  |ioui'  roUe  siirracc  du  (iiialriùnic  dcgiô,  la  conslruclion  gcoinélriquc  sui- 
vaiilo,  (|iii  est  oxIrciiienuMit  roniarquablc  cl  (lui  conserve  aux  surfaces  du  second  dcj^rc  le  prin- 
cipal rôle  dans  toute  ceUe  lliéoric:  Que  l'on  conçoive  un  ellipsoïde  (donl  les  trois  demi-dianièlrcs 
principaux  sont  proportionnels  aux  racines  carrées  des  trois  élasticitc-s  principales  du  milieu,  ou 
bien  aux  vitesses  de  la  lumière  suivant  les  axes  de  ces  élasticités);  (jti'on  inène par  le  centre  de 
cette  surface  une  transversale  (/iielconquey  et  quon  porte  sur  cette  droite,  à  partir  du  centre,  des 
scymenls  égaux  aux  de)ni-diainètres  de  l'ellipse  résultant  de  la  section  de  la  surface  par  le  plan 
diamétral  perpendiculaire  à  la  transversale  :  les  extrémités  de  ces  seyments  seront  sur  la  surface 
du  quatrième  degré  en  qiiestioîi.  (Voir  le  Mémoire  de  Frcsncl,  sur  la  double  réfraction,  dans 
le  tome  vu  des  Mémoires  de  l'Académie;  le  Mémoire  de  M.  Ampère  sur  la  Détermination  de  la 
surface  courbe  des  ondes  lumineuses  dans  un  milieu  dont  l'élasticité  est  différente  suivant  les 
trois  directions  principales ,  etc.,  imprimé  dans  les  Annules  de  chimie  et  de  physique,  année 
1828,  et  le  Traité  de  la  Lumière  de  Ilerschcl,  lom.  Il,  pag.  190,  traduction  de  MM.  Verhulst  et 
Quetelet.) 

D'après  ce  théorème,  les  belles  lois  de  polarisation,  découvertes  dans  ces  derniers  temps  par 
d'illustres  physiciens,  et  particulièrement  celles  de  M.  Biot  et  du  docteur  Brewstcr,  donnent 
immédiatement  des  propriétés  géométriques  de  rellipsoïde,et  en  général  des  surfaces  du  second 
degré , 

Ainsi  ces  phénomènes  optiques,  qui  ont  déjà  jeté  une  si  vive  clarté  sur  tout  ce  qui  tient  à  la 
structure  intime  des  corps  cristallisés,  peuvent  apporter  les  mêmes  secours  dans  l'étude  de  la 
Géométrie  rationnelle. 

On  ne  peut  trouver  un  plus  bel  exemple  de  l'enchaînement  qui  unit  toutes  les  sciences,  ni 
une  preuve  plus  évidente  que  des  secours  mutuels  leur  sont  nécessaires  pour  suivre  leur  marche 
progressive,  d'un  pas  sûr  et  rapide. 

Puisse-t-on  voir  surtout,  dans  ce  rapprochement,  que  les  surfaces  du  second  degré  sont  des- 
tinées à  jouer  un  rôle  important  dans  toutes  les  déductions  des  lois  les  plus  générales  de  la 
nature,  et  que  l'on  ne  peut  trop  se  hâter  déludier  et  d'ap[)rofondir  les  innombrables  propriétés 
géométriques  que  présentent  ces  surfaces,  soit  dans  leur  constitution  propre,  soit  dans  leurs 
relations  entre  elles  ! 

14 
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(•al)l(^  oul)li  ;  il  Ta  ro|)iac(''e  au  laiig  (ju'ellc  doit  occupci-  parmi  les  grandes 
vérilés  du  iiioiide  j)h}siqu('. 

C'est  ici  le  lieu  de  reniarciuer  encore  une  belle  déduclion  mathémalique, 
tirée  |)ai'  Huygens  de  sa  Théorie  de  la  Lumière,  mais  (fui  a  eu  besoin  d'être 
créée  de  nouveau,  dans  ces  derniers  temps,  par  M.  Quelelet,  pour  fixer 
Tattenlion  des  géomètres  et  porter  les  fruits  dont  elle  était  susceptible. 
Huygens,  par  raj)plication  de  son  système  ondulatoire,  a  trouvé  que 
«  quand  des  rayons  incidents  émanés  d'ini  point  fixe ,  ou  parallèles 
entre  eux,  se  réfractent  sur  une  courbe,  si  Ton  conçoit  une  circonférence 
de  cercle  décrite  du  point  lumineux  comme  centre,  ou  bien  une  droite 
perpendiculaire  à  la  direction  des  rayons  parallèles,  et  que  de  chaque  point 
de  la  courbe  dirimante,  comme  centre,  on  décrive  une  circonférence  dont 
le  rayon  soit  dans  une  certaine  pioportion  constante  avec  la  distance  de 
ce  point  à  la  circonférence  ou  à  la  droite  fixe,  toutes  ces  nouvelles  circon- 
férences auront  une  courbe  enveloppe,  à  laf/uelle  les  r(ujons  rêfrucU'-s 
seront  tous  normaux.  » 

Cette  courbe  est  la  forme  de  Vonde  réfractée.  C'est  de  là  qu'Huygens 
concluait  la  loi  du  rapport  constant  des  sinus  d'incidence  et  de  réfraction. 

Ainsi,  de  même  que  Tscliirnhausen  a  considéré,  depuis  ^,  la  courbe 
enveloppe  des  rayons  réfractés,  de  môme  Huygens  considérait  la  courjje 
normale  à  ces  rayons.  La  première  seule  a  fait  impression  sur  l'esprit  des 
géomètres,  et  sa  considération  est  devenue  la  base  de  leurs  travaux  en 
optique.  La  seconde  a  passé  inaperçue,  comme  si  elle  n'avait  pas  reposé, 
comme  la  première,  sur  une  construction  purement  géométrique,  et  indé- 
pendante du  système,  alors  douteux,  qui  y  avait  donné  naissance. 


'  Tschirnhausen  a  communiqué  en  1082,  à  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  ses  premières 
vues  et  ses  ])remiers  résultats  sur  la  théorie  des  caustiques.  Huygens  avait  présenté  à  la  même 
Académie,  trois  ans  auj)aravant,  son  Traité  de  la  Lumière.  Il  était  alors  en  ])Ossession  depuis 
longtemps  de  sa  théorie  des  développées;  il  n'aurait  donc  eu  à  faire  qu'un  pas  facile  pour  donner 
son  nom  aux  célèhres  caustiques  dont  l'invention,  et  les  usages  en  optique,  et  en  Géométrie  pour 
la  rectification  de  certaines  courhes,  ont  fait  la  gloire  de  Tschirnhausen. 
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1^1  ('(»|)<Mi(l;ml  la  ('(Mirhc  «riliiyj^ciis  csl  ^^('«iKMalcniciil  hcaiicoiip  plus 
.simple  (pic  (M'Ilc  (le  'rscliiiiiliaiiscii ,  <•!  se  pirl(»  mieux  à  IV'IikIc  des  j)i()- 
piiciés  (>pli(pies  des  coiuhes.  Il  nous  sullil  de  dii-e,  par  exemple  ,  (pie  la 
('ausli(pie  de  'rschirnliauseii,  produile  par  rélVaelioii  dans  U\  eercle,  s'est 
refusc'e  juscprà  ee  joiu"  à  loules  les  i-essourees  de  l'Analyse,  ipii  iTa  pu 
eiK'ore  on  donner  IVHpialiou,  landis  (|ue  la  e()uil)e  analofi^ue  d'Iluygens  est 
loul  siinpleiiienl  une  om/c  de  Descaries  (eourhe  du  (pialrièmc  degré),  doiil 
(juehpies  eonsidéraiions  de  Géométrie,  ou  (piehjues  lignes  d'Analyse,  lonl 
eonnailie  la  nalure  ou  l'écpiation  '. 

INéanmoiiKs,  les  courbes  d'Huygens  sont  restées  inaperçues,  et  c'est  seule- 
ment depuis  dix  ans  (|ueM.  Quelelet,  en  cherehani  à  diminuer  les  dillicullés 
d'Analyse  pi'ésenlées  par  les  ({uestions  de  rélraclion  de  la  lumière,  imagina 
de  substituer,  dans  cette  tbéoiie,  aux  caustiques  de  Tscbirnbausen,  des 
courbes  qui  en  fussent  les  développantes  :  il  parvint,  en  suivant  cette  idée 
beureuse,  et  par  de  pures  considérations  de  Géométrie,  à  la  construction 
de  ces  développantes  par  l'enveloppe  d'un  cercle  mobile;  ce  sont  ces 
courbes,  (jui  lépondent,  connne  on  le  voit,  aux  ondes  réfractées  d'Muygens, 
que  iM.  Quetelet  appela  causln/ucs  secondaires;  cet  babile  géomètre  en  a 
étendu  la  doctrine  au  cas  où  les  rayons  incidents  sont  perpendiculaires  à  une 
même  courbe,  et  au  cas  de  l'espace,  où  les  rayons  incidents  sont  normaux 
à  une  même  surface  -. 

Cette  extension  était  comprise  aussi  dans  la  tliéorie  d'Huygens.  Il  en 
résulte  immédiatement  celte  belle  loi  de  la  réfraction  de  la  lumière  :  «  des 
rayons  incidents,  qui  sont  normaux  à  une  môme  surface,  jouissent  de  la 

'  Dans  la  rcfraclion  sur  une  droile,  la  ililTércncc  cnlrc  les  deux  eourhes  de  Tschirnliausen  et 
d'Huygens  n'est  pas  moins  sensible  :  la  première  est  une  courbe  du  sixième  degré,  donl  le  calcul 
est  assez  long,  et  la  seconde  est  simplement  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  ainsi  que  l'a  trouvé, 
le  premier,  M.  Gergonnc.  {Annales  de  Math.,  tom.  XI,  pag.  229.) 

Ce  savant  géomètre  avait  eu  déjà  la  pensée  qu'il  se  pourrait  bien  que  les  caustiques  eussent 
pour  développantes  des  courbes  beaucoup  plus  simples  qu'elles.  [Annal,  de  Math.,  loin.  V, 
pag.  289.) 
.  '^  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles,  tom.  111,  IV  et  V. 
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iiiêmo  propiiclô  après  une  réfraclion  sur  uno  niilro  surfaro  quolconquo; 
cl  coiiséciuoinnieiil  se  divisent,  apiùs  celle  rélVaclion,  en  deux  ^loupcs,  (|ui 
foriiicnl  deux  séries  de  dévcl()p|);il)lesse  croisaiil  à  anizle  droit.»  Malus,  le 
pieniici-,  avait  dénioulré  ce  théorème,  |)our  le  cas  d'un  faisceau  de  rayons 
émanés  d'un  même  point,  ou  parallèles  entre  eux;  mais  il  avait  cru,  d'après 
le  résultat  de  calculs  trop  compliqués,  que  la  proposition  ne  pouvait  être 
étendue  à  un  système  de  rayons  normaux  à  une  même  surface  ^  iM.  Dupin, 
par  de  pures  considérations  de  Géométrie,  doima  au  théorème  de  Malus 
toute  la  généralité  qu'il  devait  comporter  '-. 

On  voit,  par  les  considérations  précédentes,  quelles  ouNcrturcs  utiles 
et  fécondes  le  Traité  de  la  Liunièrc  d'Huygens  présentait  aux  géomètres 
qui  auraient  eu  confiance  plus  tôt  dans  les  vues  de  ce  grand  génie. 
Exemple  remarquable  de  la  lenteur  aNcc  laquelle  avancent  et  se  perfec- 
tionnent nos  connaissances  positives,  et  leçon  sévère  pour  Toi-gueil  de 
l'esprit  humain! 

Celte  digression  est  élrangère  aux  progrès  propres  des  méthodes  géomé- 
triques; mais  du  moins  elle  roule  sur  l'une  de  leurs  plus  belles  apj)lica- 
lions  aux  sciences  physiques ,  et  peut-être  pourra-t-elle  porter  quelques-uns 
de  nos  jeunes  lecteurs  à  ce  genre  de  recherches  géométriques,  qui  est 
encore  neuf  cl  qui  promet  d'abondants  résultats  ^. 

§    14.   La    sagacité   admirable   qu'lluygens   a  montrée   dans  toutes  les 

'  Mémoire  sur  l'optique,  art.  2:2  cl  27,  dans  le  14*  Cahier  du  Journal  de  l'École  polytech- 
nique. 

"^  Applicalions  de  Géométrie  et  de  Mécanique;  Mémoire  sur  les  routes  de  la  lumière,  p.  192. 

=  M.  Hainilton,  directeur  de  lObservaloire  de  Dublin,  en  continuant  les  jjeaux  travaux  de 
Fresnel,  est  parvenu  à  soumettre  tous  les  phénomènes  si  com|)liqués  et  si  délicats  de  ki  himièrc 
à  un  cak'ul  analytique  nouveau,  qui  paraît  devoir  conduire  aux  lois  mathématiques  qui  domi- 
nent toute  celte  vaste  cl  importante  théorie. 

Nous  avons  appris  de  M.  Quetelet,  avec  un  extrême  plaisir,  qu'un  autre  savant  géomètre, 
M.  Mac  Cullagli,  poursuit  les  mêmes  recherches  que  M.  Hamillon,  mais  par  de  pures  considéra- 
tions géométriques. 

Puissent  les  travaux  de  M.  Mac  Cullagh  réhabiliter  la  Géométrie  auprès  des  personnes  d'un 
esprit  juste  et  impartial,  et  rendre  aux  méthodes  d'Huygens  et  de  Newton  l'estime  qu'elles 
méritent  ! 


KJÔO-  l(>77. 
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f!;i':ni(l<>s  (|ii(\sli(His  (|iril  a  soumises  ;'i  l.-i  (H'oiiH'Iric,  ne  Tu  poiiil  iihaiMloniK' 
(l;ms  ses  n'clicichcs  sur  l;i  ni('(;mi(|U(',  Irllc  (|ii('  i;i  r.iiiKMisc  (jucslioii  du 
choc  dos  corps,  (ju'il  rc'solul  en  luèuic  Icuips  (pic  W.dlis  cl  \\r<!u;  cl  djius 
SCS  dccouNCi'Ics  .•isli'oiionii(pics,  (pii  rcudcul  sou  nom  iiiscp;u';d)lc  (l(;  ceux 
de  Kepler,  (i;dilce  cl  Nc\vlon. 

Quoiipic  la  luclhodc  des  Anciens  ail  clé  pr(!sque  toujours  son  seul  inslru- 
nieiil  de  raisonncnient  cl  de  recherche,  il  connaissail  loules  les  ressources, 
non-seulc!nenl  de  la  Géoinélric  de  Descaries,  mais  aussi  du  nouveau  calcul 
de  Lcihiiiz,  (pTil  avjiil  cludié  dès  (pic  celle  sublime  (l(!'('ouverlc  a\ail  paru,  cl 
donl  il  avail  su  appiccier  lous  l(\s  avanlagcs  '. 

§  lo.  Nous  devons  cilcr,  |)armi  les  conlemporains  de  Wallis  et  d'Iluy-  liAiuiow, 
gens  qui  ont  le  plus  contribu(3  à  ravancemenl  de  la  G(3om(3lrie,  Barrow, 
le  professeur  de  Newton  à  rUnivcrsilé  de  Cambridge.  Ce  géomètre  [)ublia 
en  \i)i)\)  SOS  Lectioncs  Gcomefn'cœ,  ouvrage  rempli  de  recherches  profondes 
sur  les  propriétés  des  courbes,  et  particulièrenienl  sur  leurs  dimensions. 
On  y  remarqua  surtout,  dans  la  dixième  lc('on,  sa  Méthode  des  Tanyenles, 
méthode  peu  dilTérenle,  il  est  vrai,  de  celle  de  Fermai,  mais  qui  cependant, 
par  la  considération  du  petit  triangle  dilTérenliel  et  rintroduction,  dans  le 
calcul,  de  deux  quantités  inliniment  petites  au  lieu  d'une  seule,  était  un  |)as 
de  plus  vers  la  doctrine  et  l'algorithme  de  Leibniz. 

On  doit  à  Barrow,  que  ses  connaissances  dans  la  langue  grecque  et  dans 
la  langue  ara])e  mettaient  en  état  de  rendre  ce  service  aux  sciences,  des 
versions  latines,  estimées,  des  Eléments  et  c]es  Données  d'Euclide,  des  quatre 
premiers  livres  d'Apollonius,  des  ouvrages  d'Archimède  et  des  Sphériques  de 
Théodosc.  Les  démonstrations,  dans  tous  ces  ouviages,  se  trouvent  pour  la 
plupai't  refaites  et  extrêmement  simplifiées. 

'  L'Université  de  Leyde  possède  de  riches  manuscrits  qui  lui  ont  été  légués  par  Huygens,  où 
se  trouve,  outre  les  productions  de  ce  grand  homme,  une  collection  de  lettres  qu'il  rece\ait  de 
lous  les  savants.  Messieurs  les  curateurs  de  cette  Université  ont  pensé,  il  y  a  quelques  années,  à 
faire  imprimer  une  partie  de  ce  précieux  dépôt.  Un  projet  aussi  louable  ne  peut  recevoir  troj) 
tôt  son  exécution. 
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On  a  rccu(M'lli  en  KiSI,  sous  le  lilrc  tic  Lccliona.s  mdtlicmnlinv,  les  leçons 
laites  |)ar  BaiTow  à  rUiiivei-silé  de  (lanibiidge,  sur  la  iihilo^opliiedes  mallié- 
maliques,  dans  les  années  1664,  1665  cl  1666;  |)lus  quatre  leçons,  d'une 
date  incertaine,  qui  ont  poui'  objet  d'indiquer  la  méthode  j)ai'  latjuelle  Archi- 
mède  a  découvert  ses  plus  beaux  tliéorènies,  et  de  moMlrci-  combien  peu  elhi 
dilTèie  de  l'Analyse  moderne  '.  On  ne  pouvait  atteindre  ce  but  avec  plus  de 
précision  etdeclarlé  que  ne  l'a  l'ait  Harrow;  mais  Ton  regiette  que  ses  autres 
leçons  matliemati(jues  soient  hérissées  de  citations  grecques  qui  en  rendent 
la  lecture  dilïicile. 

Enfin,  Barrow,  dans  ses  Lectiones  opticce,  a  appliqué  avec  habileté  la  Géo- 
métrie à  un  iirand  nombre  de  questions  concernant  la  réflexion  et  la  réfrac- 
tion sur  des  surfaces  courbes.  Il  a  construit  les  points  où  se  réunissent  les 
rayons  iiilinimcnt  \oisins;  mais,  malgré  son  goiit  et  son  habitude  des  sj)écu- 
lalions  géométi'i({ues,  il  n'a  pas  songea  considérer  la  courbe  qui  naît  delà 
succession  de  ces  |)oints  ou  de  renvelop|)e  de  ces  rayons;  comme  Ifuygens, 
qui  a  touché  de  près  aussi  à  la  découverte  de  celle  courbe,  il  en  a  laissé 
l'honneur  à  Tschirnhausen. 

g  16.  C'est  ici  le  lieu  précisément  de  parler  du  géomètre  que  nous  venons 
de  nommer. 
tschirnhal;-en,  Tschirnliauscn  a  l'cçu  une  grande  célébrité  de  ses  fameuses  caustiques. 
Celte  invention,  en  eftet,  est  deveime  aussitôt  la  base  de  plusieurs  théories 
physico-mathématiques.  Considérée  conime  pure  spéculation  géométrique, 
elle  avait  le  double  avantage  d'olTrir  un  second  exemple,  après  les  déve- 
loppées d'Huygens ,  de  la  génération  des  courbes  comme  enveloppes  d'une 
droite  mobile,  et  de  donner  naissance  à  une  infinité  de  courbes  rectifiables. 

Ces  caustiques,  de  même  que  les  développées,  étaient  en  quelque  sorte 
une  application  prati(|ue  de  l'idée  de  De  Beaune,  d'exprimer  la  nature  des 
courbes  par  quelque  propriété  commune  à  leurs  tangentes. 

Mais  ce  n'est  j)oint  celte  considération  abstraite  (jui  a  conduit  Huygens  et 

'   Quo  planiùs  apparent  qualem  ille  sublilissimus  tir  (Akchimede^)  anahjsin  usurpùrll,  et 
quam  hodiernce  Jiostrœ  pariim  dissimilent. 


IGbJ-ITC.S. 
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TscliinilKUiscMi  à  rinNciilioii  dos  (onilx's  (|iii  porlciil  Iciii-  nom;  cl  it.  lui 
Loihrnz  (]iii  donna  snilc  à  ï'hIit  de  De  Hinnu',  ri  l.i  j^j'iirralisa  nuhnc,  en 
cluMclianl  la  «onilx*  cnvcloppo  dune  inlinili' de  li|j;n('s,  dioilcs  ou  courbes, 
dcicrnn'nccs,  lices  entre  elles  pai-  unc^  propric'lé  connniinc  '. 

,^  4  7.  Tschiridiausen,  honnne  de  ^éin'e  cl  Fun  des  plus  |)assionnés  pour 
la  scicnci»  (pTil  cnlliNail,  a  encore  eu  (ranlres  lilics,  a|)ics  rin\cnlion  de 
ses  causli(jues,  à  un  rang  distingue  d;nis  riiisloiic  de  la  Géoinclrie. 

Dans  un  traité  intitulé  Mediviua  vieillis,  pui)iié  en  1()8()  -,  dont  rohjel 
principal  étîiit  d'indicpier  les  règles  (pu'  doi\ent  nous  guider  dans  la 
recheichc  de  la  vérité,  Tschirnliausen,  partant  de  cette  idée  (|uc  les  êtres 
niallienialicpies  sont  tonnés  par  le  nu)u\enient  l'apporté  à  (|uel(jue  chose 
de  llxe,  proposa  une  génération  nouvelle  et  universelle  des  courbes.  Il 
les  concevait  décrites  par  un  stylet  tendant  un  lil  qui,  fixé  par  ses  extré- 
mités, glisse  sur  un  ou  plusieurs  autres  points  fixes,  ou  s'enroule  sur 
une  ou  plusieurs  courbes  de  nature  connue.  C'était,  comme  on  le  voit,  une 
généralisation  du  mode  de  description  des  coniques  au  moyen  de  leurs 
foyers,  généralisation  que  Descartes  avait  déjà  eu  l'idée  de  transporter  à  la 
description  de  ses  ovales  ^. 

Tschirnliausen  divisa  les  courbes  en  plusieurs  genres,  suivant  qu'il  y 
avait  plus  ou  moins  de  foyers,  et  suivant  la  nature  des  courbes  fixes.  Il 
apprit  à  mener  les  tangentes  aux  courbes  ainsi  décrites  :  c'est  là  l'origine  du 
problème  de  la  tangente  à  une  courbe  exprimée  par  une  équation  dont  les 
variables  sont  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  plusieurs 
points  fixes. 

'  Ada  Erud.  Lips.,  ann.  1692  et  1694,  et  OEuvres  de  Leibnilz ,  toni.  III,  p.  204  et  290. 

^  Medictna  mentis,  sive  tentavien  geniiinœ  logicœ,  in  quà  disseritia-  de  methodo  detegendi 
incognilusverilutes.  In-4°,  Amst. 

On  trouve,  clans  le  tome  111  de  la  Bibliothèque  xiniveraelle  et  historique  (ann.  1080),  une  ana- 
lyse très-détaillcc  de  ce  remarquable  ouvrage  de  Tscliirnhausen. 

^  Géométrie  de  Descartes,  liv.  2^  Ces  courbes,  imaginées  par  Descartes,  ont  joué  un  grand 
rôle,  surtout  dans  sa  Dioptrique.  Nous  n'en  parlerons  que  dans  notre  quatrième  Époque,  où  nous 
les  trouverons  reproduites  dans  le  i"  livre  des  Principes  de  Newton. 
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g  18.  O  ()roI)lèni('  a  eu  (jiicicjiic  cél(''l)rit(',  et  a  été  résolu  do  dilTci- 
renlcs  iiiaiiiôrcs  oriiiiiialos  par  les  pieiniors  iiialh(''iiialici(Mis  de  Tépoqnc  : 
d'aboril  par  Kalio  de  Duiller,  (pii  releva  ime  erreur  échappée  à  Tseliirii- 
liausen,  cl  dont  la  solution,  basée  sur  de  simples  considérations  de  Géo- 
métrie, nous  parait  olTrir  l'un  des  beaux  exemples,  aujourd'hui  très-rares, 
de  la  méthode  des  Anciens  dans  la  construction  des  tanirentes  ^  ;  puis  par 
le  marquis  de  Llios|)ilal  (pii ,  par  la  considération  des  inliniment  petits, 
et  sans  calcul,  en  donna  une  construction  élé*;anle  et  de  la  plus  grande 
içénéralité  -;  et  dans  le  même  teni[)S  par  Leibniz,  dont  la  solution  «  (pii  a 
cet  avantaiçe  que  l'esprit  y  l'ail  tout  sans  calcul  et  sansdiaji;rainnie,  »  repose 
sur  un  beau  théorème  de  mécani(|ue  (pfil  imagina  à  cet  elTet  ~\  Quelques 
années  après,  Herman  com|)léta  en  (pielque  sorte  cette  théorie,  en  donnant 
une  construction  très-simple  du  rayon  de  courbure  des  mêmes  courbes  de 
ïschirnhausen,  calculé  directement  et  par  la  pure  Géométrie,  sans  se  servir 
des  coordonnées  auxiliaires  de  Descartes  ^. 

M.  Poinsot  a  étendu  aux  surfaces  ce  mode  de  génération  des  courbes  et 

*  Réflexions  de  M.  Futio  de  Duiller  sur  une  méthode  de  trouver  les  tangentes  de  certaines 
lignes  courbes,  Bibliothèque  imveuselle  et  histouique,  loni.  V,  année  iG88. 

Tschirnhausen  a  répondu  à  ces  réflexions  de  Falio,  et  reconnu  son  erreur,  dans  le  tome  X  du 
même  recueil,  même  année. 

'^  Analgse  des  infiniment  petits,  section  2%  proposition  10. 

5  Leibniz  considère  la  question  sous  cet  énoncé:  «  Mener  la  tangente  d'une  ligne  courbe  qui 
se  décrit  par  des  fdet>  tendus.  »  Sa  construction  est  fondée  sur  une  règle  générale  de  la  compo- 
sition des  mouvements,  qu'on  peut  énoncer  ainsi,  en  substituant  à  l'idée  de  mouvement  celle  de 
force,  comme  a  fait  Lagrange  en  reproduisant,  dans  sa  Mécanique  analytique,  la  condition 
d'équilibre  qui  résulte  du  princii)C  de  Leibniz.  «Si  tant  de  forces  qu'on  voudra,  qui  sollicitent  un 
point,  sont  représentées  en  grandeur  et  en  direction  j)ar  des  droites,  leur  résultante  passera 
par  le  centre  de  gravité  des  points  extrêmes  de  ces  droites,  et  sera  égale  en  grandeur  à  la  dis- 
tance de  ce  point  au  point  sollicité,  multipliée  par  le  nombre  des  forces.  »  [Journal  des  SavanSj 
sept.  1093,  et  OEuvres  deLeibnitz,  tom.  III,  pag.  283.) 

Ce  théorème  peut  être  étendu  au  cas  oii  les  forces  sont  appliquées  à  des  points  dilTérenls 
d'un  corps  solide  libre  dans  l'espace.  [Correspondance  mathématique  de  Bruxelles,  tom.  V, 
pag.  lOG.) 

*  Methodus  inveniendi  radios  osculi  in  curvis  ex  f'ocis  descriptis.  Acta  Erldit.,  ann.  1702; 

pag.  501. 
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In  coiislniclion  de  It'urs  imiimi.jIcs,  cl  s'en  csl  sers  i  iililciiiciil  d.iiis  iiit  lorl 
hcaii  Mt'inoiir  sur  hi  in('raiii(|U('  '. 

i;  l\).  Ilevciioiis  à  'rscliiiiilmuscn.  Kn  1701,  ce  ^^'oniôli-c  aimonçîi,  à 
rAcadôinie  dos  siiciiccs,  une  iiouncIIc  iiKiliodc  j^ôiK-ralc,  |H()|»rc  à  supph'cr 
le  calcul  inliuilcsiuial  dans  plusieurs  (jucslioiis  de  liaule  (iéouK'Irie,  lelles 
(|ue  la  cousiruclion  des  lanj^H'Utes  cl  des  r;i}oiis  de  courbure  -.  Mais  sa 
solution,  qui  leposail  sur  l'Analyse  de  Descaries,  n'était  (|u'uue  imitation 
des  deux  méthodes  (|ue  ce  grand  géomètre  avait  données  du  pro])lème  des 
tangentes,  et  qui  consislaient  à  supposer  (pie  deux  poinis  d'une  courbe, 
distants  d'abord  l'un  de  l'autre  d'une  cpiantilé  Unie,  venaient  à  se  eon- 
londre. 

Le  titre  suivant  :  Essai  d'une  mélhode  pour  (rouver  les  touchaules  des 
courbes  mécaniques,  sans  supposer  aucune  grandeur  indéfiniment  petite  ^, 
sous  lequel  Tschirnhausen  présenta  l'une  de  ses  découvertes,  fit  grande 
sensation  aloi'S  ;  et  il  devait  en  efi'et  piquer  vivement  la  curiosité  des 
géomètres  et  assurer  à  son  auteur,  déjà  célèbre,  une  gloire  immortelle,  si 
sa  promesse  était  pleinement  remplie.  Mais  cette  méthode,  loin  de  con- 
venir à  toute  courbe  mécanique  proposée,  ne  s'appliquait  qu'à  un  genre 
de  courbes  ayant  pour  abscisses  des  arcs  d'une  courbe  géométrique,  à 
laquelle  on  savait  mener  les  tangentes,  et  pour  ordonnées  des  parallèles  à 
une  droite  fixe  :  le  calcul  employé  par  Tschirnhausen  était  le  même  que 
pour  le  cas  ordinaire  où  les  abscisses  étaient  comptées  sur  une  droite, 
au  lieu  d'être  comptées  sur  un  arc  de  courbe.  Mais  cette  méthode  a  tou- 
jours le  mérite  d'être  une  extension  de  celles  de  Descartes  qui,  pour 
maintenir  l'universalité  et  la  suffisance  de  sa  Géométiie,  en  a  exclu, 
comme  Ton  sait,  les  courbes  mécaniques,  désignant  par  ce  mot  celles  qui 
ne  pouvaient  pas  se  déterminer  par  une  mesure  exacte  et  connue.  Dès  1682, 

*   Théorie  générale  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  systèmes  ;  1 3"""  Cali.  du  Journ.  de  l'École 
polytechnique.  Ce  Mémoire  vient  d'être  reproduit  dans  la  0'  édition  de  la  Statique  de  M.  Poinsot. 
^  Histoire  et  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences,  ann.  1701. 
'  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences,  ann.  1702. 
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TscliirnliMiison  avnil  exposé  sa  méthode  des  tniijrenlos  aux  coiirbos  j^éomé- 
ti'i(|iK's,  dans  les  Actes  de  Leip/ii;,  sous  le  titre  :  Nom  mc/hodus  ((inf/cnlcs 
curvariim  expcdite  delerminandi ,  et  avait  annoncé  (juil  l'appliquerait  plus 
tard  aux  courbes  mécaniques. 
Réfioxions  s,.ricsn.6-      ^  2().   Le  but  coustant  de  Tscliirnliausen,  dans  ses  diverses  spéculations 

tliuiles  011  Geoniélric. 

géoniétii(|ues,  était  de  rendre  la  Géométrie  plus  aisée,  persuadé  que  les 
véritables  méthodes  sont  faciles;  que  les  plus  inirénieuses  ne  sont  point  les 
viaies,  dés  qu'elles  sont  trop  composées,  et  que  la  nature  doit  fournir 
quelque  chose  de  plus  simple. 

Nous  rapportons  à  dessein  cette  pensée  de  Tschirnhausen,  persuadé  que 
toutes  les  vérités  géométriques  sont  de  même  nature;  qu'elles  doivent  être 
toutes  également  susceptibles  de  démonstrations  faciles,  et  très-souvent 
intuitives.  Et  en  elTet,  combien  n'a-t-on  pas  d'exemples  que  celles  qui 
avaient  semblé  d'abord  présenter  les  plus  grandes  difficultés,  et  se  refuser 
même  à  toutes  les  ressources  des  méthodes  connues,  sont  devenues  ensuite 
les  plus  simples  et  les  plus  évidentes  ?  C'est  qu'elles  dépendaient  de  théories 
non  encore  formées  ou  assez  étendues ,  ou  ne  reposant  point  sur  leurs  véri- 
tables bases. 

C'est  en  cela,  soit  dit  en  })assant,  que  nous  paraît  consister  le  principal 
avantage  de  l'Analyse  moderne  sur  la  Géométrie.  La  première  de  ces  deux 
méthodes  a  le  merveilleux  pi'ivilége  de  négliger  les  propositions  intermé- 
diaires dont  la  seconde  a  toujours  besoin,  et  qu'il  faut  créer  quand  la  ques- 
tion est  nouvelle.  Mais  cet  avantage,  si  beau  et  si  précieux,  de  l'Analyse, 
a  son  côté  faible,  comme  toutes  les  conceptions  humaines  :  c'est  que  cette 
marche  pénétrante  et  rapide  n'éclaire  pas  toujours  suffisamment  l'esprit; 
elle  laisse  ignorer  les  vérités  intermédiaires  qui  rattachent  le  point  de  départ 
avec  la  vérité  trouvée,  et  qui  doivent  former,  avec  l'un  et  l'autre,  un 
ensemble  complet  et  une  véritable  théorie.  Car  est-ce  assez,  dans  l'étude  phi- 
losophique et  approfondie  d'une  science,  de  savoir  qu'une  chose  est  vraie, 
si  l'on  ignore  comment  et  pourquoi  elle  l'est,  et  quelle  place  elle  occupe 
dans  l'ordre  des  vérités  auquel  elle  appartient  ? 
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Il  Canl,  ce  mo  s(MiiI)I(;,  dans  Télal  aciiicl  de  la  (Ji'omclric ,  pour  alIciiKJic 
l(>  l)ii(  (le 'rscliinihaiiscii,  le  jKMlcclioimcinciil  iiidcliiii  de  celle  science,  loii- 
joiirs  observer,  dans  les  spécuhilioiis  au\(nielles  on  ap|)li(|neia  son  espiil, 
les  deux  n^gles  suivanles  : 

1"  (lénéraliser  de  plus  en  plus  hvs  proposilions  parlieulièrcs,  pour  arriver 
de  proche  en  pi'oclie  à  ce  (|u'il  y  a  de  plus  i;én(''ral;  ce  (jui  sera  toujours,  en 
même  temps,  le  plus  siin[)le,  le  plus  naturel  et  le  |)lns  facile  ; 

2"  Ne  point  se  contenter,  dans  la  démonstration  d'un  théorème  (mi  la 
solution  d'un  pioblème,  d'un  premier  résultat,  (jui  suflirait  s'il  s'agissail 
d'une  recherche  particulière,  indépendante  du  système  général  d'une  partie 
de  la  science;  mais  ne  se  satisfaire  d'une  démonstralion  ou  d'une  solution, 
que  quand  leur  sim[)licité,  ou  leur  déduction  intuitive  de  quelque  theoiie 
connue,  prouvera  qu'on  a  rattaché  la  question  à  la  véritable  doctrine  dont 
elle  dépend  naturellement. 

Pour  indiquer  un  moyen  de  reconnaître  si  la  pratique  de  ces  deux  règles 
a  conduit  au  but  désiré ,  c'est-à-dire  si  l'on  a  rencontré  les  vraies  routes  de 
la  vérité  définitive,  et  pénétré  jusqu'à  son  origine,  nous  croyons  pouvoir 
dire  que,  dans  chaque  théorie,  il  doit  toujours  exister,  et  que  l'on  doit 
reconnaître,  quelque  vérité  principale  dont  toutes  les  autres  se  déduisent 
aisément,  comme  simples  transformations  ou  corollaires  naturels;  et  que 
cette  condition  accomplie  sera  seule  le  cachet  de  la  véritable  perfection  de 
la  science.  Nous  ajouterons^  avec  l'un  des  géomèti-es  modernes  qui  ont  le 
plus  médité  sur  la  philosophie  des  mathématiques,  «  qu'on  ne  peut  se 
flatter  d'avoir  le  dernier  mot  d'une  théorie,  tant  qu'on  ne  peut  pas  l'ex- 
pliquer en  peu  de  paroles  à  un  passant  dans  la  rue  K  »  Et  en  effet,  les 
vérités  grandes  et  primitives,  dont  toutes  les  autres  dérivent,  et  qui  sont 
les  vraies  bases  de  la  science,  ont  toujours  pour  attribut  caracléristique  la 
simplicité  et  l'intuition  -. 

*  Opinion  de  M.  Gergonnc,  qui  en  faisait  l'application  à  la  nouvelle  théorie  des  caustiques  de 
M.  Quetelel.  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles,  lom.  IV,  pag.  88. 

'''  Celle  opinion,  admise  dans  les  sciences  positives,  est  un  résultai  d'expérience,  auquel  con- 
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ision  (ir  la  Gronu--  ^^*  ^/j  Q^  ;,ii|.j,  j-omar(jii('' ,  (laiis  cfllc  iuialysc  siicciiicto  des  progrès  pro- 
digieux (pic  la  (jéomélric  a  faits  dans  i'inlorvallc  d'une  (rciilainc  d'ainiéos, 
que  ces  profrrès  furent  dus  priiicipalemeiil  à  deux  irrandes  ('once|)lious  :  celle 
des  indivisihlcs  de  Cavalieri,  et  celle  de  X Analyse  afj/ih'f/Kf'f  aux  lifjncs 
courbes,  de  Descaries. 

La  première  s'adaptait  aux  formes  et  aux  procédés  accoutumés  de  la 
Géométrie  ancienne;  et  Ton  regai'da,  comme  appai'tenant  à  la  Géométrie 
pure  des  Anciens,  les  découvertes  auxquelles  conduisit  celte  méthode  de 
Cavalieri. 

La  deuxième,  véritable  instrument  analytique,  faisait  de  la  Géométrie 
une  science  toute  nouvelle,  qui  exciterait  Fétonnement  et  l'admiration 
d'Arcliimède  et  d'Apollonius,  (|ui  n'en  ont  laissé  aucun  germe  :  on  Ta  appelée 
C('0)iié(rie  mixte,  Géométrie  (ina//jli(/He ,  ou  Géométrie  de  Descartes. 

Mais,  tandis  qu'une  sorte  de  division  s'établissait  ainsi  dans  les  méthodes 
de  la  Géométrie,  un  troisième  mode  de  procéder,  une  troisième  espèce  de 
Géométrie,  pour  ainsi  dire,  prenait  naissance.  C'est  celle  que  nous  avons 
déjà  dit  avoir  été  enq^loyée  par  Pascal  et  Desargues,  et  dont  les  premiers 
germes  se  trouvaient  dans  les  Porismes  d'Euclide,  et  nous  ont  été  conservés 
par  Pappus  dans  ses  Collections  mathémadques. 

Ainsi  donc  nous  voyons  la  Géométrie  divisée  en  trois  branches  : 

La  première  comprend  la  Géométrie  des  Anciens,  aidée  de  la  doctrine 
des  indivisibles  et  de  celle  des  mouvements  composés; 

La  deuxième  est  l'analyse  de  Descartes,  accrue  des  procédés  de  Fermât, 
dans  sa  méthode  de  maximis  et  minimis,  pour  calculer  l'infini; 

duit  la  culuire  de  cliacunc  d'elles.  Mais  on  peut  aussi  la  justifiera  priori.  Car  les  princij)es  les 
plus  généraux,  c'est-à-dire  qui  s'étendent  sur  le  plus  grand  nombre  de  faits  particuliers,  doivent 
être  dégagés  des  diverses  circonstances  qui  semblaient  donner  un  caractère  distinctif  et  difTc- 
ren(  à  eliaeuii  de  ces  faits  particuliers,  considéré  isolément,  avant  qu'on  eût  découvert  leur  lien 
cl  leur  origine  commune  :  sils  étaient  compliqués  de  toutes  ces  circonstances  ou  propriétés 
pariicidières,  ils  en  porteraient  l'empreinte  dans  tous  leurs  corollaires,  et  ne  donneraient  lieu, 
généralement,  qu'à  des  vérités  excessivement  embarrassées  et  compliquées  elles-mêmes.  Ces 
princij)cs  les  plus  généraux  sont  donc  nécessairement,  par  leur  nature,  les  plus  simples. 
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Lu  lioisiiMMC  (Milin  csl  celle  (iéoinelrie  pure  ,  (|ui  se  disliii^Mie  esseiiliellc;- 
nieiil  par  son  ahsIi'Mclion  el  sa  ^('lU'ralilé;  doiil  Pascal  el  Des.ir^jjncs  oui 
(loiiiié  les  |)i'emieis  e\em|)les  dans  leurs  Iraili's  des  conicpies,  el  dont  nous 
\(MT()iKs  (pic  Monge  cl  (larnol,  au  coninuMiceinenl  de  ce  siècle,  ont  assis  les 
l'oiuhMiienls  sui"  des  principes  larges  el  IV'conds. 

(lelle  Iroisiènie  hianchc  de  la  (i(''oin(''li'ie,  (pii  coiislilne  aiijoin'd'hni  ce 
que  nous  appelons  la  Ucotnclrio  n'ccnfc,  est  exemple  de  calcids  al«;ei)ii(|nes, 
(pioi(ju'elle  lasse  un  aussi  heureux  usai;(î  des  relalions  inéiricpies  des  li'i;ures 
(|uc  de  leur  irlalions  de  silualion,  ou  dcscripUvcs;  niais  elle;  ne  considère 
(pie  des  njpporls  de  dislances  reclilignes  d'un  cerlain  geinc,  cpn'  nexigenl  ni 
les  symboles  ni  les  o|)éralions  de  PAIgèbre. 

Celle  Cèoméli'ie  est  la  conlimialion  de  ï Analyse  (jéo)nclri(iue  des  Anciens, 
donl  elle  ne  dillere  poinl  (juanl  au  but  el  à  la  nalure  de  ses  spéculalions; 
mais  sur  hupielle  elle  olTre  d*'innnens(^s  avantages,  par  la  généralité,  Tuni- 
formité  el  Tabslraclion  de  ses  conceptions  et  de  ses  méthodes,  remplaçant 
les  propositions  particulières,  incomplètes  et  sans  liaison,  qui  formaient 
toute  la  science  et  Tunique  ressource  des  Anciens,  et  surtout  par  Tusage, 
si  utile,  de  la  contemplation  des  figures  à  trois  dimensions  dans  les  simples 
questions  de  Géométrie  plane. 

C'est  dans  celte  GéouKitrie  générale  que  rentrent  les  théories  et  leurs 
applications,  auxquelles  on  a  donné,  dans  ces  derniers  temps,  les  dénomi- 
nations de  Géomcfrie  de  la  règle  et  de  Géomélrie  de  situation,  suivant  qu'on 
y  fait  usage  d'intersections  de  lignes  droites  seulement,  ou  d'intersections 
de  courbes  ou  de  surfaces,  dans  l'espace,  pour  découvrir  les  propriétés 
descriptives  des  figures. 

Des  trois  branches,  bien  distinctes,  que  nous  venons  de  reconnaître  dans 
la  Géométrie,  la  deuxième,  qui  est  l'Analyse  de  Descartes,  ofi*rit  un  tel  attrait 
et  de  si  prodigieux  avantages,  qu'elle  fut  cultivée,  avec  une  prédilection 
marquée,  par  les  grands  géomètres  que  nous  avons  nommés  dans  le  cours 
de  cette  troisième  Époque. 

Il  est  vrai  que  cette  Géométrie  de  Descartes,  loin  d'offrir  un  ordre  de 
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spc'culiilions  piiiiiculièrcs,  n'était  autre  (|iruii  iuslruinoiit  universel,  propre 
à  tontes  les  conceptions  géométriques  anciennes  et  modernes. 

^  2:2.   Quelques    nintliématiciens  cependant  furent   encore   fidèles  à  la 
in(''lli()de  des  Anciens.  Parmi  eux  on  (li.s(iii,iriie  surtout  La  Ilire. 
lA  HiRE,  (]c  géomètre,  (juoique  l'ainiliai'isé  avec  l'Analyse  de  Descartes,  enrichit  la 

(iéomélrie  pure  de   plusieurs  ouvrages  écrits  dans  le  style  des  Anciens,  et 
qui  eurent  beaucoup  de  succès. 

il  lut  aussi  le  digne  continuateur  des  doctrines  de  Desargues  et  de 
Pascal,  et  introduisit  dans  la  Géométrie,  principalement  par  une  nouvelle 
façon  (rengendrer  les  coniques  sur  le  plan,  plusieurs  iimovations  qui  se 
rapportent  aux  méthodes  récentes.  C'est  donc  à  un  double  litre  que  nous 
avons  à  citer  ici  ce  célèbre  mathématicien. 

Ses  j)rincipaux  ouvrages,  écrits  dans  le  style  de  la  Géométrie  anciemie, 
sont  :1e  grand  traité  des  sections  coniques,  inihulé  :  Sectiones  conicœ  in 
novem  libros  distributœ  (in-fol.,  Paris  1685);  son  Mémoire  sur  les  épicy- 
cloïfles ,  contenant  leurs  dimensions,  leurs  développées  et  leur  usage  en 
mécani(pie  pour  la  construction  des  roues  dentées  ';  un  second  mémoire  sur 
le  même  sujet,  généralisé  et  appliqué  à  toutes  sortes  de  courbes,  sous  le 
titre  :  Traite  des  Boulettes,  où  l'on  démo)ttre  la  manière  universelle  de 
trouver  leurs  tour/tantes,  leurs  points  d'inflexion  et  de  rehrousseinent ,  leurs 
superficies  et  leurs  longueurs ,  /nir  la  Géométrie  ordinaire  ^ ;  et  un  .Mémoire 
sur  les  c(»*c/<olV/e.s' en  général,  contenant  leurs  tangentes,  leurs  dimensions, 
leurs  loniiueurs,  leurs  points  d'intlexion  (publié  dans  les  Mémoires  de  C Aca- 
démie des  sciences,  année  1708). 

'  Ce  mémoire  a  paru  en  1694,  parmi  d'autres  mémoires  de  mathémaliques  et  de  physique  de 
La  Hire.  Il  a  été  imprimé  de  nouveau  dans  le  tome  IX  des  anciens  Mémoires  de  l'Académie  des 
sciences. 

La  Hire  y  dit  qu'il  y  a  vingt  ans  qu'il  avait  découvert  les  éj)icycloïdes  et  leur  usage  en  mé- 
canique. Depuis,  Lcii)niz  a  revendiqué  llionneur  de  cette  double  invention  pour  le  célèbre 
astronome  Roemer,  qui  l'aurait  imaginée  en  1074,  pendant  son  séjour  à  Paris.  Mais,  comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  il  parait,  daprès  La  Ilire  lui-même,  que  la  partie  mécanique,  au  moins,  de 
cette  invention  remonte  à  Desargues. 

-  Imprimé  en  1704  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences. 
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Nous  (levons  njoulcr  à  ('elle  liste  le  Tniifr  de  (inouioiu^jin',  (|iii  piuiil  en 
1()8!2 ,  cl  (jiii  élail  un  ouvra^'c  Mainiciil  iiouNcaii,  (»ù  La  Mire  i(''s(»l\ail 
toutes  les  (|U(vs|i(uis  ^Mapliicuieinent,  sans  tri;;(ui(Mn<''tiie,  niènie  re(lili;;ne,  cl 
eu  u'enipioyaut  {\uo  le  eouipas,  la  lè^^le  et  le  lil  à  plouih. 

§  !23.  Le  liaité  des  seelious  eoni(|ues  eut  unc^  ^nande  i(''|)nlali()ii  dans 
toute  rLui(»|)e  savante,  el  (il  re^'arder  La  Ilire  eoinine  un  auleui-  oii^M- 
nal  sur  eelle  nialièic.  Sa  uiélhode  en  ellet,  (iuoi(jue  pur-einenl  s}nllié- 
li(|ue  connue  celle  des  Anciens,  en  dineiail  esscnlicllcnienl.  Les  Anciens 
a\ aient  considéré  les  sections  coni(jues  dans  le  cône,  mais  seulement  pour 
en  concevoir  la  iiénération  el  en  démontrer  (piel(|ues  pro|)riélés  princi- 
pales (donl  la  plus  considéiable  élail  le  lapporl  constanl  du  cairé  de 
Tordonnée  au  ()roduit  des  segments  faits  sur  Taxe)  ',  el  faire  servir  en- 
suite ces  pi'opriélés  primitives  à  la  recherche  el  à  la  démonstration  de 
toutes  les  autres;  de  sorte  qu'ils  formaient  leur  théorie  des  coniques  sans 
connaître  la  nature  ni  aucune  propriété  du  cône,  et  indépendamment  de 
celles  du  cercle  qui  lui  sert  de  base  :  Apollonius  démontre  souvent  les  pro- 
[)riétés  du  cercle  de  la  même  manière   et   en  même   temps    que   celles 


'  Si  l'on  demande  la  raison  de  la  fécondité  de  celte  propriélé  des  coniques,  on  dira,  en 
Géométrie  analytique,  que  c'est  parce  qu'elle  est  ré(j'Mo//on  même  de  la  courbe,  e(  que  dès 
lors  il  n'est  point  étonnant  que  cette  pro|)riété  se  prête  à  toutes  les  transformations  que  l'on 
ferait  subir  à  celte  équation.  Mais,  en  Géométrie  pure,  il  faut  remonter  à  une  raison  plus  directe, 
prise  de  la  nature  seule  de  la  cliose,  et  non  empruntée  d'un  système  de  coordonnées  auxiliaire 
et  artificiel;  et  l'on  reconnaît  alors  que  celte  raison  est  que  la  relation  en  question  exprime 
une  propriété  de  six  points  pris  sur  une  conique.  Mais  ces  six  points  n'ont  pas  entre  eux  toute 
la  généralité  de  position  possible  :  quatre  de  ces  points  sont  deux  à  deux  sur  deux  droites  paral- 
lèles. 

Malgré  cette  condition  restreinte,  la  relation  dont  il  s'agit  suffît  pour  construire  une  co- 
nique par  points,  quand  on  en  connaît  cinq,  donnés  arbitrairement.  On  conçoit  donc  qu'elle 
doit  sufiire  aussi  pour  conduire  à  toutes  les  propriétés  des  coniques.  Mais  il  faudra  souvent 
suivre  une  voie  moins  directe,  qui  nécessitera  quelques  détours  de  plus  que  si  l'on  connaissent 
une  relation  générale  de  six  points  quelconques  d'une  conique.  Celle  observation  explique  pour- 
quoi les  beaux  tliéorèmes  de  Desargues  et  de  Pascal,  qui  expriment  cette  relation  tout  à  fait 
générale  de  six  points  d'une  conique,  ont  apporté  dans  cette  tbéorie  une  facilité  inconnue  aux 
Anciens. 
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de  rdlipse.  La  lliic  coiirul  une  niarclM!  plus  lalioiiiiL'Ilo  el  plus  métho- 
dique,  <'l  (onséquomment  plus  courle  cl  plus  lumineuse.  Il  commenra  par 
(''lal)lii'  les  pn)|)i'iélés  du  cercle,  (\u\  devaient  se  représenter  dans  les  coni- 
(pies,  pai'ticulièreinent  celles  (|ui  tiennent  à  la  di\isi()n  harnionicpie;  et 
ensuite,  il  en  fit  usage  pour  découM'ir  et  démontrer,  dans  les  sections  du 
cône,  les  propi-iélés  aiialoijjues.  Et  cette  méthode  eut  cela  de  remarquahle 
alors,  qu'elle  ne  faisait  |)oint  usage  du  triangle  par  Taxe,  et  qu'elle  s'appli- 
quait indistinctement  à  toutes  les  sections  du  cône. 

Cette  manière  de  procéder  était,  comme  on  le  voit,  dans  l'esprit  de  celle  de 
Desargues  et  de  Pascal,  (pii,  par  la  perspective,  trans|)ortaient  aux  coniques 
les  propriétés  du  cercle.  La  llire  a  pu  aussi  emprunter,  du  lirouillon  projet 
des  Coniques  de  Desargues,  Fusage  heureux  que  Tauteur  y  faisait  de  la 
proportion  harmonique  et  de  (juelques  relations  d'involulion.  C'est  sous  ces 
deux  rapports  que  nous  regardons  ce  géomètre  comme  le  continuateur  des 
doctrines  de  Desargues  et  de  Pascal. 

§  24.  Nous  devons  dire  que  la  nouvelle  méthode,  i\m  fait  dériver  les 
propriétés  des  coniques  de  celles  du  cercle,  et  de  la  considération  du  solide 
dans  lequel  ces  courhes  prennent  naissance,  avait  déjà  été  pratiquée  par 
deux  géomètres  du  siècle  précédent.  D'abord  par  Verner,  de  Nuremberg, 
qui  avait  démontré  ainsi  plusieurs  propriétés  élémentaires  des  sections 
coniques  ^  ;  et  ensuite,  avec  plus  d'étendue  et  d'une  manière  plus  savante, 
par  le  célèbre  Maurolicus  de  Messine,  qui,  après  avoir  traduit  plusieurs 
écrits  des  Anciens,  mit  au  jour,  entre  autres  nombreux  ouvrages  de  lui- 
même,  un  Traité  des  Coniques^  où  il  suivit  cette  marche  nouvelle,  attri- 
buant à  celle  qu'avaient  suivie  les  Anciens  la  prolixité  de  leurs  démonstra- 
tions -. 

'  J.  Verneri  Libellus  super  vigintiduobus  eleinenlis  conicis,  etc.;  in-i".  1522. 

-  Quoniam  Apollonius  omnia  fer!;  conicorum  demonstrata  conatus  est  iii  planum  redigere , 
untiquiuribus  insigiiior  ;  neglectd  conorum  descriplione,  eluliuitdè  (juœreus  urgumenlu,  cogitur 
persœpe  obscurius  et  indirecte  deinonstrare  id ,  quod  contemplundo  solidœ  fgurœ  sectionem, 
aperlius  et  brevius  demonstratiir.  (D.  Francisci  Maiuolici  Opiscula  mathematica.  111-4";  Vcneliis, 
l;i73;  p.  280.) 
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Il  (>si  jiisic  (le  cilcr  oiicoro  à  <•<'  siijcl  (Juan'iii,  ((HiU-nii^HMiii  «If  f-fi 
Iliio,  (|iii  avîut  aussi  doimô,  en  KiTI,  un  Tnii/r  des  (!(ni/(iiics,  où  il  Tai- 
sait nu  usaf^r  rrciiucnl  de  la  coiisidcralion  du  cùnc,  pour  dcnionlicr 
leurs  propriôlôs.  On  y  \vi\\ah\[w  siuioul  nue  dcnionslraliou  cxlirnuMucnl 
simple,  ol  (jui  s'aj)pli(pu'  aux  liois  soclions  coniciucs  eu  niriuf  Icinps, 
do  la  propiii'Mr  du  lapporf  conslaul  des  pioduils  des  se^^nenls  l'ails  sui- 
des cordes  paraiièles,  (pii  aNail  loujoiu's  exi^^é  la  connaissance  de  plii- 
sieuis  proposilions  pi'cliniinaires.  Cctle  niélliode  clail  un  progrès  dans 
la  lli('>oiie  des  conicpies;  mais  (îuaiini,  Irès-savanl  du  reste  dans  toutes 
les  parties  de  la  (jéométrie,  ne  Ta  pas  sui\ie  systématiquement  et  avec 
le  talent  de  La  llire.  {Voir,  au  sujet  de  Maurolicus  et  de  Guarini,  la 
Note  XML) 

§  25.  Nous  dirons,  en  passant,  (pi'outre  la  méthode  des  Anciens  et 
celle  (|u'a(lopla  La  llire,  nous  en  concevons  une  troisième  qui  n'a  point 
été  employée,  et  qui  eût  été  piopre  pourtant,  si  nous  ne  nous  abusons,  à 
simplifier  beaucoup  les  démonstrations,  et  à  mettre  dans  tout  leur  jour 
les  principes  et  la  véritable  origine  des  diverses  propriétés  des  coniques  : 
sous  ce  rapport,  on  ne  peut  se  dissimuler  que  la  méthode  des  Anciens 
n'ofl'rait  qu'obscurité. 

Cette  méthode  eût  consisté  à  étudier  les  propriélés  du  cône  lui-même,  et 
à  les  formuler,  indépendamment  et  abstraction  faite  de  celles  des  coniques; 
et  celles-ci  se  seraient  déduites  des  premières  avec  une  facilité  cl  une  géné- 
ralité ravissantes.  On  le  concevra  sans  peine,  car  partout  où  les  Anciens 
employaient  trois  démonstrations  dilTérentes  pour  établir  la  même  pro- 
priété dans  les  trois  sections  coniques  :  ellipse,  hyperbole  et  parabole, 
parce  qu'ils  s'appuyaient  sur  les  caractères  particuliers  à  chacune  de  ces 
courbes,  un  seul  raisonnement  sulïit  pour  démontrer,  dans  le  cône  même, 
la  propriété  analogue,  d'où  celles  des  trois  coniques  doivent  se  déduire 
comme  de  leur  vraie  et  commune  orie;ine. 

De  celte  manière,  on  eût  vu  plusieurs  propriétés  des  coniques  prendre 
naissance  dans  le  cône,  telle  (|ue  celle  des  foyers,  qu'il  semble  qu'Aj)oI- 
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lonius  i\'\\  (l('\in(''(»,  vl  i\\w  ni  ce  géonn'lic,  ni  jiiiciiii  de  coiix  (|iii  Pont 
siii\i,  \\\)\\[  laUachéc  aux  j^'opriétés  du  corilc ,  on  à  ((dlcs  du  cône; 
de  soile  que  Toriginc  proniiôrc  de  ces  points  singuliers,  celle  ((ni  ne  par- 
ticipe (pie  de  la  nature  du  cône  où  la  courbe  prend  naissance ,  est  restée 
ign()r(''e. 

l'n  autre  avantage  de  la  nu'thode  (jue  nous  in(li(pions  eût  6lé  de  former, 
en  nuMiie  temps  (jue  la  lh(30iie  des  conicpies,  celle  des  c(')nes  à  l)ase  cir- 
culaire, dont  Irt'S-peu  de  pro|)ri(''t(''s  t'taient  connues  jus(ju'à  ces  derniers 
tem|)s.  Cela  n'eùl  présenl(3  aucune  diiïicultci;  et  nous  croyons  pouvoir  en 
indicpier  comme  preuve  Fessai  que  nous  avons  fait  de  cette  m(îtliode  dans 
un  Mc'nuure  où,  en  iradmetlant  (pie  les  seules  propri(3l(''s  du  cercle,  dont 
la  plupart  sont  (^'videntes,  nous  sommes  parvenu  à  un  tr(3S-grand  nombre  de 
propiic'Mc's  nouvelles  des  c(jnes  du  second  d(3gr(3,  dont  quelques-unes  sont 
analogues  et  conduisent  à  celles  des  foyers  des  coniques;  ce  (pii  monire 
comment  l'existence  de  ces  points  et  leurs  propriétés  se  rattacbent  à  celles 
du  cône  '. 

On  penserait,  à  la  lecture  des  premiers  mots  du  Traité  des  Sections 
coniques  de  Wallis,  que  la  métbodc  que  nous  venons  de  proposer  fut  celle 
que  suivit  ce  grand  géomètre;  car  il  aiuionce  qu'ayant  reconnu  que  la  tbéorie 
des  coniques  est  diilicile,  il  va  d'abord,  dans  le  but  de  la  simplifier,  étu- 
dier la  nature  du  cône  mieux  que  ne  Tout  fait  les  Anciens,  pour  en  déduire, 
comme  de  leur  vraie  sour<îc,  les  propriétés  de  ces  courbes.  Mais  Wallis  se 
liàte  d'ajouter  (ju'il  se  bornera  aux  principales  de  ces  propriétés,  à  celles 
qui  peuvent  conduire  à  la  découverte  de  toutes  les  autres.  Et  en  elTet,  après 
avoir  démontré  celle  (|ui  lui  sert  à  exprimer  les  coniques  par  une  équation 
entre  deux  coordonnées,  à  la  manière  de  Descartes,  il  suit  une  autre  marclie 
et  donne  un  traité  analytique  de  ces  courbes. 

§  26.  Revenons  au  Traité  de  La  Hire.  Cet  ouvrage  est  divisé  en  neuf 
livres.  Le  premier,  qui  est  le  fondement  de  tout  le  reste,  traite  successive- 

•  Mémoire  de  Géométrie  pure  sur  les  propriétés  générales  des  cônes  du  second  degré.  In-i"; 
1830. 


iiisT()ii{i<  1)1-:  LA  (;i:()Mi:'ii{u:.  121 

iiKMil  (les  pi()|)ii(''lôs  (le  la  (li\isi()ii  liaiin(uii(|U('  (ruiic  li^Mic  droilc  ;  de  ccllivs 
dos  faisceaux  harm(>in'(Hios;  cl  ciiliii  des  liâmes  di\is(''cs  liarmom^iiicmciil 
dans  le  cercle.  Il  s'y  (loiive  aussi  (|uel(|ues  cas  particuliers  de  la  relalioii 
d'involuliou  de  six  poiiils,  (luoicjue  celle  relalion  ue  s'}  Iiounc  pas  dans 
loule  sa  ^éiiéralilé.  (le  livre  est  une  iniroduclion  croù  se  déduisent,  dans 
la  suite,  des  démoiislralious  faciles  et  j^énérales  de  théorèmes  (pii  avaient 
coulé,  aux  Anciens,  de  lon;;s  et  pénibles  d(''\elop|)einents.  C/esl  eu  cela  (|ue 
consistent  la  nou\eauté  et  le  niérile  de  la  inélhode  de  La  llire. 

A  rexceplioii  du  problème  ad  très  et  quaftior  lineas,  et  des  beaux  théo- 
rèmes généraux  qui  faisaient  la  base  des  ouvrages  de  Desargues  cl  de  Pascal, 
toutes  les  aulres  propriétés  connues  des  coniques  se  trouvaient  réunies,  pour 
la  première  fois,  dans  le  traité  de  La  Ilire,  et  démontrées  synthéticpie- 
menl,  d'une  manière  uniforme  et  élégante.  Plusieurs  étaient  dues  à  ce  géo- 
mètre. Parmi  celles-ci,  nous  citerons  d'abord  la  théorie  des  pôles ,  qui  con- 
siste dans  les  trois  théorèmes  suivants  : 

1"  «  Si,  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  transversale  qui 
»  rencontre  une  conique  en  deux  points,  les  tangentes  en  ces  points  se 
»  croiseront  toujours  sur  une  même  droite.  »  (Propositions  27  et  28  du 
»    livre  l*^^,  et  2i  et  27  du  livre  2.) 

Et  réciproquement  :  «  Si,  de  chaque  point  d'une  droite,  on  mène  deux 
»  tangentes  à  une  conique,  la  droite  qui  joindra  les  deux  points  de  contact 
»  passera  par  un  point  fixe.  »  (Propositions  26  et  28  du  livre  l^"",  et  23 
et  26  du  livre  2.) 

Ce  point  a  été  appelé,  dans  ces  derniers  temps,  le  pôle  de  la  droite  :  celle-ci 
est  la  polaire  du  point. 

2"  «  Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  plusieurs  transversales  qui  ren- 
contrent une  conique,  les  droites  qui  joindront  deux  à  deux  les  points  de 
rencontre  de  deux  quelconques  des  transversales  se  rencontreront  sur  la 
polaire  du  point  fixe.  »  (Propositions  22  et  23  du  livre  1'^%  et  30  du 
livre  2.) 

Z°  «  Enfin  :  le  point  où  chaque   transversale   rencontre  la  polaire  du 
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»  point  fixe  est  le  conjugué  harmonique  de  ce  point  fi\e^  pnr  rnppoit  aux 
»  deux  points  où  la  transversale  rencontre  la  courbe.  »  (Propositions  21  du 
livre  !«••,  et  23  et  26  du  livre  2.) 

Celte  dernière  proposition  était  connue  d'Apollonius. 

Elle  est,  dans  le  traité  de  La  Hire,  la  proposition  fondamentale,  dont 
pres(pie  toutes  les  autres  se  déduisent.  On  voit,  par  exemple,  dans  la  pro- 
position 3  du  3*^  livre,  comment  elle  conduit  naturellement  à  la  propriété  du 
carré  de  l'ordonnée  comparé  au  rectangle  fait  sur  l'axe. 

Ainsi  cette  proposition  joue,  dans  le  grand  traité  de  La  Hire,  le  même 
rôle  que  la  proposition  du  laliis  rectum  dans  Apollonius;  que  le  théorème  de 
Tinvolution  de  six  points  dans  le  Brouillon  projet  des  Coniques  de  Desar- 
gues, et  que  rhexagramme  mystique  dans  l'ouvrage  de  Pascal. 

II  est  aisé  de  voir  que,  des  trois  propositions  énoncées,  les  deux  pre- 
mières sont  comprises  dans  le  théorème  sur  le  quadiilatère  inscrit  aux 
coniques  :  nous  avons  dit  que  Pascal  l'avait  probablement  déduit  de  son 
hexagramme;  et  la  troisième  est  une  conséquence  aussi  de  ce  même  théo- 
rème, au  moyen  de  la  13 1"'*^  proposition  du  7^  livre  des  Collections  muthê- 
tnatiques,  que  nous  avons  citée  en  parlant  de  Pappus. 

Mais  l'ouvrage  de  Pascal  n'ayant  jamais  été  publié,  La  Hire  a  le  mérite 
de  l'invention  de  ces  belles  propositions.  Depuis,  elles  ont  été  reproduites 
par  Mac-Laurin,  dans  son  Traité  des  Fluxions,  et  dans  son  Traité  des 
Courbes  géométriques;  par  R.  Simson,  dans  son  Traité  des  Sections  coniques; 
par  Carnot,  dans  sa  Théorie  des  Transversales  ;  et  par  divers  autres  géo- 
mètres. 

La  pi'emière  et  sa  réciproque  ont  été  démontrées,  dans  la  Géométrie  des- 
cri])tive  de  Monge,  d'une  manière  intuitive  fort  élégante,  et  ont  été  étendues, 
par  cet  illustre  géomètre,  aux  surfaces  du  second  degré.  C'est  de  cette  époque 
que  datent  l'importance  et  les  usages  de  cette  théorie  des  pôles,  renfermée 
auparavant  dans  les  ouvrages  profonds  que  nous  venons  de  nommer,  et 
presque  inconnue  aux  jeunes  géomètres  qui  n'ont  étudié  les  coniques  que 
dans  les  traités  analytiques. 
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Piirmi  (l'jnilics  |)i()|)ii«'h''s  |(mm;ii(|ii;>I)I('s  des  sections  ('(Mii(|iH's,  ducs  ;'i 
La  Ilii'C,  nous  cilcrons  encore  le  lien  ^^(''oin<''lri(|iie  du  sonnnel  iWiw  ;iii^de 
droil  circonsciil  à  inie  coni(|ne,  IcMjncI  esl  nn  cercle  |)oin*  relli|)s<'  el 
l'hyperbole,  el  une  droite  pour  lu  p<u'ni)oI(^  (8*'  livre,  propositions  20,  27 
el  28)  ^  :  c'est  Mon^c  aussi  (pii  a  i^éïK'ralisé  celte  proposition,  et  fait  Noir 
que  le  poinurinlersection  de  trois  plans  reclani:;nlaires,  tan^'(Mits  à  une  sur- 
filée du  second  degré,  se  trouve  toujours  sur  une  sphère  (|ui  devient  un 
plan  si  la  snilace  esl  un  paraholoïde. 

La  Hire  a  considérablement  enrichi  la  théorie  des  foycm,  el  doinié  une 
eonslruclion  élégante  el  facile,  par  la  ligne  droite  el  le  cercle,  d'une  coni(|ue 
qui  doit  passer  par  trois  points  el  dont  le  foyer  est  donné.  Problème  ulih;  en 
astronomie,  el  pour  le(iuel  le  célèbre  astronome  el  géomètre  Ifalley,  qm' 
l'avait  résolu  le  premier,  avait  employé  une  hyperbole  -. 

§  27.  Jusqu'à  Descartes,  il  n'y  avait  eu  qu'une  manière  de  concevoir 
la  génération  des  coniques  :  c'était  dans  le  solide;  c'est-à-dire,  dans  le  cône 
à  base  circulaire.  Mais  la  Géométrie  de  cet  illustre  novateur  fit,  comme 
dans  les  autres  parties  des  mathématiques,  une  révolution  complète  dans  la 
théorie  de  ces  courbes  :  elle  apprit  à  leur  donner  naissance  sur  le  plan, 
et  sans  qu'il  fût  besoin  d'employer  la  considération  du  cône.  Il  sulïisait  à 
Descartes  de  remarquer  que,  dans  son  système  de  coordonnées,  toutes  les 

'  La  Hire  a  aussi  donne  [àmn^  \<is  Mémoires  de  V Académie  des  sciences ,  année  1704),  le 
lieu  des  angles  égaux,  aigus  ou  obtus,  circonscrits  à  une  conique,  lequel  esl  une  courbe  du  qua- 
trième degré,  qui  se  réduit  au  second,  et  devient  une  bypcrbole,  quand  la  conique  proposée  est 
une  parabole. 

Dans  ce  même  Mémoire,  La  Hire  a  traité  la  même  question  pour  la  cycloïde,  et  est  par- 
venu à  ce  résultat  curieux,  savoir,  que  tous  les  angles  égaux,  droits,  aigus  ou  obtus,  circonscrits 
à  cette  courbe,  ont  leurs  sommets  sur  une  seconde  cycloïde  raccourcie  ou  allongée. 

Nous  avons  trouvé  que  les  épicycloïdes  du  cercle  jouissent  de  la  même  propriété;  c'est-à-dire 
que  : 

Si  à  une  épicycloïtle,  engendrée  par  un  point  d'une  circonférence  de  cercle  qui  roule  sur  un 
autre  cercle  fixe,  on  circonscrit  des  angles  tous  égaux  entre  eux ,  leurs  sommets  seront  situés 
sur  une  épicycloïde  allongée  ou  raccourcie. 

■*  Melhodus  directa  et  geomelrica  cujus  ope  invesligantur  Aplielia,etc.,  Planetarum.  Transac- 
tions PHILOSOPHIQUES,  année  1G76,  n"  128. 
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('()m'(|uos  (Haieiil  lepirsciilc'os  pnr  IV(|iKi(i()ii  j;éuéial(î  du  second  dcirn*.  Ce 
mode  d'exj)ression  ;in;d\li(iue  élail  pi'opre  à  la  reclieiclie  et  au  d(';velo|)- 
peineiil  de  leurs  nonihi'euses  propriétés.  Cette  méthode  fut  adoptée  d'abord 
par  Wallis,  (pii,  le  |)i'emiei',  doniia  un  traité  analyti(pu;  des  sections  co- 
niques; et  depuis,  pai-  la  plupart  des  géomèlres  (|ui  écri\irent  sur  ces 
courJ)es.  Cependant  on  continua  encore,  pendant  un  siècle,  de  considérer  les 
com"(]ues  dans  le  cône;  et  les  traités  qui  parurent  dans  cet  intervalle  réunirent 
les  deux  méthodes,  celle  des  Anciens  et  celle  de  Descartes. 

La  manière  de  Desargues  et  de  Pascal,  de  considérer  les  coniques,  ren- 
trait dans  celle  des  Anciens,  puisqu'ils  formaient  ces  courbes  par  la  perspec- 
tive du  cercle.  3Iais  leur  méthode  lirait  Tun  de  ses  principaux  avantages  de 
renq)loi  de  la  théorie  des  transversales,  dont  les  Anciens  avaient  fait  usage 
dans  les  systèmes  de  lignes  droites  seulement,  et  non  dans  la  théorie  du 
cercle  ni  des  coniques. 

Grégoire  de  St.-Vincent,  connue  nous  Tavons  dit,  avait  imaginé  de 
nombreuses  manières  de  former  les  coniques  Pune  par  Pautre;  Schooten 
en  avait  doimé  diverses  descriptions  organiques;  De  Witt  avait  fait  un  pas 
de  plus,  en  formant  ces  courbes  de  différentes  manières  assez  générales, 
dont  il  s'était  servi  avec  habileté  pour  démoritrer  leurs  propriétés  princi- 
pales; mais  ses  modes  de  description  n'étaient  pas  les  mêmes  pour  les  trois 
courbes. 

La  Hire,  ayant  sous  les  yeux  la  manière  universelle,  mais  analytique, 
de  Descartes,  et  les  tentatives  de  De  Witt,  chercha  aussi  un  mode  de  des- 
cription générale  des  coniques  sur  le  plan,  qui  put  servira  démontrer  leurs 
mêmes  pro|)riétés  que  dans  le  solide. 

§  28.  Il  exécula  son  dessein  de  deux  manières,  dans  deux  ouvrages  qui 
précédèrent  son  grand  Traité  de  lG8o,et  commencèrent  sa  réputation  comme 
géomètre,  en  1673  et  1679. 

Dans  le  Traité  de  1679  ^,  La  Ilire  définit  les  sections  coniques,  des  courbes 

'  yotiveaux  clémens  des  seclioîis  coniques.  Les  lieux  géométriques.  La  conslniclion  ou  effec- 
tion  des  équations.  (In- 12;  1079.) 
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(elles,  (|ii('  lii  somme  ou  l.i  dilIV'rciKM»  dos  dislniices  de  ehneuii  de  leurs 
points  à  deii\  poiiils  lixes,  esl  conslMiile,  ou  hieu  dont  (-li.-i(|ue  |)<mil  esl  :i 
é^;de  disliuiee  (Tmi  |)(muI  el  (Tiuie  droile  lixes.  De  ce  seul  point  de  d(''piul, 
il  eoneint  un  l'ivuid  nonihic  de   propric'tés  de  ces  eouihes. 

(-elle  manièi'e  de  prc'seulei'  la  théorie  des  eonicpies  a  été  adopl(''e  par  plu- 
si(»urs  géomètres,  (pii  en  ont  l'ait  la  hase  de  leurs  ou\ra^M's,  tels  (pi(!  le  mai- 
(piis  de  Jjïospital,  \\.  Simson,  (Jiiisnée,  .Mauduil ,  etc. 

La  Ilire  réunit  à  cet  ouvraj^e  deux  autres  parties  (liHV'renles  sur  les  lieux 
^•éomelri(pies,  traités  par  la  mi'lhode  de  Deseai'tes,  el  sur  leur  usai2;(;  pour' 
la  construction  des  é(|uations. 

('elle  dernière  partie  esl  lerminée  par  la  construclion ,  en  n'employanl 
(jue  la  ligne  di-oite  et  le  cercle,  d'un  dos  plus  fameux  prohièmes  sur  les  coni- 
ques, qui  est  de  leur  mener  une  normale  par  un  poinl  pris  au  dehors  de  la 
courhe.  Anderson  ',  Sluze  et  Iluygens  Tavaienl  résolu  pour  la  parahole 
seulement;  ce  qui  n'olVrait  pas  une  grande  diniculté,  parce  que  la  question, 
n'ayant  dans  ce  cas  que  trois  solutions,  pouvait  être  résolue  par  un  seul 
cercle.  Mais  le  cas  de  IVllipsc  et  de  Thyperhole,  qui  admet  quatre  solutions, 
était  une  question  très-dilïicile,  qui  sulïisail  pour  prouver  toute  la  sagacité 
de  La  Ilire  dans  IWnalyse  de  Descartes. 

§  29.  Le  Traité  de  1673,  intitulé  :  Nouvelle  méthode  en  Géométrie, 
pour  les  sections  des  superficies  coniques  et  cylindriques ,  est  celui  où 
La  Ilire  se  monlre  vraiment  original  et  novateur,  et  celui  surtout  qui  nous 
porte  à  placer  ce  géomètre  au  rang  des  fondateurs  de  la  Géométrie  moderne. 

Cet  ouvrage  se  compose  de  deux  parties,  dont  chacune  offre  une  méthode 
nouvelle,  el  a  un  mérite  dilïérenl.  Le  titre  que  nous  venons  d'énoncer  se 
rapporte  plus  particulièrement  à  la  première  partie,  où  l'auteur  considère 
les  coniques  dans  le  cône  :  la  seconde,  où  il  les  engendre  sur  le  plan,  esl 
intitulée  Planiconiques. 

La  première  partie  peut  être  regardée  comme  un  essai  de  la  méthode 

*  A.  Andersoni  Exercitationum  mathenialicanini  Decas  prima,  etc.  Paris;  10 19,  iii-4°. 
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que  La  Hirc  a  suivie,  douze  ans  aj)rès,  dans  son  ^M-aiid  Trailr;  car  il  y 
commence  par  vini;!  Icmmcs  (jui  i-onlenl  sur  la  mcnie  malirre  (|U(!  le  i"  livre 
de  ce  Ti'ailé,  cl  dont  il  se  sert  ensuite  pour  démontrer,  avec  une  généralité 
nouvelle  alors,  et  sans  se  servir  du  triangle  par  Taxe,  les  principales  pro- 
priétés des  coniques.  Mais  ses  démonstrations  sont  loin  d'olTrir  le  même 
degré  d'élégance  et  de  simplicité  (jue  celles  du  Traité  de  l()8o. 

Dans  ses  P/anicoiiiques,  La  liire  inujgina  une  descri|)tion  générale  des 
coniques  sur  le  plan,  au  moyen  du  cercle,  comme  dans  Pespace,  et  sans 
connailre  aucune  proj)riété  de  ces  courbes:  puis  il  lit  \oir  (pie  les  couibes 
ainsi  engendrées  sont  eiïeclivement  les  mêmes  que  celles  que  Ton  peut  tracer, 
dans  l'espace,  sur  le  cône.  Ce  que  cette  méthode  a  surtout  de  beau,  c'est  que 
les  mêmes  lemmes  qui  ont  servi  à  transporter  aux  sections  du  cône  les  j)ro- 
priétés  du  cercle,  servent  pareillement  pour  les  ap|)li(pier  aux  Plankoniqucs, 
et  les  démonstrations  restent  les  mêmes  que  dans  la  première  pariie. 

§  30.  Ce  premier  ou\rage  de  La  Ilire  étant  extrêmement  rare,  et  les 
auteurs  qui  en  ont  parlé  dans  le  tenq)s  n'en  ayant  point  fait  connaitie  l'esprit  *, 
on  nous  pardonnera  d'entrer  ici  dans  quelques  développements  pour  dire  ce 
qu'était  cette  merveilleuse  théorie  des  Pl(inico)dqiies,  restée  si  longtemps  en- 
sevelie et  ignorée,  et  qui  offrait  la  j)remiêre  méthode  suffisamment  générale 
pour  la  transformation  des  fifjures  en  d'autres  figures  du  même  genre. 

Concevons  dans  un  plan  deux  droites  parallèles  entre  elles,  que  l'auteur 
appelle  lune  formatrice,  l'autre  directrice ,  et  un  point  appelé  pôle.  Par 

'  Les  Traiifiactions  philosopliiques ,  anncc  1 670,  n"  120,  rendent  nn  compte  favorable  de 
l'ouvrage  de  La  Hire,  mais  ne  parlent  pas  de  la  partie  des  Plaîiiconiques. 

Le  Journal  des  Savans ,  année  J674  (17  décembre),  après  avoir  donné  l'analyse  de  la  pre- 
mière partie  de  roiivrage,  dit  ces  seuls  mois  des  pliuiiconiques,  <]ui  devaient  >unirc  pour  les 
préserver  de  l'oubli  :  a  L'auteur  a  ajouté  à  sa  nouvelle  métbode  un  traité  des  planiconiques,  qui 
»  est  très-beau  et  très-commode,  puisque,  par  là,  il  n'est  plus  besoin  d'imaginer  aucun  solide, 
»   ni  plan,  que  celui  sur  lequel  est  la  ligure.  » 

Wolf,  dans  son  Commentaire  des  principaux  écrits  des  géomètres,  cite  les  autres  ouvrages  de 
La  Hirc  cl  omet  celui  dont  il  est  ici  question.  Monluda  n"en  dit  mol  non  jjIus.  Cependant 
Cornélius  à  Beugliem  en  avait  fait  mention  dans  sa  Bibliogruphica  mutliemalica ,  et  Murrhard, 
depuis,  l'a  inscrit  aussi  dans  sa  BiUiotheca  malliemalica. 
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('ha(|ii('  point  M  (runo  courix'  (ioiiiK'c  chiiis  le  |)l:iii,  (Mi  iiiriic,  sons  uii<> 
ilireclion  arbilrain»,  une  liansvcrsalc  ;  c.lh'  nMiconlrc  la  (liicclricc  en  un 
point  (pron  joint  an  pôle  pai'  un<^  droite,  ol  la  l'ornialricc  en  un  s(>con(l 
point,  [)ar  IcMpicl  on  tire  une  parallèle  à  cctlc  droite.  CiCttc  parallèle  rencontre; 
la  droite  (pii  va  du  point  M  au  pôle,  en  un  point  i^l',  cpii  est  dit  [oviik';  par 
le  point  M. 

Chaque  point  de  la  courbe  proposée  lornie  ainsi  le  point  correspondant 
d'une  seconde  courbe. 

Les  points  d'une  li^nc  droite  lorment  des  |)oints  appartenant  à  une 
seconde   lii;iie  droite,   et  ces  deux   droites  se  coupent  siu'  la  fonnatrice. 

Enlin,  /es  poinls  d'un  cercle  forment  les  points  d'une  section  coni(/ue. 

Pour  démontrer  cette  [)ro|)Osition  sans  supposer  aucune  propriété  des 
coni(pies,  La  llire  imagine  un  cône  à  base  circulaire,  dans  lecpiel  est  laite 
une  section  plane;  il  abat  le  plan  du  cercle  sur  celui  de  la  section,  en  le 
faisant  tourner  autour  de  la  droite  d'intersection  de  ces  deux  plans;  puis, 
prenant  cette  droite  pour  formatrice,  une  seconde  droite  (qui,  dans  la 
position  primitive  du  plan  du  cercle ,  était  son  intersection  par  un  plan 
mené  par  le  sommet  du  cône,  parallèlement  à  celui  de  la  section)  pour 
directrice ,  et  [)our  pôle  un  certain  point  qu'il  détermine  convenablement  : 
il  prouve,  par  des  comparaisons  de  triangles  semblables,  que  la  section 
peut  être  formée  par  le  cercle  *. 

Telle  est  la  méthode  par  laquelle  La  Hire  effectuait  sur  le  plan ,  sans 
avoir  besoin  d'aucun  solide,  ni  d'autre  plan  que  celui  de  la  figure,  les 
sections  d'un  cône.  C'est  ce  qu'il  appelait  réduire  le  cône  et  ses  sections  en 
plan.  J'appliquai  à  ces  sections  planes^,  dit-il  dans  la  préface  de  son  Traité 
de  1679,  les  mêmes  démonstrations  que  j'avais  faites  pour  les  solides,  et  je 
puis  dire  que  cet  ouvrage  eut  assez  de  bonheur  pour  mériter  l'approbation 
des  plus  savans  géomètres. 

L'éclat  que  jeta  cette  première  production  de  La  Hire  fut  de  peu  de 

*  CeUe  (h'monstralion  est  assez difïicile  ;  le  piiiicipe  de  perspective,  que  nous  avons  déduit  du 
lliéoième  de  Desargues,  en  ollre  une  qui  est  naturelle  et  d'une  extrême  simplicité. 
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durée;  et  col  ouviago,  malgré  son  mérite  iiicoiileslable,  est,  depuis  |)lus 
d'un  siècle,  t()ml)é  dans  !'oul)Ii;  ce  dont  nous  nous  étonnerions,  si  nous  ne 
savions  (jue  cluuiue  épocjuc  a  ses  (juestions  du  moment,  et  que  les  idées  les 
nieilleures  et  les  plus  fécondes,  pour  être  bien  saisies,  doivent  venir  dans  le 
temps  où  les  esprits  sont  tournés  vers  Pohjel  auquel  elles  se  rapportent. 
L'étude  des  sciences  nous  ofTre,  à  chaque  pas,  la  preuve  de  cette  vérité  K 
LK  l'oivKK.  §  31.  La  méthode  de  La  Ilire  a  pourtant  été  i'ej)roduite,  ou  plutôt  inventée 

de  nouveau,  en  1704,  par  Le  Poivre  (de  Mons),  géomètre  inconnu  de 
nos  jours,  mais  qu'il  y  aurait  injustice  à  ne  pas  nommer  à  côté  de  Desar- 
gues, Pascal  et  La  Hire,  dans  Thisloire  de  Torigine  et  des  progrès  de  la 
Géométrie  moderne.  Son  ouvrage  est  intitulé  :  Tnùtvdes  Sections  du  ctjlindre 
et  du  cône,  considérées  dans  le  solide  et  dans  le  plan,  arec  des  démonstrations 
simples  et  nouvelles.  (In-8°  de  GO  pages.)  La  partie  relative  à  la  descrij)tion 
des  coniques  sur  le  plan  n'est  au  fond  que  la  méthode  de  La  Hiie,  mais  pré- 
sentée d'une  manière  très-différente,  qui  mérite  que  nous  en  exposions  ici 
l'esprit  et  les  procédés  -. 

Il  parait  que  la  première  idée  de  l'auteur  a  été  de  tracer  sur  un  cône  une 
section  plane,  sans  mener  effectivement  le  plan  qui  la  contient;  ce  qu'il  fait  de 

'  Nous  pourrions  ajouter,  avec  Monlucla:  «  Qu'il  est  des  préjugés  jusque  dans  la  Géoraétrie, 
cl  qu'il  est  rare  que  ceux  qui  sont  dès  longtemps  accoutumés  à  une  certaine  manière  de  rai- 
sonner soient  disposés  à  quitter  une  ancienne  habitude  pour  en  contracter  une  nouvelle.  » 
{Histoire  des  Malhùmadques ,  toni.  Il,  pag.  144.) 

2  II  a  été  rendu  compte  de  cet  ouvrage  dans  le  Journal  des  Savaiis,  année  t704;  et  dans  les 
Acta  eruditorum ,  année  1707. 

L'article  fort  étendu  du  Jovriud  des  Savaus  paraît  supposer  que  la  méthode  de  Le  Poivre  est 
prise  de  celle  de  La  Hire.  Mais  la  voie  d'invention  est  trop  différente  dans  l'une  et  l'autre, 
pour  que  nous  adoptions  cette  conjecture.  Ajoutons  que  l'ouvrage  de  Le  Poivre  a  un  mérite  qui 
ne  se  trouve  pas  dans  celui  de  La  Ilire  et  qui  n'a  point  été  remarqué  par  l'auteur  de  l'article 
du  journal;  c'est  de  contenir  un  second  mode  de  description  de  ses  figures,  basé  sur  leurs  rela- 
tions métriques,  dont  l'auteur  aurait  pu  tirer  un  parti  considérable  s'il  eût  poussé  plus  loin  celte 
idée  heureuse. 

Le  Journal  de  Leipzig  parle  très-favorablement  de  l'ouvrage  de  Le  Poivre.  «  IVon  sohim , 
inquil,  intra  paucas  pagellas  palmarias  sectionum  conicarunt  proprietutes  jnira  facilitale  ac 
pcrspicuitale  explicat  ;  sed  inler  cas  quoque  aliquot  proponit  anted  parum  cognitas. 
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(l(Ui\  manières  :  par  rinicrscclloii  de  cli.ujiir  arcMc  du  cô\u\  cl  (rime  aiilrc  droilc 
dkmh'v'  (-()iiv(M)al)l(>in('iil,  on  hicii  par  uik^  pioporlioii  doiil  le  dcniicr  Icniic 
di'lcrininc,  sur  cliaipic  airlc,  le  point  de  la  scclion.  IMiis,  il  ohsciNr  (pièces 
nic^nios  procèdes  peuvent  s'exécuter  aussi  sur  le  plan  même  du  cercle  qui  sert 
de  base  au  cône,  comme  dans  respace,eldonner  naissance  ;mi\  mêmes  combes. 

Concevons  un  cône  à  base  circulaire:  un  plan  coupant,  mené  aibilraire- 
menl ,  déterminera  sur  le  cône  une  section;  c'est  cette  combe  (pi'il  s;\ii\\. 
de  construire,  en  faisant  abstraction  du  plan  (pii  la  contient.  l*our  cela,  il 
faut  (fabord  picndre  dans  Tespace  les  éléments  nécessaires  à  la  d(''termina- 
tion  de  la  position  de  ce  plan;  ce  (pii  peut  se  fain;  de  diverses  manières.  Le 
Poivre  prend  la  trace  du  plan  coupant  sur  la  base  du  cône  et  une  seconde 
droite  parallèle  à  cette  trace,  et  qui  est  Tinlersection  du  plan  de  la  base  par 
le  plan  mené,  par  le  sommet  du  cône,  pai'allèlement  au  plan  coupant.  Ces 
deux  droites  et  le  sommet  du  cône  déterminent  la  position  du  plan  coupant  : 
ces  trois  doimées  doivent  donc  sulïire  pour  la  construction  de  la  courbe  qui 
résulterait  de  rinterseclion  du  cône  et  de  ce  plan,  s'il  existait  réellement. 

Or,  il  est  aisé  de  voir  que,  pour  effectuer  cette  construction,  il  n'y  a  qu'à 
menei'  par  un  point  M  du  cercle,  base  du  cône^  appelé  cercle  (jénêmteur, 
une  transversale  quelconque  qui  rencontrera  la  Imce  du  plan  coupant  et  sa 
parallèle,  en  deux  points;  joindre  le  second  de  ces  points  au  sommet  S  du 
cône,  par  une  droite,  et  mener  par  l'autre  point  une  parallèle  à  cette  droite. 
Cette  parallèle  est  évidemment  dans  le  plan  coupant,  et  rencontre  Tarète 
SM  du  cône,  en  un  point  M'  qui  a[)partient  à  la  courbe  cbercbée.  Pour  un 
autre  point  du  cercle  générateu)-,  on  aura  un  autre  point  de  la  section. 

Celte  construction  est  générale,  quelle  ([ue  soit  la  position  du  point  S  dans 
l'espace;  et  elle  subsiste  quand  ce  point  est  situé  sur  le  plan  du  cercle,  auquel 
cas  il  n'y  a  plus  de  cône.  La  courbe  formée  alors  i)ar  le  point  est  encore 
une  section  conique  '. 

'  Pour  s'en  convaincre,  il  suflit  de  concevoir  la  courbe  (jne  nous  venons  de  construire  dans 
l'espace,  et  de  la  [jrojelcr  sur  le  plan  du  cercle,  avec  loutcs  les  lignes  qui  ont  servi  à  sa 
ronslruclion.  En  projection  on  aura  une  courhe,  et  des  droites  qui  serviront  à  sa  construction, 
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Ainsi,  In  ronslniclioii  (!<»  r.Milciii'  s'a|)|)li(|ii(*  ;'i  la  dcscriplioii  dos  coniques 
sur  \o  plan,  coininc  dans  Tospacc.  Poin-  le  cas  <lu  plan,  c'est,  comme  on 
le  voil,  la  même  consti'uclion  (jue  celle  de  La  lliic  Le  point  S  est  Ui  pôle, 
la  (race  du  i)lan  coupant  est  la  forninfricr,  et  sa  |)aiallèle  est  la  directrice. 

^  3:2.  Il  y  a,  en  général,  dans  les  questions  de  Géométrie,  deux  manières 
(rapplicpiei-  les  solutions  au\(pielles  la  théorie  a  coriduil.  La  première  est 
de  delerminer  les  points  cherchés  par  des  construclions  de  liiines;  la  seconde, 
de  les  delerminer  par  des  formules  qui  se  l'éduisent  ensuite  à  des  calculs 
numéri(jues.  Il  est  toujours  utile  de  chei-cher  ces  deux  genres  de  solu- 
tions, parce  que  chacune  comporte  des  propriétés  de  la  figure  que  Pautre 
irindique  point  :  la  question  est  résolue  complètement  (piand  elle  a  été 
en\isagée  sous  toutes  ses  faces,  et  que  les  diverses  propriétés  gra|)hiques  et 
mc'triipies  qui  se  rattachent  aux  deux  solutions  dont  nous  parlons,  ont  été 
découvei'les  et  mises  dans  tout  leur  jour. 

La  construction  (jne  nous  venons  de  donner  pour  décrire  les  coniques, 
soit  dans  l'espace,  soit  sur  le  plan,  appartient  au  premier  mode  de  solution. 
Pour  la  convertir  en  une  formule  numérique,  on  compare  deux  triangles 
semblables,  qui  ont  un  sommet  commun  au  point  M  du  cercle  générateur, 
et  Ton  en  lire  une  propoilion  entre  leurs  côtés  adjacents  à  ce  sommet.  Cette 
proportion  donne  la  distance  du  point  M'  de  la  conique  au  point  correspon- 
dant du  cercle  :  c'est  la  formule  cherchée  K 

comme  les  droites  dans  l'espace  à  la  construction  de  la  section  du  cône;  c'est-à-dire  que  la 
conslruction  de  la  courbe  projetée  sera  absolument  semblable  à  celle  de  la  courbe  .diluée  dans 
l'espace;  et,  si  l'on  prend  les  lignes  projetantes  perpendiculaires  à  la  trace  du  plan  de  la  section 
sur  celui  de  la  base  du  cône,  et  également  inclinées  sur  ces  deux  |)lans,  alors  la  courbe  projetée 
sera  égale  à   la  section  du  cône;  ce  sera  donc  une  section  conique. 

De  là  aussi  on  conclut  que,  pour  transj)orter  aux  coniques  les  propriétés  du  cercle,  une  seule 
démonstration  suflil,  que  l'on  considère  la  coniciue  sur  le  plan  du  cercle  ou  dans  l'espace. 

'  Il  eût  nneux  valu  prendre  pour  inconnue  la  distance  du  point  ^1'  au  point  S;  la  formule 
aurait  conduit  naturellement  à  diverses  propriétés  des  coniques,  particulièremenl  à  celles  de 
leurs  foyers,  dont  l'auteur  n'a  rien  dit.  Il  eût  sufli,  pour  cela,  de  placer  le  point  S  au  centre  du 
cercle  générateur. 

Celle  dernière  observation,  relative  à  la  position  du  point  S,  s'applique  aussi  au  Traité  de 
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|!^  IV,\.  La  inclliodc  de  L.i  lliic  ri  de  Le  Poivre  rlail  l.i  plus  licurciisn 
o\  la  plus  IV'condc  (pToii  pùl  imaginer  pour  dccoiiMir  les  iKtinhiciiscs  pro- 
piiclés  {\vs  ('(tniipics  par  relies  du  cercle;  mais  les  axaiila^es  (pTelle  ollrail 
ne  dexaienl  poiiil  se  borner  à  cel  usai^c  parliculier;  elle  a\ail  un  a\enir 
pins  i-rand,  connne  oITranI  un  moyen  i-énéral  de  Iransfonncr.  swv  le  plan, 
les  li«>nres  en  d'anlres  dn  mènie  i^cnre,  ainsi  (pie  ferai!  la  perspeclive. 

L'injpoi'lance  de  ces  mélhodes,  (pii  lormenl  Tnne  des  docliines  principales 
de  la  (Jéoméirie  récenle,  nous  en!;ai>('  à  enirer  encore  dans  (|nel(pies  consi- 
deralions  an  snjel  de  celle  de  La  Ilire  (M  de  Le  Poivi'e,  (pn*  monlicronl 
ses  ra[)porls  a\ec  les  prali(pies  de  la  perspeclive,  avec  une  mélhode  anal()ij;ue 
imaginée  dans  le  même  temps  par  iXewIon,  et  avec  plusieuis  autres  mé- 
thodes, (Tinvention  plus  modei'ne,  dont  nous  aurons  à  parler  dans  la  suite. 

Le  mode  de  transformation  du  cercle  en  une  conicpie  sni*  le  plan, 
enïj)lové  par  La  Hire  et  Le  Poivre,  a  poui'  |)ropriété  caractéristique  que  : 
à  cluKine  point  et  à  chaque  di'oite,  considérés  comme  appartenant  au  cer- 
cle générateur,  correspondent  un  point  et  une  droile  appartenant  à  la 
conique;  et  les  relations  de  position  des  deux  figures  sont  telles,  que  deux 
points  correspondants  sont  en  lii>ne  droite  avec  un  point  fixe  S,  et  que 
deux  droites  correspondantes  concourent  sur  un  axe  (ixe  :  cet  axe  est  la 
droile  que  nous  avons  apj)elée  formatrice  dans  la  méthode  de  La  Hire,  et 
qui  nous  représentait,  dans  celle  de  Le  Poivre,  la  trace  d'un  plan  coupant. 

Ce  point  S  et  Taxe  fixe^,  considérés  comme  appartenant  au  ceicle,  sont 
eux-mêmes  leurs  correspondants  par  rapport  à  la  conique,  de  sorte  qu'ils 
jouent  le  même  rôle  par  rapport  à  chacune  des  deux  courbes. 

Si,  du  point  fixe,  on  peut  mener  deux  tangentes  au  cercle,  elles  seront 
aussi  tangentes  à  la  conique;  et  si  Taxe  rencontre  le  cercle  en  deux  points, 
la  conique  passera  par  ces  deux  points. 

La  llirc,  qui  déinonlre  les  propriétés  des  foyers,  niiiis  en  supposant  ces  points  connus  u  priori, 
comme  dans  les  coniques  d'Apollonius,  et  sans  être  conduit  à  leur  découverte.  En  plaçant  le  pôle 
au  centre  du  cercle,  la  formatrice  et  la  directrice  étant  d'ailleurs  quelconques  (mais  parallèles 
entre  elles),  on  forme  une  conique  qui  a  pour  foycf  le  pôle;  et  diverses  projiriétés  du  cercle 
s'appliquent  imniédialcraent  à  la  conique ,  relativement  à  son  foyer. 
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On  (It'moiitrc  encore  (juc ,  si  ilimx  dioilcs  sont  pnrîillèlcs,  leurs  cor- 
respondantes concoin-enl  en  un  point  situé  sur  la  di'oile  (jue  nous  avons 
a|)peléc  la  directn'rr,  de  sorte  (ju'à  un  point  (juelcoïKpie,  situé  à  l'inlini  dans 
la  première  figure,  correspond,  dans  la  seconde  figure,  un  point  situé  sur 
la  directrice;  ce  (pii  piouNc,  allendu  (pi'il  n'y  a  (jirune  ligne  droite  (pii 
pinsse  correspondiT  à  une  ligne  droite,  que  tous  les  j)oinls  (Tun  |)lan,  situés  à 
Tiidini,  doivent  être  considérés  comme  appartenant  à  une  même  ligne  droite. 

i?  34.  On  reconnait,  à  ces  diverses  pr()|)iiétés,  les  ligures  hoinolofjifjucs 
dont  M.  Poncelet  a  donné,  le  premiei-,  la  théorie  dans  son  Traite  des  Pro- 
priétés projectivcs.  Le  j)(')le  S  est  le  centre  d'ho)nolof/ie,  et  la  fonnalrice  est 
l'dxe  d'/iomofofjic. 

Les  personnes  (|ui  ont  Phahitudc  des  prati([ues  de  la  perspective  reconnaî- 
tront aussi,  dans  ce  mode  de  déformation,  les  ligures  mêmes  que  Ton  trace 
sui'  un  plan,  comme  devant  être  la  pers|)ectivc  Tune  de  Tautre. 

Ainsi,  qu'on  regarde  la  formatrice  (ou  axe  d'hoinolofiie^,  comme  la  iifjne 
de  terre,  la  directrice  connue  la  li(jne  horizontale ,  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  pôle  (ou  centre  d'honiolofjie)  sur  cette  dii'cctrice,  comme  le 
point  de  vue,  et  enfin  (|ue,  pour  déterminer  le  point  de  distance,  on  porte,  à 
partir  du  point  de  vue,  un  segment  égal  à  celte  perpendiculaire,  sur  la  direc- 
trice; puis,  qu'avec  ces  données  on  construise  la  perspective  de  la  coni(|ue 
décrite  par  La  Ilire,  on  trouvera  précisément  son  cercle  générateur.  (ïo^ye^ 
la  Note  XVIIL) 

Ainsi,  la  description  générale  des  conicjues  sur  le  plan,  qu'avait  désirée 
ce  géomètre,  existait  à  son  insu  depuis  longtemps;  mais  elle  ne  servait  (juc 
comme  simple  pratique  de  la  pers|)ective,  à  l'usage  seulement  des  artistes. 
La  Ilire  a  le  mérite  très -grand  d'avoir,  le  premier,  conçu  l'idée  de  se 
servir  d'une  telle  déformation  de  ligure  comme  méthode  de  Géométrie  ratio- 
nelle,  pour  transporter  directement  à  une  courbe  les  diverses  propriétés 
d'une  autre  courbe  décrite  sur  le  même  plan. 

Cette  méthode  était  une  généralisation  de  deux  autres  modes  de  transfor- 
mation  d'une  fiiîure  en  une  autre  de  même  nature.  Le  premier  consiste  à 
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incuci'  (Piin  poini  fixe  des  ivivons  n  tous  les  jxhiiIs  (l'une  coiirhe,  cl  ;i  les 
|)i()l(Hi^M'i'  dans  un  lapporl  conslanl  :  leurs  mouncIIcs  (^xlréniilcs  lornicnl 
une  sccoiuic  courhc  scnihlahlc  à  la  pi-cniiric,  cl  scnihiahlcntciil  |)lacc(;  par 
rappoil  au  poiiil  li\c;  le  second  mode  de  Iransloiinalion  consisU;  à  abaisser, 
de  Ions  les  poinis  (Tune  courix»,  des  oi'données  sur  un  axe  (ixe,  cl  à  les 
prolonger,  à  j)arlir  de  cel  axe,  dans  un  rapport  donné  :  leurs  exlrcniilés 
appailicnncnl  A  une  seconde  courbe  qui  est  du  même  dej^rc  cl  du  même 
ij;enre  (|ue  la  pioposée;  cl  les  lanii,enles  en  deux  poinis  correspondanls 
de  ces  deux  courbes  se  renconlrenl  sur  Taxe  lixe.  Cesl  de  celle  manière 
que  Slévin,  Grégoire  de  Saint-Vincenl  el,  avanl  eux,  le  célèbre  peintre 
Albert  Durer,  formaient  Tellipse  au  moyen  du  cercle.  On  tombe  sur  ces 
deux  modes  de  déformation  en  supposant,  dans  celui  de  La  Mire,  (pie  la 
trace  el  la  directrice,  dans  le  premier  cas,  el  le  point  S  dans  le  second,  soient 
à  Pinlini. 

Nous  trouvons,  dans  la  Géométrie  des  lignes  courbes  de  Jobn  Leslie  \ 
une  construction  des  coniques,  par  Tinlerseclion  de  deux  droites  mobiles 
autour  de  deux  pôles  fixes,  qui  revient  -^  celle  de  La  Hire.  Ce  célèbre 
géomètre  a  tiré  celte  construction  des  pi'atiques  de  la  perspective;  mais  il 
n'en  a  point  fait  usage,  comme  La  llire  el  Le  Poivre,  pour  démontrer  les 
propi'iétés  des  coniques. 

§  35.  Dans  le  même  temps  que  La  llire  conçut  sa  mélbode  de  des- 
cription des  coniques  au  moyen  du  cercle,  Newton  en  imagina  aussi  newton, 
une  du  même  genre,  dont  le  but  général  était  d'opérer,  sur  le  plan,  des 
transformations  de  figures,  dans  lesquelles  des  poinis  répondissent  à  des 
points,  et  des  droites  à  des  droites;  et  où  certaines  droites  convergentes 
devinssent  parallèles.  Il  donna  cette  mélbode  dans  le  premier  livre  de 
ses  Principes,  el  montra  comment  elle  pouvait  servir  pour  transformer  une 
conique  quelconque  en  un  cercle,  et  simplifier  ainsi  des  problèmes  difficiles. 

Ce  grand  géomètre  donna  une  construction  géométrique  el  une  exprès- 

•  Geomeiricul  analysis  and  Geometry  of  curve  Unes,  etc.  Edinburgh,  1821,  in-S". 
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sion  aiiaI\ti()iio,  ruiic  cl  Tmitic  Irùs-siinpics,  do  sos  fi'furcs  transformées, 
mais  sans  laisser  apercevoir  la  roule  (jui  PaNail  concliiil  à  ce  inoile  de 
transformalion  des  ligures;  et  cest  peut-être  pour(|uoi  il  a  été  peu  cultivé 
depuis;  car  l'esprit  éprouve  toujours  (piehpie  (lifïiculté  <'(  (piehpie  ré|)u- 
iriiauce  aux  choses  qui  ne;  portent  pas  en  elles  |)Ius  (jue  l'évidence  (pii 
convainc,  et  où  ne  se  trouve  pas  celle  (jui  éclaiie  et  njontie  les  véritables 
raisons  des  choses.  Nous  avons  été  curieux  de  comparer  celte  méthode  à 
celle  de  La  llire,  et  de  rechei'chei'  les  dilTérences  (|ui  |)ouvaient  les  carac- 
tériser, et  donner  quelque  avantage  à  l'une  sui'  l'autre,  espérant  par  là 
retrouver  le  fil  qui  avait  pu  guider  Newton.  Nous  avons  reconnu  (pie  ses 
figures  n'étaient  autres  que  celles  de  La  Ilire  placées  dans  une  position 
dilTérenle,  Tune  à  l'égard  de  Tautre;  el  qu'on  peut  aussi  les  pioduire  par  la 
perspective,  en  les  abattant  ensuite  sur  un  même  plan,  mais  d'une  autre 
manière  que  ne  l'avait  lait  La  Ilire  ;  et  c'est  ainsi  probablement  que  Newton 
aura  imaginé  sa  méthode.  Ce  procédé  est  en  elïet  l'une  des  pratiques  de 
perspective  enseignées  par  quehjues  auteurs,  dont  nous  citerons  Vignole, 
Sirigati,  Pozzo.  ÇVoir  la  Note  XIX.) 

^  30.  Il  nous  serait  facile  de  montrer  les  ressources  immenses  que  ces 
méthodes  de  transformation  des  coui'bes  sur  un  plan  auraient  offertes,  depuis 
un  siècle  et  demi,  aux  géomètres,  si  une  fatale  et  injuste  prévention  ne 
les  avait  éloignés  de  la  culture  de  la  Géométrie  pure.  iMais  il  nous  sulïit 
d'avoir  montré  que  celle  de  La  Ilire,  parliculièi'ement,  conduisait  aux 
mêmes  transformations  et  au  même  but  que  la  belle  théorie  des  figures 
homolo()i(jucs ,  dont  31.  Poncelet  a  tiré  des  résultats  aussi  nombreux  que 
remarquables.  Cette  méthode  d'ailleurs,  comme  celle  de  Newton,  n'est 
qu'un  corollaire  de  notre  principe  général  de  Oéfornudloti  fiomof/rap/u'r/ue, 
et  nous  ferions  double  emploi  en  nous  étendant  ici  davantage  sur  ses  appli- 
cations. 

§  37.  En  terminant  cet  historique  des  premières  méthodes  de  trans- 
formation des  courbes,  nous  remarquerons  que  la  manière  ingénieuse  par 
laquelle  Le  Poivre  est  parvenu  à  la  sienne,  aurait  méi'ité  aussi  l'attention 
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(les  ^('oinoli'cs  ;  car  elle  lu'posc  sur  imo  idôc  (|iii  (•(►iii|)r('n(l  lonl  un  sjs- 
lômc  (le  (ii'omvlt'ic  (Icsrn'jificc ,  ou  de  ropréscnlalion  ^rapliiquc ,  sur  une; 
aire  plane,  dos  corps  situes  chuis  IVspnc<>.  (iCllc  idée  consisU»  à  repré- 
senter, dans  la  prati(pie  de  la  persju'clive,  un  plan  situé  dans  res|)ace, 
par  deux  droites  parallèles  tracées  sur  le  tablmu ,  dont  Tiuie  est  la  trace 
du  plan,  et  laulrc  la  trace  d'un  plan  parallèle,  mené  par  le  point  de  vue. 
De  cette  manière,  une  droite  est  déterminée  par  deux  points,  (pii  sont 
ceux  où  celle  droile  el  sa  parallèle,  menée  par  le  point  de  vue,  percent 
le  tableau.  Ainsi,  voilà  un  moyen  de  représenter  sur  un  plan  tous  les 
corps  de  l'espace,  en  se  servant  uni(|uemenl  d'un  point  fixe  pris  arbitrai- 
rement au  deliors  de  ce  plan.  Ce  nouveau  mode  de  Géométiie  descriptive 
a  été  conçu  et  mis  à  exécution,  il  y  a  peu  d'années,  par  31.  Cousinery,  ingé- 
nieur des  ponts  et  cbaussées.  Nous  reviendrons  sur  l'ouvrage  de  ce  géomètre, 
quand  nous  en  serons  à  parler  de  la  Géométrie  descriptive  de  Monge. 

§  38.   Les  travaux  des  géomètres  que  nous  avons  cités  au  commence- Géométrie  analytique  à 

trois  diiueiibions. 

ment  de  cette  troisième  Epoque,  comme  les  promoteurs  de  la  Géométrie 
de  Descartes,  ne  roulèrent  généralement  que  sur  la  Géométrie  plane. 
Cependant,  ce  célèbre  pbilosophe,  comprenant  toute  la  portée  et  la  puis- 
sance de  sa  doctrine  des  coordonnées,  ne  l'avait  pas  restreinte  aux  courbes 
planes,  et  en  avait  montré  l'usage  dans  la  Théorie  des  Courbes  à  double 
courbure.  Pour  cela,  des  points  d'une  courbe  quelconque  tracée  dans  l'es- 
pace ,  il  abaissait  des  perpendiculaires  sur  deux  plans  rectangulaires  ;  leurs 
pieds  formaient  deux  courbes  planes  qu'il  rapportait  chacune  à  deux  axes 
coordonnés  situés  dans  son  plan,  et  dont  l'un  était  l'intersection  des  deux 
plans. 

Cette  doctrine  des  courbes  situées  dans  l'espace  conduisait,  comme  on  le 
voit,  au  système  de  coordonnées  à  trois  dimensions,  el  à  l'expression  d'une 
surface  par  son  équation  unique  entre  ces  trois  coordonnées.  Mais  les  spécu- 
lations des  géomètres  se  bornèrent,  pendant  longtemps,  aux  courbes  planes  ; 
et  la  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  ne  se  développa  que  plus  d'un 
demi-siècle  après. 

18 
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C/esl,  je  ci'ois,  Paient  qui  ropiésenta  pour  la  première  lois,  en  4  700, 
une  suil'aee  courbe  par  uim  équation  entre  trois  variables,  dans  un  Mémoire 
qu'il  lut  (levant  l'Académie  des  sciences. 

Ce  iMémoire,  écrit  d'une  manière  assez  peu  soijrnée,  comme  les  autres 
ouvrages  de  Tauleur,  géomètre,  du  reste,  très-babile  et  pouivu  de  connais- 
sances très-variées,  mérite  pourtant  d'être  remarqué  connue  ofTrant  la  pre- 
mière apj)lication  de  notre  système  de  coordonnées  dans  l'espace  ;  et  cette 
application  portait  sur  des  questions  assez  didiciles.  On  y  trouve  l'équation 
de  la  splière,  et  celle  de  son  plan  tangent;  la  détermination  des  ordonnées 
maxima  et  minima  dans  certaines  sections  de  la  sphère;  les  équations  de 
diverses  surfaces  du  troisième  degré,  et  des  courbes  à  double  courbure  pas- 
sant par  les  points  auxquels  répondent  des  ordonnées  maxima  et  minima  ; 
eniin ,  la  construction  des  points  d'inflexion  de  certaines  courbes  tracées  sur 
les  surfaces  K 

Depuis,  Jean  Bernouilli  a  aussi  exprimé  les  surfaces  par  une  équation 
entre  trois  coordonnées,  à  l'occasion  du  problème  de  la  ligne  la  plus  courte 
qu'on  puisse  tracer  sur  une  surface,  enti-e  deux  points  donnés. 

iMais  ce  ne  fut  qu'en  1731  que  Clairault,  dans  son  célèbre  Traité  des 
Courbes  à  double  courbure,  qu'il  composa  à  l'âge  de  seize  ans  ^,  exposa  pour 


'  Des  afTcclions  des  superficies  :  1°  de  leurs  plans  tangents;  2°  des  plus  grands  et  plus  petits 
des  superficies  et  de  leurs  plus  grands  et  plus  petits  absolus;  5°  des  courbes  qui  soutiennent  ou 
contiennent  les  plus  grands  et  plus  petits  des  superficies;  4°  des  courbes  qui  soutiennent  ou 
contiennent  les  inflexions  des  superficies.  Voir  le  deuxième  volume  des  Essais  et  Recherches 
de  mulhémuliques  et  de  physique  de  Parent;  5  vol.  in-12,  seconde  édition,  1713. 

*  Dès  làge  de  douze  ans,  Clairault  s'était  déjà  annoncé  dans  le  monde  savant,  par  un  Mémoire 
sur  quatre  courbes  géométriques,  qui  a  été  jugé  digne  d'être  imprimé  à  la  suite  dun  Mémoire 
de  son  père,  dans  le  recueil  de  l'Académie  de  Berlin  [Miscellanea  Berolinensiu,  lom.  IV^,  ann. 
173i). 

Son  frère  puîné,  mort  à  l'âge  de  seize  ans,  avait  annoncé  la  même  précocité  de  talent,  en 
mettant  au  jour,  à  quatorze  ans,  un  écrit  sur  Diverses  quadrulures  circulaires  elliptiques  et 
hyperboliques,  suivi  dune  construction  des  paraboles  cubiques  et  de  diverses  autres  courbes 
par  des  mouvements  continus. 

Ce  petit  ouvrage,  qui  a  obtenu  l'approbation  de  lAcadémie  des  sciences  de  Paris  en  1730,  et 
(|iii  .1  élé  imprimé  en   1731,  mérite  d'être  placé,  dans  le  cabinet  des  bibliographes,  à  côté  de 
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la  |)n'iniôiT  lois,  (ruiio  iiumiorc  môlh()(li(|iir,  i.i  doclriiM!  (I(;s  coonloniiccs 
dans  IVspacc,  applicuin»  aux  siiiraccs  courlx's  cf  aux  li^Mios  à  douhlc  coiir- 
hure  qui  naiss(Mil  de  IcMir  inUMscclion, 

Les  (lucsiions  iclalivcs  aux  lan^culcs  de  ces  couihcs,  à  Umv  icclilicalioii, 
à  la  (|ua(lralure  des  esj)aees  ({u'elles  délerininenl  |)ai'  leurs  ordonnées,  sont, 
résolues,  dans  ce  Irailé,  avec  une  élégance  el  une  laeiliU'  (ini  ne  le  cèdent 
aux  méthodes  actuelles  que  sous  le  ra|)porl  de  la  symétrie  des  formules, 
introduite  par  Monii:e  dans  son  grand  Traité  de  l'apjtlication  de  l'Atf/rhrc  à 
la  (j  conte  (rie, 

La  dénomination  de  Courbe  à  double  courbure,  i[(\o\i\.w  parClairanll,  jtarce 
quunc  telle  courbe  participe  de  la  courbure  de  deux  courbes  planes  qui  en 
sont  les  projections,  est  due  à  l^itot  ',  qui  Tavait  employée  dans  un  Mémoire,  iitot 

concernant  Thélice  tracée  sur  un  cylindre  droit  circulaire,  lu  à  rAcadémie 
des  sciences  en  1724. 

§  30.  Nous  avons  eu  occasion  de  faire  voir,  en  parlant  d'Architas,  de 
Geminus  et  de  Pappus,  que  les  courbes  à  double  courbure  n'ont  pas  été 
étrangères  aux  études  des  Anciens.  Depuis,  et  jusqu'à  Clairault,  d'où  datent 

V Essai  pour  les  coniques  de  Pascal,  et  dos  Recherches  sur  tes  Courbes  à  double  courbure,  du  (Vèrc 
aîné  de  rauleiir.  La  rareté  du  livre  ajoute  au  prix  de  celle  curiosité  littéraire,  offerte  par  un 
géomètre  de  quatorze  ans. 

•  Pitot,  en  se  proposant  de  carrer  la  courbe  appelée  d'abord  la  compagne  de  la  cijcloide,  puis, 
par  Leibniz,  la  ligne  des  sinus ,  parce  que  ses  abscisses  seraient  égales  aux  sinus  des  ordonnées 
si  on  enroulait  celles-ci  sur  une  circonférence  du  cercle;  Pitot,  dis-je,  trouve  :  1"  (pie  celle 
courbe  est  ce  que  devient,  dans  le  développement  d'un  cylindre  droit  circulaire  sur  son  |)Ian 
langent,  lellipse  qui  aurait  été  formée  sur  ce  cylindre  par  un  plan  sécant  incliné  de  4'J  degrés 
sur  son  axe  ;  el,2",  que  celle  courbe  provient  aussi  d  une  bélice  tracée  sur  le  même  cylindre,  et 
projetée  sur  un  plan  parallèle  à  l'axe  du  cylindre. 

Ces  deux  propositions  ont  été  démontrées,  depuis,  dans  plusieurs  ouvrages. 

La  courbe  dont  il  s'agit,  considérée  comme  provenant  d'une  ellipse,  dans  le  développement 
du  cylindre,  a  fixé  rallenlion  de  Scbubcrt,  qui  en  a  donné  la  quadrature  et  la  rectification,  dans 
les  Noia  Acla  de  Pélersbourg,  lom.  XllF,  année  179o-l79(). 

Burja,  dans  un  mémoire  sur  les  connaissances  mathé)nati(iues  d'Arislote,  a  remarqué  ([ue  ce 
prince  des  pbilosopbes  de  Tanliquilé  a  parlé  de  celle  même  courbe  dans  la  question  sixième  de 
la  dixième  section  de  ses  Problèmes. 
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leur  ihéoiio  cl  lo  rang  (pi'ellcs  o[)t  pris  dans  le  vaste  ensemble  des  pro- 
priétés de  retendue,  on  les  retrouve  encore  dans  les  travaux  de  plusieurs 
géonièlres. 

Voici,  pour  complélei"  riiistoricpie  de  ces  courbes,  un  exposé  rapide,  et 
suivant  Foi'dre  des  temps,  des  dilTérentes  circonstances  où  ces  courbes  se  sont 
présentées. 
NONius,  En   lr)30,  Nonius,  Portugais,  et  plus  tard  Wriirlit,  Stévin,  Snellius, 

ii!i-2  it.,7.  examinèi'enl  la  /oJLV(h'onu(%  qui  est  une  courbe  à  (louj)le  courbure,  tracée  sur 
le  spliéroïde  leneslre.  Cest  la  route  parcourue  par  un  vaisseau  dirigé  tou- 
jours sur  le  même  rund)  de  vent.  On  doit  à  Ilalley  cette  propriété  curieuse 
de  la  loxodromie,  d'èlre  la  projection  stéréographique  de  la  spirale  logarith- 
mi(jue. 

Vers  1G30,  Rober>al,  dans  son  Traité  des  Indivisibles^  considéra  la 
courbe  à  double  couibure,  décrite  par  un  seul  trait  de  compas  sur  la  sur- 
face d'un  cylindre  droit  circulaire,  et  démontra  diverses  propriétés  de  cette 
couibe,  et  de  celle  qui  en  résulte  par  le  dévelopi)ement  du  cylindre  sur  un 
plan. 

LM.oiiiKRE,  Peu  après,  La  Loubère  étudia  aussi  cette  courbe,  et  l'appela  c}jdo-cylin- 

drique. 

En  1637,  Descartes,  à  la  fin  du  second  livre  de  sa  Géométrie,  dit  quelques 
mots  des  courbes  à  double  coui'bure,  sans  s'occuper  d'aucune  en  particulier; 
mais  ce  peu  de  mots  en  comprenait  toute  la  doctrine  *. 

'  Dcscartos  indique  aussi  la  construction  des  normales  aux  lignes  à  double  courbure;  mais 
sur  ce  point  il  commet  une  erreur;  car  il  suppose  que  les  normales  aux  deux  courbes  planes, 
qui  sont  les  projections  de  la  courbe  à  double  courbure,  sont  ellcs-mcmes  les  projections  d'une 
normale  à  cette  courbe.  Cela  peut  se  dire  des  tangentes,  mais  non  des  normales. 

Quelque  peu  d'imporlanco  qu'ait  cette  erreur,  et  quelque  étrangère  même  qu'elle  soit  à  la 
métliode  qui  ronslitue  la  Géométrie  de  Descartes,  il  csl  fort  étonnant  qu'elle  ait  échappé  aux 
envieux  comme  aux  admirateurs  qu'a  fait  naître  cette  œuvre  immortelle,  et  à  Roberval  surtout, 
qui  se  mit  l'esprit  à  la  torture  pour  y  découvrir  quelque  défaut.  Bien  plus,  le  P.  Rabuel,  dans 
son  Commentaire,  démontra  la  construction  indiquée  par  Descartes.  Il  est  vrai  qu'il  omet,  dans 
celte  prétendue  démonstration,  de  citer  les  Éléments  d'Eudide,  comme  il  a  coutume  de  faire  à 
peu  près  une  fois  par  chaque  ligne. 


IGOO-IOGl. 


I(,2i-  1705. 
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Pascnl  n'solnl  uw  piohlômc  sur  la  s|)iral(^  coniciuc,  (jui  csl  une  li^'iic  à 
(Imihic  («tuilmic,  Iracôe  sur  uu  l'()\\o,  droit  (O/i/fwr.s  ^/c'  Vascut,  loni.    V, 

Le  l\  Coui'cicM',  daus  sou  'rrailc'  :  ()/msculnni  de  srctioiic  sn/tcr/icici  <.«mihi,ikh 
s/)h(vri('(t'  pcr  sHpcr/icicni  si)h(vri(a}n ,  n//in(fri((nn  <(f(/iit'  coninun,  etc., 
iu-4",  l()()î],  (Hil  à  cousidcTCi",  (fuui*  luauiôrc  spéciale,  des  coiuhcs  à  douldiî 
('ouil)uro.  (iC  soûl  celles  (|ui  uaisscul  do  riulcrsccliou  de  la  sphère  par  le 
côue  el  le  eyliudi'e  droits^  à  hases  eirculaires,  et  de  Tiulerseetiou  de  ces  deux 
surfaces  eulre  elles,  considérées  daus  toutes  les  positions  (|u'elles  [)euveiit 
présenter.  Cet  ouvrage,  quoique  le  sujet  irolTre  pas  de  dinicultés  sérieuses, 
mériterait  (réire  plus  connu  qu'il  ne  Test  •. 

Un  problème  proposé  en  1092  par  Viviani,où  il  s'agissait  de  percer  quatre         mmani. 
fenêtres  dans  une  voûte  hémisphérique,  telles  que  le  reste  de  la  voûte  fût 
quarrahie,  était  résolu  par  des  lignes  à  double  courbure,  et  donna  lieu  à 
Wallis,  Leibniz  et  Bernoulli,  de  considérer  de  telles  courbes  sur  la  sphère. 

Hcrman ,  en  répondant  à  la  question  de  tracer  sur  la  sphère  des  courbes 
rectifiables,  proposée  dans  les  Actes  de  Leipzig  de  1718,  fut  conduit  à  la 
considération  de  répicycloïde  sphérique,  engendrée  par  un  point  de  la  surface 
d'un  cône  de  révolution  qui  roule  sur  un  plan ,  son  sommet  restant  fixe. 

En  1728,  Guido-Grandi  considéra  sur  la  sphère  deux  courbes  à  double     (.hdo-ciundi 
courbure,  qu'il  appela  délies ,  et  dont  il  donna  la  quadrature.  L'une  de  ces 
courbes  est  simplement  l'intersection  de  la  sphère  par  une  surface  héliçoïde 
rampante,  dont  l'axe  passe  par  le  centre  de  la  sphère. 

Enfin  parut  l'ouvrage  de  Clairault,  qui  fonda  la  théorie  des  courbes  à 
double  courbure;  et  dès  lors  les  spéculations  concernant  ces  courbes  se  mul- 
tiplièrent considérablement. 

•  Frezicr,  dans  son  Traité  de  Stéréotomie ,  a  considéré  les  mêmes  courbes  que  le  P.  Cour- 
cier.  Celui-ci  les  avait  appelées  curvitegœ;  Frezicr  les  appelle  imbricatœ  [en  forme  de  tuile 
cretise). 


IIKKXAN, 
1078-  1753. 
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CHAPITRE  IV. 


QUATRIÈME    EPOQUE. 


ui infiniicMm:.!.  !^  ),  Ciiiquaiite  BUS  après  que  Descartes  avait  mis  au  jour  sa  Géométrie, 
une  autre  grande  conception  préparée  par  Fermât  el  Barrow,  le  Calcul  infi- 
nitésimal de  Leibniz  et  de  Newton,  prit  naissance  (en  1684  el  1087). 

Celte  sublime  invention,  qui  remplaçait  avec  un  avantage  immense  les 
méthodes  de  Cavalieri,  de  Uoberval,  de  Fermât,  de  Grégoire  de  Saint- 
Vincent,  pour  les  dimensions  des  figures  et  les  questions  de  maxima  et 
miiiima,  s'appliqua  aussi,  avec  une  facilité  si  prodigieuse,  aux  grandes  ques- 
tions des  phénomènes  de  la  nature,  qu'elle  devint  presque  exclusivement 
Pobjet  des  méditations  des  plus  célèbres  géomètres.  Dès  lors,  la  Géométrie 
ancieime  el  les  belles  méthodes  de  Desargues  et  de  Pascal ,  de  La  Hire  et 
de  Le  I^oivre,  pour  Fétude  des  coniques,  furent  négligées. 

L'Analyse  de  Descaries,  seule  des  grandes  productions  de  notre  deuxième 
et  de  notre  troisième  Epoque,  survécut  à  cet  abandon  général.  C'est  (ju'ellc 
était  le  véritable  fondement  des  doctrines  de  Leibniz  el  de  Newton,  qui 
allaient  envahir  tout  le  domaine  des  sciences  mathématiques. 

Cependant,  quelques  géomètres,  dans  les  premiers  temps,  et  à  leur  tète 
IJuygens,  quoiqu'il  sût  apprécier  toutes  les  ressources  de  l'Analyse  infini- 
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lôsimalc,  l\l;u'-l.;mrin,  profond  comiiuMil.iloiir  du  Trailr  des  ilarlnus  d(» 
Newton,  <'l  Ncwhm  liii-nirinc,  liiirnl  (idrlrs  ;i  la  iiM'lliodc  des  AnciViis ,  cl 
siirenl  pénélici-  dans  les  niNsIrrcs  de  la  plus  prolondc  (icoiiiclric,  |M)iir' 
irsoiidi'c,  avec  son  scid  secours,  les  plus  hautes  queslions  des  sciences  pliy- 
sico-inatliéinali{jues. 

(^)uel(pies  autres  géomètres  ensuite,  tels  ((ue  Stewarl ,  Lambert,  di^Mies 
admirateurs  de  ces  grands  lionuncîs,  marchèrent  sur  leurs  traces  et  conti- 
mièrent  leurs  savantes  méthodes.  Mais  eidin  Tattrail  de  la  nouveauté  et  les 
puissantes  ressources  (pie  |)résentait  l'Analyse  iidinitésimale,  tournèrent  tous 
les  es|)rits  vers  (faulres  idées  et  d'autres  spécidations.  De  sort(!  (|ue,  si  Ton 
peut  dire  parfois  que  la  Géométrie  d'IIuygens  et  de  IVevvton,  après  avoir 
posé  les  véritables  fondements  de  nos  connaissances  positives,  devenait 
insulïisante  pour  continuer  son  œuvre,  il  est  juste  de  convenir  aussi  (pie 
des  disciples  lui  ont  manqué;  car  je  ne  sache  pas  que,  depuis  trois  (luarts 
de  si('cle,  on  ait  fait  de  nouvelles  applications  de  cette  méthode;  et  c'est 
aujourd'hui  par  tradition  et  seulement  sur  parole,  que,  légèrement  peut- 
être,  on  parle  de  son  impuissance  et  des  limites  qui  en  restreignent  pour 
toujours  les  usages. 

§  2.  Nous  ne  pouvons  entreprendre  ici  d'analyser  tous  les  travaux  des 
grands  géomètres  que  nous  avons  nommés  ;  cette  tâche  n'entre  point  dans 
notre  cadre  et  serait  au-dessus  de  nos  forces.  Nous  ne  devons  citer  que  ceux 
de  ces  travaux  qui  se  rapportent  à  cette  partie  de  la  science  de  l'étendue, 
que  nous  avons  appelée  Géométrie  des  formes  et  des  situations;  qui  prend 
.son  origine  dans  X Analyse  géométrique  des  Anciens;  qui,  pendant  deux  mille 
ans,  s'est  exercée  sur  l'inépuisable  théorie  des  sections  coniques,  et  à  laquelle 
enfin  Descartes  a  soumis,  d'un  trait  de  plume,  l'innombrable  famille  des 
courbes  géométriques. 

Nous  allons  présenter  d'abord  un  aperçu  rapide  des  découvertes  succes- 
sives des  principales  propriétés  de  ces  courbes;  puis,  en  revenant  sur  nos 
pas,  nous  parlerons  des  progrès  que  la  Géométrie  a  faits  dans  diverses  autres 
parties. 


iU  HISTOIHi:  DE  LA  GKOMITHIK. 

ririrn  K-"<r:.i"       8  3.   ly,\  C ('Oiiu'l rlo  an;«hti(|U('  (le  Doscailes  était  un  iiisiriimciit  uiiivcrsol, 
'^"'"'  éiniiieinineiil  propi'e  à  réludc  des  courbes  iiéoiiK'tiicjUCS ;  et  ce  jdiilosophe 

cil  avait  inoiilré  l'usage  et  toute  la  puissance  dans  la  solution  des  questions 
les  plus  diverses.  Mais  ce  furent  \evvton  et  Mac-Laurin  qui,  les  premiers, 
rappliquèrent  à  la  rocliercho  des  propriétés  générales  et  caractéristiques  de 
ce  génie  de  courbes;  et  c'est  à  ces  deux  illustres  géomètres  et  à  leur  célèbre 
contemporain  Cotes,  que  Ton  doit  la  découverte  des  premières  et  plus  impor- 
tantes propriétés  des  courbes  géomélriques. 
NEWTON.  Newton,  dans  son  Emuneraiio  lincanun  tcrtii  ordinis  (anno  1706),  mo- 

dèle admirable  de  haute  Géométrie,  lit  connaitre  les  trois  propriétés  suivantes, 
qu'il  présenta  comme  extensions  des  propriétés  principales  des  coniques  '. 

La  première  concerne  leurs  (liamôfres  ;  elle  consiste  en  ce  que  :  étant 
menées,  dans  le  ])/an  d'une  courbe  (jéométrique ,  des  tran.sver.scdes  paral- 
lèles entre  elles,  et  étant  pris  sur  chacune  d'elles  le  centre  des  moyennes 
distances  de  tous  les  points  où  elle  reucontre  la  courbe,  tous  ces  centres 
se  trouvent  toujours  en  liyne  droite.  C'est  celle  droite  qu'on  appelle  dia- 
mètre de  la  courbe  correspondant,  ou  conjugué,  ii  la  direction  des  travs- 
versales. 

La  deuxième  propriété  générale  concerne  les  asymptotes,  et  consiste  en 
ce  que  :  quand  une  courbe  a  autant  d'asymptotes  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
degré  de  son  équation,  sous  quelque  direction  qu'on  tire  une  transversale, 
le  centre  des  moyennes  distances  des  points  oii  elle  rencontre  les  asymptotes 
est  le  même  que  celui  des  points  oii  elle  rencontre  la  courbe. 

Ou,  en  d'autres  termes,  la  somme  des  segments  compris  entre  chaque 
branche  de  la  courbe  et  son  asymptote,  est  la  même  de  part  et  d'autre  du 
diamètre  conjugué  à  la  transversale. 

Enfin,  la  troisième  projiriété  générale  est  celle  du  rapport  constant  des 
produits  des  segments  compris  sur  deux  transversales,  parallèles,  respective- 
ment, à  deux  axes  fixes.  On  l'énonce  d'une  manière  générale,  en  disant 

•   Proprietatis  sectionum  conicarum  competunt  curvis  sxiperiorum  generum. 
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(|ll(i  :  si  jHir  lin  /xiiii/  (/iic/cihk/iu' ,  jiris  (huis  le  p/iiti  irinii'  ((nirhc  t/ronii'- 
/rii/iir ,  <ni  nirnv  dcii.v  Inuisrcrsiilcs  iKiridli'Ics  à  ilriix  n.irs  fi.rrs ,  les  jua- 
(liiils  (les  si'f/nirii/s  coin/ir/s  sur  ci's  ilciir  i/ntifcs  ,  cnlrr  /r  ixtint  /tar  liijiii'l 
elles  sont  nirnrcs  et  la  coiirhr,  sont  ciilrc  rii.r  dans  un  ni/)/)ort  consfont  ^ 
(/nrl  i/iir  soit  ce  point. 

H  osl  aise»  do  rccoimailic  i[w  ces  trois  hcllcs  piopiiôh's,  (•(Miimimcs  à 
(oulos  les  courhcs  i^vomiiriiiucs,  sont  une  ^^('in'i'alisalion  de;  Irois  jtropo^i- 
lions  (le  la  Ihcorie  des  eoniiiiies. 

v^  i.  L'ohjel  piiiK'ipal  de  Touvrage  de  Newloii  T'Iaif  réimineialion  des 
lignes  comprises  dans  Fécpialion  du  troisième  degré  à  deux  variables,  on  il 
en  reconnut  soixante-douze  espèces  diiïèrenlcs,  aux(juelles  Slirling  en  ajouta 
(jualre. 

A  la  suite  de  cette  énunièration,  Xewlon  donna  cette  belle  et  curieuse 
proposition,  (|ui  range  ces  courbes  en  cinij  grandes  classes  piincipales, 
savoir:  «  Qu'ainsi  (pie  le  cercle,  étant  présenté  à  un  point  lumineux, 
^i^ionne  par  son  ombre  toutes  les  courbes  du  second  degré,  de  même  les 
»  cinq  paraboles  divergentes  donnent  j)ar  leur  ombre  toutes  les  courbes  du 
»  troisième  degré.  » 

L'ouvrage  est  terminé  par  la  description  oi'ganique  des  coniques  au  moyen- 
de  deux  angles,  mobiles  autour  de  leurs  sommets,  dont  deux  côtés  se  cou- 
pant toujours  sur  une  droite,  les  deux  autres  engendrent,  par  leur  intersec- 
tion, une  conique;  et  ce  mode  de  description  est  étendu  aux  lignes  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré  qui  ont  un  i)oint  double. 

Il  est  fâcheux  que  Newton  se  soit  contenté  d'énoncer  ces  belles  décou- 
vertes, sans  démonstration  ni  aucune  indication  de  la  méthode  qu'il  avait 
suivie.  Stirling,  peu  d'années  après,  suppléa  à  ce  défaut  en  rétablissant, 
avec  les  développements  préliminaires  nécessaires,  les  démonstrations  des 
propositions  de  Newton,  relatives  à  l'énumération  des  lignes  du  troisième 
degré.  Les  autres  paities  de  l'ouvrage  ont  été,  depuis,  démontrées  par 
divers  géomètres.  Le  beau  théorème  sur  la  généi'ation  de  toutes  les  courbes 
du  troisième  degré  par  l'ombre  des  cinq  paraboles  divergentes,  qui  avait 
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|)iirii  Tuu  (l(\s  plus  (linicih's,  l'a  vU'  |)ai' Claiiiiiill ',  Ni(!()l(*  -,  .Miiidocli  ~'  cl  \v 
Vnv  Ja((|iii(M'  *.  Mais  il  nous  s(Mni)l('  (|ii(î  I(»s  coiisidôralions  anal)  li((ii('s,  dans 
les(|ucll('s  CCS  gcoiiiclrcs  oui  puise  des  j)]cu\cs  sullisaulus  de  la  \éiilé  du 
ihcorcnie  de  Newton,  n'en  oui  pas  pénétré  la  natine  lù  Porij^ine.  Aussi,  un 
autre  ihéoicnie  scnd)l;d)lc,  c'est-à-dire,  int  aulrc  mode  de  i^énération  d(; 
toutes  les  courbes  du  troisicnie  dciiic'  par  Tondire  de  cin(|  d'entre  elles,  <pii 
a  une  coiuiexité  intime  a\cc  celui  de  Xewton  ,  a-l-ii  «'cliappé  aux  i^MÎomcIres 
(pii  ont  écrit  sur  cette  matière.  Ce  théorème  consiste  en  ce  (pie  :  parmi 
fontes  les  courbes  ihi  troisième  der/re,  il  en  est  riiKj  (jni  ont  un  centre  "'; 
et  ces  cinq  courbes  ^  par  leur  ombre  projetée  sur  un  plan,  donnent  naissance 
à  toutes  tes  autres. 

Ce  nouveau  théorème  et  celui  de  Xewton  reposent,  l'un  et  l'autre,  sur 
une  même  propriété  des  points  (rinllcxion,  (pii  nous  parait  en  être  la 
véritable  origine,  et  pouvoir  être  utile  pour  une  classilication  purement 
géométri(|ue  des  courbes  du  troisième  degré,  basée  sur  leurs  dinérentes 
formes.  Nous  donnerons  l'énoncé  de  cette  propriété  dans  la  Note  XX, 
Mvci.Mui.N.  ^  5.  Mac-Laurin,  inspiré  par  les  belles  découvertes  de  Newton,  produisit, 

sur  les  courbes  géométiicpies,  deux  écrits  d'une  haute  importance.  Dans  le 
piemier,  consacré  à  la  description  organique  des  courbes  géométri(pies  ^, 
l'auteur  aj)pi'end  à  décrire  de  diverses  manières ,  par  l'intersection  de  deux 
angles  mobiles,  dont  le  mouvement  est  déterminé  convenablement,  toutes 
les  courbes  géométriques.  Ses  démonstrations,  traitées  par  la  mélhode  des 
coordonnées,  n'oflVent  pas  toujours  un  degré  de  simplicité  satisfaisant; 
mais  le  deuxième  écrit  de  Mac-Laurin,  intitulé  :  De  linearum  (jeometricarum 
proprietatibus  ffcneralibus  tractatus ,  est  d'une  élégance  et  d'une  précision 
admirables. 

'  Mémoires  de  l'Arudcmie  des  sciences,  ami.  1731 . 

■■i  Ibid. 

^  yeiitoni  Genesis  curvaiuin per  loiibras;  in-8".  Loiul.,  1746. 

*  Elcineiili  fli  ]>erspctlira;  Appendice  ,  in-8°.  Romœ  ,  17'J5. 

^  Ce  sont,  (liiiis  rénuiiicratioii  des  soixante-douze  espèces  de  Newton,  les  cinq  courbes  clas- 
sées sons  les  n"'  27,  38,  59,  62,  72,  et  représentées  par  les  figures  37,  47,  67,  70  et  81. 
•»  Geoinetriu  orgunica,  sive  descriplio  linearum  ciirvurum  universulis,  in-4%  1719. 
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Toul  CCI  (MiM'ii^c  repose  sur  deux  llMMuriiics,  (|iii  srmi  deux  Ix-llcs 
pi'()|)i'i(''l(''s  fïciK'inlcs  (les  ('oiiihcs  <^(''()in(''(i'i(|ii('s.  Le  |)i('mi('r  csl  ((iliii  du 
cclcbrc  (lolos^  (juc  son  ami.  le  s.naiil  pliNsicicn  K.  Siiiilli,  (ioiin.i  dans  ses 
paj)i(M's  cl  coininnniiiua  à  I^lac-I.aiiiiii.  On  p<'iil  l\'non('er  d(!  celle  niani(Ve  : 
Si  y  (lufoiir  (/'lin  /joint  /i.ic ,  on  [ail  tumncr  une  Iransvcrsnlv  (/ni  rrnronfrc 
une  courbe  (/('otnclrii/uc  en  (iiilnnl  de  /minis  A,  W....  i/iu-fle  a  de  diïnensions, 
ef  (/lion  /)renne  sur  celle  Irunsversu/e ,  dans  c/inrune  dr  ses  /tosilions,  un 
point  M  te/  (/lie  /a  ru/eiir  inrerse  de  su  (/istuncc  un  /mini  fi.rv  soit  nioijenne 
arit/iméti(/ue  entre  /es  vu/eu rs  inverses  des  dislunees  des  jtoints  A,  H...  ()  ce 
point  fixe ,  /e  point  M  uuru  pour  /ieu  f/('onu'tri(/ue  une  droite. 

Mac-Laurin  a  appelé  le  segnienl  compris  enirc;  le  point  fixe  et  le  point 
M,  )noi/enne  /iurinoni(/ue  entre  les  segmenis  compi'is  entre  le  point  fixe 
et  la  courbe  ';  cl  31.  Poncclet  a  appelé  le  point  M,  le  centre  des  moijennes 
/iunnoni(/ues  des  j)oints  A,  B....,  pai'  rapport  au  point  fixe  -.  Ce  géomètre 
a  l'ait  voir  ((ue,  quand  le  point  fixe  est  à  l'infini,  le  point  M  devient  le  centre 
des  moyennes  distances  des  autres  points  A,  B....,  d'où  il  résulte  que  le 
théorème  de  Cotes  est  une  généralisation  du  théorème  de  Newton  sur  les 
diumètres  des  courbes. 

Le  second  théorème  dont  se  sert  3Iac-Laurin,  qui  lui  est  dû,  est  celui-ci  : 

Que,  par  un  /joint  fixe  /nis  dans  /e  p/an  d'une  courbe  géonK'trir/ue, 
on  mène  une  transversa/e  qui  rencontre  ia  courbe  en  autant  de  points  que/ie 
a  de  dimensions;  qu'en  ces  /mints  on  mène  les  tangentes  (i  la  courbe;  et 
que,  par  /e  /wint  fixe,  on  tire  une  seconde  droite  de  direction  arbitraire, 
mais  qui  restera  fixe  :  /es  segments  com/jris  sur  cette  droite,  entre  /e  /wint 
fixe  et  toutes  les  tangentes  (ï  la  courbe,  auront  la  somme  de  leurs  valeurs 
inverses  constante,  quelle  que  soit  la  première  transversale  menée  par  le 
point  fixe; 

'  Mac-Laurin  dit  qu'une  quantité  est  moyenne  harmonique  entre  plusieurs  autres,  quand  sa 
valeur  inverse  est  mojjentie  uritliinétûiue  entre  les  valeurs  inverses  de  ces  quantités.  {Traité  des 
Courbes  géométriques,  %  28.) 

^  Mémoire  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniques  ;  Journal  de  M.  Crelle,  tom.  11!. 
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Ccdc  soHUnc  sera  ('(jalc  à  celle  des  valeurs  inrerses  des  He(j)nenls  coni/iris 
sur  la  )nL')ne  droite  fixe,  entre  le  )ncme  j)oiiil  et  ceux  où  cette  droite  rencontre 
lu  courbe. 

vj  ().  (]e  socoiul  théorème  osl  une  généralisation  inipoitante  de  celui  de 
Newton  .sur  les  asxniplotes.  L"un  se  Iransl'oiine  dans  l'autre  par  la  perspec- 
tive des  figures. 

Ainsi,  deux  des  trois  théorèmes  de  Newton  sur  les  courbes  géomé- 
triques se  trouvent  généialisés  par  ceux  de  Cotes  et  de  Mac-Laurin.  Le 
troisième,  qui  concerne  les  segments  faits  sur  des  transversales  paral- 
lèles, a  reçu  une  généralisation  s(;niljlaljle  dans  la  Géométrie  de  jiosition, 
où  les  transversales  concourent  en  des  points  fixes.  Cîunot  a  Fuème  donné 
une  autre  généialisation  plus  étendue  et  plus  féconde  de  ce  théorème, 
en  le  considérant  comme  cas  particulier  dune  belle  proposition  générale 
relative  à  un  polygone  quelconque,  tracé  dans  le  plan  d\me  courbe  géomé- 
trique. 

§  7.  Dans  le  théorème  énoncé  ci-dessus,  Mac-Laurin  considère  le  cas  où  le 
point  fixe,  par  lequel  on  mène  des  transversales,  est  pris  sur  la  courbe;  et, 
au  moyen  d'une  propriété  du  cercle,  il  transforme  Téquation  qui  exprime  le 
théorème  en  une  autre,  où  entre  une  corde  du  cercle  osculateur  à  la  courbe 
au  point  fixe.  De  là  il  conclut  deux  autres  théorèmes,  qui  lui  servent  à 
construire  le  cercle  osculateur,  et  à  trouver  l'expression  de  la  différentielle 
du  rayon  de  courbure. 

Cette  construction  géométrique  du  cercle  osculateur,  sur  la  figure  même, 
et  sans  le  secours  du  calcul  des  fluxions,  ni  même  de  TAnaUse  de  Des- 
cartes,  paraît  être  restée  inaperçue  dans  Touvrage  de  31ac-Laurin;  car  nous 
ne  voyons  pas  qu'on  en  ait  jamais  parlé.  Nous  croyons  pourtant  qu'elle 
méritait  d'y  être  remarquée,  parce  que  ce  problème  avait  paru  jusque-là 
exiger  absolument  l'emploi  de  l'Analyse. 

Mac-Laurin  suppose  connue  la  direction  de  la  normale  au  point  où  il  déter- 
mine le  cercle  osculateur.  Nous  nous  étonnons  qu'il  n'ait  pas  eu  l'idée  de 
construire  aussi  d'une  manière  purement  géométrique,  et  sans  calcul,  cette 
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noriii.ilc.  (le  pioItlcMnc  cl.iil  du  nK^inr  oidrc,  et  pins  l'iicilc  (|im'  (■o]i\\  du  (('(-(le 
oscul.-ilcui'.  Nous  ;i\(>iis  litMivc',  de  Tuuc  et  de  r.'iulrc,  uuc  conslruclioii 
simple,  (pii  (lériNc  du  lioisiônic  iliccuvnic  de  .Ncwlon.  Nous  i^Mioiious  .dors 
(pic  le  crrcle  oscul.Micur  cùl  d<'jà  ('le''  coiislruil  :  du  reste  uoire  soiulion  dillcic 
coniplelenieiil  de  eelie  de  iMne-Lainin^  puis(|U(>iie  repose  sur  une  <iulr(;  |)ro- 
pi'iété  des  couiIk's  ^(''oiuélri(pies. 

!^  S.  Les  (pinire  llK'oi'èines  génér.iux  (iout  nous  Neuons  de  p.itler  (oui 
l'ol»jel  de  in  pr<Muière  seelioii  de  l'ouMn^c  de;  Mac-Liuniii,  l);ins  ies  (icux 
juilres  seelious  sonl  les  ;ip|)Ii('alioiis  do  ces  (piaire  lliéorcnies  aux  couicpies  cl 
aux  coui'lx's  du  Iroisiènie  dei»,rc. 

Les  diverses  propriétés  de  la  di\ision  liaiinouicpie  des  sécantes  dans  les 
conicpies,  el  le  ihéorènie  sur  le  quadrilatère  inscrit,  (pii  comprend  la 
théorie  des  pôles  (celui  (pie  nous  avons  d(''duil  de  fhcxaiijramme  de  Pasc.d), 
se  Ironvenl  dans  la  deuxième  section.  Le  théorème  de  riicxagramme  y  est 
seulement  énoncé,  Mac-Laui'in  Payant  déjà  démontré  ailleurs  de  diverses 
manières  K 

La  troisième  section  contient  un  i>rand  nombi'e  de  propriét(''S  curieuses 
des  courb(\^  du  troisième  degré.  La  plus  considérable,  d'où  se  déduisent  la 
plupart  des  autres,  (|ui  sont  relatives  aux  points  d'inflexion  et  au  point 
double,  est  celle-ci  : 

Quand  un  (juadn'latère  a  ses  quatre  sommets  et  les  deux  points  de  con- 
cours de  ses  côtés  oj)posés  sur  une  courbe  du  troisième  degré,  les  tangentes  à 
la  courbe,  menées  par  deux  som}nets  opposés,  se  coupent  sur  cette  courbe. 

Mac-Laurin  avait  déjà  fait  connaître  ce  théorème,  ({u'il  avait  énoncé  dans 
son  Traité  des  Fluxions  (art.  401),  en  observant  que  celui  sur  le  quadri- 
latère inscrit  aux  coniques,  dont  nous  venons  de  parler,  n'en  était  qu'un  cas 
particulier  :  ce  qu'on  voit  aisément  en  considérant  la  conique  et  la  droite 
qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  au  quadrilatère,  comme 
représentant  une  ligne  du  troisième  degré. 

'   fransuctions  philosophiques,  n°  439,  ann.  17ôd,  et  Traité  des  Fluxions,  n'"  5:22  et  C^ô. 
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\a\  lln'oivme  de  Pjiscal  pomrjiil  èlro  aussi  c()iisi<l(''r(''  conmic  un  corol- 
laire (l'une  |)ro|»ri(''l(''  des  courbes  du  troisième  de-^Mé,  plus  in'iwvnUt  (jue 
celle  de  Mac-Lauiin,  el  don!  \oi(i  lénoiicé  : 

(JikiikI  iiii  lic.nKjonc  a  ses  six  sommets  et  deux  des  trois  points  de  ron- 
cours  de  ses  côtés  opposés  sur  une  courbe  du  tnfisiènie  dejjré ,  le  troisième 
de  ces  points  de  concours  est  aussi  sur  la  courfje  K 

^  9.  Ou  a  encore  de  Mac-Lauriii,  sur  la  ihéoi'ie  des  courbes,  un  IVaginenl 
d'un  Mémoire  qu'il  avail  éciil  en  France,  en  1721,  comme  supplément  à 
sa  Géométrie  or(jani(pie,  el  dont  linijjression  a\ail  été  commencée,  mais 
(|ui  n'a  point  étc»  uns  au  jour.  Ce  fragment  lut  adressé,  en  17è^2,  à  la  Société 
ro\ale  de  Londres,  et  se  trouve  dans  les  Transactions  j)/ii/osojdiifp(es  pour 
Taimée  1735.  On  y  lemaniue  le  tbéoième  général  suivant,  (pii  en  est  la 
partie  principale  : 

Si  un  poJjjfjone,  de  forme  variable ,  se  meut  de  manière  (jue  toits  ses  côtés 
passent  respectivement  par  autant  de  points  fixes  donnés ,  et  f/ue  tous  ses 
sommets,  moins  un,  parcourent  des  courbes  géométrif/ues  des  det/rés  m,  n, 
p,  ((....,  le  sommet  libre  engendrera  une  courbe  qui  sera  en  général  du  degré 
Smnpq...;  et  (/ui  se  réduira  au  degré  sous-double  mnpq....,  (/uand  tous  les 
points  seront  en  ligne  droite. 

Si  toutes  les  lignes  directrices  sont  dioites,  la  courbe  engendrée  par  le 
sommet  libre  du  polygone  est  une  conique;  et  si  le  polvi^one  est  un  triangle, 
le  tliéorème  alors  n'est  autre  que  Ibexagramme  de  Pascal.  Ce  tbéorème 
avait  déjà  été  donné  par  Newton,  pour  le  cas  où  l'un  des  trois  points  par 
où  devaient  passer  les  trois  côtés  du  triangle  mobile  était  situé  à  l'infini 
(lemme  20  du  l*'  livre  des  Principes).  Mais  c'est  à  Mac-Laurin  qu'on  doit 
son  énoncé  général,  et  d'avoir  aperçu,  dans  ce  mode  de  description  des 

'  Pour  démontrer  ce  ihéorèmc,  il  siiHit  de  regarder  les  trois  côtés  de  rang  impair  de  Ihexa- 
i^one  comme  formant  une  première  ligne  du  troisième  degré,  et  les  trois  côtés  de  rang  pair 
comme  en  formant  une  seconde.  Par  les  neuf  points  d'intersection  de  ces  deux  lignes  on  pourra 
faire  passer  une  infinité  de  courbes  du  troisième  degré;  mais  la  proposée  passe  par  huit  de  ces 
neuf  points;  il  s'ensuit  donc,  par  une  propriété  générale  des  courbes  du  troisième  degré,  qu'elle 
passe  par  le  neuvième. 
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('(Mii<|ii«'s,  le  Ix'.Ki  llK'oirmc  (!<•  P.isc.il ,  (|iii  ('l.iil  alors  i'^iior*';  \'h'ssni  sur 
/('S  <(ini(/t(('s,  (|ui  en  ('(mliciil  r<'ii(ni((',  ir;(\;tiil  eh'  irlroiiNc'  (iiTcii  177!), 
|);ir  les  soins  de  i>l.  I  .ililic  IJossul  '. 

Depuis,  iM.ic-L.iiiriii  (l('>iiioiili-.'i  ce  ([m'oiviiic  (liicclciiiciil  pour  le  cciclc,  «Tou 
il  W  coucha,  p;u'  lu  pcrspcclivc,  pour  (oul(^  cspccc  de  coiH'ipics.  (l'oir  le 
Trai/r  des  Flu.vions,  cliapilrc  \l\',  dans  Iccpicl  .^lac-Lauriu  (Icnioulrc  les 
propri('l(''s  principales  de  IVIlipse,  en  la  considérani  connue  seclion  (run 
cslindi-e  ohliipu»  à  hase  circidaire.) 

>^  10.  nraikenridiic  hil,  dans  la  description  des  courhes  de  Ions  les  imAïKKNinhu. 
dei'rcs,  un  dii;ne  enmie  de  Mac-Laurin  ;  cl  la  théorie  de  ces  courhes  lui  est 
rede\ahle  do  plusieurs  helles  propositions  londanienlah^s,  relali\es  princi- 
palenienl  à  leur  descri[)lion  pai-  rinleiseclion  de  droites  qui  lournenl  autour 
de  pôles  iixes;  propositions  (pi'il  exposa  dans  son  Irailé  intitulé  :  E.rcn-i- 
faf'o  (icomelriœ  de  descriplione  /iiiearnm  curvanun  (in-/i-",  I  ~IVA),  et  dans 
un  Mémoire  qui  lait  partie  des  Trunsaeliuns  pfii/osop/tifjaes,  année   173o. 

Depuis,  plusieurs  autres  géomètres  appli(pièrent  avec  succès  h\  Géométrie 
do  Descartes  à  la  théorie  générale  des  courhes  géométriques. 

Nicole,  à   l'imitation  de  Slirling,   qui  avait  démontré  les   propositions        mcoi.k. 
seulement  énoncées  |)ai'  Newton  dans  son  Enaméralion  des  /if/nes  du  (roi-       '"»"'  '7'!». 
siènie  degré ,  avait  aussi  commencé  une  explication  des  principes  qui  avaient 
guidé  ce  grand  géomètre,  et  la  démonstration  de  son  importante  et  curieuse 
proposition,   non  démontrée  par  Stirling,   sur  la  description  de  toutes  ces 
courhes  par  Tondjre  des  ciM([  paraholes  divergentes  -. 

L'ahhé  de  Bragelongne,  qui,  dès  1708,  avait  démontré,  le  premier,      bragelongne, 
les  heaux  théorèmes  de  Newton  sur  la  description  organique  des  coniques , 

'  Il  sernit  possible,  il  est  vrai,  que  Mao-Laurin,  qui  résida  en  France  vers  1721,  ait  eu  connais- 
sance de  l'ouvrage  de  Pascal;  mais  le  lliéorèinc  de  lliexagone  ressortait  si  nalurellcinent  de  la 
descri|)lion  des  coniques  par  le  triangle  mobile,  qu'il  nous  paraîtrait  étonnant  qu'il  eût  écbappé 
à  la  pénétration  de  l\lac-Laurin,  qui  avait  profondément  médité  sur  tout  ce  qui  concerne  la  des- 
cription des  courbes,  ainsi  qu'il  nous  l'apprend  lui-même,  par  sa  lettre  communiciucc  à  la  Société 
royale  de  l.ondres,  le  21  décembre  173!2.  {Tram,  philosoph.,  année  1755.) 

^  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences,  année  1731. 
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cl  (les  coiirhcs  du  IroisiciiH'  cl  du  (jiiMliicnic.  dc^M'c  ;i\iuit  des  j)()iuls  doulilcs  ', 
ciilrcpril  rcuuiiK'ralioii  cl  l'cxaincu  des  formes  et  des  nlTcclions  (l(;s  courbes 
du  (junliièuic  ileiii'é.  Traxail  iinnicuse  cl  dinicilc ,  doiil  les  |)i-euiières 
parties  seuicmciil  ont  été  publiées,  la  mori  de  laiileur  nous  ayant  piivc 
des  suivantes  -. 

L'al)l)ç  DeGua,  dans  un  evceilent  ouvraire  inlitulc  :  rsnfjc  dr  I' Annbj.se 
(le  Dcsairtes  (in-12,  1740),  donna  le  moyen  de  dcternn'nei'  les  lan,i,^enles, 
les  asNuiplotes  et  les  points  sini>uliers  (nndiiples,  conju;,mcs,  (rinllexion 
et  de  l'cbroussement),  des  courbes  de  lous  les  deiirés,  et  lit  voir,  le  pre- 
mier, par  les  principes  de  la  perspective,  que  plusieurs  de  ces  points 
peuvent  se  trouver  à  l'infini;  ce  (pii  lui  donna  l'explication  a  priori  iWiwc 
analogie  singulière  entre  les  diiïérentes  espèces  de  points  et  les  dilTé- 
rentes  espèces  de  branches  infinies,  hypeiboliques  ou  jiaraboliques,  (pie 
peuNcnt  présenter  les  courbes;  analogie  à  laciuellc  le  calcul  PaNait  déjà 
conduit. 

Le  bul  que  s'était  proposé  cet  habile  géomètre ,  était  de  démontrer  (pie 
l'Analyse  de  Descartes  pouvait  élrc  employée,  avec  autant  de  succès  (jue  le 
calcul  diiïérenliel,  dans  la  plupart  des  recherches  relatives  aux  courbes 
géométriques.  Il  ne  reconnaissait  l'utilité  de  l'Analyse  infinitésimale  que 
pour  la  solution  des  probl(''m(^s  de  calcul  intégral,  et  de  ceux  qui  con- 
cernent les  courbes  mécaniques.  Ce  sont  en  elTet  les  seuls  |)our  les(juels 
il  paraît  impossible  de  s'en  passer,  et  ce  sont  même  les  seuls  (|ue  Newton  ait 
résolus  par  cette  voie. 

Kuler,  dans  son  Inlroduclio  in  ana/f/sin  infinitormn  (2  vol.  in-4",  174-8), 
exposa  les  principes  généraux  de  la  théorie  anal\ tique  des  courbes  géouKv 
ti'i(iues  ,  avec  cette  généralité  et  cette  clarté  (|ui  caractérisent  les  écrits  de  ce 
grand  géomètre;  et,  étendant  ce  genre  de  recherches  à  la  Géométrie  à  trois 

'  Journal  des  Savans,  50  septembre  1708. 

-  La  promicrc  partie  de  ccUc  éiiumcralion  a  clé  publiée  dans  les  MémoireH  de  l'Académie  des 
sciences,  années  1750  et  ITôl  ;  la  seconde  partie  n'a  pas  paru  :  l'analyse  s'en  lron\e  dans  V//is- 
fuire  de  l'Académie  pour  1752. 


^^^^■^v.n. 
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(liiiKMisioiis,  (iisciit.i,  pour  l;i  pitMiiirrc  fois,  IVM|ii<-ili(>it  ;'i  trois  \,-iri:il)|cx  (|iii 
n'hlcriiK*  les  surr;u't's  du  second  (l(';4i'ô. 

Dans  le  niôiiic  Iciiips  (iiaincr  doim;»,  sous  h»  litre  :  hifrothirtion  à  /'Aiki-         ntAJiMt. 
///.s7'  (les  hf/ncs  rourhcs  <i/(/('hrt'</ncs  (in-i",  I7;J()),  un  Irailé  spi'cial,  \r  plus        no. no.». 
coniplol,  et  encore  aujounriiui  le  plus  eslinié,  siu' celle  vaste  et  iinporlanle 
i)ranche  de  la  (îéoniélrie. 

Peu   apiès,  parut  le    Traili-  des   Courbes  (i/f/rhri(/iirs  (in-l'i^,   I7.")())  de     r.ioMs ne .,(jo( h, 
Dionis  du  Séjour  el  (ioudin,  où  se  lrou\ aient  résolus,  |)ar  PAnalyse  seule 
de  Descartes,  el  avec  clarté  el  précision,  les  pi'(d)lènies  sin*  les  aiïeclions  des 
courbes,  leurs  tangenles,  as}niploles,  rayons  de  courbure,  etc. 

On  a  encore,  de  Goudin,  un  Traité  des  propriétés  communes  à  toutes  les 
courbes ,  qui  a  pour  objet  de  transformer  une  équation  quelconque  d'jine 
courbe,  en  une  autre  qui  ait  des  coordonnées  dilTéientes.  C'est  une  suite  de 
formules,  à  trois  el  à  quatre  variables,  dont  chacune  exprime  une  propriété 
dillerente  des  courbes  en  général  '. 

Nous  citerons  enfin  Waring,  ((ui,  dans  plusieurs  écrits,  a  porté,  |)lus  loin         «mun.; 
que  ses  prédécesseurs,  ses  découvertes  dans  la  théorie  des  courbes  -. 

Ce  sont  là,  je  crois,  les  derniers  perfectionnemens  notables  que  la  science 
des  courbes  dut  à  la  Géométrie  des  Anciens  et  à  l'Analyse  de  Descartes. 

§  11.  Les  progrès,  dans  les  autres  parties  de  la  science  de  Tétendue,  ont 
été  moins  marqués  et  moins  satisfaisants  pendant  Tinlervalle  de  temps  que 
nous  venons  de  parcourir,  que  ceux  qu'elle  a  faits  dans  la  théorie  générale 
des  courbes  géométriques.  Cependant ,  les  coniques  ont  continué  d'être  étu- 

'  On  y  trouve,  en  parliculicr,  quarante-cinq  équations  différentes  de  l'ellipse,  en  prenant  soit 
le  centre  .  soil  le  foyer,  pour  origine  des  coordonnées. 

Cet  intéressant  ouvrage  de  Goudin  a  eu  trois  éditions,  dont  la  dernière  est  de  1805;  on  a  joint  à 
celle-ci,  comme  aux  deux  premières,  un  Mémoire  sur  les  éclipses  de  Soleil,  et  un  précis  sur  les 
courbes  algéhriciucs;  et,  de  plus  qu'aux  deux  premières,  un  Mémoire  sur  les  usages  de  l'ellipse 
dans  la  trigonométrie. 

2  Outre  plusieurs  Mémoires  écrits  en  anglais,  dans  les  Transactions  philosophiques,  de  i7C)Z 
à  171)1,  Waring  a  donné,  sur  les  courbes  géométriques,  les  deux  traités  intitulés  :  Miscellanca 
analytica  de  œfjuationibiis  algebraïcis  et  ciirvarum  propriidatihus,  in-4",  I7G2;  el  Proprietates 
geometricarum  curvarum,  in-4°,  177:2. 
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«Iiï'cs;  (*l  (le  iiouNcaiix  cITorls  poiii-  (louiicr  l"inl('Ilii,a'ii((;  cl  nuiincr  le  f^oûl 
(!<'  la  GéoDK'liic  ancioimc,  ont  (Hé  faits  par  dos  matli('matici(Mis  (Kun  irraiid 
nom,  tels  i\uo  IFalJcN,  Sicwail,  Simsoii ,  ctc-.  Oii('l(|(i('s  (jiicstioiis  |)articu- 
licres  oui  ciicoïc  ôté  Iraitées,  île  loin  en  loin,  par  les  célèhros  analystes 
Eiiler,  Lambert,  Lairraniije,  Fnss,  etc.,  dans  les  conrls  instants  de  loisir  que 
leur  laissaient  leui's  recherches  de  prédilection.  Mais  cestiavaux,  j)iopres  à 
entretenir  la  connaissance  des  doctrines  anciennes,  ne  nous  i)araissenl  pas 
en  avoir  fait  naître  de  nouvelles  ;  et  les  véritables  progrès  de  la  Géométrie 
pure  ne  datent  que  du  commencement  de  ce  siècle. 
.....1. le  appliquée       3Iais  la  Géométrie  s'est  acquis,  à  Tépocjue  (jui  nous  occupe,  un  autre  titre 

iix      plit-iiuiiiènes 

hysiques.  ;,  notrc  aduiiratlou,  par  ses  applications  aux  phénomènes  physiques,  et  par 

les  glandes  découveites  anxcjuelles  elle  a  conduit  Newion,  Mac-Laurin,  Ste- 
wart,  Lambert,  dans  le  système  du  monde.  A  aucune  époque,  cette  Géométrie 
appliquée  n'a  jeté  un  aussi  vif  éclat;  malheureusement,  il  a  été  de  peu  de 
durée,  et  nous  devons  convenir  que,  de  nos  jours,  cette  science  est  à  peu 
près  inconnue.  Le  calcul  infinitésimal  s'est  emparé  exclusivement  de  toutes 
les  questions  auxquelles  elle  avait  été  propre  entre  les  mains  de  Newton  et 
de  ses  disciples. 

r;.s  de  la  Goomé-      §  12.  Rcvcnons  à   la  Géométrie  théorique,  et  essayons  de  nous  rendre 

Iric  pure 

compte,  par  l'analyse  des  principaux  ouvrages  des  géomètres  qui  l'ont  cul- 
tivée pour  elle-même,  ou  qui  s'en  sont  servis  comme  d'un  instrument,  dans 
l'étude  des  phénomènes  physiques,  de  la  nature  et  de  l'étendue  des  recher- 
ches qui  ont  pu  contribuer  aux  progrès  de  cette  science. 
"^""-  Le  célèbre  astronome  Ilallev,  d'une  a:rande  érudition  et  Irès-versé  dans 

la  (ïéométrie  de  l'école  grecque,  lui  éleva  un  magnifique  monument  par  ses 
traductions,  plus  fidèles  que  les  précédentes,  de  plusieurs  ouvrages  princi- 
paux des  géomètres  anciens.  On  distingue  surtout  sa  superbe  édition  du 
Traité  des  Coniques  d'Apollonius,  où  se  trouve  restitué,  avec  un  grand  talent, 
le  S^  livre,  dont  le  texte  n'a  point  encore  été  l'etiouvé  jusqu'à  ce  jour.  A  la 
suite,  sont  les  deux  livres  de  Serenus  sur  les  sections  du  cône  et  du  cvlindre. 
On  doit  encore  à  Ilalley  la  traduction,  sur  un  manuscrit  arabe,  du  traité 
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De  sn/iofir  ndionis,  jus«|ir;il(>rs  iiiconiiii;  <»l  l.'i  diMiiiilioii  du  Ir.iitc  Dr  srr- 
liunc  sfHdii ,  icl.ihli  sur  les  indicilioiis  de  INipjHis. 

l/(>l)j(>l  dr  (-('S  (i(>(i\  oiivin^cs  cl.iil,  ((Miiinc  Ton  s:iil,  de  innici-  piir  un  poiiil, 
pris  ;iu  dehors  (I(m1<mi\  droilcs,  imc  InmsNcrs.dc  (pii  ("il  sur  les  deux  dioilcs, 
i\  parlir  de  deux  poiiUs  (ixcs,  deux  s('«>in('nls,  d(Mil  le;  r;i|>p(Hl  d.iiis  le  iJi-nnicr 
cas,  (M  le  proddil  d.iiis  le  second  vas,  ct;iil  donné. 

(îliacunc  (l<^  ces  cpicsiions  adnu'l  ii;(''n(''r;d(Mn('nl  dcnx  solnlions,  cl,  |)ar 
consccpKMil,  condnirail,  en  Analyse,  à  nne  «Mpialion  dn  second  de^M'é.  Il  est 
inléressani  de  \oir  avec  (piel  arl  Apollonins  résonl  la  première  par  mie 
moyenne  proporlionnelle.  Ses  considérations  géoniélri(|ues  correspondent  à 
Topération  (pie  nous  l'eiions  pour  chasser  le  second  lerme  d'une  é(|ualioii  du 
second  de<»ré. 

Dans  Teslime  (jue  Newton  porlait  à  la  Géométrie  ancieime  ,  il  dislini^uait 
particulièrement  ce  traité  (rApollonius.  «  Plus  d'une  fois,  nous  dit  le  sa\ant 
M  Pend)erton  ',  je  lui  ai  entendu  approuver  renlrepi'ise  de  Hugues  dOnié- 
»  rique,  de  rétablir  ranciemic  Analyse,  et  faire  de  iirands  éloiçes  du  livre 
»  d'Apollonius,  De  sectlone  ralionis,  ce  livre  nous  développant  mieux  la 
»  nature  de  celle  Analyse  qu'aucun  autre  ouvrage  de  l'antiquité.  » 

La  traduction  de  Halley  est  enrichie  de  plusieurs  scholies,  (jui  endjras- 
sent,  dans  des  constructions  générales  et  très-éléganles,  le  grand  nombre  de 
cas  que  comporte  la  question,  et  qu'Apollonius  Iraile  minutieusement,  comme 
autant  de  fornmies  que  le  géomètre  doit  toujours  avoir  sous  la  main,  dans 
la  résolulion  des  problèmes.  Dans  un  de  ces  scholies,  on  voit  que  le  cas  le 
plus  général  se  réduit  à  mener,  par  un  point  donné,  deux  tangentes  à  une 
parabole  déterminée  sunisainmcnt  par  les  données  de  la  question.  Remarijue 
heureuse,  qui  se  prèle  à  une  discussion  facile  et  lumineuse  des  cas  particu- 
liers du  problème,  et  qui  a  conduit  Halley  à  la  connaissance  de  diverses 
propriétés  de  la  parabole  concernant  ses  tangentes,  telles  que  celle-ci  :  Quand 
un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  parabole,  toute  tangente  à  cette  courbe 

'    Vieiv  of  sir  Isauc  Newtun's  philosophij,  iii-4",  l7-i8;  li'iidiiU  eu  ffjinçiiis  cm  1755,  sous  le 
litre  d'L^léiuena  de  la  philosophie  neivtunieiine. 
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divise  deux  entra  o/t/)(>s('s  du  (juadri/ntèrc  en  sef/menfs  /jro/)orfionnels.  (les 
(livcrsos  proposilioiis  no  sont  que  des  cas  parliciilicrs  de  la  projxisilion  •;éii(';- 
ralc  (pic  nous  aNons  appch'c,  propiiélé  (ni/ia/iHonif/iic  des  langcrilos  d'une 
('(H)i(pi('.  [\'()ir  la  .Noie  \VI.) 

llalIcN  ne  sa\ail  |)as  ini  mol  daralje,  (|uand  son  anioin-  de  la  (iéométrie 
ancienne  lui  (il  enlieprendre  la  liadnelion  du  niaiiusciil  de  la  Section  de 
raison.  Dans  sa  |)i'é['aee ,  il  l'ail  lliisloire  de  ce  nianuscril  enfoui,  depuis  de 
Ioniques  années,  tians  la  l)il)liolliè(jue  nodlcieinie.  Il  (léj)l()re  la  perte  d'une 
inlinil(''  (rauties  ouM-iges  de  Pécole  grec(jue,  et  ne  doute  pas  que  beaucoup 
ne  nous  seraient  rendus,  si  Ton  voulait  se  doiniei'  la  pein(;  de  les  rechercher. 
Il  adresse  à  ce  sujet  une  prière  à  tous  les  savants  qui  peuvent  avoir  accès 
dans  les  bihiiolhèques  de  manuscrits.  Nous  nous  faisons  un  devoir  de  rap- 
poiler  ici,  et  le  sentiment,  et  les  vœux  du  cèlèhre  Halley,  (|ui  doivent  avoir 
une  si  imposante  autorité  auprès  de  toutes  personnes  éclairées  et  en  position 
de  rendre,  de  (juelque  numière  que  ce  soil,  quel(|ues  services  aux  sciences 
mathématiques. 

Une  édilion  des  Sphérifjues  de  Menelaiis,  en  trois  livres,  revue  sur  un 
manuscrit  liébreu,  avait  été  préparée  par  Halley.  Mais  elle  ne  vit  le  jour 
(|u'en  17o8  ,  par  les  soins  de  son  ami  le  docteur  Costard,  auteur  d'une  his- 
toire de  Pastronomie. 

Halley  joignait,  à  une  profonde  coimaissance  de  la  Géométrie  ancienne, 
une  parfaite  intelligence  de  la  méthode  de  Descartes.  Il  en  fit  usage  parti- 
culièrement pour  pei'fectionner  la  construction  des  équations  du  troisième 
et  du  quatrième  degré,  par  le  moyen  d'une  parabole  quelconque  donnée  et 
d'un  cercle  K 

Les  éditions  qu'il  a  données  des  ouvrages  d'Apollonius,  de  Serenus  et  de 
Menelaiis,  sont  très-recherchées  des  amateurs  de  la  Géométrie  ^,  et  suftîraient 

'    Transaclions  philosophiques,  année  ifiS?,  n°  188. 

2  Tous  CCS  oiivnigcs  sont  très-rares,  surtout  le  Iraitc  De  sectione  ralionis,  qui  est  encore 
aujoiird  liui  le  seul  livre  où  l'on  trouve,  avec  une  triuliiclion  plus  exacte  que  celle  de  Com- 
iiiiindin.  le  texte  grec  de  toute  la  préface  du  1"  livre  des  Collections  niathémaliques  de  Pappus. 
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seules  pour  nssui-ei'  ;'i  II.iIIcn  uuc  pl.icc  disliu^iiM'c  |);u-iui  les  s.'ivmuIs  (|ui  oui 
<'Ouliil)U('  ;mi\  progrès  (les  ui;illi(''ui;ili(|ii('s  ,  si  ses  lr;i\iMi\  en  .islroiiouiic  ne 
TiiNaieul  pl;ic(''  à  eoh'  {\t's  liouuues  les  plus  ('('lèhres  d'iuie  epfKpic  (pu  ;i  i(''inii 
les  nouis  de  Doiniuiipie  (l.issiiii,  de  IJuNiicus  el  de  Newhui. 

!:?  \'.\.  Qiioiipie  Xewlou  el  .M.ic-L.'uuiu,  doid  uotis  jiNuusdejii  Cul  coiui.Mlre 
les  belles  recherches  sur  la  Iheorie  des  courhes  ^('oiuc'lricpies,  ii'.iicnl  pas 
('cril  sp(^cialeuieul  sur  la  (iéoiuélrie  des  Aucieus,  ils  porlèreul  uu(;  telle  eslinie 
à  celle  luélhode,  (pi'ils  s'eu  ser\ireul  presijue  e\clusi\euieul  daus  leurs 
recherches  physico-uialheiualicpies.  Nous  avons  donc;  encore  à  jeler  un  coup 
d'œil  sur  les  Iravaux  de  ces  deux  iirauds  iiéoinèlres. 

Nous  cilei'ons  de   Newton   son  Arilhmcliquc  niiiccrseUc,   el  son    j^n'and         newton. 
0UM'ai»c  des   Principes. 

VAi'ilInncliqHC  univcrscl/r,  modèle  parfait  de  rap[)lication  de  la  mé- 
thode de  Descartes  à  la  résolu! ion  des  problènnvs  de  Géométrie  et  à  la 
construclion  des  racines  des  équations,  présentait  une  foule  de  queslions 
variées,  se  rapportant  à  toutes  les  pai'ties  des  mathémati(|ues.  (let  ouvrage 
est  trop  peu  lu  de  nos  jours,  parce  qu'on  oublie  sans  doute  que  son  illustre 
auteur,  en  en  faisant  le  texte  de  ses  leçons  à  l'Université  de  Cambridge,  l'avait 
jugé  |)ropre  à  initier  ses  élèves  dans  la  science  et  dans  Part  du  géomètre. 

§  14-.  Le  premier  livre  des  Principes  contient  un  grand  nombre  de 
propositions  diverses  de  pure  Géométrie.  On  y  remarque  particulièrement 
de  belles  propriétés  des  coniques,  et  les  problèmes  sur  la  construction 
d'une  conique  assujettie  à  passer  par  des  points  et  à  toucher  des  droites, 
ou  à  avoir  l'un  de  ses  foyers  en  un  point  donné.  Ces  recherches,  nouvelles 
alors  pour  la  plupart,  étaient  des  préliminaires  qui  sutïîrent  à  Newton  pour 
soumettre  à  sa  loi  de  la  gravitation  universelle  tous  les  phénomènes  du 
ciel,  et  pour  déduire  de  ce  principe  unique  l'explication,  a  priori,  et  le 
calcul  de  tous  les  mouvements  des  corps  célestes.  C/est  là  le  plus  bel  hommage 
rendu  aux  recherches  des  géomètres  de  rAntiquité  sur  les  coniques,  depuis 
que  Kepler  y  avait  puisé  la  découverte  des  véritables  formes  des  orbites 
planétaires. 
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]j'  j)('u  d'iisn^^o  «jiic  Ton  fiiil  m;iiiil(Mi;ml  (l(;.s  proposilioiis  de  (iéométric , 
et  (les  iiomhrcnscs  jjropriélés  des  coiiicjuc.s,  pjir  l('>(jii('ll('s  il  laul  passer  pour 
trniler  |)ar  la  iiiélliode  de  Newton  les  grandes  questions  du  système  du  inonde, 
a  eonlribiié,  in(l<''|)endainnH'nt  des  îivaninjjjes  que  présentait,  sous  d'autres 
lapporls,  la  \oie  anal\li(pie,  à  l'aire  abandonner  celte  première  méthode 
(pie  l'on  a  jugée  longue  et  pénible,  et  qu'on  a  roiianh'e  comme  ne  promet- 
tant rien  ou  presque  rien  |)our  TaNeiiir.  Kt  ce  jugement  a  accpiis  clia(pie  joui- 
d'autant  plus  dautorité  (pie  l'Analyse,  cultivée  exclusi\ement,  a  lait  des 
progrès  continus  qui  permettent  de  simplilier  (!t  de  perlectionner,  de  plus 
en  plus,  les  premières  méthodes  analytiques  que  Ton  a  substituées  à  celle 
de  Newton.  Celle-ci  au  contraire,  ayant  cessé  d'être  cultivée,  est  restée  dans 
l'étal  où  elle  était  en  sortant  des  mains  de  son  illustre  auteur.  Et  l'on  ne 
songe  pas,  quand  on  la  met  en  parallèle  avec  raulie,  à  prendre  celle-ci  à 
son  origine,  et  à  citer  les  premiers  essais  des  analystes  pour  convertir  les 
beaux  résultats  de  Newton  en  une  Analyse  d'abord  pénible  et  sans  élégance, 
mais  qui,  depuis,  s'est  perfectionnée  de  jour  en  jour,  par  les  efî'orts  continus 
des  plus  célèbres  géomètres.  Pourquoi  donc,  au  moins,  ne  pas  tenir  compte 
des  perfectionnements  que  la  méthode  géométrique,  qui  peut  devenir  si 
souvent  intuitive,  eût  rec^'us  aussi,  si  elle  n'a\ait  pas  été  abandonnée  com- 
plètement ? 

Un  examen  ailenlif  des  diverses  propositions  de  pure  Géométrie,  dont 
il  est  fait  usage  dans  les  Principes  de  Newton,  donnera  une  idée  de  ce 
qu'auraient  pu  être  ces  perfectionnements.  En  elll'et,  on  reconnaît  (jue  ces 
propositions,  qui  paraissent  dilTérentes  entre  elles,  et  dont  chacune  a  sa 
démonstration  particulière,  peuvent  pourtant  se  rattacher  tout(îS  à  deux  ou 
trois  propriétés  principales  des  coniques,  dont  elles  ne  sont  (jue  des  cas 
particuliers,  ou  des  conséquences  faciles.  Aujourd'hui  donc,  un  commen- 
taire nouveau  des  Principes  de  Newton,  fait  dans  Tespiit  et  dans  les  formes 
de  la  Géométrie  moderne,  abrégerait  et  faciliterait  singulièrement  la  lecture 
de  cet  ouvrage  immortel. 

§  15.   Nous  allons  voir  que  les  piopositions  de  Newton  peuvent  dériver, 
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(■oniiiic  nous  mmioiis  (I(>  le  dire,  (l(>  dcuv  on  (rois  sciilcinciil  des  |)i-o|iri('tés 
les  pins  ^^('ih'mmIcs  des  ('oiii(|U(»s. 

I);ms  les  propositions  lî),  :2()  cl  "21  ,  soiil  résolus  lous  les  |)r(d)i('Mi('N  sur 
la  couslrucliou  d'une  eonicpK^  dont  un  l'over  esl  doinx',  et  (|ui  doit  loueiier 
des  droites  et  passer  par  des  |)oints.  Or,  les  solutions  de  toutes  ces  (piesiions 
se  déduisent  aujourd'hui  iinniediatcnicnt  des  (pu'slions  analogiques  sur  1' 
cercle  assujetti  à  trois  conditions,  soit  par  la  théoi'ie  des  li^Mncs  lioinolo- 
gi(pies,  comme  Ta  montré  M.  Poncelet,  soil  par  les  translormalions  polaires, 
conune  nous  Tavons  fait.  ÇAnnalcs  de  ïiKithéumliqucs,  lom.  W'III.) 

Les  lemmes  17,  18  et  19  sont  la  propriété  du  (piadrilatére  inscrit  aux 
eoni(pi(>s,  ou  théorènjc  uil  (jua/Kor  liucas  des  Anciens.  .Nous  a>ons  l'ail  voir 
que  ce  liiéorème  se  déduit,  avec  une  exticme  facilité,  de  la  proposition  que 
nous  avons  appelée  /jropriclé  cuihaDtionique  des  points  d'une  conicjue;  et 
celle-ci  se  démontre  d'une  manière  intuitive,  sans  qu'il  soit  besoin  de  faire 
usage  d'aucune  piopriélé  des  coniques.  (Voir  la  Note  XV.) 

Les  lemmes  20  et  21  concernent  la  génération  des  coniques  par  Tinter- 
section  de  deux  droites  qui  tournent  autour  de  deux  pôles  fixes. 

Dans  le  |)remier,  les  deux  droites  mobiles  aboutissent  respectivement 
aux  points  où  des  transversales,  parallèles  entre  elles,  rencontrent  deux 
droites  fixes.  C'est  le  théorème  que  nous  avons  énoncé  en  parlant  des  coni- 
ques de  De  Wilt,  et  dont  nous  avons  signalé  un  cas  particulier  dans  un 
ouvrage  de  Cavalieri. 

Si  les  transversales,  au  lieu  d'être  parallèles,  concouraient  en  un  point, 
ce  serait  dans  toute  sa  généralité  le  théorème  de  iMac-Laurin  et  de  Braiken- 
ridge,  que  nous  avons  cité,  comme  étant,  sous  un  autre  énoncé,  le  théo- 
rème de  l'hexagone  de  Pascal,  qui  se  déduit  immédiatement,  nous  l'avons 
fait  voir  (même  Note),  de  la  propriété  anharmonique  des  points  d'une 
conique. 

Dans  le  second  lemme,  les  deux  droites  mobiles  sont  deux  côtés  de  deux 
angles  de  grandeur  constante,  dont  les  deux  autres  côtés  se  croisent  sur  une 
droite  fixe.  C'est  la  description  organique  des  coniques,  qui  a  été  reproduite 
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\)',\r  iXowtoii  (l;iiis  son  Enionrmlion  des  Uyncs  du  Iruisihnc  on/ic,  et  (hiiis  .son 
Al  i(/un('fi(jiic  iniircrsrf/c.  Nous  îinoiis  m()iiti'(''  (iiirinc  Noie)  (jiio  ce  modo  de 
(l('scii|)iion  ^  dont  les  dcinonslrjilions  (jn'oii  en  ;i  données  ont  lonjonis  élé 
assez  lon,irues,  se  déduit  avec  une  l'acililc'  extiènie,  connue  le  j)i'é(édent,  de 
l.'i  inéinc;  propiiéti'  anliai-in()ni(|ue. 

Les  lennnes  23,  21  el  25,  et  leurs  coiollaires,  sont  des  cas  particuliers 
de  la  propriété  i;(''Méiale  du  quadrilatère  circonscril  à  une  conique,  analogue 
à  celle  du  (juadrilatère  insciil,  cl  (|ue  nous  avons  a|)pelée  propric/é  anhar- 
moniipie  des  fanf/ciifrs  d'une  conique.  Ç\'oir  la  Note  XVi.) 

Le  coiollaire  >\  du  lennnc  25  prouve  celte  belle  proposition,  déinonlrée 
(le|)uis  de  bien  des  nianièi-es  :  «  dans  tout  (piatliilalèie  circonscrit  à  une 
»  coni(jue,  la  droite  (pii  joint  les  milieux  des  deux  diagonales  passe  par  le 
»  centre  de  la  courbe.  » 

lîeaucoup  d  autres  propositions  sont  des  problèmes  sur  la  description  des 
coniques  assujetties  à  cinq  conditions,  de  passer  par  des  points  et  de  toucher 
des  droites.  Toutes  ces  questions  se  résolvent  aujourd'hui,  comme  l'on  sait, 
avec  une  grande  facilité. 

Le  lemme  22  sert  à  charnier  les  fîijures  en  d'autres  Heures  du  même 
genre.  Dans  les  propositions  suivantes,  Newton  l'emploie  pour  transformer 
des  lignes  concoui'anles  en  des  lignes  parallèles,  et  faciliter  la  solution  de 
quelques  j)roblèmes.  Nous  avons  parlé  de  celte  méthode  dans  notre  troisième 
Epoque,  et  nous  avons  fait  voir  qu'elle  n'est  autre  qu'une  des  pratiques 
de  la  pei'spective.  (]ette  remarque  nous  paraît  propre  à  en  faciliter  l'intelli- 
gence. 

^  I().  Dans  toutes  ces  propositions  préliminaires,  et  dans  leurs  corollaires, 
Newton  a  borné  ses  recherches  à  ce  qui  lui  était  strictement  nécessaire  pour 
sa  grande  entreprise.  Mais  on  voit,  par  la  nature  de  ces  propositions,  que  s'il 
eût  eu  en  vue  l'accroissement  et  le  perfectionnement  de  la  théorie  des  coni- 
ques, elles  l'eussent  conduit  facilement,  par  des  généralisations  naturelles  de 
ses  premiers  résultats,  aux  propriétés  les  plus  générales  de  ces  courbes. 

Il  ne  lui  aurait  point  échappé,  non  plus,  que  sa  méthode  pour  la  transfor- 
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iiiiitioii  (les  li<;ui-('s,  s'a|>|>ii(|(i;iil  iiiiliircllciiiciil  .-iii\  fi<;iir<'s  À  Irois  (linicii' 
sioiis;  (M,  depuis  près  (rmi  sii^'lc  v\  di'iiii,  nous  s.iuiions,  ce  (pic  Ton  n  :•  l.iil 
(pi(»  daus  ('(\s  derniers  Icinps,  Iransfoinicr  la  sphère,  par  exemple ,  eu  une 
sui'faee  (pu^leoiupu'  du  second  de^ré,  connue  on  (ranslornie  par  la  |»erspec- 
live,  depuis  Desai'^ues  el  Pascal,  le  cercle  eu  une  coin'(jue^  p(»ur  (h'cousrir 
el  dénioiilrer  les  propriélés  de  celte  courbe. 

Toutes  ees  ^énéralisalions  n'enlraienl  point  dans  le  dessein  de  Newton, 
i^lais  elles  n'auraient  pu  écliapper  aux  i2:éonièlres  (pu'  aiuaient  in(''(lit(''  siu-  la 
partie  |)ui'eni(MJl  i»(''oiU(''lri(|ue  du  livre  des  l^n'nripcs;  el  cette  circonstance 
prouve  cond)ien  p(Hi  les  doctrines  i'(''oin(''lri(pies  ont  été  cultivc'es  depuis  lois. 

!^  17.  ('/est  dans  Touviage  de  Newton  qu'a  paru,  pour  la  prenii("'r(î  fois, 
la  rectilieatiou  des  épicycloïdes.  II  n'avait  encore  rien  été  écrit  sur  ces 
courbes  célèbres,  quoiqu'il  semble,  au  rappoil  de  Leibniz,  (jue,  dix  ans 
auparavant,  Roemer  les  eut  dc'^jà  imaginées;  et  même,  d'après  La  Ilire, 
que  la  première  découverte  de  ces  courbes  et  de  leur  usage  pour  la  con- 
fection des  roues  dentées,  remonte  à  Desargues,  dont  le  génie,  aujourd'hui 
mieux  apprécié,  était  à  la  hauteur  d'une  aussi  grande  et  aussi  utile  inven- 
tion. C'est  quelques  années  après  que  l'ouvrage  de  Newton  avait  paru,  que 
La  Hire  donna  son  Traité  gcomélriquc  des  EpicydoUJes. 

§  18.  Nous  citerons  encore,  du  livre  des  Principes,  les  fameuses  ovales, 
imaginées  par  Descartes  pour  réunir  en  un  seul  point,  par  la  réfraction, 
les  rayons  de  lumière  émanés  d'un  autre  point,  comme  font  l'ellipse  et  l'hy- 
perbole à  l'égard  des  rayons  de  lumière  parallèles  entre  eux  K  Newton 
fait  voir,  d'une  manière  très-simple,  que  ces  courbes  sont  le  lieu  d'un  point 
dont  les  distances  à  deux  circonférences  de  cercle  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  constant.  C'est  aussi  ce  qu'avait  montré  la  construction  géométrique 
de  ces  courbes,  donnée  par  Descartes,  et  ce  que  Huygens  avait  conclu  im- 
médiatement ,  et  sans  démonstration ,  de  son  système  ondulatoire ,  dans  son 
Traité  de  la  Lumière. 

'   Celle  propriété  des  coniques,  qui   repose  sur  In  relation  entre  le  foyer  et  In  directrice,  est 
due  aussi  à  Deseartes,  qui  l'a  démontrée  dans  sa  Dioplri'qiie. 
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Nous  ferons  ici,  ji  ce  sdjot,  imo  ol)scrvalioii  (jui  so  rnpporto  à  la  Cêo- 
mclric  (le  Descarlos^  mais  (jiie  nous  n\'nons  point  liouvé  roccasion  de  placer 
plus  loi  :  la  conslruclion  ^éoniélii(pic  de  ses  ovales ,  qui  élail  sufîisanle 
pour  ra|)pli('ation  spéciale  que  le  célèbre  philosophe  fit  de  ces  courbes  à 
la  Dio|)lii(jue,  n'était  pas  propre  à  les  lui  faire  connaitre  coniplétenient. 
Et  ni  Koberval,  qui  avait  donné  aussi,  peu  de  temps  après,  la  conslruc- 
lion de  ces  ovales  et  discuté  leurs  formes,  ni  Iluygens,  ni  \ewton,  n'en 
ont  point  eu  la  connaissance  complèle,  sous  le  point  de  vue  géométrique. 
En  eiïet,  une  de  ces  ovales  n'est  point  à  elle  seule  le  lieu  exprimé  par 
la  propriété  démontrée  par  Newton ,  ou  par  réqualion  du  quatrième  degré 
trouvée  par  Descaries;  mais  ce  lieu  doit  toujours  être  Tensemble  de  deux 
ovales  conjuguées,  inséparables  Tune  de  l'autre  dans  leur  expression  ana- 
lytique. 

Cette  remarque  a  échappé  à  Descartes,  dans  sa  Géométrie  comme  dans 
sa  Dioptrique,  ensuite  aux  célèbres  géomètres  que  nous  venons  de  nommer. 
Elle  pouvait  bien  être  omise  dans  la  Dioptrique,  mais  elle  eût  dû,  ce  me 
semble,  être  faite  dans  la  Géométrie.  Il  est  résulté,  de  son  omission,  que 
Tune  des  formes  des  courbes  en  question  a  échappé  à  l'Analyse  de  Descartes: 
c'est  le  cas  où  les  deux  ovales  conjuguées  ont  un  point  commun  et  forment 
une  courbe  unique  ayant  un  point  double;  on  trouve  que  celle  courbe  est 
celle  qu'on  appelle  le  limaron  de  Pascal.  Il  résulte  de  là  que  cette  courbe 
remai'quable,  qui  est  tout  à  la  fois,  comme  l'on  sait,  une  épicycloïde  et  une 
conchoïde  du  cercle,  jouit  de  celte  autre  j)roj)riété,  qu'on  ne  lui  avait  pas 
encore  reconnue,  d'avoir  deux  foyers,  comme  les  ovales  de  Descartes. 

Dans  ces  derniers  temps,  ces  ovales  ont  reparu  sur  la  scène  géométrique. 

Le  célèbre  astronome  J.   Herschel   les  a  appelées  lignes  aplanétiques  \  à 

cause  de  leur  usage  en  optique.  M.  Quetelet  leur  a  découvert  de  singulières 

et  curieuses  propriétés,  que  nous  ferons  connaître  dans  la  Note  XXL 

MAciAURiN.  §  19.   Mac-Laurin  partagea  le  goût  de  Newton  pour  la  Géométrie  pure, 

'  Sans  aberration. 
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cl  sul  r.ippli(Hi('r  îiiissi,  jincc  I;i  |>I»is  ^^i'.iiuIc  liîihilclc,  ;iii\  icclicnlics  pliil*»- 
S()|)hi(|ii('s.  Sou  Tnii/t'  </('s  J'ln.n'(nis ,  où  il  se  proposail ,  en  ('lal)lissjiiil  le 
lion  cl  les  lapporls  cnirc  les  in^'lliodcs  (rAicliiiiMMlc  cl  celle  de  Nc'Wlon,  (l<' 
(Icinoiili'cr  celle-ci  a\ec  loiile  la  ri«;iieiir  de  Tc-cole  ;;iec(pie,  |)r(''scnlc  une 
loule  de  dcmonslralioiis  sMillicli(pies,  dans  des  (pu'slions  (li\crscs  de  iiK'ca- 
nicpie  cl  de  haute  (Icoujcliic,  où  TAnalssc  n'eùl  été  ui  plus  facile,  ni  plus 
c\j)cdili\('.  Toul  le  nioudci  sali  avec  (|ucllc  élc'^^uicc  cl  (juelle  facililé  il  H'- 
solul,  pju-  celle  Noie,  la  ^l'andi^  (|U(;slion  de  la  li^uiui  de  la  Tcire,  (pii  sullirail 
seule  poui'  reudie  sou  uoiu  iinniorlel. 

Il  fallait  couuaitre  raltracliou  d'iui  ellipsoïde  dercNoluliou  sur  des  points 
situés  à  sa  surface  ou  dans  sou  intériciu'.  iMac-Laurin  sut  tirei',  de  (picNpies 
propriélés  des  coni(pies,  toutes  les  ressources  sulïisanles  pour  la  solution  de 
cotte  question,  qui  a  loujours  passé,  auprès  des  plus  célèbres  analystes,  pour 
Tune  des  plus  dilïiciles.  Le  jugement  porté  par  Tillustre  Lagrauge  à  (;e  sujet 
fera  mieux  apprécier  que  tout  ce  (jue  nous  pourrions  en  dire,  le  mérite  du 
travail  et  de  la  méthode  de  Mac-Lauriu.  Après  avoir  dit  qu'il  est  des  questions 
où  la  métliode  géométrique  des  Anciens  a  des  avantages  sur  l'Analyse,  La- 
grange  ajoute  :    «  Le  problème  où  il  s'agit  de  déternu'ner  l'attraction  qu'un 
»  sphéroïde  elliptique  exerce  sur  un  point  quelconque  placé  à  sa  surface  ou 
»  dans  son  intérieur,  est  de  cette  espèce.  M.  xMaclaurin ,  qui  a  le  premiei* 
»  résolu  ce  problème  dans  son  excellente  pièce  sur  le  flux  et  le  reflux  de 
»  la  mer,  couronnée  par  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  en  1740,  a 
»  suivi  une  méthode  purement  géométrique,  et  fondée  uniquement  sur  quel- 
»  ques  propriétés  de  l'ellipse  et  des  sphéroïdes  elliptiques;  et  il  faut  avouer 
»  que  cette  partie  de  l'ouvrage  de  3L  Maclaui'in  est  un  chef-d'(ruvre  de 
»  Géométrie ,  qu'on  peut  comparer  à  tout  ce  qu'Archimède  nous  a  laissé  de 
»  plus  beau  et  de  plus  ingénieux.  Comme  3L  Maclaurin  avait  une  sorte  de 
»  prédilection  pour  la  méthode  des  Anciens,  il  n'est  pas  étonnant  qu'il  l'ait 
»  employée  dans  la  solution  du  problème  dont  nous  venons  de  parler  ;  mais 
»  il  l'est  extrêmement,  ce  me  semble,  qu'un  problème  aussi  important  que 
»  celui-là  n'ait  pas  été  résolu  depuis  d'une  manière  directe  et  analytique. 
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»  smioul  dans  ces  derniers  temps  où  IWiudysc  est  de\emie  (riiii  iisaji^c  si 
»  commun  el  si  général.  On  ne  peut,  je  crois,  en  allrihuer  la  cause  qu'aux 
»  (liflicullés  de  calcul  (jue  la  solution  de  celte  (|ueslion  doit  renfermer,  loi's- 

»  (]u"on  Tenvisage  sous  un  point  de  \ue  purement  anal\li(jue Je  me 

»  propose,  dans  ce  Mc'moiie,  de  faire  voir  (pie,  loin  que  le  |)rol)lème  dont  il 
»  s'agit  se  refuse  à  PAnalNse,  il  j)eut  être  résolu  par  ce  ino}en  d'une  manièie, 
»  sinon  plus  simple,  du  moins  plus  directe  et  plus  générale  (juc  par  la  voie 
»  de  la  synthèse,  etc.  '.  » 

(îette  plus  grande  généralité  consistait  à  calculer  l'attraction  dans  un 
ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux  ,  au  lieu  d'un  ellipsoïde  de  ré\olution,  comme 
avait  fait  .Alac-L;iurin.  Mais  déjà  d'Alembert  s'était  proposé  cette  extension, 
cl  ra\ait  obtenue  par  de  pures  considérations  de  Géométrie  ;,  en  suivant  j)as 
à  pas  la  marche  tracée  par  Mac-Laurin  -. 

§  20.  Il  est  une  autre  j)artie  du  travail  de  Mac-Laurin,  dont  Lagrange  ne 
[jarle  pas  encore  dans  son  j)rcmier  Mémoire  que  nous  venons  de  citer,  et  qui 
conscr\ait  à  la  méthode  géométrique  un  véritable  avantage  sur  l'Analyse  : 
c'était  le  fameux  théorème  des  ellipsoïdes  dont  les  sections  principales  sont 
décrites  des  mêmes  foyers.  Il  consiste  en  ce  que  les  attractions  de  deux  tels 
ellipsoïdes,  sur  un  même  point  situé  au  dehors  de  leurs  surfaces,  s'exercent 
sui\ant  la  même  direction,  et  sont  proportionnelles  aux  masses  des  deux 

^  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  ann.  1773. 

2  Opuscules  mathématiiiues,  toin.  VI,  pag.  165;  ann.  1773. 

Avant  de  savoir  que  d'Alemhcrl,  en  suivant  les  traces  de  Mac-Laurin,  était  parvenu,  par  de 
pures  coii>idcrations  de  Géomélrie,  à  une  formule  dinlégrale  simple,  pour  l'attruiMion  u'un 
ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  sur  un  point  situé  à  sa  surface  ou  dans  son  intérieur,  nous  avions 
cherché  à  donner  cette  même  extension  à  la  théorie  de  Mac-Laurin  ;  et,  en  adoptant  le  mode  de 
décomposition  du  solide  en  cônes  élémentaires,  qui  a  été  employé  |)ar  Lagrange,  nous  sommes 
parvenu,  par  la  Géométrie  seule,  à  la  formule  de  quadrature  que  l'on  obtient  en  Analyse.  Notre 
procédé  consiste  à  remplacer,  par  des  considérations  géométriques,  la  première  intégration  que 
l'onafïectue  en  Analyse;  et  cela  se  fait  en  remarquant  que  cette  intégration  correspond,  en  Géo- 
métrie, à  lévaluation  de  l'aire  d'une  ellipse,  qui  est  la  projection,  sur  un  des  trois  plans  prin- 
cipaux de  lellipsoïde,  de  rinlcrscclion  de  cette  surface  par  celle  d'une  cône  de  révolution 
autour  dun  axe  perpendiculaire  à  ce  plan  |)rincipal  ;  ce  cône  ayant  même  centre  que  lellip- 
soïde. 
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<(M-|)s.  iM;i('-li<-iui-iii  ir;i\.-iil  (l('>in(>iili-(''  (|iir  le  (*;is  parliciilici-  le  |)liis  siiiipli'  de  ce 
Ik'jih  llu'oivim',  ('('lui  où  le  poiiil  jilliic  csl  sur  Tmi  (l<'.s  axes  |»iiii('i|).iii\  des 
deux  ('lli|>s()i(l('s  (;u'(.  ('»èli{  du  Tniilc  ((es  F/iwionsy  Mais  ce  cas  pailic  idicr 
présonlail  crasscz  fraudes  dillicullcs  \Hmi-  (|U(>  les  clloils  de  dAh-udjcrl ,  (|iii 
y  appli(iuai(  IWualysc,  ne  conduisissciil  ce  ^^raud  ^^éouièlrc  ^pi'à  supposer 
faux  le  Ihcoirnic  de  !\la('-l>aui'iu  ^;  (M  pour  (pic  Laiiran;^(',  (pu'  le  dcuiouira 
(pichpie  (cuips  apri''s,  horuàl,  sa  dcuiousiraliou  au  cas  parlicidier  eu  (pies- 
liou  "-.  D'Aleinberl,  pour  r(''parer  sou  cireur,  eu  doiiiia  aussi  (rois  (h'iuou- 
slralioiis;  mais,  comme  Lainraui»e,  sans  aller  au  delà  do  Mac-Lauriu  "'.  (Tesl 
M.  Legeudre  (pii,  peu  de  leinps  apiTs,  (il  laii^î  uu  pas  à  celU;  (piesiiou,  eu 
démoulraiille  lh()oi'(!'me  pour  l(^  cas  où  le  poiiil  allin'^  csl  dans  Tuu  des  plans 
principaux  d(vs  ellipsoïdes  :  dès  lors  il  en  soup('omia  loule  la  g('Mi(''ralil('  ', 
(ju'il  dcmoulra  eu  ctTcl,  (piehpies  auiK'es  apirs,  dans  uu  M(''moire  (rAiialvse, 
(jirou  peut  rei»ar(lcr  comme  uu  clief-d^euvre  de  (li(ïicult('î  >aiucue  ;  Mémoire 
fort  beau  et  (ivs-profoud ,  et  qui  serait  plus  riche  encore  en  ix'sultats  iul(';- 
ressants,  si  M.  Legeudrc  avait  douiK)  la  signiiication  géomc'tricjue  de  plu- 
sieurs des  nombreuses  formules  par  lesquelles  il  lui  faut  passer,  pour  arriver 
à  la  conclusion  du  théor(L'me  en  question  ^. 

Depuis,  on  a  trouvcî  diverses  autres  démonstrations  du  théorème  de 
M.  Legendre,  dont  une  (]ue  nous  pouvons  citer  ici,  comme  renirant  dans  la 
méthode  synthétique.  C'est  celle  qui  dérive  du  beau  théorème  de  iM.  Ivory, 
par  lequel  on  ramène  le  calcul  de  Taltraction  sur  des  points  extérieurs,  à 
celui  des  attractions  sur  des  points  intérieurs  à  rellipsoïde.  Les  différentes 
démonstrations  que  Ton  a  données  de  ce  théorème  s'écartent  peu  de  celle 
même  de  son  célèbre  auteur,  el  l'on  y  fait  usage  de  quelques  transformations 
de  formules  analytiques.  Il  est  peut-être  à  désirer,  pour  faire  entrer  ce  théo- 


'  Opuscules  mathématiques,  loin.  VI,  pag.  242. 

'^  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin,  ann.  1774  et  1771). 

^  0j)usculesmaihémati(jues,  loin.  VII,  pag.  102;  ann.  1780. 

*  Mémoires  des  savants  étrangers,  toni.  X. 

■'  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences,  ann.  1788. 
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]vmo  (Imms  la  llK'oiic  j;ôom(''lri(mo  de  rallraction  des  ellipsoïdes,  à  la(jiielle  il 
appai'liciil  pai- sa  iialure,  d'en  avoii-  une  dénionslralioii  plus  synlhelicjuc  que 
les  premières,  c'esl-à-dire,  loulàfail  indépeudanle  des  formules  de  l'Analyse. 

La  (jueslion  de  Patlraelion  des  ellipsoïdes,  restreinte  ati  simple  calcul  de 
celte  allraclion,  est  maintenant  i'(''solue  aussi  com|)lélement  (|ue  le  permet- 
tent les  bornes  de  l'Analyse,  puis(prelle  se  réduit  à  une  formule  de  (|uadra- 
lures  elliplicpies,  (pi'on  ne  sait  pas  inl(''grer  en  tei'ines  finis.  Mais  celte 
i^rande  (pieslion,  en\isagéc  sous  d'auties  points  de  vue,  est  loin  d'être 
épuisée,  et  donnera  lieu  encore  cerlainemenl  à  bien  des  recberches  et  à  de 
belles  découvertes  *.  Les  travaux  tout  récents  de  deux  célèbres  analystes  de 
France  et  de  Koem'gsberg,  MM.  Poisson  et  Jacobi,  sont  une  preuve  qu'il 
restait  encore  beaucouj)  à  faire,  et  appelleront  de  nouvelles  méditations  sur 
cette  matière  d'un  si  liaul  intérêt. 

§  21.  Le  problème  de  rallraction  des  ellipsoïdes,  considéré  indépendam- 
ment de  son  application  à  plusieurs  questions  de  la  pbilosopliie  naturelle, 

'  l^ai"  exemple,  quoi  quon  ne  sache  pa>^  déterminer  d'une  manière  absolue,  ni  en  grandeur 
ni  en  direction,  l'attraction  d'un  ellipsoïde  sur  différens  points,  ne  pourrait-on  pas  trouver  cer- 
tains rapports  entre  ces  attractions,  ou  entre  leurs  directions? 

Mais,  sans  imaginer  de  nouvelles  questions,  qui  se  présenteraient  en  foule  à  l'esprit,  il  en  est 
une  qui,  ce  me  semble,  sest  offerte  d'elle-même,  et  dont  il  ne  paraît  pas  quaucun  des  géomè- 
tres qui  ont  écrit  sur  cette  matière,  se  soit  occupé.  On  sait  que  la  formule  relative  à  l'attraction 
sur  un  point  extérieur  contient  un  coeffîciciit,  qui  n'est  pas  connu  a  priori,  mais  qui  dépend 
d'une  écjuation  du  troisième  degré,  parfaitement  déterminée;  l'expression  géométrique  de  ce 
coeflicient  est  connue;  c'e>;t  un  des  axes  principaux  de  lellipsoide  qui  passe  par  le  point  attiré , 
et  qui  a  ses  sections  principales  décrites  des  mêmes  fovers  que  celles  de  lellipsoïde  attirant. 
Mais  cette  équation  du  troisième  degré  est  un  fait  d'Analyse,  que  l'on  ne  pouvait  prévoir  a  priori 
d'après  la  nature  de  la  (luestion,  et  que  l'on  n'a  point  encore  expliqué.  Il  annonce  que  le  pro- 
blème de  l'attraction  d'un  ellipso'ide  dérive  dune  autre  question,  d'un  énoncé  plus  général,  et 
qui  admet  généralement  trois  solutions.  Dans  deux  de  ces  solutions,  les  deux  hypcrbolo'i'des  à 
une  et  à  deux  nappes,  que  l'on  peut  faire  passer  par  le  point  attiré,  de  manière  que  leurs  sec- 
tions principales  soient  décrites  des  mêmes  foyers  que  celles  de  l'ellipso'ide  donné,  feront  la 
même  fonction  que  l'ellipso'ide  qui  passe  par  ce  point  fait  à  l'égard  de  la  première  solution  qui 
résout  la  question  même  de  l'attraction. 

Il  n'est  pas  rare  de  rencontrer  de  pareils  faits  d'Analyse;  mais  il  est  toujours  intéressant  d'en 
savoir  l'origine  et  la  signification.  Alors  seulement  une  question  peut  être  regardée  comme 
résolue  complètement. 
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n|)|):ii-li<Mil  à  la  (if'onjcliir,  cl  la  s(»liili()ii  (|ir(Mi  a  (loiincr  Mac-Lauiiii  <>>(  l'iiii 
(l«'s  moiccaux  les  plus  pioprcs  à  laiiimcr  le  ^mmiI  cl  riiiW'lli^^ciicc  de  celle 
(icoincli'ic  pure  cl  iiiluilive,  si  inccoiiniic  «li'puis  hieiilùl  un  siècle.  Nuus 
espérons  «pie,  parcelle  raison,  on  n(Mis  pardonnera  (Pèlrc  cniré  à  ce»  sujet 
dans  (piehpics  dclails,  (|ui  nous  onl  ('IoI^^ik'  de  la  direclion  (|ue  nous  a(U'ions 
dû  suiM'C  dans  rexainen  des  Iravaiix  j;éonielri(|ues  de  Mac-Lanrin  :  ce  seia 
reuirer  dans  celle  direclion  (jue  d'indicpier  niainlenanl  sur  (juellcs  propriélés 
des  coni(pies  ce  ^éoinèlre  avail  élabli  sa  solulion. 

Vue  seule  sullil  pour  le  calcul  de  rallracliou  sur  des  points  situés  à  la 
surface,  ou  dans  Tinlérieur  de  IVIlipsoïde,  la  voici  : 

«  Élanl  données  deux  ellipses  semhlahles,  sernhiahleinent  placées  et 
»  coiicenlri(pies;  par  un  des  sommets  de  la  plus  petite,  on  lui  mène  sa  lan- 
»  gente,  qui  rencontre  Taulre  ellipse  en  deux  points; 

»  Par  Tun  de  ces  i)oints,  on  mène,  dans  cetlc  seconde  ellipse,  deux 
»  cordes  (pielcoïKiues,  mais  également  inclinées  sur  la  tangente  en  question  ; 

»  Par  le  sommet  de  la  première  ellipse,  on  mène,  dans  cette  courbe,  deux 
»  cordes  parallèles  à  celles  de  l'autre  ellipse; 

»  La  somme  de  ces  deux  cordes  est  égale  à  celle  des  deux  autres  cordes.  » 

Mac-Laurin  démonire  ce  théorème  dans  le  cercle,  par  la  Géométrie  élé- 
mentaire; et  ensuite,  en  projetant  les  deux  ellij)ses  sur  un  plan  i)arallèle  à 
la  tangente  en  question,  et  convenablement  incliné  pour  que  les  ellipses 
deviennent  en  projection  des  cercles,  il  en  conclut  le  théorème  énoncé  K 

^  22.  Le  calcul  de  Tattraction  sur  les  points  extérieurs  à  Tellipsoïde, 
n'était  pas  aussi  facile;  Mac-Laurin  se  servit,  pour  y  parvenir,  des  deux 
propositions  suivanles,  dont  il  n'énonça  que  la  première,  mais  dont  on  aper- 
çoit la  seconde  dans  le  cours  de  la  démonstration  de  cette  première  : 

'  C'est  le  seul  Ihéorènio  qui  servit  à  Mac-Liuirin  pour  démonlrer  cette  importante  proposi- 
tion, admise  sans  preuve  par  Newton,  savoir  qu'iine  masse  fluide  liomogène ^  tournant  autour 
(Velle-mè)uc ,  devait  prendre  la  figure  d  un  ellipsoïde  de  révolution,  dans  l'hypothèse  de  l'at- 
traction en  raison  inverse  dîi  carré  des  distances.  Et  cette  voie  parut  si  belle  à  Clairault,  qu'il 
abandonna,  dans  sa  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre,  sa  mctbodc  analytique,  pour  suivre  celle 
de  Mac-Laurin. 
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<(  1"  Oii;iii(l  (l(Mi\  (>llij)S('s  sont  décriles  des  inrincs  foyers,  si,  |);u'  iiii 
»  point,  pris  sur  un  de  leurs  ;i\es  principaux,  on  mène  d(Mi\  Ir.insversahîs, 
»  de  ninnièi-e  (pie  les  cosinus  des  anj;les  (ju'elles  feront  avec  Taufre  axe 
»  soient  |)i'opoitionnels  resj)ecli\enient  aux  diamètres  des  deux  conicpies, 
»  dirii^és  suivant  cet  axe,  les  |)aj-ties  des  deux  transversales,  comprises  entre 
»  les  deux  courhes  respectivemcMit,  seront  pi-opoilionnelles  aux  diamèlr'es 
»  dirigés  suivant  leur  j)i'emier  axe. 

»  2"  Quand  deux  ellipses  sont  décrites  des  mêmes  foyers,  si  Ton 
»  mène  deux  diamètres  quelconques,  aboutissant  à  deux  points  corres- 
»  pondants  des  deux  courbes,  la  diffèience  de  leurs  carrés  sera  con- 
»  stante.  » 

Nous  appelons  points  correspondants^  ceux  dont  les  dislances  à  cliacun 
des  axes  principaux  sont  proportionnelles  aux  diamètres  des  deux  ellipses, 
perpendiculaires  à  ces  axes  respectivement. 

La  première  de  ces  deux  propositions  suffit  à  Mac-Laurin  pour  démontier 
que  les  attractions  exercées  par  deux  ellipsoïdes  de  lévolution,  décrits  des 
mêmes  foyers,  sur  m\  même  point  pris  sur  le  prolongement  de  Taxe  de 
révolution,  sont  entre  elles  comme  les  masses  des  deux  corps.  De  là,  il 
conclut,  au  moyen  de  la  seconde  proposition,  que  ce  ibéorème  a  lieu  aussi 
à  l'égard  des  points  situés  sur  le  plan  de  Téqualeur  des  deux  sphéroïdes, 
au  dehors  de  leurs  surfaces.  Ensuite,  il  observe  que  sa  démonstration  de 
ce  second  théorème  s'applique  aux  ellipsoïdes  à  trois  axes  inégaux ,  dont 
les  sections  piincipales  sont  décrites  des  mêmes  foyers,  quand  le  point 
attiré  est  sur  le  prolongement  dlin  de  leurs  axes;  d'où  résulte  le  célèbre 
théorème  dont  nous  avons  parlé. 

D'Alembert,  et  ensuite  Lagrange  et  Legendie,  avaient  pensé  que  .Mac-Lau- 
rin n'avait  fait  qu'énoncer  son  théorème,  sans  en  donner  la  démonstration; 
c'était  une  erreur  de  la  part  de  ces  trois  illustres  géomètres,  car  cette 
démonstration  est  identiquement  la  même  que  celle  du  cas  qui  avait  pré- 
cédé, et  l'auteur  dès  lors  devait  se  borner,  comme  il  a  fait,  à  ces  seuls  mots  ; 
l'on  prouvera  de  la  même  manière,  etc.;  et  ne  pas  répéter  des  raisonnements 


iiisT()ii{i:  Di-:  L\  cKOMmui;.  ir.o 

(UTil  Nciiiiil   (le  lairr  (|ii('I(|ii('s  li<;ii('s   |)liis   li.iiil,  cl  ;iii\(|ii('|s  il    n'y  îiv.'iil  à 
chaii^'cr,  ni  ajoiilcr  on  icIi-mik-Ikm-  .uiciiii  mot  '. 

î:^  ^l{.  Les  (l(Mi\  |)i(>|)ri<M(''s  îles  ellipses  dcc  rilcs  des  iih'Iim's  Iouts,  (juc 
nous  a\ons  ônoncôcs  ci-dcîssu.s,  son!  ducs  à  Mac-Laiiiiii;  ce  soiil  prohaiilc- 
inont  les  piTinièros  (|U(>  l'on  ail  doiHK'cs  siii'  les  coniciucs  hicoiifocalcs  ;  de 
même  (|uc  son  ihéoirnio  snr  l'alliaclion  des  (»llij).soïdos  dont  les  soclions 
principales  sonl  dc'ciilt's  des  nicnjcs  Ton  ers,  ollre  la  prcniici-e  ciiconslanc(; 
où  il  ait  été  cpiestion  de  den\  tels  ellipsoïdes,  (les  surfaces  se  soiil  |)r<''seii- 
tées,  depuis  (jnehpies  amuM's,  dans  d'autres  (pieslions  particulières;  el  elles 
nous  paraissent  devoir  jouer  désonnais  un  lôle  important  dans  la  théorie 
générale  des  surfaces  du  second  degré.  Elles  jouissent  d'un  grand  nombre  de 

'  La  nu'prise  des  trois  jçrands  géomètres  que  je  viens  de  nommer  n'a  pcul-clrc  pas  élé  aper- 
çue, quoi(iu'on  se  soit  tant  oecupé,  depuis,  de  la  question  de  rallraction  des  ellipsoïdes.  Je  n  en 
fais  la  remarque  ici,  que  parce  qu'elle  nous  ollre  une  preuve  bien  certaine  de  l'abandon  où  est 
tombée  la  Géométrie,  dans  la  seconde  moitié  du  siècle  dernier,  et  du  peu  de  justice  qu'il  y  aurait 
aujourdluii  à  l'accuser  d'impuissance,  puisque,  loin  de  la  soumettre  à  de  nouveaux  essais,  on 
n'a  pas  même  approfondi  la  nalure  et  l'esprit  des  belles  mélbodcs  qui  ont  conduit  Newton  et 
Mac-Laurin  à  leurs  grandes  découvertes.  On  a  ()référé,  au  contraire,  après  avoir  traduit  ces 
méthodes  en  Analyse,  faire  bonneur  à  celle-ci  des  grands  travaux  de  Newton,  que  ce  philosoj)be 
aurait  revêtus  ensuite  de  la  forme  géométrique.  Supposition  gratuite,  qui  montre  qu'on  mécon- 
naît le  caractère  de  fécondité  de  la  Géométrie,  et  la  facilité  extrême  de  ses  déductions  natu- 
relles, et  souvent  même  intuitives,  dans  les  questions  où  elle  peut  avoir  un  premier  accès.  Mais 
sans  entrer  en  discussion  sur  la  nature  et  les  moyens  de  cette  méthode,  qui  demanderait  un 
défenseur  habile,  il  nous  suffît  de  rappeler  que,  pour  attribuer  à  la  méthode  analytique  les 
découvertes  de  Newton,  on  est  obligé  de  convenir  que  ce  géomètre,  en  suivant  cette  voie,  aurait 
fait  usage  du  calcul  des  cariatioiis,  dont  l'invention  est  due  à  lilluslre  Lagrange.  Est-il  possible 
d'admettre  {|ue  le  grand  Newton,  d'un  esprit  si  réfléchi  et  d'une  vue  si  sûre  et  si  étendue,  aurait 
méconnu  assez  le  caractère  et  l'immense  importance  d'une  telle  découverte,  pour  la  passer  sous 
silence,  et  dédaigner  de  s'en  servir  ensuite  dans  la  lutte  si  pénible  et  si  passionnée  qu'il  soutint 
contre  Leibniz?  Autant  valait  qu'il  ne  produisît  pas  même  son  Calcul  des  fluxions.  Au  reste,  en 
attribuant  à  l'Analyse  les  découvertes  de  Newton,  on  devrait,  pour  être  conséquent  et  pouvoir 
en  conclure  l'impuissance  de  la  méthode  géométrique,  en  dire  autant  des  travaux  de  31ac-Laurin, 
de  Slewart,  et  même  de  la  célèbre  formule  de  Lambert,  proclamée  par  Lagrange  lui-même  la 
plus  belle  et  la  plus  importante  découverte  de  toute  la  théorie  des  comètes,  quoiqu'elle  ait  dû  le 
jour  à  de  simples  considérations  de  Géométrie. 

Laissons  donc  à  la  Géométrie  ses  œuvres.  L'.\nalyse  a  déjà  d'assez  brillants  trophées,  elle  est 
assez  riche  d'avenir,  pour  applaudir  franchement  aux  anciens  succès  de  sa  sœur  aînée. 

22 
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|)i(»j)ri(''l(''s  (jui  iiOiil  point  (micoit  ('U'  rcinarqiKies,  cl  tloiil  nous  parlerons  dans 
une  (les  Notes  relatives  à  notre  cinquième  Époque. 

î:^  21.  C'est  en  considérant  Pellipse  coninne  section  oblique  d'un  cylindre 
à  base  circulaire,  (pic  Mac-Laurin  dcinonire  les  |)ropriétés  de  cette  courbe, 
en  les  faisant  dériver  de  celles  du  cercle.  11  ne  s'est  |)as  borné  aux  proposi- 
tions que  nous  avons  citées;  mais,  ayant  trouvé  cette  métbode  fort  expédi- 
tive,  il  voulut  la  pousser  plus  loin  que  n'avait  fait  le  marquis  de  Lliospital, 
qui  l'avait  déjà  enseignée  à  la  suite  de  son  Traité  analytique  des  Sections 
coniques  (liv.  VI).  En  quelques  pages  seulement,  iMac-Laurin  démontra,  avec 
une  simplicité  extrême,  les  principales  propriétés  de  Tellipse.  On  y  remarque 
une  démonstration  naturelle,  et  qui  surpasse  en  brièveté  celles  de  Newton, 
pour  le  problème  des  forces  centrales  dans  l'ellipse,  le  point  attirant  étant 
placé  d'une  manière  quelconque  dans  le  plan  de  la  courbe  :  on  y  voit  immé- 
diatement que  l'attraction  est  en  raison  directe  de  la  distance,  quand  le  point 
attirant  est  au  centre  de  l'ellipse;  et  en  raison  inverse  du  carré  de  cette  dis- 
tance, quand  le  point  attirant  est  au  foyer  de  la  courbe. 

Le  Traité  des  Fluxions,  de  Mac-Laurin,  pourrait  donner  lieu  à  beaucoup 
d'autres  remarques  concernant  Tbistoire  et  les  progrès  de  la  Géométrie; 
mais  nous  avons  déjà  dépassé  les  limites  que  nous  prescrivait  la  destination 
de  cet  écrit  ;  nous  arrêterons  donc  ici  notre  aperçu  sur  les  travaux  de  ce 
grand  géomètre. 

«.  siMsoN,  g  2o.  Robert  Simson,  que  nous  avons  déjà  eu  plusieurs  fois  l'occasion 

de  citer,  est  l'un  des  géomètres  du  siècle  dernier  qui  ont  le  plus  approfondi 
la  Géométrie  ancienne,  et  qui  ont  le  plus  contribué  à  en  répandre  la  con- 
naissance. On  lui  doit  un  Traité  des  Sections  coniques  en  cinq  livres,  écrit 
dans  le  style  rigoureux  d'Apollonius,  que  l'on  commençait  à  abandonner  pour 
suivre  exclusivement  la  métbode  analytique.  Cet  ouvrage  était  le  premier  qui 
contînt  les  deux  célèbres  théorèmes  de  Desargues  et  de  Pascal.  On  y  trouve 
aussi  le  théorème  ad  quatuor  lineas  ;  mais  celui-ci  avait  déjà  paru  dans  un 
Traité  des  Coniques  de  Milnes  ',  qui  l'avait  emprunté  des  Principes  de  Newton. 

'  Seclioinon  conicaruni  cleineittu  nova  mellioih  deinonstrata;  Oxonii ,  lyOS.  Cet  ouvrage. 


1C87-I768. 
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('.('Ile  ('ircoiisl.iiuc,  (|ii('  I'oiim'.i^m'  de  Siiiisoii  ((Hilcii.iil  les  lr(»i>  llicoirmcs 
priii(-i|);iii\  4|ii('  nous  nciioms  (i(>  cilcr,  cl.iil  l:i  seule  (pii  put  lui  douui'i'  (|U('l(|u«! 
avaiilii^e  siw  le  ^I'.iikI  Trailé  de  L:i  Mire;  car,  sous  U'.  i-a|)|>orl  de  l;i  nii'lliodc, 
celui-ci  nous  p;u"ul,  à  plusieurs  c^^ards,  infininienl  supéiieui-;  il  a\ail  elé  ini 
IXTleclionnenjenl  noiahie  de  la  UM'lliode  des  Anciens,  el  celui  de  Sinison  lai- 
sail  sous  ce  lapporl  un  pas  i'éli'o<;rade. 

En  oITel,  Siinson,  à  Tinslar  de  La  Ilire  dans  son  pelil  Traité  d(;  KiT!),  el 
du  inai'Cjuis  de  Lhospilal  ensuite,  considère  \o.s  coni(pies  sur  le  plan,  en  les 
délinissanl,  chacune,  par  une  propriété  spécili(jue  el  particulière.  Pour  la  j)a- 
rabole,  c'est  iVgalité  des  distances  de  chaque  point  de  la  courix'  au  lover  et  à 
la  directiice;  [)our  Tellipse,  c'est  la  somme  constante,  et  pour  rh\perl)ole,  la 
dilïéience  constante  des  distances  de  chacpie  point  de  la  courbe  aux  deux 
loyers.  De  ces  modes  de  desciiplion  des  trois  combes,  Simson  déduit  les 
l)ropriélés  principales  de  chacune  d'elles,  el  montre  ensuite  que  ces  courbes 
sont  les  mêmes  que  celles  qu'Apollonius  formait  dans  le  cône  oblique,  en  se 
servant  du  triangle  par  l'axe. 

Ce  n'est  qu'après  avoir  traité  ainsi  en  particulier  des  trois  sections  coni- 
ques, dans  les  tiois  premiers  livres  de  son  ouvrage,  que  Simson  les  consi- 
dère,  dans  les  deux  livres  suiNants,  toutes  trois  ensemble,  d'une  manièic 
générale,  et  démontre  un  grand  nombre  de  leurs  propriétés  connnunes. 

Le  théorème  ad  quatuor  lincas  est  la  vingt -huitième  proposition  du 
livre  4-;  l'hexagramme  de  Pascal  est  la  quarante-septième  du  livre  5;  et  le 


iraité  du  grand  Traité  de  La  Hire,  comme  l'auteur  l'avoue  dans  sa  préface,  eut  un  grand  succès 
et  j)lusieurs  éditions.  On  considérait  les  coni(]ues  comme  sections  d'un  cône  à  base  circulaire, 
par  un  plan  tout  à  fait  arbitraire,  sans  se  servir  du  triangle  par  l'axe.  Mais  la  méthode  nous  y 
paraît  moins  heureuse  que  celle  de  La  Hire,  en  ce  qu'elle  consiste  à  démontrer  d'abord  en 
particulier  certaines  propriétés  de  Thypcrbole,  qui  servent  de  fondement  pour  passera  celles 
de  l'ellipse. 

Les  démonstrations, du  reste, sont  purement  synthétiques, el  d'une  grande  simplicité;  quoique 
les  proportions,  sans  cesse  répétées,  sous  la  forme  ancienne,  (ju'il  serait  |)lus  commode  et  plus, 
ratioiniel  de  remplacer  par  celle  d'une  égalité  de  rappoi-ls,  on  lendenl  aujourd'hui  la  lecture 
fatigante. 
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lliôoiviiic  (le  DesargiKîs  csl  d(Mnoiilré  (l;iiis  les  |)ro|)osili()iis  12  cl  4-1)  du  inêinc 
liMc.  Sirnsoii  iTii  pns  connu  les  rappoits  infinies  qui  lient  ces  frois  théorèmes 
entre  eux,  cl  (|ui  n'en  foni ,  pour  ainsi  dire,  (pic  des  ex|)rcssion.s  diiïérenles 
d'une  seule  cl  uinipic  |)ropriclc  i!;cnci;de  des  conicpics;  mais  il  a  su  apercevoir 
toulc  la  IV'condilf'  des  deux  derniers,  car  il  a  l'ail  \(>ir  (pie  toute  la  llK'orie  des 
pôles  se  déduit  de  Tun;  et  api  es  a\()ir  tir(''  de  Tanlre  six  coi'ollaires,  il  ajoute 
qu'ils  conliennenl  des  (h'monslialions  içénérales  de  plusieurs  j)ropositions  du 
premier  hMe  des  Principes  de  Newton. 

Il  est  à  regretter  que  Simson  n'ait  pas  mis  à  profit  cet  aperçu  heureux, 
pour  com|)i'en(lrc,  sous  un  seul  ('uoncé  g('Mi(''ral,  et  dans  une  seule  dc'monslra- 
tion,  une  foule  de  propositions  pailielles  et  restreintes,  dont  il  axait  donne 
auparavant  autant  de  dt'monstrations  dillérentes.  (îY'lail  la  seule  mainère  de 
simj)lilier  la  th(3orie  des  coni(|ues,  d'en  facililci*  et  d'en  ('tendre  la  connais- 
sance cl  les  usages,  et  de  lui  pn'parer  de  nouvelles  acquisitions. 

§  26.  Nous  ne  ferons  que  mentionner  ici  le  célèbre  Traité  des  Porismcs, 
où  Simson  a  fait  connaître  la  nature  de  ces  propositions,  qui  avaient  été  jus- 
qu'à lui  une  énigme  indéchiiïrahie  pour  les  jilus  savants  géomètres  :  nous  en 
avons  parlé  longuement  à  l'article  d'Euclide  et  dans  la  Noie  III. 

La  Section  déterminée,  rétablie  par  Simson,  l'ait  partie  du  même  volume 
que  les  Porismes. 

Ce  géomètre  a  aussi  rétabli  les  Lieux  plans  d'Apollonius  ',  avec  plus  d'exac- 
titude et  de  fidélité  que  n'avaient  fait  Schooten  et  Fermât. 

Il  avait  préparé  une  traduction  nouvelle  des  Œuvres  de  Pappus,  qu'on  a 
trouvée  dans  ses  manuscrits,  qu'il  avait  légués  au  collège  de  Glascow  :  il  est 
à  regretter  (prelle  n'ait  pas  été  publiée;  car  c'était  une  entre|)rise  moins 
facile  qu'on  n'a  peut-être  pensé  alors,  et  qui  exigeait  une  profonde  instruc- 
tion dans  la  Géométrie  ancienne.  Personne  n'étail  plus  capable  que  le  savant 
Simson  de  remplir  cette  tâche  avec  intelligence  et  habileté.  On* doit  s'étonner 
que  ses  compatriotes  n'aient  pas  recueilli  un  Ici  travail;  et  qu'en  cette  cir- 

'  ApoUonii  Penjœi  locorum  planorum,  libri  II  rcsliluti;  in-4".  Glosguae,  1749. 


ni7  nu:,. 


iiisroiiu:  i)i:  l\  (iiioMiTnii:.  173 

consi.Mico,  l(>  iiohlc  cxcniplc  de  >liloi(l  Sl;iiili(>|t,  :"t  <|iii  lui  ilin'  l.i  iiiihlic.ilioii 
dos  /*(n'is)ncs  cl  de  l;i  Sccfimi  (Irlciinim'r,  iTiiil  |);is  eu  (riinilalcur  d;ms  la 
pairie  de  Ncwfon,  où  la  (icomcliic  aiicioiiiR'  a  lonjoius  coiiiplc  de  dii^iics.  el 
t'éli^brcs  adiniralcuis. 

!^  !27.  .MallInVii  Slowarl,  disciple  de  Siinson  et  de  .Mac-I.auriii  au  collé^'e  de  «  stkwart, 
(JlascoNV,  puis  à  rinivcrsilé  (rKdindjoiiii;,  recul  de  ses  iiiailres  le  «^oùl  de  la 
(J(''()mélrie  ancienne,  el  lui  (lui,  connue  eux,  sa  céh'hrilé.  Le  pieinier  de 
ses  ouM'ai'cs ,  inlilule  :  (JnvUiuvs  Ihnnrincs  (jrncraux,  duii  (jraitd  us(if/r  (huis 
/rs  houles  }nnlhc))H(ti(mvs  (écrit  en  au^dais),  in-S",  17^0,  le  plaça  aussitôt 
dans  un  laug  distingué  parmi  les  géoinclres;  et  lui  procura,  |)eu  de  temps 
après,  la  chaire  de  malliémali(|ues  devenue  vacaulc  par  la  mort  de  Mac-Lainin. 
La  nalm'e  do  ses  l'onclions  el  la  direclion  de  ses  premières  éludes  le  poi- 
tèreul  à  conlinuer  de  cultiver  pailiculièi-emenl  la  inélhodo  iréoméliicpic,  et 
lui  lirent  concevoir  le  projet  de  rappli(|uer  aux  (piestions  les  plus  dilïiciles 
de  Fastronomie  physique,  agitées  alors  parmi  les  géomètres,  et  (pu',  suivant 
eux,  n'étaient  accessibles  qu'à  la  plus  sublime  Analyse.  Celait  continuer  les 
méthodes  de  Newton  et  de  Mac-Laurin,  dans  les  problèmes  du  système  du 
monde,  devenus,  par  les  progrès  naturels  de  la  science,  plus  nonibreux  et 
plus  compliqués  qu'au  temps  de  ces  deux  grands  géomètres.  Dans  cette  Nue, 
Stewart  mit  au  jour,  en  1701,  l'ouvrage  intitulé  :  Tracts  physical  and 
mathe)imtlcal ,  etc.,  c'esl-à-dire  :  «  Traités  de  physique  et  de  mathéma- 
»  li(|ues,  contenant  Texplication  de  plusieurs  points  importants  de  rastrono- 
)»  mie  physique,  et  une  nouvelle  méthode  pour  déterminer  la  distance  du 
»  Soleil  à  la  Terre,  par  la  théorie  de  la  gravité.  »  Une  théorie  très-étendue 
des  forces  centripètes,  le  calcul  de  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre,  et  le 
problème  si  dilïîcile  des  trois  corps,  où  il  s'agissait  de  calculer  Taction 
réciproque  du  Soleil,  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  étaient  les  questions  prinei- 
pales  que  SleAart  résolut  dans  une  suite  de  propositions  qui  n'exigeaient 
d'autres  connaissances  mathématiques  que  celles  des  éléments  de  la  Géomé- 
trie plane  et  des  sections  coniques.  L'ordre  et  la  clarté  de  ces  propositions, 
la  simplicité  de  leurs  démonstrations,  et  la  nature  des  questions  difficiles 
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(|u"('ll(*s  rt'sohaicnl ,  iiK'riU'rciil  à  Slownil  de  i^Maiids  ('lojros,  cl  le  (ireiit 
eslimer  Inii  des  plus  profonds  ^(''Oinèlr(îS  de  Tépocpie.  Oj)eii(l;iiil ,  nous 
(le\ons  dire  (jue  son  calcul  de  la  dislance  du  Soleil  à  la  Terre  élail  erroné. 
La  cause  de  Terreur  lut  recoiniue  et  expli(|uée  d'abord  par  Dawson  en 
ITGO  ',  puis  en  1771,  par  Landen  -.  Elle  pi'o\enail,  non  de  la  méthode 
en  elle-même,  mais  de  (juehiues  (pianlih's  négligées  à  tort,  dans  le  but  de 
la  simpliliei'.  On  a  faii  de|)uis,  de  cette  circonstance,  un  argument  contre 
la  méthode  géoméliicpie;  mais  il  suffit,  jiour  le  réfuter,  de  rappelei'  que  de 
telles  fautes  ont  échappé  aux  plus  célèbres  analystes,  et  (juY'lles  ont  été 
communes  en  astronomie  surtout,  où  l'Analyse  ne  procède  que  par  voie 
d'approximations  successives. 

§  28.  Nous  avons  encore  à  citer  de  Stewart  un  ouvrage  de  pure  Géomé- 
trie, inlilulé  :  Pro/Jositioncs  (jcoiactriciv,  more  Veterum  demon.sfratœ,  ad 
(jleomctriam  antiqiuuii  iUiistrundam  et  jjro)uovcnda)n  idoneœ.  Edim.,  1703, 
in-8°. 

H  nous  faut  entrer  dans  quelques  détails,  pour  faire  connaitre  cet  ouvrage, 
ainsi  que  celui  des  Théorèmes  généraux,  qui  l'avait  précédé  de  dix-neuf  ans. 
Peut-être,  à  raison  de  la  rareté  de  ces  deux  livres,  aimera-l-on  à  en  trouver 
ici  l'analyse,  ainsi  que  l'énoncé  des  principaux  théorèmes  qu'ils  contiennent. 

Le  livre  des  Théorèmes  généraux  contient  soixante-quatre  j)ropositions , 
dont  cinquante  seulement  ont  le  titre  de  théorèmes;  des  quatorze  autres, 
trois  sont  au  commencement  de  l'ouvrage ,  et  servent  pour  les  démonstra- 
tions des  théorèmes,  et  les  onze  autres  le  terminent;  celles-ci  sont,  pour  la 
plupart,  des  propriétés  du  cercle. 

Des  soixante- quatre  propositions,  les  huit  j)remières  seulement  sont 
démontrées;  on  y  trouve  les  cinq  premiers  théorèmes.  L'auteur  annonce, 
dans  une  courte  préface,  que,  pour  démontrei'  tant  de  théorèmes  si  généiaux , 

•  Four  Propositions ,  etc.,  cVst-à-dirc,  Quatre  propositions  pour  prouver  que  la  distance  du 
Soleil,  (lélerminéc  par  M.  Stewart,  est  erronée. 

*  Animadversions  on  d'^  Steivarts  cowputalion  o/'  ihc  sun's  dislance  f'rom  the  r.arlh;  iii-8". 
Loiulon. 
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Ol  (le  si  ^rMii(l('  dillicnlh',  il  lui  .Miiiiil  l'iillu  plus  de  temps  (pTil  ne  |i()ii\<-iil 
CMi  coiisju'nM'  ;i  ce.  liMVJiii.  .I(^  \w  sais  si  ,  dans  la  suiU;,  SicNNarl  a  icsliliu; 
les  dcnioiislialions  «le  ses  IJK'oivinos,  ou  si  on  les  a  Irouvi'cs  dans  s(îs  pa- 
piers, (>l  (picl  usage  ou  eu  a  l'ail. 

Les  deux  |)remièi'es  propositions  e\|)rifnenl  des  propriétés  générales  de; 
(piatre  points,  dont  trois  sonl  en  ligne  droites,  el  le  (piatrième  placé  arhilrai- 
l'emenl.  Dans  la  seconde  de  ces  pi'0|)osilions,  le  (piatrièrne  point  |)eul  éln; 
pris  sur  la  droite  on  sonl  situés  les  ti'ois  autres,  dette  |)ropositi(Mi  mériterait 
dV'lre  j)lus  connue  (|u'elle  ne  nous  parait  Tétre.  Kn  voici  Ténoncé  : 

Elanl  pris  un  ligne  droite  Irais  points  A,  C,  B,  et  un  autre  point  quel- 
conque D,  en  dehors  ou  dans  la  direction  de  la  droite,  on  aura 

dâ'.  lu:  -f-  m\  Ac  —  iTc!  ah  --=  ab  .  ac  .  bc. 

(]'est  celte  proposition  dont  nous  avons  dit  que  les  liuil  lemnies  de  Papj)us 
sur  les  Lieux  plans  d'Apollonius  peuvent  dériver  connme  corollaires  ou  con- 
séquences faciles.  Peu  de  temps  après  qu'elle  avait  paru  dans  l'ouvrage  de 
Stewart,  Robert  Simson  en  a  fait  un  usage  utile  dans  un  appendice  à  ses 
Loca  plana  restituta,  et  un  autre  géomètre  célèbre,  Tb.  Simpson,  l'a  aussi 
démontrée  et  s'en  est  servi,  sous  le  titre  de  lemme,  pour  résoudre  plusieurs 
problèmes,  dans  ses  Exercices  choisis  pour  les  jeunes  étudiants  en  mathéma- 
tiques \  Plus  tard,  Euler  l'a  aussi  démontrée  comme  lemme,  pour  inscrire  à 
un  cercle  un  triangle  dont  les  trois  côtés  passent  par  trois  points  donnés  -. 
Nous  trouvons  enlin  que  le  célèbre  physicien  et  géomètre  John  Leslie  l'a 
aussi  démontrée,  et  s'en  est  servi  dans  le  troisième  livre  de  son  Analyse 
géométrique  ^. 

'  Select  exercises  for  young  pro/icients  in  the  mathematicks  ;  in-8°,  iToâ. 

Les  deux  premières  parties  de  cet  ouvrage  sont  un  recueil  de  nombreux  problèmes  d'Algèbre 
et  de  Géométrie,  résolus  très-élégamment.  Elles  ont  été  traduites  en  français,  sous  le  titre  d'Elé- 
ments d'analijse  pratique ,  ou  applicalioa  des  principes  de  l'Algèbre  et  de  lu  Géométrie  à  la 
sohition  d'un  très-grand  nombre  de  problèmes  numériques  et  géométriques;  in-8",  1771. 

^  Mémoires  de  l' Académie  de  Pétersbourg,  ann.  1780. 

5  Geometriral  anahjsis.  Edinburgh,  1809;  in-8°.  Seconde  édition  en  1821 
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Par  ces  cilalioiis  on  voit  (|U('  cclto  pro|)osilioii,  à  peu  |)iès  iiicoiinuo  de 
nos  jours,  mériterait  bien  de  prendre  place  dans  les  éléments  ou  au  moins 
dans  les  com|)léments  de  la  Géométrie  '. 

Les  cinquante  théoièmes  de  Stewart  peuvent  être  conipris,  à  peu  prés 
tous,  dans  les  (jualre  suivants,  (pu'  sont  les  plus  généraux,  et  dont  la  plupart 
des  autres  ne  sont  que  des  cas  particuliers  : 

*  Quand  le  |)niril  1)  csl  pris  sur  la  nicmc  droite  que  les  trois  points  fixes,  le  lliéorèine  de  Ste- 
wart exprime  une  relation  génc'ralc  entre  quatre  poinis  (juelcontiues  situés  en  ligne  droite.  Nous 
avons  reconnu  que  eetle  relation,  ainsi  (jue  d'autres  eoneernant  aussi  quatre  points  en  ligm; 
droite,  dérivent  d  une  relation  générale  entre  cinq  points  situés  en  ligne  droite. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  ces  cinq  |)oints,  on  aura  : 

ËÂ^.BC.CD.UB  -+-1BXD.DA.AC  -  Et:' DA.AtJ.  BD  -tTu' AU.  BC.CA  =  0. 

La  manière  de  former  les  termes  de  cette  é(|uation  est  manifeste.  Pour  déterminer  leurs 
signes,  on  divisera  tous  les  termes  par  le  produit  AI5.15C.CA.  L'équation  prend  la  forme  : 

i    UB.DC       s   UA.DG       i    DA.DB       _s 

KA.    -t-KB. EC.  =EU. 

AB.AC  BA.BC  CA . CD 

Dans  cette  équation,  on  donnera  le  signe  -+-  au  produit  de  deux  segments  comptés  dans  le 
même  sens  à  partir  du  point  qui  leur  est  commun ,  cl  le  signe  —  au  produit  de  deux  segments 
comptés  dans  des  sens  différents. 

Voici  quelles  sont  les  relations  entre  quatre  points,  quOn  déduit  de  la  relation  générale 
ci-dessus  : 

1°  Si  on  suppose  le  point  E  à  l'infini,  on  aura,  en  divisant  par  ED, 

BC.CD.DB-t-CD.DA.AC— DA.AB.BD-  AI5.BC   CA  =  0. 

Chaque  terme  de  eetle  équation  est  le  produit  des  trois  segments  formés  par  trois  points  pris 
deux  à  deux; 

2*  Si  les  deux  points  E,  D  se  confondent,  il  vient  : 

DA  .  BC -1- DE.  AC  —  DC  .AB  =  0. 

Cette  équation  exprime  la  relation  la  plus  simple  entre  quatre  points  A,  B,  C,  D,  situés  en  ligne 
droite; 

3°  Enfin,  quand  le  point  D  est  à  l'infini,  l'équation  générale  devient 


Ea!  BC  -h  Eb'.  AG  —  Ec!  AB  =  AB .  BC .  CA. 


C'est  l'équation  de  Stewart. 
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1"  Soif  un  pof//(/(nic  rrf/i(/i('r  de  u\  vôlrs,  rirronsnil  à  un  ccrrlc  (htnl  le 
niijon  est  II  ;  soit  n  un  nombre  (/u<'/((fn(/iir  /tins  pvlil  (/ne  m  ; 

Si,  (Cnn  point  (iiicIcotKjUC  (^j)ris  dons  t'intrriaur  du  induijonc.  si  ti  est 
impair,  cl  pris  purtoul  oii  l'on  roudra  si  ii  est  pair^,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  les  côtés  du  pohpjone  :  la  somme  des  puissances  ii  de  ces 
perpendiculaires  sera  êyale  à 

m .  (R"  -H  Au*R"  *  H-  Bu'R"  *  -♦-  Cv" .  R"-«  -+-  etc.); 

V  étant  la  distance  du  point  ati  centre  du  cercle;  A  le  coefficient  du  troi- 
sième terme  du  binôme  élevé  à  la  puissance  n,    multiplié  jmr  -;   B  le 
coefficient  du  cinquième  terme,  multiplié  par  r^;C  le  coefficient  du  septième 
terme  multiplié  par  ^^  ;  et  ainsi  des  autres.  (Prop.  4'0). 
De  sorte  que 

n{n  —  \) 


A  = 
B  = 
C  = 


1.2      ' 

n(/t  — 1)(/t— 2)(/t— 5)^ 

2^4^ 

n(n— ■l)(n  — 2)(?i  — 5)(n  — 4)(n  — 5) 


2^4^f.'•' 
Etc.,  etc. 

Si  le  point  d'où  l'on  abaisse  les  perpendiculaires  est  pris  sur  la  circonfé- 
rence, la  formule  se  réduit  à 

1.3.5.7 (2«  — 1)         _  ..         ^> 

m. R".  (Proposition  d9.) 

1.2.3.4 n  ^      ^ 

Ce  théorème  général  comprend  les  propositions  3,  5,  22,  23,  28, 
29  et  45. 

2"  Soit  un  polygone  régulier  de  m  côtés,  inscrit  à  un  cercle  dont  le 
rayon  est  R  ;  et  soit  n  un  nombre  plus  petit  que  m  ; 

Si  l'on  prend  arbitrairement  un  point  dont  la  distance  au  centre  du  cercle 

23 
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soit  V,  la  somme  des  puissances  2n  des  distances  de  ce  point  à  tous  les  som- 
mets du  polygone  sera  éyale  à 

>n  (R*"  -+-  a'v'R'"  '  -t-  ô-y'R*"'  -+-  cWR"  *  -4-  etc.)  ; 

a  étant  le  coefficient  du  second  terme  du  binôme  élevé  à  la  puissance  n  ; 
h  le  coefpcienl  du  troisième  terme;  c  le  coefficient  du  quatrième  terme; 
et  ainsi  des  autres.  (Prop.  4-2). 

Si  le  point  est  pris  sur  la  circonférence,  la  formule  se  réduit  à 

1.3.3.7 {-2n—i)        ,     ,  .  , 

m . ^^ —^  2"R'".  (Proposition  41.) 

1.2.3.4 n  ^       *  ^ 

Ce  théorème  général  comprend  les  propositions  i,  26,  27  et  34-. 

3"  Etant  donnés  m  points  quelconques ,  et  autant  de  quantités  a,  b,  c,...., 
n  étant  un  nombre  plus  petit  que  m ,  on  pourra  trouver  (n  + 1  )  autres  points , 
tels  que  la  somme  des  puissances  2n  des  distances  d'un  point  quelconque  aux 
points  donnés,  multipliées  respectivement  par  les  quantités  a,  b,  c,....,  sera, 
à  la  somme  des  puissances  2n  des  distances  des  points  trouvés  au  même  point, 
dans  le  rapport  f/<?  a  +  b  +  c  +  -  «  n  +  i.  (Proposition  44-.) 

Ce  théorème  comprend  les  propositions  11,  12,  32,  33,  4-3. 

4-°  Etant  données  m  droites  quelconques,  et  autant  de  quantités  a,  b,  c,...., 
n  étant  un  nombre  plus  petit  que  m,  on  pourra  trouver  (n  + 1)  autres  droites, 
telles  que  la  somme  des  puissances  n  des  distances  d'un  point  pris  arbitrai- 
rement, aux  droites  données,  multipliées  respectivement  par  a,  b,  c,....,  sera, 
à  la  somme  des  puissances  n  des  distances  du  même  point  aux  droites  trou- 
vées, comme  a  +  b  H-  c  +  •••  es/  à  n  +  1.  (Proposition  4-9  et  o3.) 

Ce  théorème  comprend  les  propositions  17,  21,  24,  25,  37,  38,  42, 
50,  51,  52. 

§  29.  Nous  avons  trouvé  qu'on  peut  donner  aux  énoncés  des  deux  der- 
niers théorèmes  une  extension  très-grande  et  assez  remarquable.  Car,  au 
lieu  d'une  seule  relation,  comme  le  comporte  le  premier  de  ces  théorèmes, 
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cnUv  les  puissances  2y/  des  «lisianccs  d'un  |)()iul  (iucIcoikjiic  ,iii\  |)()iiits 
donnes  e(  aux  poinls  (roines,  il  \,  ,\  luic  pareille  relalioii  cnlrc  les  |)uis- 
sances  itÇn — â)  de  ces  nic^ines  dislanec's ,  â  pouvanl  avoir  loiiles  les  \aleius 
0,  1,  :2....  (//  —  1);  de  soile  (pfil  existe,  entre  les  dislances  d'un  point 
quelconque  aux  points  donnés  et  aux  points  trouvés,  n  relations.  Le  théo- 
rème de  Stewart  n'en  comprenait  qu'mie  seule. 

La  dernière  de  ces  relations  a  lieu  entrer  les  carrés  de  ces  dislances. 
I^^lle  pi'ouve  (pie  les  points  trouvés  ont  le  même  eenlic  de  ^Mavilé  (pie  les 
points  donn(''s,  les  masses  de  ceux-ci  étant  a,  b,  c,  ...,  cl  celles  des  points 
trouvés  étant  toutes  ('^ales  à  Tunité. 

Pareillement,  dîuis  le  second  des  deux  théorèmes  en  question,  qui  énonce 
une  relation  entre  les  puissances  n  des  distances  d'un  point  quelconque  aux 
droites  données  et  aux  droites  trouvées,  on  aura  une  relation  semhlahlc 
entre  les  puissanc(>s  quelconques  (/i  —  2(3)  des  mêmes  distances,  d  pouvant 

avoir  toutes  les  valeurs  0,  i,  2, ,  jusqu'à  — ^  si  n  est  impair,  et  jus- 

qu'à  — ^  si  n  c^st  pair;  de  sorte  qu'il  existe,  entre  les  distances  d'un  point 
quelconque  aux  droites  données  et  aux  droites  trouvées,  ^^-^  ou  ^^^  rela- 
tions diiïérentes,  au  lieu  d'une  seule  que  donnait  le  théorème  de  Stewart. 
(Fo/rla  NoteXXIL) 

§  30.  Nous  avons  reconnu  aussi  que  les  deux  premiers  théorèmes  énoncés 
ci-dessus,  relatifs  aux  polygones  réguliers  inscrits  ou  circonscrits  au  cercle, 
sont  des  cas  particuliers  de  théorèmes  plus  généraux  qui  ont  lieu  dans  les 
sections  coniques  :  et  ceux-ci  font  partie  d'une  foule  d'autres  propriétés  de 
ces  courbes,  qu'on  ne  paraît  pas  avoir  encore  aperçues.  Ces  nombreux 
théorèmes  offrent,  sous  un  rapport,  une  généralisation  assez  remarquable 
des  propriétés  connues  des  diamètres  conjugués  et  des  rayons  vecteurs  menés 
des  foyers  d'une  conique. 

Ces  courbes  sont  vraiment  d'une  fécondité  inépuisable.  Chaque  jour  ouvre 
des  voies  nouvelles  à  l'étude  de  leurs  nombreuses  et  intéressantes  propriétés. 
Que  l'on  ne  pense  pas  que  de  telles  spéculations  soient  oiseuses,  ni  de  mince 
intérêt.  Chaque  découverte  sur  ces  courbes  sera  toujours  le  prélude  de  décou- 
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vcrles  plus  bollos  cl  plus  gciiéialos,  «pii  a^iaiidiionl  le  rôle  (ju'elles  jouent 
dans  toutes  les  parties  des  sciences  mathématiques,  et  qui  conduiront  à  la 
connaissance  de  pi-opriélés  analojrues  dans  une  infinité  d'autres  courbes 
d'un  ordre  supérieui';  propriétés  auxquelles  on  ne  serait  point  conduit,  en 
travaillant  directement  sur  ces  courbes  trop  compliquées  et  d'une  étude 
difiicile. 

§  3i.  Les  Proposidones  (/('ometricae  de  Stewartsont  en  deux  livres,  dont 
le  premier  contient  soixante  propositions,  et  le  second  cinquante-deux. 

Ces  propositions  sont  relatives  à  la  ligne  droite  et  au  cercle. 

Les  premières  roulent  presque  toutes  sur  une  propriété  générale  du  qua- 
di'ilatère,  qui  revient  à  celle  que  Pappus  a  démontrée  dans  ses  lemmes  sur 
les  Poî-ismes  d'Euclide,  à  savoir  que  toute  transversale  rencontre  les  fjuat?'e 
côtés  et  les  deux  cUacjonales  d'un  quadrilatère  en  six  points  qui  ont  entre 
eux  la  relation  d'involution. 

Nous  avons  vu,  dans  la  Note  X,  que  cette  relation  peut  s'exprimer  entre 
six  segments,  ou  bien  entre  huit.  C'est  la  relation  entre  six  segments  que 
Pappus  a  démontrée  ;  et  celle  entre  huit  segments  dont  Stewart  fait  usage. 
Il  la  démontre  dans  toute  sa  généralité,  dans  la  proposition  59  du  premier 
livre. 

Les  propositions  précédentes  :  51,  52,  53,  54,  56,  57  et  58,  en  sont  des 
cas  particuliers,  dont  Stewart  se  sert  pour  passer  de  l'un  à  Fautre,  et  s'élever 
ainsi  à  la  proposition  générale.  La  proposition  60«  et  dernière  du  livre  en  est 
aussi  un  cas  particulier,  dans  lequel  deux  côtés  du  quadrilatère  sont  paral- 
lèles entre  eux. 

Les  propositions  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12  et  13  du  second  livre  sont  d'au- 
tres propriétés  du  quadrilatère,  dans  l'énoncé  desquelles  n'entre  pas  la  rela- 
tion d'involution,  mais  qui  en  dérivent  aisément.  Toutes  ces  propositions 
roulent  en  effet  sur  ce  théorème  bien  connu,  et  que  Pappus  nous  apprend 
avoir  fait  partie  des  Porismes  d'Euclide  :  quand  les  trois  côtés  d'un  triangle, 
de  forme  variable,  tournent  autour  de  trois  pôles  fixes,  situés  en  ligne  droite, 
et  que  deux  sommets  du  triangle  parcourent  deux  droites  fixes  données,  le 
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frnisinnr  somme f  nif/rndn'  une  froisirmr  droitr  qui  /xtssr  par  le  finint  ilc 
concours  (les  dcii.r  /trom'crcs.  Sicwjiil  ir<''iioiic('  |)as  cvAlr  proposjiioii  (l.iiis 
loiile  sa  ^('iKMalilô,  oi  n'eu  dcmoiilic  (jiic  (liri(''r(M)ls  cas  pailiciiliVis.  Il  x'iiiIjIc 
qu'il  n'ail  pas  a|)(Mrii  sa  liaison  inliinc  avec  la  iclalioii  ^M'inMalc  (riiiNoliilioii 
tics  scgmciils  l'ails,  par  les  cpialre  cùlés  cl  les  deux  (lia^M)iialcs  (lim  (juadri- 
laUVc,  sur  une  transversale. 

^  32.  Les  proposilions  lelatives  au  cercle  peuvent  être  considérées  comme 
concernant  la  description  de  celle  courhe  par  Pinlersection  de  deux  droites 
qui  tournent  autour  de  deux  pôles  tixes,  en  faisant,  sur  une  transveisale  fixe, 
des  sefçments  cpii  oui  entre  eux  certaines  relations. 

Nous  rangerons  ces  propositions  en  trois  classes  distinctes. 

Dans  la  première,  les  deux  |)ôles  sont  placés  sur  la  circonférence  du  ceicle, 
et  la  transversale  est  prise  arbitrairement. 

Dans  la  deuxième,  les  deux  pôles  sont  j)lacés  arbitrairement,  Pun  d'eux 
pouvant  être  sur  la  circonférence;  et  la  transversale  est  parallèle  à  la  droite 
qui  joint  ces  pôles. 

Dans  la  troisième  classe  eniin,  les  deux  pôles  sont  placés  encore  d'une 
manière  quelconque;  mais  la  transversale  est  perpendiculaire  ou  oblique  sur 
la  droite  qui  joint  les  pôles. 

Les  propositions  de  la  première  classe  concernent  tous  les  segments  que 
les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère,  inscrit  à  un  cercle,  font  sur  une  corde  du 
cercle. 

On  penserait  qu'il  s'agit  ici  du  tbéorème  de  Desargues;  mais  non  :  Stewart 
exprime  la  relation  entre  les  segments  en  question,  non  par  une  écjuation 
unique,  comme  l'a  fait  Desargues,  mais  par  deux  équations  où  entrent  un 
point  et  deux  segments  auxiliaires. 

L'élimination  de  ces  deux  segments ,  que  Stewart  n'a  pas  faite ,  l'aurait 
conduit  à  une  relation  entre  les  seuls  segments  formés,  sur  la  corde  du 
cercle,  par  les  quatre  côtés  du  quadrilatère;  mais  cette  relation  n'a  pas  la 
forme  ordinaire  de  l'involution  de  six  points;  elle  est  une  équation  à  trois 
termes  :  de  sorte  que  nous  devons  penser  que  Stewart  n'a  pas  connu  le 
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théorème  de  Desargues,  ou  du  moins  qu'il  n'eu  a  tiré  aucun  secours  dans  son 
ouvrage. 

Le  tliéorème  auquel  ce  géomètre  est  parvenu  est  démontré,  dans  toute  sa 
généralité,  dans  les  propositions  46,  Al  el  iH  du  premier  livre.  Les  propo- 
sitions Ui,  /p2,  4-3,  44-  et  4-5  en  sont  des  cas  |)arliculiers,  qui  lui  servent 
pour  arriver  à  la  proposition  générale. 

Les  propositions  20,  30,  31,  32,  33,  34,  3o,  30,  37  et  38  se  rattachent 
aux  proj)riétés  du  quadrilatère  insciit  au  cercle;  Stewart  ne  fait  usage,  dans 
leurs  énoncés,  que  d'une  équation;  et  Ion  reconnaît  quelle  exprime  des  cas 
particuliers  du  théorème  de  Desargues. 

Les  propositions  39  et  40  font  connaître  cette  propriété  assez  remar- 
quable du  quadrilatère  inscrit  au  cercle  :  le  carré  de  la  droite  qui  joint  les 
points  de  concours  des  côtés  opposés^  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
tangentes  menées,  de  ces  deux  points  de  concours,  à  la  circonférence  du 
cercle. 

Cette  proposition  peut  se  conclure  aisément,  comme  les  précédentes,  du 
théorème  de  Desargues. 

§  33.  Presque  tout  le  second  livre  est  consacré  aux  propositions  con- 
cernant les  segments  que  deux  droites  mobiles,  tournant  autour  de  deux 
pôles  fixes,  non  situés  sur  la  circonférence  du  cercle,  font  sur  une  trans- 
versale. 

Dans  les  propositions  14,  io, 21,  et  44,  45  ...  52,  la  transversale 

est  parallèle  à  la  droite  qui  joint  les  pôles.  Les  propositions  23,  25  et  26  du 
premier  livre  sont  de  même  nature  <]ue  celles-là. 

On  aperçoit  aisément  que,  dans  toutes  ces  propositions,  les  segments 
formés,  par  les  deux  droites  mobiles,  sur  la  transversale  fixe,  ont  toujours 
entre  eux  une  relation  du  second  degré. 

En  voici  la  raison  a  priori;  ce  sera  en  même  temps  un  moyen  de  par- 
venir diiectement  aux  théorèmes  de  Stewart,  de  les  rétablir  s'ils  étaient 
perdus. 

En  général,  quand  le  point  d'intersection  des  deux  droites  mobiles  par- 
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couii  une  ('()ni(|U(',  les  soj:;m(Mjls  ((u'cllcs  fonl  sur  l.i  ImnsvcrsjilL'  lixc,  snp- 
pusôo  |)ai-:ill(M('  i")  la  droilo  (|ui  joinl  les  pôles,  onl  ciilrc  <mi\  iiik'  relation  du 
socoiul  (le«;i'ù;  et  récipnMjueiueul,  (juand  ces  se^MUcnls  oui  cuire  (mix  inie 
relaliou  (pielcoucpu'  du  seeoud  de^ié,  le  |)oiul  de  eoucoius  des  deux  droites 
mobiles  deerit  toujours  uue  eouicpie  ((<'  (|ue  nous  déiuoulrerous  dans  les 
applicntions  de  notre  principe  (VhomiHjrnithic).  Donc,  en  premier  lieu,  (juaiid 
la  courbe  est  un  cercle,  les  segments  doivent  avoir  entre  eux  une  relation 
du  second  degré.  El,  en  second  lieu,  étant  donnés  les  deux  pides  et  la  trans- 
versale, ainsi  que  la  forme  de  la  relation  du  second  degré  qu'on  veut  avoir 
entre  les  segments,  on  aura  deux  équjitions  de  condition  pour  exprimer  (pie 
la  conique,  décrite  par  rinlerseclion  des  deux  droites  mobiles,  est  un  cercle. 
Ces  deux  équations  serviront  à  déterminer  les  valeurs  de  deux  inconnues 
parmi  un  grand  nombre  de  clioses  arbitraires,  qui  seront  les  coefficients  de 
la  relation,  la  position  des  deux  pôles,  celle  de  la  transversale  et  celle  des 
deux  points  pris  sur  cette  droite,  et  à  parlir  desquels  sont  comptés  les  seg- 
ments. 

Cette  observation  donne  la  clef  des  théorèmes  de  Stewart.  Elle  s'applique 
aussi  à  diverses  autres  propositions  semblables  de  ce  géomètre,  que 
Simson  a  reproduites  dans  son  Traité  des  Porismes.  C'est  Fermât  qui,  par 
la  quatrième  des  cinq  propositions  qu'il  a  laissées  sous  le  nom  de  Porismes, 
nous  paraît  avoir  donné  lieu,  le  premier,  à  ce  genre  de  propriétés  du 
cercle. 

§  34.  Stewart,  après  l'avoir  imité  dans  les  propositions  que  nous  venons 
d'énumérer,  a  généralisé  cette  idée,  en  comptant  les  segments  sur  une  trans- 
versale de  direction  quelconque. 

Ses  dix-neuf  propositions,  comprises  sous  les  n°*  22,  23, et  40, 

expriment  de  telles  propriétés  du  cercle. 

Les  segments  que  les  deux  droites  mobiles  font  sur  la  transversale  n'ont 
plus  entre  eux  une  relation  toujours  du  second  degré;  et  l'on  n'aperçoit  pas, 
aussi  aisément  que  dans  le  cas  précédent,  la  forme  générale  commune  aux 
diverses  relations  que  démontre  Stewart.  Cependant  on  parvient  à  recon- 
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naitre  que  ces  relations  peuvent  dériver  de  celle  propiiélé  j^énérale  des 
coniques  : 

Etant  donnrs  deux  pôles  fixes,  et  une  transversale  (/ui  rencontre  en  un 
point  E  /a  droite  qui  joint  ces  pôles  ;  et  étant  pris  un  point  fixe  0  sur  cette 
transversale  ; 

Si,  autour  des  deux  pôles,  on  fait  tourner  deux  droites  qui  rencontrent  la 
transversale  aux  points  a,  a',  tels  que  l'on  ait  entre  les  deux  rapports 
^>  -^  une  relation  constante  oii  ces  rapports  entrent  au  second  degré,  le 
point  d'intersection  des  deux  droites  engendrera  une  conique. 

Et  réciproquennent,  si  le  point  de  concours  des  deux  transversales  parcourt 
une  coni(|ue,  les  rapports  -^j  pj^  auront  entre  eux  une  relation  du  second 
degré. 

Ce  théorème  général  pourra  conduire  à  une  foule  de  propriétés  du  cercle. 
Car  on  aura  toujours  deux  équations  pour  exprimer  que  la  conique  décrite 
est  un  cercle.  Ces  équations  serviront  à  déterminer,  soit  deux  coefficients  de 
la  relation,  soit  la  position  de  quelques  parties  de  la  figure. 

§  3o.  Je  ne  crois  pas  qu'on  ait  donné  suite  aux  recherches  de  Stewart, 
sur  ce  genre  de  propriétés  du  cercle. 

Aujourd'hui  on  néglige  ces  sortes  de  spéculations  géométriques ,  parce 
qu'on  se  repose  sur  le  secours  de  TAnalyse,  à  laquelle  on  compte  s'adresser 
au  besoin;  et  l'on  ne  se  donne  plus  la  peine  d'étudier  certaines  propriétés  du 
cercle.  Mais  on  conçoit  que  cette  étude  et  ces  spéculations  seraient  utiles  et 
indispensables,  si  l'on  voulait  donner  suite  aux  travaux,  en  Géométrie,  des 
Anciens  et  des  géomètres  du  dernier  siècle.  C'est  cette  idée  qui  me  semble 
avoir  présidé  aux  recherches  de  31.  Carnot  dans  sa  Géométrie  de  position  et 
dans  sa  TJiéorie  des  Transversales.  Ces  ouvrages  me  paraissent  se  rattacher, 
dans  leur  conception  philosophique,  de  même  que  ceux  de  Simson  et  de 
Stewart,  aux  Données  et  aux  Porismes  d'Euclide.  Ces  ouvrages  sont  de  véri- 
tables compléments  de  Géométrie,  que  les  Anciens  avaient  regardés  comme 
indispensables  pour  les  applications,  soit  pratiques,  soit  théoriques,  de  celte 
science. 


,^'  ,'{(>.  l/;mal>s(' (juc  nous  avons  (lomu'C  des  ()ii\ra;i:('.s  de  Sicwail  lail  Noir 
<|irii  s'y  troiiNC;  (k'inoiilircs  iiulividuclhMiuMil,  Ucaiicoup  de  |)i-()|)()sili()iis  (|iii 
son!  des  cas  particulicMs  les  unes  des  aiiliTs.  C'éUiil  là  la  niarclic  liahiliiclh; 
cl  nmvssairc  du  ^('omôli*'  <|iii  sVIcîvail  de  (jiichnic  (tiojtosilioii  livs-lacih^  à 
une  |)i()|)()sili()u  du  luciuc  ^mmuc,  mais  un  peu  |)lus  ^cucialc,  cl  de  celle-ci  à 
une  aulre  aussi  plus  éleiidiie;  de  soiie  (pu;  la  déinonslialion  crune  jxoposi- 
lion  lanl  soil  peu  générale  exigeait  celle  de  plusieurs  de  ses  cas  j)arli(uliers. 
Aujourcriuii,  on  pcul  dcnionlrer,  de  prime  aboid  el  direclemenl,  les  proposi- 
tions les  plus  générales,  el  établir  ensuile  entre  ces  propositions,  considérées 
dans  leur  plus  grande  généralité  acluelle,  les  mêmes  spéculations  qui  n'avaient 
lieu  auparavant  cprenlie  leurs  i)lus  simples  corollaires.  Une  telle  facilité,  (pji 
simplifie  extrêmement  la  science,  marque  bien  les  progrès  qu'elle  a  laits  dans 
ces  derniers  temps;  et  celle  facilité  se  répandrait  sur  toutes  les  applications 
de  la  Géométrie  aux  grandes  questions  pliilosopbiques  traitées  par  Iluygens 
et  Newton,  si  un  goût  exclusif  pour  l'Analyse,  encouragé  seul  dans  les  établis- 
sements destinés  au  développement  et  à  la  propagation  des  sciences,  ne 
détournait  pas  de  l'étude  et  de  l'usage  de  l'autre  méthode  K 

Stewart  annonçait,  dans  la  préface  de  ses  Proposiiiones  Geomelricœ^  qu'il 

'  On  dira,  sans  doute,  que  les  goûls  sont  libres  en  niatliéniatiques  comme  dans  toute  autre 
carrière  de  la  république  des  lettres;  et  que  les  géomètres  n'ont  à  s'en  prendre  qu'à  eux-mêmes 
de  l'abandon  où  ils  laissent  la  Géométrie.  Mais  nous  répondrons  qu'en  reconnaissant  d'abord 
que  la  métbode  analytique,  à  raison  de  son  universalité,  doit  être  enseignée  de  préférence  et 
peut-être  exclusivement,  dans  les  établissements  où  les  malbématiques  ne  sont  point  étudiées 
pour  elles-mêmes,  mais  bien  pour  leurs  applications,  soit  à  d'autres  parties  des  sciences,  soit 
aux  services  publics,  nous  pensons  que  la  Géométrie  et  les  belles  métbodes  qu'elle  a  fournies  à 
quelques  grands  géomètres  des  deux  derniers  siècles,  ainsi  que  les  perfectionnements  quelle  a 
pu  recevoir  depuis,  devraient  trouver  place  dans  ceux  des  cours  publics  qui  sont  destinés  spé- 
cialement à  l'exposition  des  découvertes  nouvelles  et  des  diverses  doctrines  matbématiques.  Or, 
les  doctrines  analytiques  et  les  découvertes  qu'il  est  possible  de  présenter  par  l'Analyse,  sont 
seules  enseignées  dans  ces  cours;  peut-on  dire  que  les  goûts  sont  libres?  Cette  indifférence,  ou 
plutôt  cette  exclusion  d'une  partie  si  importante  des  sciences  matbématiques,  n'est  pas  pliiioso- 
pbi(|ue,  et  fait  un  très-grand  tort  à  leurs  progrès;  car  toutes  les  sciences  ont  entre  elles  un  tel 
encbaînement,que  les  relards  qu'éprouve  l'une  d'elles  arrêtent  aussi  les  autres  dans  leur  déve- 
loppement. 

u 
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|)uI)Iiornil  (rnutros  volunios  sur  Ifis  nn^mos  mati(Vo.s  géomofriques.  Nous 
i^Mioions  si  Ton  a  tioiivô,  dans  ses  niaiiuscrils,  les  recherches  qui  devaient 
conjposer  ces  volumes. 

,^  37.  Le  célèhre  Lambert,  autre  Leibniz  par  Tuniversalité  et  la  profon- 
deur de  ses  connaissances,  doit  être  placé  au  nombrf!  des  malhémaliciens 
qui,  dans  un  temps  où  les  prodiijes  de  l'Analyse  occupaient  tous  les  esprits, 
ont  conservé  la  connaissance  et  le  goût  de  la  Géométrie  et  ont  su  en  faire 
les  plus  savantes  applications. 

Ses  nombreux  ouvrages  présentent  souvent  des  questions  diverses  de  pure 
Géométrie.  Mais  nous  devons  citer  ici  surtout  son  Traité  de  Perspective  et 
son  Traité  f/éontétrifjue  des  Comètes. 

La  Perspective  de  Lambert  parut  en  17o9,  puis  en  4  773,  accrue  d'une 
seconde  partie,  où  Fauteur,  faisant  usage  des  principes  de  cet  art,  comme 
méthode  géométrique,  démontra  plusieurs  propositions  concernant  les  pro- 
priétés descriptives  des  figures,  qui  rentrent  aujourd'hui  dans  la  théorie  des 
transversales ,  et  donna  des  éléments  de  celle  partie  de  la  Géométrie  qu'on  a 
appelée,  dans  ces  derniers  temps,  Géométrie  de  la  règle. 

Le  Traité  des  comètes,  intitulé  Insigniores  orbitœ  cometarum  proprietates 
(in-8",  Augsbourg  1761),  contient,  dans  un  style  purement  géométrique,  de 
nombreuses  propriétés  des  coniques,  relatives  à  leurs  relations  descriptives 
et  à  la  mesure  de  divers  secteurs  pris  dans  ces  courbes;  et  fait  usage  de  ces 
belles  découvertes  pour  la  détermination  du  mouvement  des  comètes. 

On  y  distingue  surtout  cette  propriété  de  l'ellipse,  qui  est  devenue  d'une 
si  haute  importance  dans  cette  théorie  : 

Si  dans  deux  ellipses,  construites  sur  le  même  grand  axe,  on  prend 
deux  arcs  tels  que  les  cordes  soient  égales  entre  elles,  et  que  de  plus  les 
sommes  des  rayons  vecteurs  menés,  des  foyers  de  ces  ellipses,  aux  extrémités 
de  ces  arcs  respectivement,  soient  aussi  égales  entre  elles  ;  les  deux  secteurs 
compris  dans  chaque  ellipse  entre  son  arc  et  les  deux  rayons  vecteurs  seront 
entre  eux  comme  les  racines  carrées  des  paramètres  des  deux  ellipses. 
(Sect.  4%  lemme  26.) 
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(loiisidcraiil  rdlipsc  (-(Miiiiic  une  orhilc  plaïK'diirc ,  cl  Mihsijiii.iiii  .mx 
so('l(Miis  les  temps  ('mpl(>}('.s  à  parcourir  leurs  arcs,  d'après  le  |)rinci|)('  de; 
Nowlon,  (|ue  le  temps  est  comuM'  Taii-e  du  sect((ur  parcoiuii,  divisée  par  la 
racine  carrée  du  |)aramélre  ',  ou  eu  conclut  que,  dans  les  deux  ('lli|)srs  doiil 
nous  venons  de  pailer,  les  temps  emplo}és  à  parcourir  les  deu\  secleiirs 
sont  I(»s  mêmes. 

Ce  théorème  oiïre  le  moyen  de  lamener  le  calcul  du  Icmps  cmploNé  à 
décrire  un  arc  (Pellipse  donné,  au  temps  par  un  ai-c  crune  autre  elli|)se 
quelconque,  (|ui  ait  le  même  grand  axe;  et  même  au  temps  j)ar  une  j)arlie 
de  ce  grand  axe,  en  supposant  (pie  Tellipse  se  confonde  avec  cet  axe,  par 
l'évanouissenKMit  de  Taxe  conjugué,  et  que  le  mobile  parcoure  ce  même  axe. 

Ces  considérations  géométricpies  sont  simples,  et  cependant  elles  ont 
sudi  pour  conduire  Lambert  au  théorème  le  plus  important  de  la  théorie 
des  comètes,  dont  les  démonstrations  (|u'on  en  a  données  depuis,  par  la 
voie  du  calcul,  ont  exigé  toutes  les  ressource  de  TAnalyse  la  plus  relevée. 

La  propriété  de  rellit)se,  qui  est  le  fondement  de  ce  liiéorème,  convient 
aussi  aux  secteurs  de  Thyperbole,  ainsi  que  Ta  démontré,  par  de  simples 
considérations  de  Géométrie,  le  célèbre  Lexell,  dans  un  Mémoire  où  il  fait 
connaître  diverses  autres  propriétés  des  coniques  -. 

Lambert  est  revenu  souvent  sur  la  théorie  et  le  calcul  des  mouvements 
planétaires,  et  a  trouvé  encore  à  y  faire  un  usage  utile  de  la  Géométrie, 
particulièrement  pour  substituer,  à  l'Analyse,  des  constructions  graphiques 
qui  servent  à  déterminer  les  orbites  des  comètes  par  trois  observations  •^. 

Nous  ne  pouvons  rechercher,  dans  les  immenses  travaux  de  Lambert,  ses 
autres  titres  à  la  reconnaissance  des  amateurs  de  la  pure  Géométrie,  parce 
que  le  glus  grand  nombre  de  ses  31énioires  sont  écrits  en  allemand. 


*  Livre  1",  section  3,  proposition  XIV  des  Principes. 

'^  Nova  acta  de  Pëtcrsboiirg,  toni.  F"',  ann.  1783. 

3  Cette  mctiiodc  est  détaillée  et  appliquée  à  plusieurs  exemples  dans  la  troisième  partie  du 
recueil  des  Mémoires  divers  de  Lambert,  intitulé  :  Beijlrage  ziir  Malheinulik,  etc.  Berlin,  1765 
à  1772;  4  vol.  in-8°. 
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v^  ){S.  Nous  icriniupions  ici  cet  aperçu  dos  progrès  oA  des  services  de  la 
(Jcoiuclric  dans  le  cours  du  WIII'"  siècle,  cpii  foiiue  notre  (jualrièrne  Kpocpie. 
L'usa^M'  et  le  fçoùl  de  ces  sortes  de  spi'cuiations  se  sont  éteints,  et  nous  ne 
lioiiN crions  plus  «jnèi-e  (|ue  des  (piesiions  isolées,  éparscs  dans  les  coileclions 
acad('nii(jues.  Plusieurs  ce|)en(ianl  pourraient  nous  doiniei"  occasion  de  citer 
des  noms  célèhres  :  Euier,  Lagrange,  Fuss,  Lexell,  etc.;  et  nous  pourrions, 
en  généralisant  parfois,  au  moyen  des  méthodes  nouvelles,  les  premiers 
résullals  de  ces  illustres  iréomètres,  montrer  (pie  la  Géométrie  a  réellement 
fait  des  progrès  dans  ces  derniers  temps,  et  (prelle  est  susceptible  de  perfec- 
lionnements  décisifs,  dont  Pellel  sera  de  diminuer  un  jour  rintervalle  (pu* 
sépare  aujounriiui  celte  science  de  celle  du  calcul. 

M;iis  de  nouNcaux  développements  nous  éloigneraient  de  la  fin  de  cet 
écrit,  à  huiuellc'nous  avons  hâte  d  arriver. 


hS^î-=>Ç'< 
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§  1.  Dans  ces  derniers  temps,  après  un  repos  de  près  d'un  siècle,  la  croméiric dcscnpiive 
Géométrie  pure  s'enrichit  d'une  doctrine  nouvelle,  la  Gêouiélne  descriplive, 
complément  nécessaire  de  la  Géométrie  analytique  de  Descartes,  et  (pii, 
comme  elle,  devait  avoir  des  résultats  immenses,  et  marquer  une  ère  nou- 
velle dans  l'histoire  de  la  Géométrie. 

Cette  science  est  due  au  génie  créateur  de  Monge. 

Elle  embrasse  deux  objets  : 

Le  premier  est  de  représenter  sur  une  aire  plane  tous  les  corps  d'une 
forme  déterminée,  et  de  transformer  ainsi,  en  constructions  planes,  les  opé- 
rations graphiques  qu'il  serait  impossible  d'exécuter  dans  l'espace. 

Le  second  est  de  déduire,  de  cette  représentation  des  corps,  leurs  rapports 
mathématiques,  résultant  de  leurs  formes  et  de  leurs  positions  respectives. 

Cette  belle  création ,  qui  fut  d'abord  destinée  à  la  Géométrie  pratique  et 
aux  arts  qui  en  dépendent ,  en  constitua  réellement  la  théorie  générale, 
puisqu'elle  réduisit,  à  un  petit  nombre  de  principes  abstraits  et  invariables, 
et  à  des  constructions  faciles  et  toujours  certaines,  toutes  les  opérations 
géométriques  qui  peuvent  se  présenter  dans  la  Coupe  des  pierres,  la  Char- 
pente, la  Perspective,  la  Fortification,  la  Gnomonique,  etc.,  et  qui  aupara- 
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vant  ne  s'exéculaiciil  que  par  des  procédés  iiicoliéreiils  eiilrc  eux,  incertains, 
cl  souvent  peu  ri^çoureux.  (Voir  la  Note  XXIII.) 

^2.  Mais,  outre  riinj)oitance  due  à  cette  première  destination,  qui  don- 
nait un  caraclère  de  rationalité  et  de  précision  à  tous  les  arts  de  construc- 
tion, la  Géométrie  desciiptive  en  eut  une  autre  très-ii;rande,  due  aux  services 
réels  (prdle  rendit  à  la  Géométrie  rationnelle,  sous  plusieurs  rapports,  et  aux 
sciences  mathématiques  en  général. 

La  Géométrie  descriptive,  en  efl'et,  (|ui  n'est  (|ue  la  traduction  graphique 
de  la  Géométrie  générale  et  rationiielle,  servit  de  flambeau  dans  les  re- 
cherches et  dans  rapj)récialion  des  résultats  de  la  Géométrie  analytique;  et, 
par  la  nature  de  ses  opérations,  qui  ont  pour  but  d'établir  une  correspon- 
dance coniplète  et  sûre  entre  des  ligures  eflectivement  tracées  sur  un  plan 
et  des  corps  fictifs  dans  l'espace,  elle  familiarisa  avec  les  formes  de  ces 
corps,  les  fit  concevoir  idéalement,  avec  exactitude  et  promptitude,  et  doubla 
de  la  sorte  nos  moyens  d'investigation  dans  la  science  de  l'étendue. 

La  Géométrie  devint  ainsi  en  état  de  répandre  plus  aisément  sa  généra- 
lité et  son  évidence  intuitive  sur  la  mécanique  et  sur  les  sciences  physico- 
mathématiques. 

Celte  influence  utile  de  la  Géométrie  descriptive  s'étendit  naturellement 
aussi  sur  notre  style  et  notre  langage  en  mathématiques,  qu'elle  rendit  plus 
aisés  et  plus  lucides,  en  les  aiïranchissant  de  cette  complication  de  figures 
dont  l'usage  distrait  de  l'attention  qu'on  doit  au  fond  des  idées,  et  entrave 
l'imagination  et  la  parole. 

La  Géométrie  descriptive,  en  un  mot,  fut  propre  à  fortifier  et  à  développer 
notre  puissance  de  conception  ;  à  donner  plus  de  netteté  et  de  sûreté  à 
notre  jugement;  de  précision  et  de  clarté  à  notre  langage;  et,  sous  ce 
premier  rapport,  elle  fut  infiniment  utile  aux  sciences  mathématiques  en 
général. 

§  3.  En  la  considérant  en  particulier  comme  simple  doctrine  géomé- 
trique, nous  trouvons  encore  qu'elle  apporta  un  immense  secours  dans  la 
science  de  l'étendue.  Car  elle  devint,  par  ses  principes  et  par  la  corrélation 
constante  qu'elle  établissait  entre  les  ligures  à  trois  dimensions  et  les  figures 


iiisToiiu:  i)i:  i.A  ciioMirnm:.  idi 

plîincs,  un  vérilahlc  moyi'ii  de  rcchciclH*  <'l  de  «Icinonslrnlion  en  (iconicliic 
ralioniicllc  ;  cl  par  ses  pioccdrs ,  (|(ii  soni  en  (icoiiu'lric  pi'ali(ni(»  ce;  cpic  les 
quatre  iv^U's  de  l^u-illini('ti(pies(>iil  dans  la  science  du  cal(;ul,  elle  fouritil  un 
moyeu  do  solulion  a  />//o/'/ dans  des  cpiesiions  où  la  Géoniéliic  de  Descai'les, 
toule-puissanle  en  lanl  d'anires  circonslances,  se  IrouNail  airèlée  par  les 
bornes  (jue  renconlrail  TAI^èbre  elle-inènio. 

tj  4.  Mon^e  nous  donna,  dans  sou  Trailè  de  (Iromrlric  (lescriptiva,  les 
premiers  exemples  de  rnlililé  de  ralliance  inlinie  et  sysléniali(pi<'  enirc  les 
ligures  à  Irois  dimensions  el  les  ligures  planes.  (Test  par  de  telles  considé- 
rations qu'il  démontra,  avec  une  élégance  rare  el  une  évidence  |)arfaite,  les 
beaux  théorèmes  qui  constituent  la  théorie  des  pôles  dans  les  courbes  du 
second  degré;  la  piopriété  des  centres  de  similitude  de  trois  cercles  pris 
deux  à  deux,  lesquels  cenires  sont  trois  à  trois  en  ligne  droite;  et  diverses 
autres  propositions  de  Géométrie  plane. 

Depuis,  les  élèves  de  Monge  cultivèrent  avec  succès  cette  Géométrie, 
d'un  genre  vraiment  nouveau,  à  laquelle  ou  a  souvent  donné,  avec  raison, 
le  nom  d'école  de  Monge,  et  qui  consiste,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
à  introduire  dans  la  Géométrie  plane  des  considérations  de  Géométrie  à  trois 
dimensions. 

Les  découvertes  faites  de  cette  manière  sont  nombreuses;  leur  exposé 
présenterait  certainement  une  page  intéressante  dans  l'histoire  de  la  Géo- 
métrie; mais  nous  ne  pouvons  nous  le  permettre  ici,  ni  entrer  dans  des 
détails  qui  allongeraient  beaucoup  trop  cet  écrit  ^ 

§5.  Les  procédés  par  lesquels  iMongc  transforma  les  figures  de  l'espace  Méthode  He  transmuta 

lion  des  figures. 

en  figures  planes,  parles  projections  orthogonales  sur  deux  plans  rectan- 

*  L'un  des  géoraètres  qui  les  premiers  aperçurent  toutes  les  ressources  de  celte  méthode,  fut 
M.  Brianclion,  qui,  dans  un  Mémoire  imprimé  dans  le  treizième  Cahier  du  Journal  de  l'École 
polytechnique  (année  1810),  présenta  sur  ce  sujet  des  réflexions  neuves  et  étendues,  auxquelles 
M.  Poncelet  nous  apprend  devoir  la  première  idée  des  belles  et  nombreuses  recherches  géomé- 
triques, contenues  dans  son  Traité  des  Propriétés  projeclives.  L'école  de  IMonge  est  très-rede- 
vable aussi  à  M.  Gergonne,  qui  l'a  servie  utilement  par  ses  propres  travaux,  toujours  empreints 
de  vues  philosophiques  profondes,  et  par  l'accueil  qu'il  a  fait,  dans  ses  Annales  de  Mathéma- 
tiques, aux  productions  des  anciens  élèves  de  l'École  polytechnique. 
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j,Hilaircs  (jn'il  supjjosc  abiiltus  l'un  sur  r.iulre,  oUVciil  en  j)arliculi('r  un 
ino}en  de  dccouM'ir  une  loule  de  proijosilions  de  Géornélrie  plane  sur  les 
fijçures  qui  rcsullcnl  de  Pensemble  de  ces  deux  projections.  De  sorte  qu'il 
n'est  poini  (Vc/jurc  de  Géométrie  descriplisc  (pn*  ircxprirne  quehjue  théorème 
de  Géométrie  plane.  J)ans  la  plupart  de  ces  théorèmes,  se  trouveront  des 
lignes  parallèles  entre  elles  et  perpendiculaires  à  la  droite  qui  servait  (Pin- 
tersection  aux  deux  plans  de  projection;  mais,  si  Ton  fait  ensuite  la  pers- 
pective de  la  figure  sur  un  plantées  lignes  deviendi-ont  concourantes  en  un 
point,  et  le  théorème  prendra  une  plus  grande  généralité. 

Voilà  donc,  comme  nous  Ta  vous  dit,  un  moyen  très-fécond  de  démon- 
trer, d'une  manière  toute  nouvelle  et  toute  particulière,  une  foule  de  propo- 
sitions de  Géométrie  plane.  On  démontrera  ainsi  la  plus  grande  partie  des 
théorèmes,  sinon  tous,  de  la  théorie  des  transversales,  et  la  pluj)art  des 
innombrables  propiiétés  des  sections  coniques. 

Prenons,  par  exemple,  1  "épure  où  il  s'agit  de  trouver  le  point  d'intersection 
des  trois  plans;  ce  point  sera  à  l'intersection  des  trois  droites  suivant  les- 
quelles ces  plans  se  coupent  deux  à  deux;  les  projections  de  ces  trois  droites 
sur  l'un  des  deux  plans  de  projection  passent  donc  par  un  même  point  ;  ce 
fait,  évident,  devient  l'expression  du  théorème  suivant  : 

Si  l'on  a  dans  un  plan  deux  triangles  dont  les  côtés  concourent  deux  à 
deux  en  trois  points  situés  sur  une  même  droite  L,  et  que  par  un  point, 
pris  arbitraironent ,  on  mène  trois  droites  aux  sommets  du  premier 
triangle;  cpi'on  les  prolonge  jusfpi'à  ce  quelles  rencontrent  en  trois  points 
la  droite  L  ;  qu'on  joigne  ces  trois  points,  respectivement ,  aux  trois  som- 
mets du  second  triangle,  par  trois  droites;  ces  droites  iront  concourir  en 
un  même  point. 

Ce  théorème  serait  susceptible  de  plusieurs  conséquences  :  nous  nous 
bornerons  à  faire  remarquer  qu'on  en  conclut,  comme  corollaire,  le  théo- 
rème de  Desargues  dont  nous  avons  parlé  (deuxième  Époque,  §  28);  il  suffit 
de  supposer  que  le  point  pris  arbitrairement  est  le  point  de  concours  de  deux 
des  trois  sommets  du  premier  triangle  respectivement  aux  sommets  corres- 
pondants du  second. 
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l/<''|)nr('  ."ui  iHoyon  (!<•  I;i(|ii('ll<'  on  conslruil  les  Ir.iccs  (riin  plim  (|iii  doit 
|)nss(>r  |);ii-  trois  points  dont  les  |)i-oj('(tioiis  sont  (Iomik'os,  «-oiidint  ;i  un  iintrc 
ihcoirnic,  de  nu^ino  n;ilni('  (|n('  le  prôcrdcnl,  cl  (|ni  donn<',  coninic  corol- 
laiic ,  le  m'i|)ro(|n('  dccclui  de  I)('s;ir^ii(>.s. 

,^  ().  (le  ^(Mirc  do  dcnionslralioii  condnil,  ;i\('c  une  v'^iAv  lacililé,  à  des 
propi'iélcs  des  eonicpies,  et  niènie  des  c'ouil)es  de  tous  les  degrés. 

(-oneevons,  pju*  exemple ,  dans  le  plan  horizontal,  une  conicpie  (pii  soif, 
la  hase  d'un  e}lindie  dont  la  direclioii  des  arêtes  soil  donnc'e;  cpie  Ton 
consli'uise  la  Iraee  de  ce  cylindre  sur  le  plan  veilical;  puis,  (|u'on  fasse  la 
perspective  de  Pépure  sur  un  plan  (pieleoncpie  :  on  aura  une  ligun^  (jui 
représentera  mie  première  conicpie  tracée  ai'hitrairCmenl,  el  une  seconde 
conique  conslruile,  au  moyen  de  la  première,  par  les  inlersections  de  lignes 
droites  issues  de  deux  points  tixes. 

Si,  au  lieu  de  la  première  conique,  on  prend  une  courhe  d'un  degré  quel- 
conque, on  aura  une  seconde  courhe  qui  sera  du  même  degré. 

Voilà  donc  un  moyen  de  transformer,  sur  un  plan,  une  courhe  quelconque 
en  une  autre  du  même  degré. 

Il  est  clair  que  les  tangentes  à  la  seconde  courhe  se  détermineront  au 
moyen  des  tangentes  à  la  première  ;  et  ces  tangentes  se  couperont,  deux  à 
deux,  en  des  points  qui  seront  tous  en  ligne  droite.  Ce  sera  la  droite  qui 
représente  Tinlersection  des  deux  plans  de  projection.  Cette  (îirconstance 
olï're  un  théorème  de  Géométrie  concernant  les  courhes  de  tous  les  degrés. 

Prenons,  pour  dei'nier  exemple,  un  cylindre  vertical  ayant  pour  hase,  sur 
le  plan  horizontal,  une  conique;  qu'on  le  coupe  par  un  plan  mené  arhitrai- 
renient,  et  que  l'on  construise,  sur  le  plan  vertical,  la  projection  de  la  courhe 
d'intersection;  ce  sera  une  seconde  conique.  Les  tangentes  à  ces  deux  coni- 
ques se  correspondront  deux  à  deux ,  comme  représentant  les  projections  de 
chaque  tangente  à  la  courhe  d'intersection  du  cylindre  par  le  plan  trans- 
versal; si  donc,  au  moyen  de  ces  projections,  on  cherche  les  points  où 
ces  tangentes,  dans  l'espace,  rencontrent  l'un  des  deux  plans  de  projec- 
tion, ces  points  formeront  une  ligne  droite,  trace  du  plan  transveisal  sui' 
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le  plan  do  projcclion.  Colle  circonslanco  donnera  lieu  à  une  propriélé 
générale  dos  deux  coniques  qui  sont  les  |)rojeclions  do  la  conique  située 
dans  Tospace.  Qu'on  fasse  la  perspective  de  rôpnre  sur  un  pian,  il  on  résul- 
tera une  propriélé  générale  du  système  do  deux  coniques  quolconcpies,  (jui 
est  celle-ci  : 

5/;,  par  le  point  de  concours  des  deux  tamjcntcs  communes  à  deux  coniques 
//ue/conques  situées  dans  un  plan ^  on  tire  ar/jitrairement  une  transversale 
qui  rencontre  chacune  de  ces  courbes  en  deux  points,  et  qu'on  leur  mime 
leurs  tangentes  en  ces  points;  les  tangentes  à  la  première  rencontreront  les 
tangentes  à  la  seconde  en  quatre  points  qui  seront,  deux  à  deux,  sur  deux 
droites  fixes,  quelle  que  soit  la  transversale  menée  par  le  point  de  concours 
des  deux  tangentes  communes  aux  deux  coniques. 

Il  est  plusieurs  autres  manières  do  démontrer,  par  des  considérations  de 
Géométrie  à  trois  dimensions,  ce  théorème  important  dans  la  théorie  des 
coniques;  par  exemple,  si  par  une  courhe  du  second  degré  on  fait  passer 
deux  cônes,  ayant  pour  sommets  deux  points  quelconques  de  Tespace,  et 
qu'on  cherche  la  seconde  courbe  d'intersection  des  deux  cônes,  ce  sera  une 
seconde  conique.  Les  relations  entre  ces  deux  courbes,  situées  dans  l'espace 
sur  deux  cônes,  sont  faciles  à  saisir.  3Iaintenant,  si  l'on  construit  l'épure  qui 
donne  la  projection  de  la  seconde  conique  sur  le  plan  de  la  première,  on 
aura  un  système  de  deux  coniques  situées  dans  un  même  plan,  et  dont  toutes 
ces  relations  des  deux  courbes  dans  l'espace  offriront  des  propriétés  inté- 
ressantes, au  nombre  desquelles  se  trouvera  le  théorème  que  nous  venons 
d'énoncer. 

§  7.  Ces  exemples  nous  sufïlsent  pour  montrer  comment  chaque  épure 
de  Géométrie  descriptive  peut  exprimer  un  théorème  de  Géométrie  plane, 
et  nous  croyons  pouvoir  dire  que  celle  voie  ouvrira  une  mine  féconde  de 
vérités  géométriques.  Sous  ce  point  de  vue,  la  Géométrie  descriptive  de 
Monge  offre  une  méthode  de  Géométrie  rationnelle.  Nous  l'appellerons 
méthode  de  Transmutation  des  figures. 

Outre  ce  premier  résultat  de  la  Géométrie  descriptive ,  d'opérer  la  trans- 


iiisToiiu:  i)i:  i.A  (;i;()>iiTi{n:.  iîkj 

iniil.'ilion  (les  (»i(>|ui(''l(''s  des  lij^urcs  ;'i  dois  (liiiiciisioiis ,  cii  proprich's  des 
li/^urcs  planes,  nous  (h'voiis  l'aire  icniarijucr  ini  aulrc  iisa;;<'  j)aili(nli('r  <l«; 
celle  ^('onielrie  :  c'esl  de  ionddire  à  une  inlinile  de  nioNcns  i\\)\)('ivi' ,  sur 
\o  plan,  ilos  lianslorinaliiMis  de  li^^jincs  en  li^^ncs  dn  même  genre,  ainsi 
(pravaienl  lail  f.a  Mire  el  Newlnn;  c'est,  en  pailie»dier,  (fonrir  une  irdinilé 
de  nu)N(Mis  (raUeindr<'  le  hnl  (pie  s\''|jiil  propose  La  Ilire  :  di'ciirc!  sur  nn 
plan,  au  moyen  du  eercle,  les  (lill'éi'enres  seclions  ('oni(pi(^s,  el  de  transporter 
ainsi,  (l;ms  le  plan,  les  opérations  d(»  la  perspeeli\e.  Il  sullil,  en  eiret,  de 
concevoir  un  cône  à  hase  circulaire,  ayant  poiu-  sommet  un  point  (piel- 
conque  de  IVspace ,  el  de  couper  ce  cône  par  un  |)lan  mené  arbitrairement; 
In  section  sera  une  conique ,  dont  une  des  projections  pourra  élre  regardée 
comme  une  tnuisfortnéc  de  Tune  des  projeclions  de  la  base  du  cône  ;  et 
comme  cette  transformée  se  construira  par  des  opérations  planes,  le  but  de 
La  lliie  se  trouNcra  atteint. 

Cette  solution  générale  du  problème  de  La  Ilire  conduira,  comme  on  le 
pressent  à  cause  de  rindéterminalion  des  dilïerenles  données  de  la  question, 
à  un  grand  nombre  de  méthodes  dillérentes;  el  Ton  parviendra,  de  plusieurs 
manières,  à  celle  même  de  La  Ilire. 

§  8.  Bien  qu'on  ait  apprécié  les  services  que  Monge  a  rendus  en  familiari- 
sant avec  les  considérations  de  la  Géométrie  à  trois  dimensions,  et  en  appre- 
nant à  passer  tour  à  tour  de  cette  Géométrie  à  la  Géométrie  plane,  et  de 
celle-ci  à  la  première,  on  n'a  peut-être  pas  reconnu,  dans  le  mode  parliculier 
de  démonstration  dont  nous  venons  de  donner  des  exemples,  toute  l'impor- 
tance qui  lui  est  due,  tant  à  cause  des  vérités  géométriques  auxquelles  il 
pouvait  conduire,  et  dont  un  grand  nond)re  alors  eussent  été  neuves,  que 
parce  qu'il  étail  un  premier  exemple  de  fraiLsniufatioii  des  figures  à  trois 
dimensions  en  ligures  planes,  et  réciproquement.  Les  services  rendus  par  le 
seul  mode  de  tranformation  usité  jusqu'alors,  la  perspective,  dont  Pascal 
suitout  avait  fait  un  si  heureux  usage,  et  dont  La  Hire,  dans  son  Traité  des 
Plankoniques,  avait  réduit  toules  les  opérations  à  des  constructions  planes, 
étaient  de  nature  à  faire  concevoir  tous  les  avantages  des  autres  modes  de 
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Iransformaliol)  cini  ponrraioiil  so  pn'^scnter,  soil  dans  rcspacc,  soil  sur  le 
plan. 

J\Iais  au  surplus,  en  léfléchissant  sur  les  procédés  de  rAliréhre,  et  en 
reclierclianl  la  cause  des  a\anlaii:es  immenses  qu'elle  a|)j)()rle  dans  la  Géo- 
métrie, ne  s*aperçoil-on  |)as  qu'elle  dent  une  partie  de  ces  aNanlaiies  à  la 
l'acililé  des  tiansfoi-malions  (|ue  Ion  fait  subir  aux  expressions  (pTon  y  intro- 
duit d'abord  ?  Iransfoiinalions  dont  le  secret  et  le  mécanisme  l'ont  la  \é)ilable 
science,  cl  Tobjet  constant  des  rechercbes  de  l'analyste.  N'était-il  pas  naturel 
de  chercher  à  introduire  pareillement,  dans  la  Géométrie  |)ure,  des  transfor- 
mations analogues,  portant  directement  sur  les  figm-es  proposées  et  sur  leurs 
propriétés  ? 

La  théojie  des  projections  stéréon:rapbi(pies,  pai*  la(pielle  on  ap|)li(pie  à 
des  systèmes  de  conicjues  sendjiables  et  semblablement  |)lacées  (parmi  les- 
(juelles  j)euvent  se  tiouver  des  droites  et  des  points),  les  propriétés  évidentes 
et  palpables  de  systèmes  de  courbes  planes  tracées  sur  une  surface  du  second 
degré,  cette  théorie,  dis-je,  est  un  exemple  frappant  des  avantages  des 
transfoi'mations  géométriques.  Diverses  méthodes  qui  se  rattachent,  couimc 
nous  le  ferons  >oir,  aux  deux  principes  généraux  de  l'étendue,  la  dualité  et 
\'/iomogr((j)/iie  des  ligures,  que  nous  démontrons  dans  cet  écrit,  sont  de  telles 
méthodes  de  transformation. 

Ces  sortes  de  mélhodes,  dont  l'utilité  nous  parait  bien  constatée,  méri- 
tent d'être  cultivées;  et,  si  nous  ne  nous  abusons,  les  géomètres  qui  vou- 
dront méditer  sur  cet  objet  apprécieront  davantage  l'importance  philosophique 
de  la  méthode  de  transmutation  que  nous  avons  cherché  à  faire  ressortir  des 
pi'ineipes  de  la  Géométrie  descriptive  de  Monge. 
.Piiio  ,„■,.|u.li^e  §  9.  Les  doctrines  de  iMonge  ont  déjà  donné  lieu  à  un  ouvrage  du  même 
.01  couMm-iN.  ^^,,j,.g^  ^Iqi^I  l'occasion  se  piésente  de  parler  ici,  par  anticipation  :  la  Géomé- 
trie perspective  de  iM.  Cousinery,  ingénieur  des  ponts  et  chaussées  (in-4", 
4  828),  qui  diiïère  de  la  méthode  de  Monge  en  ce  que  l'auteur  ne  fait  usage 
(pie  d'une  seule  projection  ,  ou  perspective,  sur  un  plan. 

Un  plan,  situé  d'une  manière  (juelconque  dans  l'espace,  est  déterminé 
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dans  l'cpuic  pnr  «Iciix  dioilcs  p.iiMlIrIcs,  dont  riiiic  csl  l.i  Iriicc  de  ce  |il:iii 
sur  (-('lui  de  |)i'oi('('li()n  ,  cl  ImuIi-c  csI  I.i  Iracc  d'un  second  pl.'in  p.ir.dlrlc  :iu 
premier,  nien(''  par  IV//  ou  |)oinl  eenlral,  d'où  parleni  les  li^Mies  projelanles. 
(ne  droite  esi  dcierniinee  (Tune  niani(''re  analo^U(>  par  deux  points,  dont 
Tun  es!  celui  où  elle  perce  le  plan  de  projection,  cl  raulr(>  est  celui  où  une 
S(»conde  droite  menée  |)ar  le  point  central,  paralh'lemenl  à  la  premi(''re,  per(!e 
ce  m(''me  plan.  Pour  (h'Merminer  un  p(»int,  il  faut  connaitie  deu\  droites  siu- 
lescpielles  il  se  trou\e,  dont  Time  peut  passer  par  INcil ,  et  se  r(''duire,  en 
pers|)ective,  à  un  point,  ('es  proc(''(l(''s  sont  simples  et  in^(''nieu\;  les  (''|)ures 
auxquelles  ils  conduisent  ne  seul  point,  trop  compliquc'cs,  et  elles  sont  sus- 
ceptibles, comme  celles  do  la  (i('H)métrie  (lescripti\e  de  Monp^e,  d'exprimer 
divers  tlu'on'Mues  de  (i('om(''trie,  ainsi  cpie  le  l'ait  voir  31.  f.ousinery. 

Sans  chercher  à  ap))r(''ciei'  l(»s  avantages  (pie  celte  nnUliode  poiu'i'a  peut- 
être  oUVir  sous  le  raj)j)orl  industriel ,  cVst-à-dire  connue  instrument  analoijue 
à  la  Ct'onu'li'ie  descriptive  de  Monge,  dans  les  aits  de  construction,  nous  ne 
la  considérerons  que  comme  moyen  de  transformation  des  figures,  et  comme 
méthode  pour  la  recherche  et  la  démonstration  d'une  foule  de  vérités  géo- 
métriques :  sous  ce  rappoi't,  elle  nous  parait  digne  de  raltenlion  des  ama- 
teurs de  la  Géométrie.  M.  Cousinery,  en  se  bornant  à  quehjues  exemples 
qui  suffisaient  pour  convaincre  de  Tutilité  de  sa  méthode,  a  ouvert  un 
nouveau  champ  de  spéculations  géométriques,  où  Ton  sera  sur  de  glaner 
abondamment. 

,^  10.   Il  nous  reste,  au  sujet  de  la  Géométrie  descri|)tive  de  iMona:e,  àNouNe...  .nodedede 
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parler  de  rinlluence  qu'elle  a  encore  eue  sur  les  progrès  de  la  Géométrie    deriigure"'  "^"' 
pure,  en  introduisant  dans  celte  science  un  mode  de  démonstration  que  les 
Anciens  auraient  repoussé  comme  une  licence  incompatible  avec  leurs  prin- 
cipes rigoureux,  et  qui  a  eu,  entre  les  mains  de  Monge  et  des  géomètres  de 
son  école,  les  plus  heureux  résultats. 

Pour  définir  cette  méthode,  nous  dirons  «  qu'elle  consiste  à  considérer 
»  la  figure,  sur  laquelle  on  a  à  démontrer  quelque  propriété  générale,  dans 
»  des  circonstances  de  construction  générale,  où  la  piésence  de  certains 
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»  points,  (lo  ceiinins  plans  on  (l(;  certaines  lii^ncs,  (pii  dans  d'antres  cir- 
»  constances  seraient  inia^^inaires,  facilite  la  déinonstralion,  Ensnite ,  on 
»  appli(jn(;  le  théorème  (lu'on  a  ainsi  démontré  anx  cas  de  la  lijçure  on  ces 
»  points,  ces  plans  et  ces  droites  seraient  imaginaires;  c'est-à-dire,  qu'on 
»  le  rei^arde  comme  vrai  dans  tontes  les  circonstances  de  constructions 
»  générales  que  peut  présenter  la  lii^ure  à  la(pielle  il  se  rapj)orte.  »  La 
Géométrie  de  Moni»:e  nous  olïVe  de  beaux  exemples  de  cette  manière  d'aj^ir. 

Ainsi,  poiu'  démonlrei"  ({ue,  si  des  cônes  circonscrits  à  une  surface  du 
second  degré  ont  leurs  sommets  en  ligne  droite,  les  plans  de  leurs  courJ)es 
de  contact  passent  tous  par  une  même  droite,  Monge  suppose  que,  par  la 
droite  lieu  des  sommets  des  cônes,  on  peut  mener  deux  plans  tangents 
à  la  surface  ;  les  courbes  de  contact  des  cônes  passeront  toutes  [)ar  les 
deux  j)oints  de  contact  de  ces  plans  tangents;  leurs  plans  passeront  donc  tous 
par  la  droite  qui  joindra  ces  deux  points.  Le  théoième  est  donc  démontré, 
pour  la  disposition  suj)posée  de  la  ligure;  et  Monge  prononce  que  cette 
démonstration  s'étend  au  cas  où  l'on  ne  pourra  point  mener  de  plans  tan- 
gents à  la  surface  par  la  droite  lieu  des  sommets  des  cônes;  c'est-à-dire,  que 
le  théoième  a  lieu  pour  toute  position  possible  de  cette  droite. 

(]elte  méthode  de  Monge  nous  parait  fondée  sur  cette  observation,  qu'une 
figure  [)eut  présenter  dans  sa  construction  la  plus  générale  deux  cas  diiïé- 
rents  :  dans  le  premier,  certaines  parties  (points,  plans,  lignes  ou  smfaces) 
dont  ne  dépend  pas  nécessairement  la  construction  générale  de  la  ligure, 
mais  qui  en  sont  des  conséquences  coutingenles  ou  accidentelles,  sont  réelles 
et  palpables;  dans  le  second  cas,  ces  mêmes  parties  n'apparaissent  plus  : 
elles  sont  deveimes  imaginaires;  et  cependant  les  conditions  générales  de 
construction  de  la  figure  sont  restées  les  mêmes. 

Par  exemple,  si  l'on  dit  de  tracer  dans  l'espace  une  surface  du  second 
degré  et  une  ligne  droite,  qui  aient  entre  elles  toute  la  généralité  possible 
de  position,  cette  question  comportera  deux  cas  :  celui  où  la  ligne  droite 
rencontre  la  surface,  et  celui  où  elle  ne  la  rencontre  pas;  et  ces  deux  cas 
olTrironl  la  même  généralité,  parce  que  dans  chacun  d'eux  la  ligne  droite 
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sera  lir<M'  iirhiliMiiciiicnl,  sans  i\\H'  Ton  ail  c^^ard  à  la  position  (li'jà  (Ioiiim'c 
h  la  siiiracc  du  second  d(»<,'r<''  ;  ils  dinV'icionI  en  ce  (jnr  les  dcnx  poinK 
(rinlciscclion  de  la  li^nc  droilc  cl  de  la  siiiracc  sonl  n'cls  dans  le  premier 
cas,  cl  imaginaires  dans  le  second.  N(uis  dirons  (ni<'  ces  denx  poinls  sonl 
nue  dos  relations  <<tnfiNf/rn/rs.  on  accidcnlelles,  du  s\slcme  de  la  sinface  cl 
de  la  droite. 

Nous  n'a>()ns  pas  hesoin  de  l'aire  rcMuarcpier  cpie  nous  n'entendons  nnlle- 
inenl  pailer  ici  des  cii'conslances  parlicnlières  de  construction  (rime  (ij^an-e, 
auxquelles  on  a  consacré  rexpression  de  ahs  /Hirticulicrs ,  qui  sonl  celles  où 
plusieurs  poinls,  lii^nes,  ou  surfaces,  vieiuienl  à  se  confondre.  Ainsi,  dans 
l'exemple  précédent,  si  la  droite  est  tani^enle  à  la  surface  du  second  de^ré, 
ce  sera  un  cas  pardcii/ier;  et  un  théorème  démontré  sur  cette  (igure  ne 
serait  point  regardé  connue  s'appliquant  nécessairement  à  la  (ignre  générale. 

§  11.  La  méthode  dont  il  s'agit,  qui  nous  parait  avoir  pris  naissance  dans 
les  beaux  exemples  que  Monge  nous  en  a  donnés  dans  sa  Géométrie  descrip- 
tive, a  été  suivie  depuis  par  la  plupart  de  ses  disciples,  mais  toujours  tacite- 
ment, comme  .Plonge  avait  fait  lui-même,  c'est-à-dire  sans  entrer  dans  les 
considérations  que  nous  venons  de  présenter,  et  sans  chercher  à  justifier 
cette  manière  de  raisonner. 

Ce  n'est  que  dans  ces  derniers  temps  que  M.  Poncelet  a  abordé  franche- p.inei,,.,.ir  continuité 
ment  cette  question,  qui  méritait  d'être  approfondie,  et  qu'il  l'a  rattachée  à  un 
point  de  doctrine  important  dans  la  Géométrie  rationnelle.  On  voit  que  nous 
voulons  parler  du  principe  de  continuité^  que  ce  savant  géomètre  a  mis  en 
avant  et  développé  dans  son  Traité  des  Propriétés  projeclives,  et  dont  il  a 
fait  les  plus  heureuses  applications;  mais  qui,  n'étant  point  démontré  rigou- 
reusement, n'a  été  considéré ,  par  d'autres  célèbres  académiciens,  que  comme 
une  forte  induction,  et  un  moyen  précieux  pour  deviner  et  pressentir  les 
vérités,  mais  non  pour  suppléer  aveuglément,  et  dans  tous  les  cas,  à  leur 
démonstration  rigoureuse. 

Il  faut  en  convenir  :  si  les  géomètres,  en  pratiquant  la  méthode  de  Monge, 
ou  le  principe  de  continuité^  devaient  justifier  cette  manière  d'agir  par  des  con- 
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si(l(''rali()iis  do  pure  ri<''(»in(''ti'i(' ,  puisses  (l.iiis  (pichpios  jjiiiicipcs  |)i(''('\istîmls 
cl  tlcmoiilrcs  ((  priori,  les  moyens,  juscpiù  ce  jour,  nous  j);uiiilr<*ii(iut  leur 
niJUKjuor  :  et  si  Icui-  niaiclio,  coinMic  c('II(!  de  Monge,  a  toujours  été  assurée  et 
n'a  |)oint  laissé  de  nuaj;e  dans  leur  es|)ril,  ils  ont  puisé,  ce  ine  sendile,  celte 
confiance  dans  le  senlinienl  (rinfaillihilité  (|ue  les  habitudes  de  TAnîilyse 
alj;<éi)i'i(iue  ont  fait  naîti-e  en  eux. 
D.inon,ir:.ii..n  .!.■  la      ^12.  Xous  d'ovous  cu  elTel  ((u'oii  pourra,  dans  chaque  cas  parlicuh'er, 

nu'lliudc  de  Mipii>!<'. 

justifier  a  ])Ostvriori  Va  niéliiode  en  question,  par  un  raisonnoinenl  fondé 
sur  les  i)rocédés  généi-aux  de  rAiiahse. 

Il  sulïil  (["observer  que  les  deux  circonstances  générales  de  construction 
dune  figure,  dont  nous  avons  parlé,  et  dont  la  distinction  est  importante, 
parce  qu'elles  nous  paraissent  être  la  véritable  oriijine  de  la  question  qui 
nous  occupe,  n'entrent  jamais  en  considération  dans  l'application  de  l'Ana- 
lyse finie  à  la  Géométrie.  Les  résultats  obtenus  par  cette  méthode  s'appli- 
quent, dans  toute  leur  étendue,  à  ces  deux  circonstances  générales  de  con- 
struction. Ces  résultats  sont  des  théorèmes  concernant  \cs  parties  intcfjrantes 
cl  permanentes  de  la  figure,  celles  qui  appartiennent  à  sa  construction  géné- 
rale, et  qui  sont  toujours  réelles  dans  les  deux  cas;  théorèmes  tout  à  fait 
indépendants  des  parties  secondaires,  ou  contingentes  et  accidentelles  de  la 
figure,  qui  peuvent  être  indilTéremment  réelles  ou  imaginaires^  sans  changer 
les  conditions  générales  de  construction  de  la  figure. 

Donc,  quand  ces  résultats  généraux  sont  démontrés,  n'importe  comment, 
sur  l'une  des  deux  figures,  on  peut  conclure  qu'ils  ont  également  lieu  dans 
l'autre  figure. 

Cette  manière  de  justifier  la  doctrine  de  Monge,  qu'on  regardera  peut-être 
aussi  comme  une  démonstration  a  posteriori  du  principe  de  continuité,  con- 
sidéré en  Géométrie,  comporte  les  exceptions  dont  ce  principe  sera  suscep- 
tible; car  ces  exceptions  ne  seront  autres  que  celles  que  rencontrerait  l'Ana- 
lyse elle-même.  Ainsi,  par  exemple,  on  devra  se  garder  d'appliquer  ce  prin- 
cipe aux  questions  dans  lesquelles,  si  l'on  voulait  faire  entrer  dans  l'Analyse 
les  circonstances  générales  de  construction  dont  nous  avons  parlé,  on  trouve- 
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rail  (|ImI  m  anrail  à  cliaii^rcr  aiilic  chose  (|ii('  les  si^^Mics  des  cocnicicnls  des 
(|iianlil(''s  variables;  par  cxcniidc,  les  si^nics  des  e\|)()saiils  i\v.  ces  (juanlilcis  '  ; 
on  ne  devra  poiiil  Tapplicuicr  non  plus  anx  (picslions  (pn",  liaiférs  |)ar  TAna- 
lyso,  cxi^craicnl  des  inlc^'ralcs  (h'Iinics,  parce  (pTun  sinipi<' clianj^einenl  de 
si^Mie,  (pii  élahlirail  la  dilVéienc<'  entre  les  deux  circonslances  générales  de 
conslnu'lion  de  la  ligure,  cluui^M'rail  lolalenienl  les  résidlals  d(;  TAnalyse. 

Mais,  dans  toutes  les  (pieslions  de  (Jéonielrie  (pn'  n'exi^'craienl  cpie  le 
secours  de  l'Analyse  Unie,  telle  (pie  Descaries  nous  a  ap|)ris  h  en  l'aire  usa^e, 
on  pourra  mettre  toute  confiance  dans  la  nu'thode  de  Alonge.  Ainsi,  par 
exemple,  si  Ton  considi^e  dans  Tespace  un  c(')ne  du  second  degré  et  un  plan 
transversal,  place»  de  la  manii're  la  plus  g('Mi('M'aIe  pai"  rapport  au  cône,  ce 
|)lan  pourra  avoir  deux  positions  diflérentes,  qui  satisferont  c'galement  à 
cette  condition  de  plus  giande  gi^néralité  possible.  Dans  la  premi(^M-e,  il  cou- 
pera le  cône  suivant  une  hyperbole,  dont  on  pourra  tracer  les  deux  asymp- 
totes; dans  la  seconde,  il  coupera  le  cône  suivant  une  ellipse;  et  les  deux 
droites  (jui ,  dans  la  premi()re  figure,  étaient  les  asymptotes  de  l'hyperbole, 
seront  imaginaires  dans  la  seconde  figure.  Néanmoins,  toute  propriété  géné- 
rale de  la  première  ligure,  démontrée  même  avec  le  secours  des  deux  asymp- 
totes, appartiendra  à  la  seconde  figure,  pourvu,  bien  entendu,  que  cette 
propriété  ne  concerne  point  directement,  ni  implicitement,  les  asymptotes: 
dans  ce  cas  elle  ne  serait  point  une  propriété  générale,  indépendante  des 
circonstances  de  construction  qui  font  que  ces  asymptotes  sont  ou  ne  sont  pas 
réelles. 

Ce  que  nous  disons  de  Tellipse  et  de  Phyperbole  ne  s'applique  pas  à  la 
parabole,  parce  que  la  position  du  plan  transversal,  qui  donne  pour  section 
dans  le  cône  une  parabole,  est  une  position  particulière.  Ainsi,  une  pro- 
priété de  la  parabole,  qu'on  aurait  démontrée  en  s'appuyant  sur  cette  cir- 

'  Nous  ne  pensons  pas  que  de  telles  questions  puissent  se  présenter.  Car  les  deux  circon- 
stances générales  de  construction  d'une  figure,  dont  la  considération  est  la  hase  de  noire 
manière  d'envisager  la  méthode  de  Monge,  nous  paraissent  ne  différer,  dans  lexpression  algé- 
brique de  la  figure,  que  parla  diflercnee  des  signes  des  coefficients  indépendants. 
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conslancc  que  I(î  plan  lr;msvor.sal  (|ui  la  fait  nailro  dans  lo,  côik;  a  une 
position  parliculiôro  j)ar  lapporl  à  ce  cône,  trap|)aiii(MKlrail  point,  par  la 
seule  vertu  du  principe  de  Monge,  à  lellipse  ou  à  rii\|)('il)()le. 

,^  13.  Les  mêmes  considérations  ont  lieu  pour  les  surfaces  du  second 
dei;ré.  Klles  se  divisent,  sous  lui  certain  rapport,  en  (l<'u\  classes  :  pour  l'une 
de  ces  surfaces  (Phypeiholoïde  à  une  nappe),  le  plan  tanj^ent  en  chacun  de 
ses  points  la  touche  sui\anl  deux  droites  entièrement  comprises  sur  la  sur- 
face; et,  pour  les  deux  autres  surfaces  (l'ellipsoïde  et  l'hyperboloïde  à  deux 
na|)pes),  ces  deux  droites  sont  imaginaires.  Eh  bien,  une  propriété  içénérale 
de  riiyperholoïde ,  démontrée  avec  le  secours  des  deux  droites  en  ques- 
tion, pourvu  qu'elle  ne  comprenne,  ni  directement,  ni  implicitement,  ces 
deux  droites  dans  son  énoncé,  appartiendra  également  aux  deux  autres 
surfaces. 

Par  exemple,  (ju'on  veuille  démontrer  les  deux  théorèmes  qui  constituent 
la  doctrine  des  projections  stéréographiques  :  on  prendra  l'hyperboloïde  à 
une  nappe,  pour  lequel,  avec  le  secours  des  deux  droites  que,  par  chaque 
point,  on  peut  mener  sur  sa  surface,  ces  deux  théorèmes  sont  évidents;  et 
Ton  conclura  innnédiatement,  avec  toute  sûreté,  qu'ils  ont  également  lieu 
pour  les  autres  surfaces  du  second  degré. 

On  conçoit  que  si ,  au  lieu  de  démontrer  ces  deux  théorèmes  rela- 
tivement à  l'hyperboloïde  à  une  naj)pe,  surface  d'une  construction  tout 
aussi  générale  que  celle  de  l'ellipsoïde  et  de  l'hyperboloïde  à  deux  nappes, 
on  les  eût  démontrés  pour  la  sphère,  on  n'aurait  pas  pu  les  appliquer, 
en  vertu  seulement  de  la  méthode  de  Monge,  aux  autres  surfaces  du 
second  degré,  parce  que  la  sphère  n'est  point  une  surface  d'une  construction 
générale. 

§  14.  Mais  nous  pouvons  dire,  tout  de  suite,  qu'avec  le  secours  d'une  autre 

o.ie de  généralisa- méthode,  OU  appliquc  les  propriétés  générales  de  la  sphère  à  Tellipsoïde;  et 

alors,  par  la  méthode  de  Monge,  elles  deviennent  des  propriétés  générales 

de  toutes  les  surfaces  du  second  degré.  Cette  méthode  de  transformation, 

que  nous  avons  exposée  dans  la  Correspondance  polytechnique  (^\om.  III, 
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\)i\^.  ^i^<>),  l'sl  aiialNli(|ii('  :  elle  consislc  à  (airo  croiln*  |)i(i|)(iiti()iiiM'll«'tin'iil 
l(»s  coordoniK'cs  de  ('ha(|ii('  point  i\o  la  splw^n».  Nous  nous  en  sonifn<'s  sciNi 
pour  liansforincr  les  proprirlrs  dcscripliNcs,  ri  celles  cpii  eoneeinenl  les  \o- 
liunes  (les  corps;  depuis,  nous  Tavons  ap|»li(pi<''e  aux  pro|»ri(''les  concernaiil  les 
lon^ueuis  des  lij^nes  courix's  el  les  aires  des  stu'laces  courhes.  Nous  Tavons 
généralisée  aussi,  sous  un  aulre  rappori,  en  la  rendani  pro|)re  à  Iransporleiaux 
hvperholoïdes  les  propii('Més  i^énerales  des  paraholoïdes,  comme  celles  de  la 
splièi'c  à  Tellipsoide.  Mais  celle  mélhode  j^^Miérale  élanl  com|)rise,  comme  cas 
particulier,  dans  notre  principe  général  de  (h'-fonnalion  h<)niof/r<i/)/ii(jii(',  nous 
n'insisterons  point  davantage  sur  ses  usages  el  sor)  degré  (Tiililité. 

Nous  devons  Caire  remaicpier  une  dilTérence  caraclérislicpie  (pn'  distingue 
celle  méthode  de  celle  dont  nous  parlions  d'ahord ,  (juoi(pie  pju'  Tune  et  par 
l'autre  on  généralise  un  premier  résultat. 

Le  mode  de  déformation  (pie  nous  xmious  d'indicjuer  est  une  véritable 
mi'thode  de  (jénéraUsation ,  qui  transporte  à  une  ligure,  d'une  construction 
tout  à  fait  générale,  les  propriétés  connues  d'une  (igure  d'une  construction 
particulière. 

L'autre  méthode,  au  contraiie,  qui  fait  usage  des  l'elations  contingentes, 
n'opère  que  sur  une  propriété  d'une  figure  de  la  construction  la  plus  géné- 
rale, et  la  transpoi'te  à  une  autre  ligure  d'une  construction  non  moins  géné- 
rale, qui  ne  dilïère  de  la  piemière  (igure  que  par  des  circonslances  secondaires 
et  accidentelles  qui  ont  servi  à  la  démonstration,  mais  qui ,  ayant  en  quelque 
sorte  été  éliminées  dans  le  résultat  des  raisonnements  où  on  les  avait  fait 
entrer,  ne  sont  pour  rien,  ni  directement,  ni  implicitement,  dans  l'énoncé 
de  la  proposition  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

§  15.  Celte  mélhode  nous  j)araitrail  mériter,  plus  qu'aucune  autre,  le 
nom  de  mélhode  (ïintuition,  puisqu'elle  est  véritablement  fondée  sur  la  vue 
des  choses.  3Iais  ce  caractère  d'intuilion  est  le  propi-e,  en  général,  des  mé- 
thodes qui  reposent  sur  la  pure  contemplation  de  l'étendue ,  et  particulière- 
ment de  celles  où  l'on  fait  intervenir  la  considération  des  figures  à  trois 
dimensions,  pour  la  démonstration  des  propositions  de  Géométrie  plane.  La 
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(l(''iioniiii;aion  de  mélhodo  (riiiluitioii,  (jui  coiiNiciil  en  ^^énéral  à  l;i  Géomélric 
d(;  Mongc,  iw  cMnictériseniil  donc  pas  co  principe,  en  verdi  diupiel  on  ap- 
plique, à  un  étal  général  d'un  syslènie,  les  propriétés  (pTon  a  dcinonlrées  |)our 
un  aiilre  ('lai,  éji;alenienl  général,  du  niénje  s\stéme.  .Mais  la  dcnoniinaliou  de 
Mrlhodc  ou  princijK'  des  relations  rondnf/cnfcs  nous  j)arailrait  la  caracléi-iser 
d'uiKî  manière  assez  précise  et  assez  complète. 

Nous  pi'éférons  celte  dénomination  à  celle  de  principe  de  eo)itiniii(e, 
parce  que  ce  principe  impli(jue  l'idée  de  Tinfini,  (|ui  nentrc  nullement  dans 
la  méthode  des  relations  contingentes.  Nous  développerons  celte  idée  dans 
la  Note  XXIV. 

Xous  pourrions  ciler  beaucoup  dVxemples  de  Tapplication  qu'on  a  faile, 
tacitement,  du  principe  des  relations  contingentes;  mais  nous  avons  trouvé 
une  queslion  nouvelle  (jui  nous  j)arait  éminenunent  propre  à  montrer  Tusage 
et  l'utilité  de  ce  principe,  c'est  celle  où  il  s'agit  de  déteiminer,  en  grandeur 
et  en  direction,  les  trois  diamètres  principaux  d'un  ellipsoïde  dont  trois 
diamètres  conjugués  sont  donnés.  La  solution  de  cette  queslion  ne  se  serait 
peut-être  pas  présentée  aussi  aisément  par  toute  autre  méthode.  ÇVoir  la 
Noie  XXV.) 

§  16.  Ce  j)rincipe  des  l'clations  contingentes  sera  peut-être  basé  un  jour 
sur  quelque  ])rincipc  métaj)hysique  de  Pétendue  figurée,  tenant  à  des  idées 
d'homogénéité,  telles  que  celles  qu'on  a  apportées  quelquefois  dans  les 
sciences  naturelles,  particulièrement  dans  celles  des  corps  organisés;  il  semble 
appartenir  déjà  à  quelque  principe  général  de  dualité,  tel  que  celui  que 
paraissent  présenter  ces  mêmes  corps  où  l'on  a  à  reconnaître  deux  genres 
d'éléments,  éléments  permanents,  éléments  variables;  fixité  et  mouvement. 

Mais,  en  attendant  que  notre  principe  des  relations  contingentes  soit  ainsi 
démoniré  a  priori,  il  nous  paraît  assez  justifié  par  les  procédés  de  l'Analyse, 
comme  nous  l'avons  fail  voir,  pour  qu'on  l'emploie  avec  assurance. 

Ce  serait,  du  reste,  une  chose  heureuse,  pour  les  progrés  de  la  Géométrie 
rationnelle,  que  tous  les  géomètres  n'abandonnassent  pas  les  principes  rigou- 
reux des  Anciens,  et  que,  |)endant  que  les  uns,  en  se  confiant  aux  procédés 
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faciles  de  l,-i  niclliodc  de  Mon^c,  «MinCliirMJciil  l<i  scjcikc  de  Ncrilcs  iioii- 
Ncllcs,  les  .iiilrcs  «'licrcli.issciil  n  ('l.dilir  ces  ^(''|•il^'^s  siif  d'iiuln's  foiidcincnls, 
oITi'.iiil  loiilc  la  ligueur  d<'*,sii';dil(',  Celle  soile  dassocialioii  el  ce  doiijjlc  Itiil 
seront  iililes  à  la  (ii'OMK'li-ie,  el  eoiilrihiiei-onl  ixiissainineiil  à  la  doler'  de 
noiiNeauv  principes  el  à  londer  lein-  \erilal)le  nielapli\si(pi<'.  Il  laiidra  en 
oiïel,  après  avoir  decoinerl  (pielcpie  \eri((''  parla  nw'lliode,  en  <|nel(pie  sorle 
snperlicielie,  de  >lonii;e,  (pii  s'enipai-e  el  lire  parli  de  (jneNpie  circonslanc(^ 
externe  et  palpahie,  mais  accidentelle  el  l'nj/:ilive;  il  landia,  dis-je,  pour  éta- 
blir celte  Ncrité  sur  des  raisons  |)ernianentes  ol  indépendantes  des  circon- 
slancos  vaiiahles  de  construction  de  la  lif»uro,  aller  au  fond  des  choses  el 
faire  usai>e,  non  |)lus  coinnio  Moni>e,  des  propriétés  secondaires  el  contin- 
gentes qui  sullisent,  dans  ceilains  cas,  pour  délinir  divei'ses  |)aj'ties  do  la 
li*>ure,  mais  bien  des  pi'0|)rietés  intiinsè(|nes  et  permanentes  de  ces  mêmes 
parties  de  la  (ii^nrc.  Nous  entendons  par  propriétés  inlrinsé(pies  et  perma- 
nentes celles  qui  ser>ii'aient,  dans  tous  les  cas,  à  la  délinition  et  à  la  con- 
struction des  parties  de  la  figure  que  nous  avons  appelées  inirgranfes  ou 
principales  ;  tandis  que  les  propi'iétés  secondaires  et  confinrjentes  sont  celles 
qui  peuvent  disparaître  et  devenir  imaginaires,  dans  certaines  circonstances 
de  construction  de  la  figure. 

La  théorie  des  cercles  tracés  sur  un  plan  nous  offre  un  exemple  de  cette 
distinction  que  nous  faisons  entre  les  propi'iétés  accidentel/es^  et  les  pro|)riétés 
permanentes  d'une  figure.  Le  système  de  deux  cercles  comporte  toujours 
rexislence  d'une  certaine  droite,  dont  la  considération  est  fort  utile  dans  toute 
cette  théorie  Quand  les  deux  cercles  se  coupent,  cette  droite  esl  leur  corde 
commune^  et  cette  seule  circonstance  suffit  pour  la  définir  et  la  construire  : 
voilà  ce  que  nous  appelons  une  de  ses  propriétés  contingentes  ou  acciden- 
telles. Mais  quand  les  deux  cercles  ne  se  coupent  pas,  cette  propriété  dispa- 
raît quoique  la  droite  pourtant  existe  toujours,  et  que  sa  considération  soil 
encore  extrêmement  utile  dans  la  théorie  des  cercles.  Il  faut  donc  définir 
cette  droite  et  la  construire  par  quelqu'une  de  ses  autres  propriétés,  qui 
ait  lieu  dans  tous  les  cas  de  construction  générale  de  la  figure,  ou  du  sys- 
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Icine  (les  dcu\  cercles.  Ce  sera  une  de  ses  propriétés  ix-rwancntes.  Cesl  pai- 
ces  considérnlioiis  que  M.  (îaidfier  \  nu  lieu  (rappeler  cette  droite  la  corde 
commune  des  deux  cercles,  Ta  appelée  arc  nif/ini/ ;  e\[)ressiou  puisée  dans 
une  |)ro|)riélé  pcnnancutc  de  cette  droite,  (pii  consiste  en  ce  que  les  tanir<Mites 
aux  deux  cercles,  menées  par  Tun  quelcon(pie  de  ses  points,  sont  égales  etïtre 
elles,  de  sorte  que  chacpie  point  de  celle  droite  est  le  centre  d'un  cercle  qui 
coupe  orthogonalemenl  les  deux  cercles  proposés  -. 

La  connaissance  des  propriétés  intrinsèques  et  permanentes  des  difle- 
rentes  parties  d'une  figure,  qu'on  seia  conduit  à  rechercher  quand  les  pro- 
pri(''tés  accidenl(!lles  dispaiaifront,  sera  très-utile  au  peiTectionnement  des 
théories  géoméli'i(pies ,  en  leui'  donnant  toute  la  généralité  (pi'elles  conq)or- 
tent,  et  souvent  le  degré  d'évidence  inlin'live  (jiii  fait  un  des  caractères  de 
la  méthode  de  Monge. 

*  Journal  de  V Ecole  pobjlechnique,  Ki'-  Cahiei',  ann.  1815. 

Le  beau  Mémoire  de  M.  (îaullicr  oiïrc  la  i)reiiiière  solution,  vraiment  générale,  de  la  question 
du  contact  des  cercles  ou  des  sphères  ;  solution  qui  permet  de  supposer  que  les  cercles  devien  - 
rient  des  points  ou  des  droites,  et  les  sphères,  des  points  ou  des  plans. 

^  La  même  propriété  a  lait  donner,  depuis,  à  cette  droite,  par  M.  Steiner,  le  nom  de  licjvc 
d'é(jule  puissance.  [Voir  le  Journal  de  31.  Crclle,  lom.  I",  et  les  Annules  de  M.  Gergonne,  tom. 
XVll,  pag.  !2î)a.) 

Celte  droite  jouit,  comme  l'on  sait,  de  beaucoup  d'autres  propriétés  permanentes  remarqua- 
bles, (jui  suffisent  pour  la  construire,  et  qui  auraient  pu  aussi  servir  à  la  définir.  Ainsi,  si  l'on 
décrit  un  cercle  quelconque  qui  coupe  les  deux  proposés,  ses  cordes  communes  avec  eux  se  ren- 
contreront sur  cette  droite. 

Si,  par  un  des  deux  centres  de  simililude  des  deux  cercles,  on  mène  une  transversale  qui  les 
rencontre,  et  que,  })ar  les  points  de  rencontre,  on  mène  les  tangentes,  aux  deux  cercles,  les  tan- 
gentes du  premier  cercle  rencontreront  respectivement  celles  du  second,  qui  ne  leur  seront  pas 
parallèles,  en  deux  points  qui  seront  sur  la  droite  en  question. 

C'est  celte  dernière  propriété,  qui  a  également  lieu  dans  le  système  de  deux  coniques  quel- 
conques tracées  sur  un  plan,  dont  nous  nous  sommes  servi  pour  déûnir  deux  droites  qui  exis- 
tent toujours  dans  le  système  de  deux  coniques,  et  dont  chacune  joue  le  même  rôle,  par  rapport 
aux  deux  coniques,  que  Vaxe  radical  |)ar  rapport  à  deux  cercles.  L'expression  d'axe  radical 
étant  fondée  sur  une  relation  de  grandeur  particulière  aux  cercles,  ne  pouvait  convenir  à  ces 
deux  droites,  et  nous  les  avons  appelées  axes  de  sijniptose,  à  cause  de  la  rencontre  ou  du  con- 
cours, qui  a  lieu  sur  ces  deux  droites,  des  tangentes  aux  deux  coniques,  menées  en  des  points 
situés  sur  une  transversale  issue  d'un  de  leurs  centres  d'homologie.  (Voir  Annales  de  Mulhë- 
maliques,   tom.  XVIll,  pag.  i>8u.) 
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Ainsi,  la  circoMsIancc  (|U<'  Taxe  radical  de  deux  ('crclcs  csl  leur  coidc; 
coiDiiiiiiK'  (|(iaii(l  ils  se  roiipciil ,  a  cotiddil  M()ii;>;<'  à  dcinoiilrcr,  en  (-<)ii>id<'- 
laiil  trois  cnclcs  s(ir  iiii  plan  (-oniiiic  les  s(*('li()ns  diai)i<''li'al(v^  de  dois 
sphôiTs,  (HIC  les  a\(»s  radicaux  iU'  ces  cercles,  pris  deux  à  «leiix  ,  passent 
pai'  un  même  poiiil.  (le  llieorème  n'esl  pas  moins  e\idenl,  si  l'on  p.irl,  |)(>ui' 
delinir  ces  Irius  axes,  de  leur  propricHé  permanente  reconnue  par  M.  (îaul- 
lier.  (lar  on  voit  toul  iïo.  suite  cpie  le  point  (rinlerseclion  (U;  ces  deux  axes 
jouit  (rune  propriété  caraclx'rislicpie  des  points  du  troisième  axe;  d'où  Ton 
conclut  (pi'il  se  trouNc  sur  ce  troisième  axe. 

1^    17.    La  doctrine  des  relations  conlhuicnlcs  nous  send)le  pouvoir  oITrir  iM...^i.,:.ir.s*nGro- 

iiiclric. 

encore  un  avantage;  c'est  de  donner  une  explication  satisfaisante  du  mot 
'nniujinait'o,  emplo>é  maintenant  en  Géométrie  pure,  où  il  exprime  un  être 
de  raison  sans  existence,  mais  auquel  on  peut  cependant  supposer  certaines 
pro[)riétés,  dont  on  se  sert  momentanément  connue  d'auxiliaires,  et  auquel 
on  applique  les  mêmes  raisonnements  qu'à  un  objet  réel  et  palpable.  Cette 
idée  d'imai>inaire,  qui  parait  au  premier  abord  obscure  et  paradoxale, 
prend  donc,  dans  la  tliéorie  des  relations  contingentes,  un  sens  clair,  précis 
et  légitime.  [Voir  la  Note  XXVI.)  Sous  ce  rapport,  la  distinction  que 
nous  avons  laite  entre  les  propriétés  intrinsèques  et  permanentes  des  ligures, 
et  leurs  propriétés  fugitives  et  contingentes,  paraîtra  peut-être  de  quelque 
utilité. 

§  18.  La  Géométrie  descriptive  de  Monge  est  une  source  de  bonnes  doc-si.viedeMc.'gfienGéo- 
trines,  qui  n'a  point  encore  été  épuisée.  Après  y  avoir  reconnu  le  germe, 
plus  ou  moins  développé,  de  plusieurs  métbodes,  qui  accroissent  la  puis- 
sance et  étendent  le  domaine  de  la  Géométrie,  nous  y  voyons  aussi  l'origine 
d'une  nouvelle  manière  d'écrire  et  de  parler  cette  science.  Le  style,  en  eflV^? 
est  si  intimement  lié  à  l'esprit  des  métbodes,  qu'il  doit  avancer  avec  «l^s; 
de  même  qu'il  doit  aussi,  s'il  a  pris  les  devants,  influer  puissamnv^t  sur 
elles  et  sur  les  progrès  généraux  de  la  science.  Cela  est  incontestabe ,  et  n  a 
pas  besoin  de  preuves. 

L'ancienne  Géométrie  est  bérissée  de  figures.  La  raison  '^^  ^st  smiple. 
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Puisqu'on  mauquiiil  niors  de  [)iiu(i|)cs  jj^'éiiériuix  cl  îiljslrails,  clia(|ue  ques- 
tion ne  pouvait  être  traitée  (|u"à  l^ilat  concret,  s»n-  ia  figure  même  qui  était 
rohjel  (le  celte  question,  cl  dont  la  vue  seule  |)on\ait  faii-e  découvrir  les 
éléments  nécessaires  à  la  démonstration  on  à  la  solulion  cherchée.  Mais 
ou  n'a  |)as  été  sans  épiouNcr  les  inconvéïn'ents  de  cette  manière  de  j)rocéder, 
par  la  dilïicnlté  de  constinclion  de  certaines  fiirures,  et  |>ar  leur  complica- 
tion, qui  en  rend  rintellii^ence  lahoiieuse  et  pénible.  C"est  surtout  dans 
les  questions  de  la  Géométrie  à  trois  dimensions,  où  les  ligures  peuvent 
devenir  tout  à  fait  inipossibles,  que  rinconvénient  que  nous  signalons  se  fait 
le  plus  sentir. 

Ce  défaut  de  la  Géométrie  ancienne  fait  l'un  des  avantages  relatifs  de  la 
Géométrie  analyticpie,  où  il  se  trouve  éludé  de  la  manière  la  plus  heureuse. 
On  a  dû  se  demander,  après  cela,  sil  n'était  point  aussi,  en  Géométrie  pure 
et  spéculative,  une  manière  de  raisonner  sans  l'assistance  continuelle  de 
figures,  dont  un  inconvénient  réel,  même  quand  leur  construction  est  facile, 
est  tout  au  moins  de  fatiguer  l'esprit  et  de  ralentir  la  pensée. 

Les  écrits  de  Monge,  et  le  professorat  de  cet  illustre  maitre,  dont  les 
manières  nous  avaient  été  conservées  par  l'un  de  ses  plus  célèbres  disciples, 
héritier  de  sa  chaire  ',  ont  résolu  la  question.  Ils  nous  ont  appris  qu'il 
suffît,  maintenant  que  les  éléments  de  la  science  sont  formés  et  très-étendus, 
d'introduire  dans  notre  langage  et  dans  nos  conceptions  géométriques,  ces 
principes  généraux  et  ces  transformations  analogues  à  celles  de  l'Analyse, 
qui,  en  nous  faisant  connaître  une  vérité  dans  sa  pureté  primitive  et  sous 
toutes  ses  faces,  se  prêtent  à  des  déductions  faciles  et  fécondes,  par  les- 
«uelles  on  arrive  naturellement  au  but.  Tel  est  l'esprit  des  doctrines  de 
MOïge;  et,  quoique  sa  Géométrie  descriptive,  qui  nous  en  olïre  des  exem- 

'  ^'-  'rago,  aujourd'hui  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  sciences,  quitta  les  bancs  de 
1  Ecole  po.^  devenir  suppléant  de  Monge,  et  bientôt  après  profes>eur  titulaire.  Les  Notices 
scientifiques  de  VAimmiire  du  bureau  des  longitudes,  par  lesquelles  cet  illustre  astronome 
popularise  en:j;urope  la  science  si  diflicile  des  phénomènes  physiques,  sont  encore  un  modèle 
précieux  du  stVo  sans  figures,  qui  nous  paraît  éminemment  propre  à  hâter  les  progrès  de  la 
Géométrie. 
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pics,  Casse  par  sa  iialiirc  cssmlicllciiiciil  iisaj^c  de  (i;,Min's  ,  ce  iiVsl  (pic 
dans  SCS  applications  cITcclix's  cl  inccaiiicpics ,  où  clic  jonc  le  i('»|c  d'inslrn- 
nicnl ,  (prcllc  opère  ainsi  :  mais  personne,  pins  (pic  Mon^c,  n'a  conçu  cl 
iTa  lail,  {{v  la  (J('M)meliie  sans  ligures.  (Tesl  nue  (radilion,  dans  Th^colc  |)oly- 
UM'lmi(pie.  (jiK'  iMoiii^c  savait,  à  un  {U'i::,\T  inonï,  faire  concevoir  dans  Tes- 
paec  lonles  les  ("ormes  les  plus  compli(pi(''cs  de  l^'lendne,  cl  pciK'Ircr  dans 
leurs  relations  i'('Mi(''rales  cl  leurs  |)ropri(''t(''s  les  plus  cacluîes,  sans  anire 
secours  (pie  celui  de  ses  mains,  dont  les  mouNcmcnts  secondaient  adini- 
raUlemenl  sa  parole,  cpielquefois  dillicile,  mais  toujours  dou(^e  de  la  \cii- 
lable  ('Icxpiencc  du  sujet  :  la  nellel(i  et  la  pr(''eision,  la  richesse  et  la  prolon- 
deur  d'id(''es. 

*5  19.  Nous  avons  essavô,dans  l(\s  |)ai>es(|ui  pivciulcnl,  (ra|)pr(''cier,  autant  innun,.o  <i.s,i.,rir.r 
(]ue  nos  faillies  lumi('res  nous  le  permclleni,  la  nature  cl  I^Hcndue  des  ser-  •y*"' 
vices  rendus  à  la  (îc'ouKMrie  ralionnelle  [lar  les  doctrines  de  Monii;e.  Il  nous 
resterait  à  parler  de  rinlluencc  (pfelles  ont  eue  aussi  sur  la  Géomélrie  ana- 
lytique, et  même  sur  TAIgèbrc,  considérc'c  comme  pure  théorie  des  grandeurs 
abstrail(^s,  en  gtuic^ral.  Mais  ce  serait  nous  (^carter  du  bnl  de  cet  (icrit,  et  sur- 
tout il  y  aurait  témérité  à  nous  d'aborder  un  tel  sujet,  où  nous  ne  saurions 
être  qu'historien,  et  qui  a  déjà  été  traité  par  un  géomètre  qui  joint  la  profon- 
deur à  la  variété  des  connaissances  dont  il  a  fait  preuve  dans  loules  les  par- 
lies  des  sciences  mathématiques  cl  philosophiques  '. 

Aussi  nous  nous  bornerons  à  dire  simplement  que  rAlgèbre,  qui  avait  déjà 
dû  des  progrès  considérables  à  la  Géomélrie,  lors  de  Falliance  (pie  Descaries 
fit  de  ces  deux  sciences,  lui  en  dm  de  nouveaux,  dans  ses  parties  les  plus 
relevées  et  les  plus  épineuses,  Vintcgmtion  des  cqualions  (UffcrcHtielles  à 
plusieurs  variables,  par  la  corrélation  profonde  que  Monge  sut  établir  entre 
les  symboles  de  cette  langue,  et  les  formes  et  les  grandeurs  de  l'étendue. 

Nous  citerons,  par  exemple,  la  double  expression  analytique  de  certaines 
familles  de  surfaces,  par  une  équaiion  différentielle,  et  par  une  équation  finie 

'  Efisai  historique  sur  les  services  et  les  Iravuux  scicnlifii/ues  de  Gaspard  MoïKje,  piir 
M.  Cil.  Dupin;  pag.  199-248  de  réditioii  in-S». 
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nMifcrmiiiil  des  loïKiions  ;ul)itiaircs,  dont  la  seconde  se  Iroinuit   précisé- 
nieiil  riiil(''jj;i'alL'  <'()i)i|)l('le  de  la  prciiiièie. 

On  coïK-oil  (|iù'ii  iaj)j)()ilaiil  ainsi   les  phrases  aiial\  licjiies  à  des  objets 

visibles,  dont  les  |)arlies  ont  eiilie  eile>  des  ra|)|)oiis  évidciib  el  pal^jables, 

la  Géoniéli'ie  ail  pu  coiiliibuei-  puissaniineiit  aux  progrès  de  l'Analyse;  el,  en 

un  mot,  (juc  Monijc  a  il  /m  faire  de  l'A/f/èhrc  avec  de  la  Géométrie  '. 

jro^  de  la  Gé,.,„p.      §  20.   Il  uous   |)aiail  résulter,  des   considéi-ilions   dans   lescjuelles  nous 

if.ilus  aux  >-crils  de  •il-  •  i        »i 

"nK«  sommes  entre    au    sujet  des  doclnnes   purement  i,^eoméliiques  de  Moiii^e, 

(|u'à  rapj)ai'itio!i  de  sa  Géomélrie  descriptive,  la  Géométrie  proj)rement  dite, 
cette  science  qui  avait  illustré  liuclide,  Arcbimède,  Apolloin'us;  qui  avait  été 
le  seul  instrument  de  Galilée,  de  Rejjlei',  de  Pascal,  d'IluNgens,  dans  leurs 
sublimes  découvertes  des  lois  de  l'univers;  qui  enfin  avait  produit  les 
innnorlels  Principes  niat/iéntalif/aes  de  la  philoso/Jtie  natarelle,  de  IVewlon; 
que  cetle  Géométrie  pure,  dis-je,  qui  depuis  un  siècle  était  délaissée,  fut  tout 
à  coup  agrandie  dans  ses  conceptions  et  dans  ses  propres  ressources. 

On  dut  concevoir  dès  lors  le  désir  et  l'espoir  de  tirer  rationnellement,  de 
celte  science  seule,  les  \érités  nombreuses  dont  l'Analvse  de  Descartes  TaN  ait 
enrichie. 
.V  «^-es  de  c.rnoi.       Divcrs  ouvragcs  furent  entrepris  dans  ce  but  el  dans  cet  esprit. 

Les  premiers  (jui  parurent,  et  qui,  par  leur  importance  et  Tinfluence 
qu'ils  ont  eue,  méritent  d"èlre  mis  hors  ligne,  sont  la  Géométrie  de  position, 
et  ['Essai  sur  la  théorie  des  transversales,  de  rillustre  Carnot. 

Ces  deux  ouvrages ,  dans  Thistoire  des  progrès  de  la  Géométrie  ration- 
nelle, ne  doivent  point  être  séparés  de  la  Géométrie  descriptive  de  Monge, 
a\ant  été,  connne  elle,  et  dans  le  même  temps,  une  continuation  des 
belles  méthodes  de  Desargues  et  de  Pascal,  et   ayant  aussi,  comme  elle, 

'  «  L'Analyse  ne  peut  que  rclirei-  un  très-grand  avantage  de  son  application  à  ce  genre  de 
«  Géométrie;  car  je  donne  la  solution  de  plusieurs  problèmes  d'Anal}>e  qu'on  aurait  peut-être 
»  beaucouj)  de  peine  à  résoudre  sans  les  considérations  géométriques.  »  (Monge,  Mnnoire  .sui- 
tes propriétés  de  plusieurs  ijenres  de  surfaces  courbes,  inséré  dans  le  toin.  IX  des  AIlmouies  oes 
sAVA.Ns  tiHA>'(;EHs,  ann.  177.J.) 
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conlrihiK' |)iiiss;imiii('iil  ;iii\  ikhincIIcs  llicoiics  vl  aux  iIccoiiNCi'lcs  de  la  (j(''o- 
uuHv'io. 

O  ra|>|)r()('Iu'm(MH  nilic  les  doclriiics  («I  les  Iravaiix  des  (|uali<'  ^Maiids 
^('omôlrcs  (|n('  nous  ncikmis  de  ikhiiiikm',  (uravaiciil  pu  faii*'  |)r('ss('()lir  nos 
obsorvalions  sur  les  luôlliodcs  de  l)<'saij<ii('s  cl  de  Pascal,  nous  parait  clahlii 
la  vcrilaMc  chaîne  des  pensées  (|ui  ont  présidé  aux  progrès  de  la  (ic'oniélrie. 

Mais  peut-être  dcvoiis-nous  ajoutei-  quehpics  mots  |)oui'  dévelo|)per  nos 
idées  sur  ee  point,  el  juslifier  ce  rapprochement. 

§  21.   Les  linures  que   considéi'c   la    (îéométrie,    el    leurs    parties,   ont  Deux  Kenrr.  .le  m. 

'  lliodcs,pn  C'-oiiielr 

entre  ell(>s  deux  sortes  de  relations  :  les  unes,  (|ui  concernent  leurs  formes  'aiioimeiic. 
et  leurs  situations,  aj)pelées  relations  doscriplivoa,  el  les  autres,  (|ui  con- 
cernent leurs  i>randejn's,  ai)j)elées  relations  mcfrif/uos.  Ainsi,  par  exemple, 
qu'autour  d'un  point  lixe,  pris  dans  le  plan  d'une  conique,  on  fasse  tourner 
une  transversale;  el  que,  par  les  deux  points  où  elle  rencontre  la  courbe, 
dans  chacune  de  ses  positions,  on  mène  les  tangentes  à  celle  courbe  :  ces 
deux  tangentes  auront  leur  point  de  concours  sur  une  droite  fixe,  qui  sera  la 
polaire  du  point  fixe.  Voilà  une  propiiété  descriptive  de  la  conique;  voilà 
une  relation  descriptive  d'un  point  et  de  sa  polaire. 

Maintenant,  que,  sur  chaque  transversale,  on  prenne  le  point  conjugue 
harmonique  du  point  fixe,  par  rapport  aux  deux  points  où  la  transversale 
rencontre  la  courbe  :  ce  point  conjugué  harmonique  sera  précisément  sur  la 
polaire  du  point  fixe.  Voilà  une  propriété  métrique  des  coniques;  voilà  une 
relation  métrique  d'un  point  et  de  sa  polaire. 

Ces  deux  sortes  de  propriétés,  descriptives  et  métriques,  des  figures  suffi- 
sent individuellement  pour  la  solution  d'un  grand  nombre  de  questions.  Mais 
il  est  toujours  utile,  et  souvent  indispensable,  de  les  considérer,  en  même 
temps,  les  unes  et  les  autres.  La  science  de  l'étendue  doit  les  comprendre  sans 
distinction,  ou  serait  incomplète. 

De  là,  on  le  conçoit,  deux  genres  de  méthodes  en  Géométrie  rationnelle; 
ou  du  moins  deux  parties  distinctes  d'une  méthode  générale  :  celle  des  rela- 
tions descriptives  et  celle  des  relations  métriques. 
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Dosarguos,  Pascal,  La  Iliio  cl  Lo  Poivre  ijroccdèi'eiit  tics  deux  inaiiirrcs; 
c'est-à-dire  (|ii'ils  (Ircnl  usage  des  deux  genres  de  relations  des  ligures  :  des 
relations  descriptives,  en  se  servant  de  la  |)erspective  pour  transformer  les 
figures;  et  des  relations  niétri(jues,  |)ai  Tusage  répété  de  la  proportion  Jmr- 
)iioni(/ue,  de  la  j'clalion  iV  in  vol  ni  ion ,  et  de  diverses  autres  propositions 
aj)j)arlenant  à  la  Ihéorie  des  transversales. 

Celte  distinction  admise,  on  reconnaitra  que  la  Géométrie  descriptive  de 
iMonge  était  une  généralisation,  immense,  il  est  vrai,  de  la  première  méthode, 
la  perspective,  que  ces  géomètres  employaient  pour  la  démonstration  des 
relations  purement  descriptives  de  leurs  figures  :  nous  avons  vu  en  eiïel 
qu'elle  est  propie  à  cet  usage,  et  c'est  même  dans  le  but  de  justifier  nos 
paroles  actuelles  que  nous  nous  sommes  étendu  alors  sur  ses  applications 
à  cet  objet. 

Quant  à  la  ihéoiie  des  transversales,  comprise  d'abord  implicitement  dans 
la  Géométrie  de  position,  puis  exposée,  sous  son  véritable  titre,  dans  un  écrit 
spécial,  nous  avons  déjà  dit  et  prouvé  que  ses  principes  et  plusieurs  de  ses 
théoi'ies  principales  avaient  été  la  base  des  découvertes  de  Desargues  et  de 
Pascal;  nous  devons  donc  regarder  cette  théorie  comme  la  mise  en  corps 
de  doctrine  des  principes  qui  avaient  servi  à  ces  deux  grands  géomètres. 

Ainsi  nous  pouvons  dire  que  la  méthode  de  Monge  et  celle  de  Carnot 
sont,  en  Géométrie  rationnelle,  la  généralisation  et  le  perfectioimement 
immédiat  des  méthodes  de  Desargues  et  de  Pascal;  que  ce  sont  deux  bran- 
ches d'une  même  méthode  générale,  qui  ont  leurs  avantages  propres  et  par- 
ticuliers, et  qu'on  ne  doit  point  séparer,  dans  l'élude  complète  des  propriétés 
de  rétendue.  11  serait,  au  contraire,  extrêmement  utile  de  les  y  faire  toujours 
marcher  simultanément,  sur  deux  lignes  parallèles  :  elles  s'aideraient 
mutuellement,  et  les  progrès  de  la  science  en  seraient  plus  complets  et  plus 
rapides  ^  Monge,  et  paimi  ses  disciples,  surtout  le  savant  auteur  des  Déve- 

*  Les  ouvrages  de  Monge  et  de  Carnot  offrent  de  l)eaux  exemples  de  ces  deux  raétliodes  pour 
la  démonstration  des  mêmes  théorèmes,  et  prouvent,  de  plus,  l'utilité  de  la  concomitance  que 
nous  voudrions  voir  souvent  établie  entre  elles  ;  car  les  applications  que  Carnot  fait  de  sa  théorie 
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l(i/)/)('niriifs  ol  (les  A/)/)/i((ili(nis  ilr  Crontrlric ,  nous  ont  ddimc  rcxciiiplc 
(rtmc  Icllc  corrc'l.ilioii  de  imcIIkhIcs,  par  celle  (|ii'iis  oui  elalilie  entre  les 
procèdes  lo^i(|ues  de  la  pure  (ieoiiieliie  et  le  laii;;a;^e  ahsliail  el  s\inl)o- 
liqiio  de  rAl^èhre. 

^  22.  Nous  ne  pouvons  faire  ici  ranalyse  des  nombreuses  el  irnpcti  (antes 
proposilions  (pii  ahondeni  dans  les  deux  ouM'ajjes  de  (larnot  ;  nous  nous  bor- 
nerons à  y  faire  reniarcpier  la  belle  proprieli'  ^'('iiérale  (k's  courbes  •^éonié- 
lri()ues  de  Ions  les  degrés,  conceinanl  les  seirnieiils  (|u'inie  (elle  coinb(!  lail 
sur  les  colés  crun  |)ol}gonc  Iracé  dans  son  plan;  propriété  qui  constitue 
Texlension  de  la  théorie  des  transversales  à  In  Géométrie  des  courbes,  et  de 
laquelle,  en  particulier,  se  déduit,  comme  corollaire,  le  troisième  théorème 
de  INewIon,  l'elalif  aux  pr'0(hn'ts  des  serments  faits  sur  des  parallèles. 

Passons  aux  auti-es  ouvj'ai2:es  (lui,  après  ceux  de  Monii;e  el  de  (]arnot,  ont  oiver.  ouvmge»  d« 

^  '       ^       ■  ^  '  Géométrie. 

servi  le  phis  utilement  la  science. 

Tels  nous  paiaissenl  être  : 

L'intéressant  essai  de  la  Géométrie  de  la  règle,  intitulé  :  Solaiions  peu 
connues  de  différons  problèmes  de  Géomclrie  pratique  (in-8",  80  pages, 
an  XII),  où  y[.  Servois,  après  avoir  réuni  les  théorèmes  principaux  de  la 
théorie  des  transversales,  en  montre  les  usages  en  Géométrie  rationnelle, 
pour  la  démonstration  des  j)ropositions,  et  dans  la  Géométrie  pratique,  pour 
résoudre  sur  le  terrain,  par  des  alignements,  les  dillérents  problèmes  qui  se 
présentent  surtout  à  la  guerre. 

Les  Développements  et  les  Applications  de  Géométrie,  de  M.  Ch.  Duj)in,  où 

des  transversales,  portenl  en  partie  sur  plusieurs  j)ropriétés  des  seelions  ooniques,  et  sur  celles 
des  axes  radicaux  et  des  centres  de  similitude  de  trois  cercles  tracés  dans  un  plan,  que  Monge 
avait  démontrées  par  de  pures  considérations  de  Géométrie.  Mais  Carnot,  en  se  servant  des  rela- 
tions métriques  des  figures,  parvient,  en  même  temps  quaux  théorèmes  de  Monge,  à  plusieurs 
propriétés  concernant  ces  relations  métriques,  qui  échappent  en  général  à  l'autre  méthode, 
fondée  en  principe  sur  les  propriétés  purement  descriptives  des  figures. 

Nous  avions  déjà  fait  quelques  réflexions  sur  ces  deux  manières  différentes  de  démontrer  et 
de  découvrir  en  Géométrie,  à  la  suite  de  nos  considérations  sur  le  principe  des  relations  con- 
tingentes. 
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Ton  a  \ii,  pour  In  picmiric  lois,  linilcr  |);ii' (ic  pures  coiisi(|(''i;ilioii.s  de  Géo- 
métrie les  queslioiis  dillicilcs  de  la  eouiljiiie  des  smlaces,  (pii  axaient  exi^é, 
entre  les  mains  d'Enler  et  de  xMonge,  tontes  les  resso urées  de  la  pins  savante 
AnaiNse. 

Les  Elniicnts  de  Grotnrtrie  à  trois  dimensions  (partie  synthétique),  de 
M.  llachelte,  où  |)Iusieurs  (picslions  sur  les  tanirentes  et  les  cei'cles  oscula- 
leurs  des  lii^nes  eourbes,  dont  on  n"a\ail  jus(iu"aIois  que  des  solutions  ana- 
Iui(jues,  lurent  lésolues  aussi  dans  toute  leur  généralité,  par  des  considéra- 
lions  purement  géométriques. 

Le  Mémoire  sur  les  lifjnes  du  second  ordre,  de  M.  Brianelion,  où  se  trou- 
vent déduites,  pour  la  première  fois,  du  eélèhre  théorème  de  Desargues  sur 
linvolution  de  six  points,  de  nond)reuscs  propriétés  de  ces  courbes. 

Le  Mêtnoire  sur  l'apjj/ieadon  de  la  théorie  des  transversales,  du  même 
auteur  '. 

'  Cet  ouvrage  a  pour  objet,  comme  celui  de  M.  Scrvois,  la  solution  de  plusieurs  problèmes  par 
la  ligne  droite  seuienicnl.  Dcjà  M.  Hrionchon  s'était  occupé  de  cette  |)arlie  de  la  Géométrie, sous 
le  titre  même  de  Géométrie  de  la  règle.  [\oir  Correspondance  sur  V École  polytechnirjue,  tom.II, 
pag.  585.) 

Ce  genre  de  Géométrie  n'est  point  absolument  nouveau.  Nous  avons  parlé  de  l'ouvrage  de 
Scbooten  sur  ce  sujet,  et  d'un  ouvrage  un  peu  antérieur,  intitulé  :  Geonielria  pererjrinuns.  Le 
traité  de  Scbooten  :  De  concinnatidis  denwnstralionibus,  etc.,  contient  aussi  des  exemples  de 
celle  Géométrie;  on  en  trouve  d'auires  dans  les  Itécréalions  matliéinutiques  d'Ozanam  (édition 
de  1778),  et  dans  divers  traités  d'arpentage,  particulièrement  dans  celui  de  .Mascbcroni,  inti- 
tulé :  Problèmes  pour  les  arpenteurs ,  avec  différentes  solutions.  (Pavic,  1795.) 

L'occasion  se  présente  ici  de  faire  mention  de  la  Géométrie  du  compas,  de  Mascbcroni  (ann. 
1797),  ouvrage  original  et  curieux,  qui  a  pour  objet  la  résolution,  par  le  compas  seulement,  des 
problèmes  que  l'on  résout  ordinaiicmenl  par  la  règle  et  le  compas.  Cette  Géométrie  est  plus 
riclie  et  plus  étendue  que  celle  de  la  règle,  parce  qu'elle  embrasse  les  problèmes  du  second 
degré, qui  sont  tous  ceux  qui  forment  le  domaine  de  la  Géométrie  ordinaire.  Mascbcroni  fait  voir 
qu'elle  s'applique  aussi  ,avec  facilité,  à  la  solution  approximative  des  problèmes  qui  dépendent 
des  sections  coniques,  et  d'une  Géoniélrie  plus  l'clevée. 

Des  essais  du  même  genre  que  la  Gcomclric  de  la  règle  et  celle  du  compas,  et  qui  tiennent 
pour  ainsi  dire  le  milieu  entre  les  deux,  avaient  déjà  occupé,  longtemps  auparavant,  de  célèbres 
malbémaliciens. Cardan,  le  premier,  dans  son  livre  (/e6'«6<//('/«/p,  avait  résolu  plusieurs  problèmes 
d'Kuclide,  par  la  ligne  droite  et  une  seule  ouverture  de  compas,  comme  si  l'on  n'avait ,  dans  la 
pratique,  qu'une  règle  et  un  compas  invariable. Tartalea  ne  larda  pas  à  suivre  son  ri\^l  sur  ce 
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\jO  Traili'  (les  i^ro/nirft'S  /irnjrrfirfs  r/r.s  /if/iirrs,  de  .M.  INuiccIcI,  (|iii  ;i 
|H)ui'  hiil ,  ('oiiiinc  riii(li(|ti('  le  lilic,  l.i  rcclicrclK'  (l<'s  |)i-<i|ii-i<''l('>s  (|iii  se  coii- 
scrvciil  (hiiis  la  li;iiisrorm;ilioii  (1rs  li^Miics,  par  soie  projccliNc  ;  cl  où,  |),'jr 
Tusaj^c  li('iii'(Mi\  (le  li'dis  docliiiics  piiissaiilcs  :  le  /ntHci/ir  de  ((nifinuifr,  la 
lliôorir  dos  /uihurcs  rt'riproqui's,  cl  la  IIk'oijc  des  /if/ mes  homo/ftf/if/Hcs  à 
dciiv  cl  à  li'ois  dimensions,  le  sa\aiil  aiileiii-  a  su  demoiilrer,  sans  (in  mol 
de  ealeid,  loiiles  h's  propriétés  conmies  des  lijjjiies  el  des  surfaces  du  second 
dop;i'é,  el  im  i^ji-and  nond)re  iraiilres  (pn'  lui  sont  dues,  cl  doni  |)lnsieurs 
sont  rei»ardées  déjà  coimne  des  pins  iin|)oilanles  de  celle  riche  lliéorie. 

Divers  iMémoires  de  M.  (iieri:;onne,  de  M,  Qnelelel,  de  M.  Dandelin  et 
d'antres  i^éomclres,  (pii  ont  pain  dans  les  recneils  scienliliipics  ',  ont  anssi 
eiu'ichi  la  science  de  déconverles  précieuses,  (|ni  ont  conli'ihné  à  ses  pro,i!;rès. 

,^23.   De  ces  ouvrages,  dont   nn  mérite  connnnn  lui  (roiïrir,  tons ,  dos  "••" ^^  r^. «-..i-Mn 

preuves  coinaincantes  et  mnilipliées  des  ressources  infinies  (juc  la  Céomé- 
Irie  pure  peut  puiser  en  elle-même,  sont  nées  ces  vérités  simples  et  fécondes, 
qui  attestent  seules  la  perfection  de  la  science  dont  elles  sont  les  véritables 
bases  :  des  théories,  dont  le  germe  se  ti'ouvait,  inaperçu  depuis  des  siècles,  • 
dans  les  écrits  des  géomètres,  ont  aj)paru,  se  sont  développées  rapidement, 
el  ont  domié  lieu  aux  méthodes  qui  constituent  la  Géométi'ie  récente. 

Parmi  ces  méthodes,  nous  distinguerons  : 

Premièrement ,  la  théorie  des  transversales,  dont  le  principal  Ihéorème, 

terrain,  cl  étendit  celte  manière  par  de  nouveaux  problèmes.  {General  Iratlato  di  nioneri,  e 
tnisiire;  5'"  parte,  lihro  lerzo  ;  in-fol.  Venise,  15(10).  Enfin,  un  savant  géomètre  piémontais, 
J.-B.  de  Beiu'dielis,  en  fit  lobjet  d'un  traité  intitulé  :  Resolulio  omnii/m  EiicUdis  prohlema- 
lum,  aliorumqae  ad  hoc  necessario  inventorum ,  iinà  lanlummodo  circini  data  aperturâ; 
in-4''.  Venise,  1555. 

*  Le  Journal  et  la  Correspondance  de  l'Ecole  polytechnique ^  \qs  Annules  de  M.  Gergonne;  la 
Correspondance  mathématique  el  physique  de  M.  Quetelet  ;  le  Journal  allemand  de  M.  Creile. 

Plusieurs  géomètres  allemands  :  MM.  Steiner,  Plucker,  Môbius,  etc.,  dignes  collaborateurs  des 
célèbres  analystes  Gauss, Creile,  Jacobi,Lejeune-Dirichlel,  etc.,  écrivent,  dans  ce  dernier  recueil, 
sur  les  nouvelles  doctrines  de  la  Géométrie  rationnelle.  Nous  éprouvons  un  vif  regret  de  ne  pou- 
voir citer  ici  leurs  ouvrages,  qui  nous  sont  inconnus,  par  suite  de  notre  ignorance  de  la  langue 
dans  laquelle  ils  sont  écrits. 
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rciiitil'  iiii  Irinn^lc  cuu|)é  |);ir  iiiic  droite,  a  une  haute  aiiti(|iiit<';,  mais  au({uel 
CnriKil  a  doiiné  une  noiiNclle  exisleiice,  en  eu  inoutraul,  le  pn'mier,  toute 
Tutililc'  et  la  fécondité,  et  eu  le  transportant,  par  une  f^énéralisation  indiii- 
lucnl  liejuciise,  dans  la  théorie  des  ligues  et  des  surfaces  couihes  K 

fh'u.iicmcwcntf  les  doctrines  sur  la  transfoiinatiou  des  lij^Hires  eu  d'autres 
ligures  du  uiénie  i!;ein'e,  connue  fait  la  perspective. 

Panni  les  luéthodes  de  celle  nature,  nous  citerons: 

1"  La  perspective  elle-même,  dont  les  principes  sont  la  hase  des  ouvrages 
de  Desargues  et  de  Pascal  sin^  les  coniques^  et  dont  les  usages,  depuis,  se 
sont  étendus  et  souvent  répétés. 

2°  La  méthode  (pii  coiisiste  à  faire  croître,  dans  un  rapport  constant,  les 
rayons  visuels  menés  aux  dilTérenls  |)oinls  d\me  ligure,  pour  former  une 
figure  semhlahle  et  semhlahlement  placée. 

3"  Celle  (jui  fait  croitre  pro|)orlionnellement  les  ordonnées  des  points 
d'une  figure,  ainsi  qu'on  opère  dans  le  dessin  d'un  profil  dont  on  veut  rendre 
les  dimensions  en  hauteur  plus  facilement  appréciahles,  méthode  employée 
par  Durer  -,  Porta  ^,  Slevin,  iMNdorge  et  Grégoire  de  Saint-Vincent,  pour 
former  Tellipse  |)ar  le  cercle  '*. 

A°  Celle  par  laquelle  on  incline  toutes  les  ordonnées  d'une  figure,  en  les 
faisant  tourner  autour  de  leurs  pieds  sur  le  plan  de  projection,  et  en  leur 
conservant  le  parallélisme  entre  elles;  procédé  usité  surtout  en  architecture, 
pour  la  construction  des  arcs  rampants  ■"'. 

*  Un  Ihéorènie  analogue,  rcladf  aux  scgmenls  fails,  sur  les  trois  côtés  dun  triangle,  par  trois 
droites  issues  d'un  même  point  et  aboutissant  respectivement  aux  sommets  0|)posés,  est  aussi 
l'un  des  principaux  de  la  théorie  des  transversales.  Celui-ci ,  qu'on  a  attribue  jusqu'ici  à  Jean 
Bernoulli,  a  été  démontré  en  premier  lieu  par  Jean  Ceva.  {Voir  la  note  VU.) 

'^  Instilutiones  geomeiricœ.  Livre  I". 
5  Elemeula  curvilinea.  \À\'rt  I". 

*  Le  P.  Nirolas,  qui  a  fait  aussi  usage  de  cette  métbodc  dans  son  Traité  des  conchoïdes  et  des 
cissoïdcs,  a  appelé  lidinogciies,  les  courbes  ainsi  formées  lune  par  laulre.  (De  cnnchoïdilnis  et 
cissuidibiis  exercilationos  Geomciriœ ;  in-4".  Tolosae,  1(j!)2.) 

^  On  peut,  en  même  temps,  augmenter  proportionnellement  les  ordonnées.  M  Haeliettc  a  fait 
usage  de  ce  mode  de  déformation  dans  deux  propositions  de  Géométrie,  pour  démontrer  quuue 
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î)"  \a\  iiK'lhodc  |Ktui'  l.i  ((Hislriiclioii  des  hns-rclicfs,  cnsci^iM'c  p.ir  Hossc; 
el  Pc'lilol  '  ;  cl  celle  (iiT;»  proposée,  (le|)iiis,  M.  IJrevsi;^',  sous  le  lilre  :  /'!ssai 
d'une  lluvric  dr  la  /tcrs/iccfirr  des  reliefs,  disposée  de  )n(inière  à  serrir  en 
nuhne  fem/)s  <ii(.v  /H'intres,  iii-8".  M;i^(lehoni'^%  ITilS  -. 

()"  \a\  inélhode  des  P/aniconif/Hes  de  L;i  Ilire,  el  celle  de  \a'  IN)ivre, 
ayaiil  [)om'  ol)jel,  rune  el  raiilre,  de  déciire,  sur  le  |)l<in  de  l;i  hase  d  un 
cùiio,  les  mêmes  courbes  (|ue  douneraienl,  daus  Tespace,  les  seclioiis  du 
côue  })ar  un  plau. 

7"  Celle  de  Newion,   pour  transformer  les  fii,nu"os  eu  d'aulres  du  même 


des  propriôlrs  de  la  projeclion  slércographique  de  la  sphère  ne  |)ourrait  avoir  lieu  dans  une 
autre  surface  (lu'aulaiil  qu'elle  serait  du  second  degré.  (Voir  Correspondance  jjolijtechni(ji(e, 
toni.  l",  png.  77.) 

Il  est  aisé  de  voir  que  ce  mode  de  déformation  peut  être  ramené  à  celui  qui  consiste  à  faire 
croître  les  ordonnées  d'une  surfiicc  suivant  leur  propre  direction,  et  dans  un  rapport  constant. 

*  La  construction  des  bas-reliefs  est  regardée,  généralement,  comme  incertaine  et  dépourvue 
de  règles  rigoureuses,  comme  était,  par  exemple,  la  perspective,  il  y  a  deux  siè(;les,  dans  l'esprit 
de  la  plupart  de,';  peintres.  Cependant  Bosse  a  écrit  quelques  règles  géométriques  pour  celte 
construction.  INous  les  trouvons  dans  son  Traité  des  pratiques  géomélrutes  et  perspectives  (in-8°, 
1665).  Un  passage  du  même  ouvrage  nous  apprend  que  Desargues,  qui  eut  la  gloire  d'intro- 
duire, dans  les  arts  de  construction,  les  principes  et  la  rigueur  des  opérations  géométriques, 
avait  appliqué,  à  la  construction  des  bas-reliefs,  sa  manière  de  pratiquer  la  perspective.  11  nous 
est  permis  de  penser  que  ce  sont  les  idées  de  Desargues,  ou  sa  méthode  même,  que  Bosse  nous 
a  transmises. 

Nous  trouvons,  depuis,  de  semblables  règles  pour  les  bas-reliefs,  dans  le  Traité  de  Perspec- 
tive de  Pétitot,  intitulé  :  Raisonnement  sur  ta  perspective,  pour  en  faciliter  l'usage  aux  artistes, 
in-fol.,  Parme,  1738  (en  français  et  en  italien). 

Ces  règles  de  construction  de  bas-reliefs,  produisant  des  figures  du  même  genre  que  les  pro- 
posées, nous  devons  les  comprendre  parmi  les  méthodes  dont  nous  faisons  ici  l'énumération.  Il 
est  vrai  que  ces  règles  sont  presque  ignorées,  et  surtout  qu'elles  n"ont  jamais  été  employées,  en 
(léomélrie  rationnelle,  pour  la  recherche  et  la  démonstration  des  propriétés  des  ligures;  mais 
elles  n'en  sont  pas  moins  susceptibles  d'un  tel  usage. 

*  Nous  ne  connaissons,  de  l'ouvrage  de  M.  Breysig,  que  le  titre,  qui  est  rapporté  par  M.  Pon- 
celet,  à  la  page  597  du  8"  volume  du  Journal  de  M.  Crelle;  mais  nous  n'hésitons  point  à  mettre 
le  mode  de  construction  des  reliefs,  qu'il  contient,  au  nombre  des  méthodes  propres  à  trans- 
former les  figures  à  trois  dimensions  en  d'autres  figures  du  même  genre,  M.  Poncelet  nous 
apprenant  que  les  préceptes  de  l'auteur  se  trouvent  d'accord  avec  les  siens  propres,  qui  produi- 


sent de  telles  figures. 
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}j;onrc,  comprise  dans  le  Icmme  22  du  premier  livre  des  Principes  ;  el  qui 
lut  i^énéralisée  par  Warinp;  K 

8"  (]elie  dont  nous  avons  fait  usa^e  pour  appli()uer  à  l'ellipsoïde  les  pro- 
priétés de  la  sphère;,  qui  consiste  à  faire  croître,  dans  des  ra|)j)orts  constants, 
les  coordonnées  des  jjoints  de  la  liirure  proj)osée.  {Correspondance  sur  l'Ecole 
polj)U'(lnii(pu',  tom.  III,  paijç.  320)  -. 

i)"  Knlin,  la  belle  théorie  des  figures  homologifines  ou  perspective-reliefs 
de  M.  Poncelet,  qui  rentre  dans  celle  de  La  Hire  et  Le  Poivre  par  le  cas 
des  ligures  planes,  mais  qui  n'avait  point  encore  été  conçue  pour  les  figures 
à  ti'ois  dimensions  ^. 

'  X  cl  y  élnnl  les  roordonnécs  d'un  point  d'une  conrl)C  donnée,  cl  x',  y'  celles  du  point  cor- 
respondant de  sa  transformée,  VVaring  prend  les  relations  : 

•px'  -+-  9'/  -+-  r  Pa;'  -+-  Q v'  -+-  H 

hx'-\-  MiJ  -t-  C  Ax'  -+-  Ut/  -H  C 

11  présente  ce  mode  de  transformation  comme  une  généralisation  de  celui  de  Newton,  où  l'on  a 

x'      ■        x' 

{Principes  math.,  livre  1",  lemme  2:2);  et  il  se  borne  à  faire  voir  que  la  nouvelle  courbe  sera 
du  même  degré  que  la  proposée.  [Miscellanea  analytica,  pag.  82;  Propridates  curvarum  idge- 
braicurum,  pag.  240.) 

Nous  démontrerons  que  les  courbes  ainsi  construites  peuvent  être,  aussi  bien  que  celles  de 
Newton,  produites  par  la  perspective;  de  sorte  que  la  généralisation  de  Waring  ne  porte  que 
sur  la  position  de  lu  nouvelle  courbe  par  rapport  à  la  proposée,  et  non  sur  su  forme,  ni  sur  ses 
propriétés  individuelles. 

2  Euler  avait  indiqué  ce  mode  de  transformation  pour  les  courbes  planes;  mais  sans  en  faire 
d'aj)plications  :  il  dit  que  les  courbes  ainsi  construites  l'une  par  l'autre  ont  de  Vafjinilé;  il  les 
appelle  Lineœ  affines,  {fniroductio  in  analijsin  infinitorum  ;  livre  2,  art.  442.) 

•^  M.  Le  François  a  fait  usage,  dans  ces  derniers  temps,  de  la  théorie  des  figures  homologiques, 
comme  moyen  de  déformation  de  quelques  courbes  du  troi'^ième  degré,  particulièrement  des 
focales  de  MM.  Quelclet  et  Van  Recs.  {Dissertatio  inaugurulis  mathenmtica  de  quibusdam 
curvis  geometricis;  in-4".  Gand,  1850.)  La  méthode  de  ce  géomètre  diffère  de  celle  de  M.  Pon- 
celet, en  ce  qu'il  se  sert,  pour  construire  ses  courbes  homologiques,  d'une  de  leurs  relations 
métriques.  Mais  cette  relation  n'est  pas  la  ])his  générale  que  comporte  cette  théorie;  clic  est  un 
rapport  harmonique;  tandis  qu'on  peut  prendre  un  rappoi't  anharmonique,  qui  donne  plus  de 
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Nous  irimissons  sous  ini  intime  lilrc  ces  diverses  uiclliodcs,  \mv(o.  i\\u' 
nous  ferons  Noir  (|ue  lonles,  el  l;i  |>ers|)e('li\e  piopremeiil  dilc  elle-même, 
déri\eiil  (rim  seid  |)riii(i|te  rondjimenlid,  doiil  elles  ne  soiil  (jiie  des  ;ij)|)li- 
calious  pai'lieulièros. 

TroisinnrnicHf ,  l:i  théorie  des  |)(>l;Hres  réei|)ro(|ues,  (|ue  les  élèves  de 
I\loii^('  puisèrenl  dans  les  préeieuses  leçons  de  eel  illiisfre  |)rolesseur;  dont  il 
lut  lait  (fahord  (piehpies  usa'^es  parlienliers  pour  Iranslormer  des  li<j;ures  en 
d'autres,  où  des  droiles  eorrespondaienl  à  des  |)oints  et  des  |)oinls  à  des 
droites  (^voir  la  Note  XXVI);  et  sur  la(|uelle  U\  célèbre  auteur  du  Traite  des 
nroprivtvs  projccfirrs  des  fùjurcs  a  appeN'  toute  ratlenlion  des  ^^éoniètres,  en 
la  faisant  servir,  le  premiei-,  à  la  transformation  des  relations  de  grandeur 
niétri(|ue  ou  ani^ulaire. 

Quatrièmement,  la  doctrine  des  projections  stéréoi>raplii(pies,  (|ui,  con- 
sidérée d'abord  dans  la  sphère  seulement,  servait  à  la  construclion  de 
certaines  caries  idéographiques;  et  qui,  accrue  d'un  nouveau  théorème,  et 
étendue  d'une  manière  très-générale  aux  surfaces  du  deuxième  degré,  ollrc 
aujourd'hui  un  moyen  de  recherche  aussi  sinq)le  qu'expédilif  '.  Les  Mémoires 


géiicralité  à  hi  conslructioii  des  figures.  Nous  rcvieiidj-ous  sur  cet  ol)jil  dans  notre  ^Icinoire  sur 
la  Di'formution  hoinograplu'que. 

La  eoiisidération  des  relations  métriques  des  figures  étant  la  partie  principale  de  ce  Mé- 
moire, on  nous  pcrjnettra  de  rappeler  ici  qu'il  a  été  adressé  à  l'Académie  de  liruxclies  en 
janvier  1850;  et  quainsi  il  a  |)récédé  la  publication  delà  thèse  de  M.  Le  François,  (jue  ce 
géomètre  nous  a  fait  l'honneur  de  nous  adresser  quelque  temps  après. 

'  La  théorie  des  projections  stéréographiques  de  la  sphère,  telle  qu'on  l'emploie  aujourdhui 
dans  la  Géométrie  spéculative,  se  compose  des  deux  principes  suivants  : 

i"  La  projection  de  tout  cercle  tracé  sur  lu  splière  est  un  cercle; 

2°  Le  centre  de  ce  cercle  est  la  projection  du  sommet  du  cône  circonscrit  à  lu  sphère  suivant 
le  cercle  mis  en  projection. 

Ce  second  théorème,  aussi  essentiel  que  le  jiremier,  n'est  connu  que  depuis  quehjues  années; 
nous  l'avons  énoncé  pour  la  première  fois,  el  démontré  analytiquement,  dans  les  Eléments  de 
Géométrie  à  trois  dimensions  de  M.  HachcUe  (année  1817).  Depuis,  nous  avons  appliqué,  par  de 
simples  considérations  de  Géométrie,  à  toute  surface  du  second  degré,  la  théorie  des  projec- 
tions sléréographi(]ues,  el  nous  l'avons  généralisée  sous  deux  rapports  :  I"  en  considérant  des 
surfaces  du  secoFid  degré,  inscrites  à  la  proposée,  au  lieu  de  sections  planes  de  celles-ci  ;  2"  en 
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(le  l'AcîHlcinic  de  IJriixcllcs,  j)iU'(i(Mili(''r('n)('iil,  conticniicul  los  .-ipplicalions 
los  plus  licuicuscs  (le  ccUc  élégîiiilc  docliiiic,  |)iir  M.M.  QucU'Icl  cl  Diuideliii. 

§  24.  Telles  nous  pnr.'ussont  êlie  les  (piîitre  ^Mandes  divisions  auxquelles 
on  pouirail  l'alfaeliei-,  sous  le  poiiil  de  vue  pliil()soj)lii(pie  des  niélhodes, 
dans  Pélat  aeluel  delà  (^(''ouiélric,  la  plu|)arl  de  ses  nombreuses  découvertes 
récenles.  Dans  une  ciinpn'ènie,  on  conipreiidiail  (picicjucs  lliéories  particu- 
lières et  sjx'ciales^  que  leuis  auteurs  ont  fait  l'cposer  sur  les  seuls  princijies 
de  la  Géométrie  pin'c.  Telles  sont,  entie  autres,  la  théorie  des  taïujenles 
conjuguées,  due  à  M.  Dupin,  (pii  en  a  lait  les  plus  utiles  applications  spécu- 
latives et  piatiques;  et  la  nou\elle  Thôoric  (/es  causli(jurs,  par  laquelle 
M.  Quetelet  a  réduit,  à  (jiielques  principes  de  Géométrie  élémentaire,  cette 
partie  injpoitaiite  et  dillicile  de  ropticjue,  à  laquelle  ne  pouvaient  sufïirc 
toutes  les  ressources  de  l'Analyse. 

Ces  théoiies,  qui  semblent  au  premier  abord  étrangères  aux  méthodes 
dont  nous  venons  de  parler,  pourraient  pourtant  s'y  rattacher  sous  certains 
rappoi'ts,  et  en  recevoir  d'utiles  secours.  Les  singuliers  rapprochements  que 
M.  Quetelet  a  faits  entre  sa  théorie  des  caustiques  et  celle  des  projections 
stéréographiques,  en  sont  une  première  preuve;  nous  aurons  occasion 
ailleui's  d'en  donner  d'autres  '. 

prennnt  ixxir  plan  de  piojcciion  un  plan  quelconque.  (Voir  Annules  de  Malliématif/iies , 
lom.  XVIII,  pag.  503,  el  tom.  XIX,  pag.  i57.) 

'  Par  exemple,  M.  CIi.  Dupin ,  dans  sa  belle  Théorie  gèuinélrique  de  la  courbure  des  surfaces, 
n'a  pas  dégagé  enlièriincnl  de  considérations  anal\  ticpies  la  démonstration  de  cette  proposi- 
tion :  «  Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  leurs  sections  principales  décrites  des  mêmes 
»  foyers,  elles  se  coupent  partout  à  angle  droit.  »  Les  méthodes  récentes  conduisent,  de 
diverses  manières,  à  une  démonstration  purement  géométrique  de  ce  théorème. 

Disons  même,  pour  olfrir  un  exemple  de  la  portée  de  ces  méthodes,  que  Ion  parvient,  sans 
plus  de  didiculté,  à  celle  proposition  beaucoup  plus  générale  :  Quand  deux  surfaces  du  second 
degré  uni  leurs  sections  principales  décrites  des  mêmes  foyers,  de  quelque  point  de  l'espace 
qu'on  les  considère,  leurs  contours  apparents  paraissent  se  couper  à  angle  droit. 

Nous  ajouterons  que  les  beaux  résultats  contenus  dans  un  3Iénioire  sur  les  axes  conjugués  et 
les  montcnls  d'inertie  des  corj)s  [\û^  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole  polgleclinique),  où  M.  Binct 
a  fait  usage  de  la  même  proposition  que  M.  Ch.  Dupin,  et  ceux  auxquels  M.  Ampère  est  aussi 
parvenu  bur  le  même  sujet,  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Quelques  propriétés  nouvelles  des 
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^  "21).    Km   iiK'inc   temps  ((u'iiiic  cliidr   ,-i|)|)i'()r(>ii(li('   de   rd.'il   ;i('tii('l   de  l.i  ivrr>-ri..mnKir.r.,i   .1. 

lunllioiir»  rrrrnif*. 

(■('m)III('Ii  i(>  pure  Iciid  :'i  jnslilicr  l;i  di\isioti  s\.s|(>iii.'iti(pi('  (juc  iimis  .isoiis 
('Inhlic,  elle  l'iiil  \o\\\  p.iî'  le  in.iiKpic  de  ^ic'iK'r.ililc  cl  de  (•.ii-iclèrc  ptrcis 
{\[U\v  (oïdc  (le  llu'oirmcs  (pii  se  l'.iM.icliciil  ;ni\  inclliodcs  (pic  nnii>  nciuuis 
(riii(li(picr,  (pic  CCS  nu'lliodcs  cllcs-iiK'incs  iToiil  point  encore  r(''t<Midnc,  l:i 
lécondilc  cl  le  (lcj;i"é  de  puissance  (l(''sir;d)les. 

Ainsi,  par  c\ein|)le,  les  nu-lliodcs  comprises  dans  noire  deii\i("'me  cl  noire 
IroisiiMUC  di\ision,  cruii  usai^c  lacile  cl  <;cneral  pour  la  (l(''C()iiverlc  cl  la  demon- 
slralion  des  propriétés  ilcscrijttirvs  des  (i^urcs,  iront  encore  été  appli(jiiées 
(pic  d'une  manière  resti'eiute  aux  relalions  de  f/rdiidcHr  (Iii2:nes,  surfaces  ou 
Noiumes).  i\'\\sl-il  |)as  pi'(''sumal)le  cpiil  Iciii'  mainpie  (pichpu;  pi'incipe  (pii 
les  r(Mide  applicables  à  des  relations  beaucoup  plus  générales,  et  peul-étrc 
à  toutes  sortes  de  relalions  ? 

On  conçoit  ilonc  (|ue  ces  méthodes  ne  l'eposenl  point  encore  sur  d'assez 
larges  bases.  Et  en  elïot,  nous  croyons  pouvoir  dire  que  chacune  d'elles  est 
susceptible  d'une  très-grande  extension. 

§  26.  La  pi'eniière,  celle  des  trans\ersales,  peut  être  accrue  de  principes  Th.orie  des  tran^vei 
nouveaux,  (|ui  la  rendent  |)ropre  à  de  nouveaux  usages,  et  suppléent  en 
mille  circonstances,  et  particulièrenienl  dans  l'étude  des  propriétés  générales 
des  courbes  géométriques,  à  l'Analyse  de  Descartes  :  dans  son  état  actuel 
même,  elle  peul  servir  à  diverses  questions,  qui  ne  lui  point  encore  été  sou- 
mises; par  exemple  au  problème  général  des  tangentes  et  à  celui  des  rayons 
de  courbure  de  toutes  les  courbes  géométriques,  dont  nous  avons  indiqué  les 
solutions  dans  le  Bulletin  universel  des  sciences  (juin  1830)  '. 

axes  permanents  de  rotation  des  corps  ;  nous  iijoulerons,  dis-je,  que  ces  belles  découvertes, 
regardées  comme  élanl  du  domaine  de  la  mécanique,  et  que  leurs  auteurs  ont  obtenues  j)ar 
l'Analyse,  peuvent  aussi  dériver  de  pures  considérations  géométriques  :  et  peut-être  trouve- 
rait-on que  celte  voie  rattacbe  davantage  ces  diverses  découvertes  à  leurs  principes  premiers, 
en  montre  mieux  rencliaînemcnt,  et  en  rend  l'exposition  plus  facile  et  plus  rationnelle. 

C'est  ainsi  que  la  Géoméliie,  en  reculant  ses  limites,  apportera  toujours  son  flambeau  dans 
quehpic  partie  nouvelle  des  sciences  physico-mathématiques. 

'  Conslriicliun  des  tangentes.  —  Pour  déterminer  la  tangente  en  un  point  m  d'une  courbe 
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j.rti..ns  si.rroRr.i  §  27.  L.i  (locl II' iic  (l<'s  Mio jct'f Knis  slôréoi^iîi | ) lii(| I ics ,  oiilif!  rexlciision 
i\u\AU'  a  déjà  iccik'  pjir  son  îipplicatioii  ;i  (oiilcs  sojles  ch;  surfaces  du  second 
{\o.^vé,  est  sus(('|)lil)l('  (riiiie  non\elle  généralisalion  qui  consislerail  à  placer 
Td'il,  non  plus  en  un  point  de  la  surface,  mais  aihitraireinenl  en  un  lieu 
(juelcoïKjue  de  IVspace,  même  à  l'inliiii.  J)e  celte  manière  les  sections  planes 
de  la  surface  du  second  degré  ik;  seront  plus,  en  j)iojeclion,  des  coniques 
homolhéliques  entre  elles,  ou  hien  des  coniques  ayant  toutes  un  même  axe 
de  symplose;  ces  courhes  auront  entre  elles  une  dépendance  d'une  expres- 
sion plus  j:;énéi'ale;  elles  auront  toutes  un  double  contact  (réel  ou  iniaginîure) 
avec  une  même  conique,  perspective  du  contour  a|)parent  de  la  surface  du 
second  degré  (cette  coni(pie  |)ouvant  elle-même  être  imaginaire). 

Ce  théorème  appartient  à  M.  Poncelel,  ((ui  Ta  donné  dans  son  Traité  des 
Propriétcs  projectivcs  (iu't  010),  et  en  a  montré  Fusage  pour  l'étude  des 

géomcUi(|U(',  dim  dcgrc  (iu(k'oii(|iio,  on  luèiic  par  ce;  point  deux  transversales  niA ,  niA',  sous 
des  dircclion>^  arbitraires;  on  fait  les  produits  des  sei,Mnents  eonipris,  sur  ces  droites,  entre  le 
point  ;/(  et  les  autres  points  où  elles  reneoiilrciil  la  courbe;  soient  P,  P'  ees  deux  produits. 

Par  un  point  u,  pris  arbiliairenicni  d<iii>  le  plan  de  lii  lourbc,  on  mène  deux  transversales, 
parallèles  aux  di'oites  hjA,  iitA'  ;  et  loii  fait  les  produits  des  segments  compris,  sur  ces  trans- 
versales, entre  le  point  /z  et  la  courbe;  soient  II,  n'  ces  deux  produits. 

On  portera,  sur  les  droites  m\,    m  A',  à   partir  du    |)oint   m,  deux    lignes  proportionnelles 

aux    rapports  p  >  —  respectivement  :  la  droile  (jiti  joindra  les   exlnhiiilés  de  ccn  ligues  sera 

■parcdli'le  à  lu  luinjenle  en  m. 

Ainsi  la  direction  de  la  tangente  est  déterminc'e. 

On  pourrait  construire  directement  la  normale.  Pour  cela,  on  porterait,  sur  les  deux  trans- 

P     p'  ... 

versâtes  issues  du  |)oint  }n  ,  des  lignes  proporti(»<inelles  aux  rapports  7;  '  jp  ;  P^'r  l<-'S  extrémités 

de  ces  lignes  et  par  le  point  m,  on  l'crait  passer  un  cercle  .  son  rentre  serait  sar  la  normale  à  la 
courbe,  au  point  m. 

Construction  des  cercles  osculateurs.  —  Pour  déterminer  le  cercle  oseulateur  en  un  point 
m  d'une  courbe  géométrique,  on  mènera,  par  ce  point,  la  tangente  à  la  courbe,  et  une  trans- 
versale quelconque  m  A;  on  prendra  les  produits  des  segments  compris,  sur  ces  deux  droites, 
entre  le  point  m  et  les  autres  brandies  de  la  courbe;  soient  ï  et  P  ces  deux  produits. 

l'ar  un  point  y.,  pris  arbitrairement  dans  le  |)lan  de  la  courbe,  on  mènera  deux  parallèles 
à  la  tangente  et  à  la  transversale;  et  on  fera  les  produits  des  segments  conjpi'is,  sur  ces  paral- 
lèles, entre  le  point  y  et  la  courbe;  soient  7  et  -ces  produits. 

On  portera  sur  la  transversale  m.\  une  ligne  égale  à  —  •  ;=  :  Vextrémilé  de  celle  liijne  sera  sur 
le  cercle  oscillateur  cherché. 


iiisTOim;  i)i;  la  (;k()MITIuk.  ti:* 

|)i'0|)i'i('>l(''s  (riM)  svstrinc  (le  ('oiii(|ii('s  ;i\,-inl  loiilcs  iiii  doiiMc  coiiLmI  mncc  iiim; 
mriiic  ('(Hiicuic.  Si  Ton  n  joiiil ,  ('(Uimic  d.iiis  l;i  l'iojrclioii  sl(''n''o^M;i|>lii(|ii(' 
propi'iMiKMil  (\'\W ,  un  second  llicoirnw  rclatir  à  lu  |)r()j<>('li(Mi  des  soniinds  dos 
concs  circoiisci'ils  à  la  sinlacc  du  second  dc^fic  sui\;uil  ses  scclious  phuK's, 
celle  Ihéorie  nouNclle  oHiiia  un  clianip  de  recherches  inU-ressanles  et  inepui- 
sahleSj  (»|  où  se  IrouNcronl  résolus  une  foule  de  prohiènie.s  sur  la  con.siruclion 
des  eonicpies  assujellies  à  des  condilions  <li\ei'ses.  (  l'o/V  la  Noie  WVIII.^ 

§  28.   Les  nielhodes  coni|)i'ises  dans  noire  deuxième  dixision  ,  (|ui  parais- mhimmi .•  M„rm 

lion  ilr-1  n^iiirci. 

seul  élranj;ères  les  unes  aux  aulres,  el  sont  desiiiK'es  à  des  usa^^'s  pralicpies 
dilïér(>nls,  |)euvent,  élanl  considéi'ées  connue  uiom'U  llK'oiicpie  (hw/c/i-^yy/^- 
(ion  (les  fif/urcs,  èlie  lésuniées  en  un  seul  el  uin'cjue  principe  de  ((('fonnalion, 
qui  les  remplacera  toutes;  principe  (pii  nous  |)araît  olTrir  une  docirine  nou- 
velle d'une  grande  portée,  el  d'un  usage  facile  el  plus  étendu  qu(î  celui  de 

Il  suit  (le  ccUc  consUMiclion  que,  si  l'on  appelle  0  l'angle  formé  par  la  transversale  m\  et 
la  tangente,  le  rayon  de  eourhure  K  =  -—. — -  •  -  •  tt,  . 

Si  la  eourbe  est  du  degré  »» ,  r  cl  n  contiendront  ni  ('acteurs  linéaires,  V  en  contiendra 
m  —  1,  et  T  en  contiendra  m  —  2. 

Quand  la  courbe  sera  tracée,  ces  facteurs  seront  des  lignes  comprises  sur  les  transversales; 
et,  quand  la  courbe  sera  déterminée  par  son  équation  ,  on  connaîtra  immédiatement,  au  moyen 
de  celle-ci,  les  valeurs  des  quatre  produits  P,  T,  tt,  t  ;  ce  qui  résulte,  comme  on  le  sait,  de  la 
tbéorie  générale  des  équations. 

Quand  la  eourbe  est  tracée,  il  faut  qu'elle  le  soit  complètement,  c'est-à-dire  que  toutes  ses 
branches  soient  décrites,  pour  que  les  transversales  la  rencontrent  en  autant  de  points  que 
l'indique  le  degré  de  la  courbe.  Par  exemple,  si  la  courbe  est  une  de  celles  du  quatrième  degré, 
appelées  ovales  de  Descaries,  il  faut  connaître  sa  compagne,  seconde  ovale,  jouissant  des 
mêmes  propriétés  que  la  première,  non  indiquée  par  la  construction  que  Descartes  et  d  autres 
géomètres  ont  donnée  de  ces  courbes,  mais  qui  est  renfermée  dans  la  même  équation.  [Voir  la 
Note  XXI.) 

Les  constructions  précédentes  peuvent  être  simplifiées,  parce  qu'au  lieu  de  quatre  transver- 
sales, parallèles  deux  à  deux,  on  peut  n'en  mener  que  trois,  dont  deux  issues  du  point  de  la 
courbe,  et  la  troisième  tout  à  fait  arbitraire.  Cette  modification  des  solutions  ci-dessus  repose 
sur  la  belle  propriété  générale  des  courbes  géométriques,  donnée  par  Carnot  dans  sa  Géométrie 
de  position,  pag.  291. 

M.  Poncelet  a  aussi  donné  une  construction  des  tangentes  aux  courbes  géométriques,  dans 
son  Mémoire  présenté,  en  septembre  1851,  à  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  sous  le  titre  : 
Analyse  des  transversales,  appliquée  à  la  recherche  des  propriétés  projectives  des  lignes  et  sitr- 
faces  géométriques.  {Voir  le  tom.  VIII  du  Journal  de  M.  Crelle,  pag.  229.) 


2^24  nisTOiur:  di:  la  gkomktkii:. 

ces  (livei'scs  môllioiles.  (k'Ile  docliino  reposcia  sdi-  un  soûl  llK'orèiiK;  du 
Géom('lrio,  (|ue  nous  regardons  connue  In  (N.'inicrc  généralisation,  et  pour 
ainsi  diiw'  comme  Foriginal  des  pi'iiici|)es  qui  doiiiiaicnt  lieu  à  ces  méthodes. 
Nous  ajouterons  qiu'  toutes  les  autres  mélhodes  semblajjles,  (ju'on  pourrait 
découvrir  par  la  suite,  |)Our  convertir  les  ligures  en  dautresdu  même  genre, 
ne  seront  aussi  que  des  déductions  de  ce  seul  et  uniipw  théoi'ème. 
rosroci|..o,,nes,t.t      i^  29.  Quaut  à  h»  lliéoi'ie  des  polaires  récipro(pies,  (jui  sert  à  transformer 

l's  inédiodcs  siMii-  .  /Il  iiil 

'es.  les  figures  en  d  autres  ligures  de  genre  dillérent  (dans  lesquelles  les  plans 

et  les  points  correspondent  respectivement  à  des  points  et  à  des  plans  des 
figui'es  proposées),  et  à  convertir  les  pro|)riétés  de  ces  figures  en  propriétés 

,.i,).. .le .luaiii.v  des  figures  nouvelles,  ce  qui  établit  une  (hialifc  permanente  des  formes  et 
des  propi'iétés  de  Tétendue  figurée,  nous  avons  déjà  annoncé  ÇAnnales  de 
Malhnnatiques,  tom.  XVIII,  pag.  !270),  que  celte  théorie  n'est  point  (me 
méthode  uni(jue  pour  ces  fins  :  il  en  existe  plusieurs  autres,  qui  mettent 
en  évidence  cette  dualilc ,  et  qui  sont  d'un  usage  aussi  facile  dans  leurs 
applications. 

Ainsi,  la  diuditr  reconnue  depuis  deux  siècles  ^  dans  la  Géométrie  de  la 
sphère,  où  chaque  figure  a  sa  figure  siipplcmentaire^  dans  laquelle  des  arcs 
de  grands  cercles  correspondent  aux  points  de  la  première,  et  passent  par 
un  môme  i)oiiit  quand  ces  points  de  la  première  figure  sont  sur  un  même 
arc  de  grand  cercle,  cette  diudilv ,  dis-je,  met  dans  une  évidence  parfaite 
la  dualité  des  figures  planes,  et  offre  un  moyen  facile  de  transformation  de 
ces  figures. 

Que  l'on  conçoive  en  effet,  sur  une  sphère,  une  première  figure  quelconque, 
et  la  figure  supplémvtitaire  (c'est-à-dire,  la  figure  enveloppe  des  arcs  de 
grands  cercles  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  aux  rayons  qui  abou- 
tissent aux  points  de  la  première);  et  qu'on  fasse  la  perspective  de  ces  deux 
figures  sur  un  plan,  l'œil  étant  placé  au  centre  de  la  sphère;  on  aura,  en 

•  Nous  avons  dit  que  le  lliéorènic  sur  lequel  repose  eetle  dualité  est  dû  à  Snellius,  et  que  sa 
découverte  avait  été  préparée  par  les  IranvforniatioMS  de  triangles  s«ur  la  splière  ,  que  Viète  avait 
faites  pour  résoudre  quelques  eas  de  la  trigonométrie  sjjhérique. 


iiisroiiu:  1)10  l\  (;i:()Mi:ti{Ii:.  ^2:2:; 

|MM's|MM(iN('  deux  (i^iiirs,  dont  riiiic  scr.i  i;i  IriiiisloriiK'C  de  l'imlic,  cl  (tii  l:i 
dunllli'  en  (nicslimi  sci'a  ('Mdciilc. 

iMnis  on  rccoiniiiil  aist'iiiciit  (|ii(>  (-clic  Ii-iiisIoiiiimIjoii  dHiic  li;;(irc  |)l;iiic 
jxuil  s'cITccUior  dircciciiiciil  sur  le  pl.iii  iU'  l;i  li^Mirc,  s;iiis  remploi  (rmic 
sph(M'c  juixiliaii'c.  I^'ii  cITcl,  la  pcrpciidicidiiirc  ahaisscc,  de  ('lia(jiic  |)oiiil 
de  la  (i^iirc  pro|)osce,  sur  la  droile  (pii  correspond  à  ce  poinl  dans  la 
seconde  li^iu'c,  passera  par  un  poinl  li\e,  pi'ojcclion  orllioiionale  du  ccrilrc 
de  la  sphère  sur  le  plan  de  la  lij:;(n'e  ;  cl  celle  pcr|)cndiculair(^  sera  (lisisée 
en  ce  point  en  deux  sei>inenls,  dont  le  produit  sera  conslani,  coinnKî  ('lant 
é^al  jui  carré  de  la  distance  du  cenire  de  la  sphèie  au  plan  d(î  la  liji^uie. 
il  sulïira  donc,  pour  fornici'  une  Iransrorinf'c  d'une  (igui'c  proposée,  de 
mener,  par  un  |)oinl  fixe  de  son  plan,  un  ia\on  à  chacun  des  points 
de  cette  lit'ure;  de  prendre,  sur  le  j)roloni»emenl  de  ce  rayon,  au  delà  du 
point  fixe,  une  ligne  proportionnelle  à  sa  valeur  inverse^  et  de  mener,  à 
rexirémité  de  celle  ligne,  une  perpendiculaire  au  rayon.  Toutes  ces  perpen- 
diculaires correspondront  respectivement  aux  poinis  de  la  figure  proposée, 
et  envelopperont  sa  transformée. 

§  30.  11  est  manifeste  que  ce  procédé  de  construction  des  figures  trans- 
formées s'applique  aux  figures  à  trois  dimensions;  nous  l'énoncerons  ainsi  : 

Etant  donnx'e  une  figure  dans  l'espace;  que,  d'un  point  fixe ,  pris  arbi- 
trairement, on  mène  à  tous  les  points  de  cette  figure  des  rayons,  et  que 
sur  ces  l'ayons  [ou  bien  sur  leurs  prolongements  au  delà  du  point  fixe),  on 
porte  des  lignes  qui  leur  soient  respectivement  proportionnelles  ;  que,  par  les 
extrémités  de  ces  lignes,  on  mène  des  plans  perpendiculaires  aux  rayons; 
tous  ces  plans  envelopperont  une  seconde  figure  qui  sera  la  transformée  de  la 
proposée,  comme  on  l'entend  dans  le  principe  (/e  dualité.  C'est-à-dire  qu'aux 
plans  dans  la  figure  proposée,  correspondronl  des  points  dans  la  nouvelle 
figuie,  et  quand  ces  plans  passeront  par  un  même  point,  ces  points  seront 
sur  un  môme  plan  \ 

'  La  démonstration   do  ce  théorème   est  extrêmement  facile.  Nous  la   donnerons  dans  la 
note  XXIX. 
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Qunnd  les  lignes  |)r(>|»oilioniiclles  aux  valoiiis  inverses  des  rayons] menés 
(In  point  lixe  an\  points  de  la  fiij;ui'e  proposée,  sont  prises  sur  les  direetions 
de  ces  rayons,  les  plans  menés  par  les  extrémités  de  ces  lij^nes,  perpendi- 
culairement aux  rayons,  peuvent  élre  considérés  comme  les  plans  jujlaires 
des  |)oinls  de  la  liirinc!  pro|)osée,  par  rapport  à  uni;  certaine  splièie  déci-ite 
du  |)oinl  lixe  coimne  centre. 

Notre  mode  de  transformation  comprend  donc  celui  de  la  tliéorie  des 
pofah'ps  réciproques;  considérées  dans  la  sphère  ;  et  il  est  plus  général  que 
celui-ci,  en  ce  que,  dans  la  théorie  des  polaires,  les  plans  correspondant 
aux  points  d'ime  figure  pi'0|)osée  sont  toujours  menés  entre  ces  points  et 
le  centre  de  la  sphère,  tandis  (jue,  dans  notre  mode  de  transformations,  ces 
plans  peuvent  être  menés  au  delà  du  point  lixe  qui  représente  ce  centre  K 

Cette  connexion  intime  entre  la  théorie  des  polaires  réciproques ,  d'in- 
vention toute  récente,  et  la  dualité  des  figures  tracées  sur  la  sphère,  connue 
et  usitée  depuis  près  de  deux  siècles,  nous  a  paru  mériter  d'être  remar- 
quée ici. 

§31.   Passons  à  d'autres  modes  de  transformation. 

Il  en  est  deux  qui  reposent,  comme  le  précédent,  sur  des  théories  con- 
nues. Le  i)remier  est  offert  par  le  Porisme  d'Euclide,  que  nous  avons  cité 
en  parlant  des  Collections  maihématiques  de  Pappus  (1"^^  Époque,  §  31, 
en  note);  car,  dans  ce  poiisme,  pour  chaque  point  d'une  figure  plane  on 
construit  une  droite,  et  l'on  reconnaît  aisément  que,  si  les  points  de  la 
première  figure  sont  en  ligne  droite,  les  droites  correspondantes,  dans  la 
seconde  figure,  passent  par  un  même  point. 

Le  second  résulte  de  la  théorie  des  courbes  et  surfaces  réciproques,  dont 
Monge  a  donné  l'expression  analytique.  {Voir  la  Note  XXX.) 

'  La  plus  grande  gcncralité  que  nous  venons  de  signaler  na  lieu  que  sous  le  rapport  géo- 
métrique, et  non  quand  on  emploie  la  voie  analytique;  parée  que,  dans  ce  dernier  cas,  on  j)eut 
supposer  imaginaire  le  rayon  de  la  sphère  par  rapport  à  laquelle  on  prend  les  polaires;  et  alors 
les  plans  polaires  des  points  de  la  (igure  proposée  sont  menés  au  delà  du  point  qui  représente 
le  centre  de  la  sphère. 


iiisToiiu:  Di:  L\  (j:<)>ii:Ti(iK.  t2i 

^  «t'2.  On  |)(Mil  iina^iiici-  d  .Milice  modes  dr  li.-iiisroriii.-ilioii. 
Piir  (>\(Mn|)l(',  soiciil  dans  r«'s|)a('r  nii  an;;;l('  liirdie,  cl  un  liian;ilr  silnc 
dans  un  plan  nuMU'  par  le  soininel  de  Tan^ile  Irièdrc;  (pic,  par  cliafpic  point 
(rmic  li^iMC  donnée  dans  l'espace,  on  mène  (rois  pians  passant  |>as  les  Irnis 
côlôs  du  lrianj>;le;  ils  reiicoidreroni  rcspc(li\einenl  les  li'ois  arèles  de  l'anode 
liièdre  en  (rois  points  (|ni  dcterniincront  un  plan  ;  tons  les  |)laiis  aiirsj 
dclenninés  eincloppei'ont  une  seconde  li^ui'c  a^ant,  a\ec  la  proposc'c,  les 
rapports  et  les  dépendances  (pii  coiislilueul  la  (liKif/fr  oi\  (pieslion. 

lue  lii>ui'0  étant  donnée  dans  l'espace,  (pTon  lui  irnpr-iine  ini  inouvenieni 
inliniinenl  petit  (pielconcpie,  el  (pron  mène,  par  ses  diUV'rcMits  points,  des 
plans  normaux  à  leuis  ti'ajectoires  ;  tous  ces  plans  euNcloppertml  une  secon(l<' 
ligure,  (|ui  sera  une  transformation  de  la  proposée,  de  même  natme  (pjc  la 
précédente. 

Que  Ton  suppose  (pi^une  ligure  donnée  dans  l'espace  soit  sollicitée  par 
plusieurs  loices,  et  que,  i)ar  cliaipie  point  de  la  ligure,  on  mène  le  plan  prin- 
cipal de  ces  forces  relatif  à  ce  point  ;  tous  ces  plans  enveloppei'ont  une  seconde 
ligure  (pii  sei-a  encore  une  transformation  de  la  proposée,  de  même  natme 
que  les  précédentes. 

§  33.  De  ces  trois  modes  de  transfoi'malion  dans  l'espace,  le  premier, 
celui  qui  fait  usage  de  Tangle  trièdie,  a  son  analogue  sui'  le  |)lan;  cVst  le 
Porisme  d'Euclide.  Les  deux  autres  n'ont  point  leui-s  analogues  sur  le  |)lan  : 
mais  ils  n'en  sont  pas  moins  propres  à  la  transfoimation  des  figures  phmes. 
En  elTet,  qu'une  liguie  plane  soit  doimée  à  transformer;  on  inipiimera  à  son 
plan  un  mouvement  infiniment  petit  dans  l'espace;  les  plans  normaux  aux 
trajectoii'es  des  dilîérents  points  de  la  figure  envelopperont  une  surface 
conique  (qui  aura  son  sonnnet  en  un  point  du  plan  de  la  figure)  ',  et  un 
plan  transversal,  mené  arbitrairement  dans  l'espace,  coupera  cette  surface 
conique  suivant  une  figure  qui  sera  une  transformée  de  la  proposée. 

On  pourra  faire  servir  ainsi,  à  la   transformation   des  figui-es   planes, 

'   Nous  domiorons  la  (Innoiistration  de  co  thcorèine  dans  un  écrit  sui'  les  |)r()|triclcs  i^éouic- 
Iriquos  du  iiiouvcnicnl  dun  eui-ps  solide  lihie  dans  1  espace. 


^2^2s  iiisToiiii:  i)i:  i.\  (;i:()Mi:tkiI':. 

cliMciiu  (k's    prorcMh'S   (iiToii    (Mn|)loi(M'n    pour   hi  IriiiislorniMlioii  des  liiijiircs 
(l;iiis  rfspaco,  ol  (pii  u'auniil  pns  son  niialo^Mic,  sur  le  [)l;m. 
.■i|.cde(r.in>form..-      !^'  31.  Nous  poiirnOiis  citor  (raiiMcs  modes  pnrliciilicrs  de  Iraiisfonualion, 

in  II-  |iliii  irriKT.'il. 

(|iii  fcralcMl  (.'ominc   l<>s  prc'cédcîils,  soit  dans  Tospaco,  soil  sur  le  plan,  U\ 
nièinc  oflice  (pic  la  lliéoiie  dfs  |)olairos  rôciprorpios. 

Mais  loiilos  CCS  niclhodcs  |)cu\ cul  cire  rcinpiacccs,  coiiinic  ccli(!  de  (h'-for- 
inafion.  dont  nous  a\ons  pailc  ci-dessus,  par  un  seul  et  inii(p(c  principe, 
plus  général  cl  plus  étendu  (pic  chacune  dCllcs.  Ce  principe,  (pii  constitue 
une  docirino  complète  de  transfonnation  des  figures,  j)ren(l  sa  source  dans 
un  seul  théorème  de  Céométrie,  (pii  nous  pai-aîl  être  la  raison  preniière  de 
cetic  propric'lé  iidiérente  aux  formes  de  l'étendue,  la  (hia/ifr.  sur  la(jucilede 
savants  géomètres  ont  déjà  écrit,  mais  sans  remontei-,  malgré  les  vues  très- 
philosophiques  cprils  ont  apportées  dans  celle  partie  de  la  Géométrie,  à  son 
principe  primoi'dial,  indépendant  de  toute  docirine  j)articulicre. 
•ur..,,.,ii,uii,,,)..      §  3o.  \ous  allons  loul  de  suite  faire  concevoir,  par  (juehjues  réflexions 

llirotio  lies  |  o'.iircs 

pio-iMe..  gj„.  [y  naiurc  de  ce  j)rincipe  de  transformation,  et  sur  la  théorie  des  polaires 

ircipi'o(pies,  comment  il  ofTie  une  |)lus  grande  généralité  (pie  celle  théorie. 

Les  fii:;ures  considérées  dans  ce  i>enre  de  transformation  ont  entre  elles 
un(!  concordance,  ou  réciprocité,  (pii  consiste  en  ce  (pie:  à  chaf/ue  point  de 
(a  figure  proposer  correspond  un  plan  dans  sa  dérivée  ;  et,  réciproquement, 
à  r/ia(/ue  point  de  celle-ci  correspond  un  plan  dans  la  figure  proposée.  Cela 
résulte  d'une  seule  et  unicpie  condition  dans  la  construction  de  la  seconde 
ligure,  à  sa\oir  (jue  :  tous  les  plans  (pii ,  dans  cette  figure,  correspondent  à 
des  points  de  la  proposée ,  situés  sur  un  nié)ne  plan,  doivent  passer  nécessai- 
rement par  un  métne  point.  Voilà  comment  un  point  de  la  seconde  figure 
l'épond  à  un  plan  de  la  première. 

Cette  condition,  (pii  constitue  à  elle  seule  la  doctrine  de  transformation 
dont  nous  parlons,  parce  fju'elle  la  distingue  d'une  infinité  d'autres  modes  de 
transformation,  dans  les(piels  des  plans  correspondent  à  des  points,  ou  bien 
des  points  à  des  plans,  mais  où  ces  deux  circonstances  n'ont  pas  lieu  en 
même  temps;  cette  condition,  dis-je,  se  trouve  rcmj)lie  dans  la  théorie  des 
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IMil.iJrcs,  où  Ton  suit  (|ii(>  lotis  les  pl.ins  |iohiit-rs  des  points  d Un  nicnic  plioi 
passent  |);u'  ini  nK^nic  point  (on,  on  (r.-intt-rs  toiincs,  (pi.ind  <l('s  ooiios  cir- 
consciits  il  nno  snrl'.ico  du  second  do^ic  uni  Icins  sonnncis  snr  nn  nicnic 
plan,  les  plans  do  loins  conrltcs  i\i'  (•(tnlact  a\oc  la  snrlaco  passent  |)ar  ini 
même  point).  Noilà  ponitpioi  la  lln'orie  des  p(daii-es  oITie  nn  mo\en  de  tians- 
l'ormalion  des  li,mn'<'s,  et  met  en  «'xidenee  l\  (hiii/ifc  de  IV-lendiie. 

;)lais  celle  llnMirie  olIVe  une  circonslance  particnlière  :  c'esl  (pie  le  point 
par  où  passent  les  plans  polaires  des  |)oints  de  la  premi«''re  li^nire  (|ni  s(nit 
situés  SU!'  un  nuMU(^  plan  ,  a  lui-même  pour  plan  polaiic  ce  plan.  De  sorte 
(pic  la  première  fi^un^  se  construirait  au  mo\en  de  la  seconde,  ah.solument 
de  la  même  manière  (pie  celle  seconde  a  el('>  consiruile  au  moyen  (l(;  la 
première.  Ainsi,  il  \  a  miprociU'  pailaile,  ou  plul(')l  idvnlili'  parfaite  de 
coustrucliou  entre  les  deux  (igures. 

La  théorie  des  polaires  ayaul  été  juscprà  ce  jour  le  seul  mo\ên  employé 
pour  la  Iransl'ormatiou  des  ligures,  ou  pourrait  croire  qu'elles  doivent  leur 
concordance,  ou  réciprocité  de  formes,  dont  nous  parlions  tout  à  Tlieure,  à 
Pidentilé  de  construction  (pii  a  lieu  dans  celte  théorie  des  polaires.  Ce  serait 
une  erreur  grave.  Celle  identité  de  construction  est  une  j)ropriété  acciden- 
lell(%  particulière  aux  ligures  (|ue  produit  la  théorie  des  polaires,  et  (jui  se 
présente  aussi  dans  daulics  modes  de  transformation;  mais  ce  n'est  point 
elle  qui  donne  lieu  à  la  dualité  de  Pétendue;  et,  en  ellet,  elle  n'existe  point 
dans  divers  autres  modes  de  transformation,  et  notamment  dans  celui  qui, 
comme  nous  le  ferons  voir,  comprend  tous  les  autres  comme  corollaires,  ou 
cas  particuliers.  Aussi  nous  ne  ferons  aucun  usage  de  celle  identité  de 
coustrucliou ,  et  nous  Técarterons  de  l'exposition  de  notre  doctrine  de  trans- 
formation, comme  y  étant  étrangère,  et  ne  s'y  rencontrant  que  par  circon- 
stance particulière  et  accidentelle. 

^  30.  Dans  le  mode  de  transformation  par  voie  de  mouvement  infiniment  cara.i.rc.,.aiiir,.iier.j 

pliisiciiis  iiulres  me 

petit,  il'v  a  identité  de  construction,  comme  dans  la  théorie  des  polaires  :    ^^  .le  iran,fonna 

*  "  '  -^  '  tion. 

c'est-à-dire  (|ue  les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  d'une  pre- 
mière ligure   enveloppent  uik;  seconde   ligure  telle,   (pie  si    elle   eût    été 
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roiisiriiilc ,  et  (niCllc  cul  ('proiiNc  h'  nuMiic  iiMtiixciiicnl  (|ii('   l:i  piciiiièrc,  les 
j)l;iiis  norinjiux  ù  ses  Irajccloiros  (Mivoloppciaicnl  l;i  inciiiirrc  lij<iii(*. 

l'iu'  p.ii'cillc  r(''('ij)r(K'il(''  a  lieu  aussi  dans  los  li'.Mircs  faites  par  l'emploi 
(l'un  svslèiue  (le  l'oires. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  niènje  dans  les  Iraiislornialions  (ailes  par  la  con- 
sidéralion  de  Panifie  liièdrc».  Si  un  poini  pairoiirt  nue  ligure  donnée,  le  plan 
déterminé  comme  nous  a\ons  dil,  au  mouMi  de  Pangle  trièdre,  enveloppera 
une  seconde  ligure  qui  sera  la  déri\éeou  transformée  delà  première.  Mais  si 
le  point  |);n'('ouil  celle  seconde  figure,  le  plan  mobile  n'envelo|)pera  point, 
comme  dans  la  théorie;  des  polaires  et  dans  la  transformation  pai-  \oie  de 
mouvement  inlinimenl  petit,  la  pi'emière  lii;ure;il  en  envelop|)era  une  troi- 
sième, toute  dilléi'ente.  Dans  le  cas  parliculier  seulement  où  les  trois  som- 
mets du  triangle  seraient  situés  dans  les  plans  des  faces  de  Pangle  Irièdi'e, 
il  y  auiait  identité,  c'est-à-dire  (pie  la  troisième  figure  ne  serait  autre  que  la 
j)i'emièi'e. 

Dans  le  mode  de  transfoi-mation  des  figui'cs  planes,  fourni  par  le  Pori.smc 
d'Euclide,  il  ne  j)eut  jamais  y  avoir  ideiitilé  de  construction.  Ainsi,  (jiiand  le 
point  mobile  paicoui't  une  figure  proposée,  sa  droite  coriespondante,  ou 
dérivée,  enveloppe  une  seconde  figure;  mais  si  le  point  mobile  paicourt 
cette  seconde  figure,  sa  droite  dérivée  en  enveloj)pera  une  troisième  qui  sera 
dilTérente  de  la  première. 

Mais  on  peut  toujours  subslituer,  au  mode  de  construction  employé  pour 
former  la  seconde  figure  au  moyen  de  la  première,  un  autre  mode  (|ui  ser- 
\ira  à  construire  cette  pi'emière  au  mo\en  de  la  seconde.  Dans  des  cas  |)arli- 
culiers,  tels  que  ceux  que  présentent  la  théorie  des  polaires,  le  mou\ement 
infiniment  petit  de  la  figure  j)roposée,  etc.,  ces  deux  moyens  de  construction, 
qui  généralement  sont  difïerenls,  se  trouvent  être  les  mêmes.  Nous  donne- 
rons les  relations  générales  qui  ont  lieu  entre  ces  deux  modes  de  construc- 
tion, de  manière  à  conclure  toujours  Pun  de  l'autre. 
wic  despoiairr.      i^  37.  Nous  souMUCs  entré  dans  des  considérations,  peut-être  trop  déve- 

I     pus     le    iiiiide 

!'7nciar'"'""  "  loppt^GS,  pour  bien  pénélrei*  le  lecteui-  de  cette  idée,  que  la  (/tialilé  de  Péten- 
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(lue  lie  proNiciil  iiiiIIciim'IiI des  (-ircoiisl.-iiM'cs  de  (-(tiisIriKlioti  (|iii  .-i\:ii('ril 
soinhic,  dans  la  IIkmui'c  des  |Kdaii'('s  rccijiiocuics ,  (aire  le  caraclcic  dislinclij' 
dos  modes  de  (laiislormalioii  inoprcs  à  nicllic  (('Ile  diialil(''  en  ('Nidciicc. 

Il  iTsidlc  aussi,  de  ces  ioiisidcialioiis,  i\[H'  la  ihcoiic  des  polaires  irci- 
|)i()(jii{»s  nVsl  pas  lo  modo  do  Iraiisl'ormalioii  lo  plus  j:;oiioral.  .Mais  si  ("oùf  oh' 
la  soido  vôi'ilô  (pio  nous  (Missions  voulu  uioiln;  on  o\idonoo,  il  nous  aiuail 
sulli  i\o  diro  (pio,  dans  lo  modo  ii:(''n(''ial ,  (pn'  ooniprond  lous  los  autres,  on 
peul,  poui'  oonsliuii'o  la  li^inr  ooirélali\o  d'une  H^muc  proposi'o,  pi<'ndro 
iU'bili'aircment  dans  Tespaco  oin((  plans  comme  oorrespondant  à  oin(|  points 
dési<>nés  do  la  pi'omièro  ligure;  tandis  (pie,  dans  la  théoiio  dos  polaires  réoi- 
|)ro(pios.  doux  lii;uros  oorrélalivos  ont  entre  elles  des  dépondanoes  beaucoup 
plus  restreintes.  Car  si  Ton  y  considère  deux  tétraèdres  dont  les  sommets  d(î 
Tun  correspondent  aux  [)lans  du  second,  les  (piatre  droites  (pii  joindront  les 
sonunets  du  premier,  respectivement  aux  sommets  du  second,  opposés  aux 
plans  qui  correspondent  aux  quatre  sommets  du  prcnner,  ces  quatre  droites, 
dis-je,  seront  toujours  quatre  génératrices  d'un  même  mode  de  génération 
d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  '. 

Les  autres  modes  de  tiansformation  oITront  pareillement  quelques  dépen- 
dances particulières  de  situation  entre  les  ligures  et  leurs  transformées,  mais 
qui  sont  diHerentes  de  celles  que  nous  venons  d'énoncer  pour  les  figures 
polaires  réciproques. 

Ainsi,  dans  la  transformation  par  voie  de  mouvement  infiniment  petit,  on 
trouve  que  deux  droites  quelconques,  et  leurs  dérivées,  sont  toujours  quatre 
génératrices  d'un  même  mode  de  génération  d'un  hyperboloïde. 

S  38.  Nous  n'avons  parlé,  jusqu'à  présent,  que  des  relations  de  descrip- Transformation  .lesre- 

"  i-'jii-'i  j.  lalioiis  melriques  ou 


iqu 
an^rulaires. 


'  Cela  provient  de  ce  que  les  droites  qui  joignent  les  quatre  sommets  d'un  tétraèdre  attx 
pôles  des  faces  opposées,  pris  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré  quelconque ,  sont 
quatre  génératrices  d'un  même  mode  de  génération  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Ce  théorème,  que  nous  avons  démontré  dans  les  Annules  de  Mathématiques,  tom.XIX, 
pag.  76,  est  susceptible  d'un  grand  nombre  de  corollaires.  On  en  conclut,  par  exemple,  que 
les  quatre  perpendiculaires ,  abaissées  des  sommets  d'un  tétraèdre  sur  les  faces  opposées,  sont 
quatre  génératrices  d'un  même  mode  de  génération  d'un  hyperboloïde. 
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lion  cl  (le  siliKilioii  ciilro  les  (iiruics  d  leurs  Irjiiisloiiiiécs;  ijiiii>  Ton  doil  con- 
sidérei'  aussi  leurs  (i«'|)eii(lances  de  i^raudeur  uiéli i(juc  ou  angulaire.  Lv  seionl 
ces  dépendances  (|ui  seiNiionl  à  traduire  les  ihéoi'ènies  où  enlrenl  iU'^  rela- 
lious  de  ij;raiideur. 

Ces  dépendances  iiénérales  de  jiiandeiu',  enlie  une  fijriu'e  et  sa  liansfoi- 
niéc,  ie|)()sent  sur  un  piincipeli'ès-siinple,  (pu'  n'a  point  élé  mis  en  usa^e  dans 
la  tlieoiie  des  polaires;  aussi  cette  théorie,  (pTon  a  applicjuc'c  d'une  manière 
Tort  générale  à  la  Iransforuiation  des  relalions  de  descjiption,  ne  Ta  été  que 
d'une  manière  restreinte  aux  lelations  de  grandein-  :  dahord  |)arce  qu'on  ne 
lui  a  point  soumis  toutes  les  relations  au\(juelles  elle  est  proj)re,  et  ensuite 
parce  que,  faute  du  principe  dont  nous  parlons,  il  a  fallu  |)rendi'e  deux  cas 
pailiculiers  de  cett(>  théorie  pour  opérei'  la  transformation  d'une  relation  de 
grandeui'.  On  a  pris  pour  surface  auxiliaire,  ou  une  sphère,  ainsi  que  Ta  fait, 
le  premier,  M.  I^ncelel,  dans  son  J/cnioire  siij-  la  tliéorie  (jênêrale  des 
polaires  réciproques  '^  et  ensuite  M.  Bobillier  -;  ou  un  paraboloïde,  comme 
nous  l'avons  proposé  dans  nos  deux  .Mémoires  sm*  la  Trnusfonmifion  para- 
ho/i(/ne  des  re/ations  )ni'trifjues  ^. 

Les  dépendances  de  grandeui*  entre  une  figui'e  et  sa  dérivée,  ne  sont  pas 
les  mêmes  dans  ces  deux  modes  de  transformation.  Elles  consistent,  dans 
le  premier  cas,  en  ce  (jue  l'angle  de  deux  j)lans  (Fune  ligure  est  égal  à 
Tangle  des  rayons  de  la  sphère  auxiliaire  qui  aboutissent  aux  deux  points 
correspondant  à  ces  plans  dans  la  seconde  figure;  et,  dans  le  second  cas,  en 
ce  que  le  segment  intercepté  sur  Taxe  du  paraboloïde  auxiliaire  par  deux 
plans  d'une  figure,  est  égal  à  la  projection  oitliogonale,  faite  sur  cet  axe, 
de  la  (boite  (jui,  dans  l'autre  figure,  joint  les  deux  points  correspondant  à 
ces  plans. 

Ces   deux  modes  de  transformation  ont  été   appliqués  Tun  et  l'autre, 

'  Journal  de  M.  Crolle,  (oni.  IV'.  Ce  Mémoire  i\  été  présenlé,  à  l'Académie  des  scieiiecs  de 
Paris,  Je  12  avril  18-24. 

-  Annales  de  Malhèmutiques ,  tom.XVllI,  aim.  18:27-18:^8. 
"'  Correspondance  mathématique  de  M.  Quelelet,  lom.  V  et  VI. 
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cl  ;i\(H'  In  iiK'inc  faiiliU',  i\  loiilcs  lo  icl.ilidiis  <|iii  se  |)n''>('iil('Hl  d.iiis  l.i 
llu'oric  (les  Ir.iiisNcrs.ilcs.  I.c  premier  ;i  <'le  .ipplicjiK',  de  plus,  ;i  (piehpie.s 
relulions  |);ulienlières  d^m^les,  p;«r  exemple  ;iii\  llK'orèmes  de  Newloii  ef 
de  3I;K'-L;uirin  sur  hi  descripllon  or^^tiiicpie  des  coinipies  ';  le  second,  ;i 
plusieui's  i-elalious  de  disl.nieos  l'eclilii-iies,  |)arlieulièr<'iiieii(  aux  Ihi'oicmcs 
de  Newton  sur  les  courbes  i!;é()m<''lri(pies,  ce  (pii  nous  a  conduit  à  un  ;;enro 
tout  nouveau  de  pro|)riélés  de  ces  courbes  -. 

!^  |]0.  Outre  cette  diUerenco  eiiti'e  les  (léj)endances  générales  de  gran- 
deur, ces  deux  modes  do  Iransl'ormalion  dilïèrenl  encore  Tun  de  l'autre  par 
les  relations  descriptives,  (pn"  leui"  donneni  à  cbacun  (piehpie  chose  de  par- 
ticulier et  de  restreint. 

Par  exem[)le,  (piand  on  emploie  une  sphère  pour  surface  auxiliaire, 
s'il  se  trouve  une  autre  sphère  dans  la  ligure  qu'on  veut  transformel',  il 
lui  coriespondra,  dans  la  nouvelle  ligure,  une  surface  du  second  degré,  de 
révolution;  on  n'aura  donc  |)oint  les  propi'iétés  générales  d'une  surface  du 
second  degré  quelconque. 

Pareillement,  quand  ou  prend  pour  surface  auxiliaire  un  paraboloïde, 
si  Ton  veut  transformer  les  propiiétés  d'une  figure  où  entre  un  ellipsoïde, 
il  lui  correspondra  toujours,  dans  la  seconde  figure,  un  hyperboloïde,  et 
jamais  un  ellipsoïde.  Mais  ce  n'est  pas  ce  manque  de  généralité  qui  oiïre  le 
plus  d'inconvénients  :  c'est  que  toutes  les  droites  qu'on  peut  considérer  dans 
la  figure  proposée  comme  étant  situées  à  l'infini,  auront  leurs  dérivées, 
dans  la  seconde  figure,  toutes  parallèles  à  l'axe  du  paraboloïde,  et  par 
conséquent  concourant  en  un  point  situé  à  l'infini.  On  aura  donc  une  pro- 
priété de  dilïérentes  droites  parallèles  entre  elles;  tandis  que,  si  l'on  avait 


'  Mémoire  de  M.  Poneelet,  sur  les  polaires  réciproques. 

*  Nous  citerons,  par  exemple,  le  Ihéorème  sui^ant,  qui  appartient  à  ce  nouveau  genre  de 
propriétés  des  courbes  :  Si  l'on  mène  à  une  courbe  géométrique  toutes  ses  tangentes  parallèles 
à  une  droite  quelconque ,  le  centre  des  moyennes  dislances  de  leurs  points  de  contact  sera  un 
point  unique,  quelle  que  soit  la  direction  commune  des  tangentes.  Nous  avons  appelé  ce  point 
le  centre  delà  courbe.  La  même  propriété  a  lieu  dans  les  surfaces  géométriques. 

30 
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pris  uno  niilro  surfjice  auxiliaire  ,  on  aurait  ou  la  propriété  corrcspondanle 
pour  (les  droites  eoucouranl  eu  uu  même  poiul. 

Il  est  M'ai  (pie  Fou  peut,  |)ar  une  autre  voie  (et  c'est  Tobjet  des  mé- 
lliodes  compi'ises  dans  notre  seconde  division),  a|)|)ii(pi<'r  les  |)roj)riét(''S  de  la 
sphère  aux  autres  surfaces  du  second  dci^rc,  et  les  piopriélés  d'un  système 
de  droites  parallèles  entre  elles  à  des  droites  concourant  en  un  même  point; 
mais  il  y  aurait  à  faire  deux  opérations,  graphicpies  ou  intellectuelles,  au 
lieu  d'tuie. 

^  40.  Au  surplus,  sauf  quehpies  cas  particuliers,  où  les  relations  de  des- 
ciiption  ou  de  (fraudeur  dune  figure  sont  trop  restreintes  pour  qu'on 
emploie  le  principe  de  transformation  général  et  absolu,  (jue  nous  expose- 
rons dans  cet  écrit,  ce  principe  oITrira  presque  toujours,  notamment  en  ce 
qui  concerne  les  relations  métriques,  outre  l'avantage  d'une  plus  grande 
généralité  dans  les  résultats,  celui  d'une  application  plus  facile  et  plus  spon- 
tanée que  celle  d'aucune  méthode  particulière. 

Sous  ce  rapport,  ce  principe  de  transfonnalion  et  le  principe  de  défor- 
)natio}i  qui  remplacera  les  diverses  méthodes  comprises  dans  notre  seconde 
division,  appliqués  dans  leur  plus  grande  généralité  et  de  la  manière  la 
plus  abstraite,  nous  paraîtront  justifier  ce  précepte  de  lillustre  auteur  de  la 
Mécanique  céleste  :  «  Préférez  les  méthodes  générales,  attachez-vous  à  les 
»  présenter  de  la  manière  la  plus  simple,  et  vous  verrez  en  même  temps 
»  qu'elles  sont  presque  toujours  les  plus  faciles  •  ;  »  auquel  M.  Lacroix  a 
ajouté,  avec  l'autorité  que  lui  donnent  dans  les  sciences  sa  grande  expé- 
rience et  son  profond  savoir,  que  «  les  méthodes  générales  sont  aussi  les 
»  plus  propres  à  faire  connaître  la  vraie  métaphysique  de  la  science  ^.  » 
3ries particulières  §4-1.  La  GéométHe  s'cst  accrue,  depuis  une  trentaine  d'années,  de  pro- 
positions et  même  de  théories  nouvelles,  si  nombreuses  et  si  variées,  que 
nous  avons  dû,  dans  notre  aperçu  de  ses  progrès  pendant  cet  intervalle. 


'  Séaîices  des  Écoles  normales  ;  in-8°,  1800;  toni.  IV,  png.  i-î). 
'  Essais  sur  l' Enseignement;  3*^  édition,  in-8",  1828. 
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nous  honicr  i\y  dislin^Micr  les  iiK-lliddcs  princip.ilcs,  ii  en  nioiilrcr  rori^rinc, 
la  iiJiliiro  cl  les  usaj^cs  «mi  (iconK'Iric  r.tlioiiiicllc. 

l'nc  analyse  plus  «'Iciuliic  de  tani  de  Iravaiix,  sur  Icscjucls  rcposcul  dans 
ce  iMonuMil  les  pioj^iès  viilucls  cl  ravcnirdc  la  (Jccuni'liic,  sciail  inconlcsla- 
hlcincnl  d'une  grande  ulililé,  mais  exi^q'iail  un  vohiine,  el  (h'passerail  de; 
beaucoup  les  liniilcs  (pie  nous  devons  ol)scrv<'r  ici. 

(Icpcndanl,  nous  ne  pouvons  nous  disp(Misei'  do  si^Mialer,  panin'  lanl  d'au- 
ti'cs,  deux  docli'incs,  (pii,  sous  {\os  rappoils  dillV'renls,  nous  paraiss<'nl  dinie 
iniporlance  majeure  poui'  le  pei-rcclioimcmenl  de  la  (iéoméirie  s|)éculaliNe,  et 
pour  ses  a[)plicalions  aux  (pieslions  des  phénomènes  |)li\si(pies.  .Xous  \oulons 
parler  de  la  Ihéorie  des  surfaces  du  second  dci^rc,  cl  de  la  (icoinélrie  de  la 
sphère,  c'est-à-dire,  de  la  docliine  des  liifures  tracées  sur  la  sphère. 

C-elte  dermère  est  si  ancienne,  et  les  surfaces  du  second  degré  |)araissent 
un  sujet  si  re])altu,  depuis  suiioul  (piehpies  années,  que  Ton  ne  pense  pas, 
peul-èlre,  (pi'il  reste  i>;rand'chose  à  faire  sur  ces  deux  objels,  et  cpi'ils  méri- 
lent  Timporlance  que  nous  voidons  leui'  donner.  iVous  devons  donc  nous 
empresser  de  jusiilier  notre  opinion,  pour  prévenir  le  sentiment  d'incrédulité 
que  nous  craignons  qu'elle  rencontre  chez  plusieurs  des  géomètres  (|ui  nous 
feront  l'honneur  de  nous  lire. 

§  4-2.  La  Géométrie  de  la  sphère  a  une  haute  antiquité;  elle  a  pris  nais-Gooméiriedeiasphi 
sauce  le  jour  où  l'astronome  philosophe  a  >oulu  découvrir  la  chaine  (jui  lio 
les  phénomènes  du  monde  planétaire.  Ainsi,  nous  avons  vu  qu'llipparque, 
ïhéodose,  Ménélaiis,  Ptolémée,  ont  été  très-avant  dans  la  trigonométrie  sphé- 
rique.  iMais  toute  cette  théorie  se  léduisait  au  calcul  des  triangles;  et  si, 
depuis,  elle  s'est  étendue  et  a  atteint,  entre  les  mains  de  nos  plus  célèbres 
géomètres,  un  haut  degré  de  perfection,  c'a  été  en  conservant  toujours  à  peu 
près  le  même  cadre,  parce  qu'elle  avait  toujours  la  même  destination,  le 
calcul  des  triangles  pour  le  service  de  l'astronome  et  du  navigateur,  et  pour 
les  grandes  opérations  géodésiques  qui  ont  fait  connaître  la  véritable  forme 
du  globe  terrestre.  Mais  cette  doctrine,  qui  répond  à  peu  près  à  celle  des 
lignes  droites  et  des  triangles  dans  la  Géométrie  plane,  ne  constitue  |)oint,  à 
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ollo  seule,  la  GéoiiK'liic  de  la  sphère.  (l()in!)i('ii  d'adlrcs  llj^nires,  à  coinineiicer 
par  la  plus  >iiiiple,  le  eerele,  ne  peul-oii  pas  considérer  sur  telle  surface 
couihe,  à  Tinslar  des  liguies  décrites  sur  le  plan? 

Il  n\v  a  j)()urlaiil  ^Mièic  (pi"une  (juaiaiilainc  (Tannées  que  celte  cxleusiou 
si  naturelle  a  él*'  introduite  dans  la  Géométrie  de  la  sphère,  ('/est  aux  géo- 
mètres du  Nord  (pi'elle  esl  due.  (îar  si  nous  en  exceptons  la  théorie  des 
épicNcloïdes  sj)héri(jues,  et  (pu'hpies  (picstions  isolées,  telles  (jue  celle  des 
courbes  que  Guido  (irandi  a  apj)elées  CAélics,  nous  ne  voyons  guère  que  Ton 
ail  chei'ché  à  résoudre,  sur  la  sphèie,  les  (piestions  analogues  à  celles  de  la 
Géométrie  plane,  avant  Lexell,  qui,  dans  les  Actes  de  Pélersbourg  (lom.  V 
et  VI),  a  recherché  les  propriétés  des  cercles  décrits  sur  la  sphère,  analogues 
à  celles  des  cercles  décrits  sur  le  plan.  (Test  à  ce  géomètre  qu'on  doit  lélé- 
ganl  ihéorème  sur  la  courbe  (|ui  est  le  lieu  des  sommets  des  triangles  sphé- 
riipies  de  même  aire  et  de  même  base. 

Peu  après,  son  compati'iote  F'uss,  dans  deux  Mémoires  qui  font  partie  des 
Nova  acla  (lom.  II  et  IIIj,  résolut  (juclques  problèmes  de  la  Géométrie  de  la 
sphère,  et  s'occupa  parliculièremenl  des  propriétés  d'une  certaine  (ellipse 
sjthéiique.  C'est  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  sommets  des  triangles  de  même 
base  et  dont  la  somme  des  deux  autres  côtés  est  constante.  Fuss  trouva  que 
cette  courbe  est  rintersection  de  la  sphère  par  un  cône  du  second  degré,  qui 
a  son  sommet  au  centre  de  la  sphère  :  en  d'autres  termes,  c'est  la  ligne  de 
courbure  des  côiies  du  second  de^ré  '. 

Ces  premiers  travaux  de  Lexell  et  de  Fuss  ne  lardèrent  point  à  être  conti- 
nués dans  les  recueils  de  la  même  Académie  -,  par  Sehubert,  que  nous  avons 
déjà  cité  conmie  ayant  assis  toute  la  trigonométrie  sphérique  sur  le  seul 
théorème  de  Plolémée.  Ce  géomètre  résolut  plusieurs  questions  sur  les  lieux 

'  Celle  courbe  se  décrit  sur  la  sphère,  comme  rclli|)se  sur  le  plan,  au  moyeu  d'uu  (il  dont 
les  extrémités  sont  fixées  à  deux  foyers,  et  qui  est  lendu  par  un  stylet  mobile.  Les  formules 
aualyli(iues  dont  Fuss  fait  usage  le  conduisent  à  ce  résultat  remarquable  :  >i  la  longueur  du  fil 
est  égale  à  la  demi-circonférence  de  la  sphère,  la  courbe  décrite  esl  toujours  un  grand  cercle, 
quelle  (juc  soit  la  distance  des  deux  foyers. 

-  .\or({  at7(»,  tom.  XII,  aiin.  171)4,  pag.  i'JO. 
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^(M)ni(>li'i(|(i('s  (les  soiMincIs  de  lri;iii<;l(>s  (|iij  oui  inriiic  hnsc ,  <-oiiiiii(>  diiiis  les 
pidhicmcs  (le  Lcxcll  cl  dr  l-'dss,  nijjis  doiil  les  deux  aiilrcs  colcs  oui  v\\\v{\ 
(Mi\  di\(M'S('s  îuili'cs  iclalioiis  iioiincIIcs. 

(iO  ^(MU'cdf  rccluM'clu's ,  <|iii  itroiiicll.iil  (iiic  inoisson  ;d)(Mid<-itil<>  d<>  Ncrilcs 
nouvollos  cl  cmicuscs,  csl  poiii-l.iiil  rcsic  à  pcii  pivs  iiiiipcrçii,  ;'i  Ici  |)()iiil 
(|uc  r(''lc!;;iiil  ihcoi'ciiic  de  Lcxcll,  hicn  (pi'il  ;iil  cic  rcpictdiiil  p;ii"  .M.  I.c- 
f»'cndi-c  dniis  les  iioinhicHiscs  cditioiis  de  sn  (ïi'oinclrie,  n'axiiil  poiiil  lait 
soupçonner  rcMsIciiee  du  llicoiènie  aiialo<;ue,  cl  non  moins  curieux,  (juc 
donne  la  llicoiic  (\{'i<  ligures  .stip/)/('iii<'Hi(iircs.  i\(\  n'esl  (pu;  dans  ces  dcrin'ci's 
Iciiips  (juc  M.  Sorliii  y  esl  parNcini  dircclcinenl,  dans  ini  .>l<'nioir(!  sur  la  Iri- 
gonoinc'Mric  s|)liéi'i(pie,  où  la  dualilé,  c'est-à-dire  les  doubles  pro|)riélés  des 
ligures  Iracées  sur  la  sphère,  esl  pi'éscnlée  dans  une  concordance  complète', 
(rcst  aussi  depuis  peu  d'années  sculemenl,  (|uc  ïel/ipse  spluhiqae  de  Fuss 
a  élé  renuse  sur  la  scène  par  M.  Magnus,  de  IJei'lin,  qui,  npiès  avoir  décou- 
vert et  démonli'é  diieclement,  par  TAnalyse,  la  pro|)riélé  cori'espondanle 
dans  le  cône,  en  conclut  celle  de  celte  ellipse.  Mais  ce  géomètre  en  décou- 
vril  une  seconde,  non  moins  belle,  el  analogue  aussi  avec  Tune  des  princi- 
pales propriétés  de  Tellipse  plane  :  c'esl  que  les  deux  arcs  de  grands  cercles, 
menés  des  foyers  à  un  point  de  la  courbe,  l'ont  des  angles  égaux  avec  Tare 
langent  en  ce  point  -. 

§  -43.  Quelques  autres  géomètres  avaient  déjà,  quelques  années  aupara- 
vant, résolu  dilïérentes  questions  de  la  Géométrie  de  la  sphère,  et  cherché 
leurs  analogies  avec  celles  de  la  Géométrie  plane.  Ainsi  3J.  Lhuilier,  de 
Genève,  a  trouvé,  dans  les  triangles  sphériques  rectangles,  les  théorèmes 
analogues  aux  principales  pi'opriétés  des  triangles  rectilignes  rectangles , 
telles  que  le  carré  de  riiypoténuse^;  et  déterminé  le  centre  des  moyennes 
distances  d'un  triangle  sphérique  K  M.  Gergonne  a  proposé,  dans  les  Annales 

'  Annales  de  Muthéinaliqiies,  toin.  XV,  aiin.  [8:24-1825. 

^  Ibùl.,  toni.  XVI. 

s  Ibid.,  tom.  I",  aiMi.  1 810-1 811. 

*  Ibid.,  tom.  11,  aiiu.  1811-181:2. 
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(le  .}/(ti/i<'ni(i(i(/n('s ,  plusieurs  (jneslioiis  de  (jcoriK'Iric  spliérique,  ayant  aussi 
leurs  aiialo^'ues  sur  le  plan;  nous  citerons,  entre  anires,  cette  helle  pro- 
priété (lu  (pia(lrilatèr<'  sj)liéri(|ue,  (pii  lui  est  commune  avec  le  (jiiadrilatère 
reclilii^ne  :  (/iKitid  la  sominc  de,  deux  côtés  op/fosés  est  éfjalc,  à  la  sonnne 
(/('S  (Ica.r  autres  côtés,  le  (/iKidrUfitcrc  est  circonscrijililfh'  au  cercle  '.  De- 
puis, >1.  (inéneau  dWumoiit,  piolesseur  à  la  Kacidté  des  sciences  de  Dijon, 
a  découvert  dans  les  (piadrilalèies  sphéricjues  inscrits  au  cercle,  cette  pro- 
priété caracléristique,  (j(ii  corres|)on(l,  dans  la  tlieori(î  des  liizures  supplé- 
mentaires, au  théorènHî  de  M.  Gergonne  :  la  soiinnc  de  deux  aiif/les  opposés 
du  quadrilatère  est  éf/ale  à  la  somme  des  deux  autres  aiujles  -;  propriété 
(pii  sera  nécessairement  Tune  des  principales  dans  les  éléments  de  la  Géo- 
métrie de  la  sphère,  connue  expiimanl  une  relation  simple  et  féconde  entre 
(pialie  points  a|)partenant  à  un  petit  cercle.  M.  Quelelet  a  considéré,  sur 
la  sphère,  des  pol\gones  lorniés  par  des  arcs  de  grands  ou  de  petits  cercles 
indiiïéremmcnt,  et  a  donné,  pour  le  calcul,  de  leurs  surfaces  une  formule 
simple  et  élégante  ^  Gette  question  avait  déjà,  à  plusieurs  reprises,  occupé 
les  géomètres;  d'ahord  le  P.  Courcier  ^,  dont  nous  avons  parlé  comme  ayant 
écrit  sur  certaines  courbes  à  double;  courbure;  puis  dAlembert'^  et  Bossu  t  *^, 
(jui  y  aNaient  a])pii(|ué  les  ressources  de  l'Analyse,  et  pour  qui  cette  (juestion 
aNait  été  une  preuve  que  la  Géométrie  pure  ofTre  souvent  une  voie  plus 
facile  et  plus  expéditive  que  le  calcul  le  plus  ingénieux  et  le  plus  subtil. 

^^  44.  Nous  n'apercevons,  jusqu'ici,  que  quelques  propositions  détachées, 
fort  belles ,  et  bien  capables  d'iiispirer  le  goût  de  la  Géométrie  de  la  sphère, 
mais  qui  n'annoncent  point  encore  une  étude  méihodi(|ue  et  suivie  de  cette 
partie  de   la  science  de  l'étendue.  C'est  dans  ces  derniers  temps  qu'on  a 

'  Énoiiccc  à  lii  page  384  du  Ioidc  V,  et  déinonlicc  par  .M.  Duiraii(!c,  à  la  page  41)  «lu  loinc  VI. 
"^  Annales  (le  Mathématiques,  lom.  XII,  ami.  18:21-18-22. 
»  A'ouveaiix  Mémoires  de  r Académie  de  Ilruxelles,  lom.  II,  aim.  1822. 
*  Siipi)lemeiitum  sphœromelriœ,  sire  triangularivm  et  atiunnii  in  sphœra  jigurarum  ([iioad 
ureas  inensiiratio.  IG7li. 

î>  Mémoires  de  la  Société  royale  de  Turin,  foni.  IV,  pag.  127;  ami.  I7(î(i-17G1>. 
'■   Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral,  loin.  Il,  j)ag.  522. 


(Milrcpiis  (le  l'ondrr  les  llK'on'cs  de  l.i  s|»Ii(M"«'  ;'»  l'inslar  de  (elles  de  l.i  dro- 
mcInV  du  |daii.  M.  Siciiicr,  je  crois,  csl  ciiln'  le  |H('inirr  d.iiis  celle  voie  ,  p.ii- 
la  puldicalioit  de  sou  mémoire  iiililiile  :  TrdnsjhniKflitni  cl  dirisiim  des 
fif/Hrcs  s/)/Hri(/ncs  au  uioncu  de  cousiriiclious  ^ra|)lii(jues  ',  (|ui  re|)os(^  sur 
IVIé^sui!  Ihéorème  de  IM.  (iiuMieati  dWumoul,  (|ue  iKtus  \eiioiis  de  ciler. 
M.  Sieiuer  n  deuionire  la  pioposiliou  (|ui  coii-espoiid,  |)ar  la  lli<'orie  des 
lif»ures  suppleiueulair(\s,  au  lliéorèuie  de  Fuss  sur  relli()se  splieri(|ue  -,  cl 
rocouuail,  daus  ces  courhes,  deux  arcs  de  •j;rauds  cercles  (pii  y  jouent  le  roh; 
des  asymploles  daus  I'Iin  perbole  plane,  (de  soûl  les  deux  arcs  (|ue  nous 
avons  nommés  (ars  n/(/i(iui's  dans  notre  Mnnoirr  sur  les  (omfjuc'.s  sjj/ir- 
ri(fucs,  et  auxcjuels  nous  étions  parvenu  de  notre  côté  par  la  considération 
des  })lans  des  sections  circulaires  d'un  cône  du  second  de^ié.) 

Nous  ne  pouvons  entrei'  dans  d'autres  détails  au  sujet  du  travail  de 
M.  Sleiner,  écrit  en  alleniand^et  que  nous  ne  connaissons  que  par  l'analyse 
qui  s'en  trouve  dans  le  Bulletin  universel  i/es  sciences^  tom.  NUI,  pag.  :298. 
C'est  ainsi  que  nous  citerons  encore  M.Gudermann,  comme  ayant  fait  aussi 
une  élude  spéciale  et  approfondie  de  l'analogie  des  figures  sphériques  avec 
les  figures  planes  '\ 

§  4-5.  Ainsi  la  Géométrie  de  la  sphère  est  commencée  d'une  manière 

*  Journal  de  M.  Crclle,  tom.  II. 

2  Colle  proposition  est  celle-ci  :  l'enveloppe  des  I uses  des  triunfjles  qui  ont  même  Hurfare  et 
un  onçjlc  commun,  est  une  elli})se  sphérique.  Nous  croyions,  quand  nous  avons  aussi  démontré 
cette  proposition,  d'abord  dans  notre  Mémoire  siir  les  surfaces  du  second  degré  de  révolution, 
puis  dans  un  écrit  spécial  sur  les  coniques  sphériques,  y  être  parvenu  le  premier,  ne  connai^sanl 
point  alors  l'analyse  du  mémoire  de  M.  Stcincr,  qui  se  trouve  dans  le  Bulletin  des  sciences. 
Sans  cela,  nous  n'aurions  point  manqué  de  citer  le  travail  de  cv,  profond  géomètre,  avec  le 
même  empressement  que  nous  mis  à  rappeler,  en  plus  d'une  occasion,  celui  de  M.  Magnus,  sur 
le  même  sujet. 

•'  Le  Bulletin  des  sciences  (tom.  XV,  pag.  73,  février  1831)  s'exprime  ainsi,  dans  le  compte 
rendu  du  tome  VI  du  Journal  de  M.  Crclle  :  «  M.  Gudermann  expose  quelques  théorèmes  qui 
»  se  rattachent  à  une  théorie  nommée  par  lui  la  Spitérique  analytique,  théorie  dont  il  a  exposé 
»  les  principes  dans  un  écrit  publié  récemment  à  Cologne.  Il  s'agit  de  passer  par  la  voie  de 
»  l'analogie  des  propriétés  des  figures  planes,  à  celles  des  figures  tracées  sur  la  surface  d'une 
»   sphère,  et  rapportées  à  un  système  de  coordonnées  sphériques.  » 
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it'^uliôro  <'l  (loi|;niali(|ii(';  cl  les  noms  des  gooiiiôtics  (jui  Idiil  ciilieprisc 
nous  jj;u';nitiss(Mit  dos  proirns  rn|)idrs  dnns  ccIIp  piirlic  de  l;i  scionce  de 
IV'Icnduc.  On  ne  conlcsloiii  poini  Itililitc  llit'ori(|ii(>  de  |);u'oill('s  reclicrclins. 
Il  nous  snlïit,  je  crois,  pour  lii  prouNor,  de  fîu'ie  icni.ircpicr  (pic  la  (iéo- 
nicli'ic  plane  n'est  (pi'uii  cas  parliculici-  de  la  (j(''on)cliic  de  la  sphère,  où 
l'on  suppose  le  rayon  inlini;  (pTainsi  loulcs  les  vérilés  |)n'ncipales  de  la 
première  doivent  parlicipei*  aux  propriélcs  plus  j^énérales  de  la  seconde  : 
et  il  est  toujours  utile  de  contempler  les  vérités  géométriques  dans  leur 
plus  grande  étendue,  dans  le.ur  plus  grande  ifénéralité,  dans  leur  plus 
grande  a|)pro\imalioii,  poui-  ainsi  dire,  des  lois  suprêmes, dont  la  recherche 
doit  être  rohjel  constant  des  elTorls  des  géomètres.  Elles  ont,  dans  cet  état 
de  généralité,  des  i'a|)ports  et  des  analoixics  (|u"on  ne  rencontie  point  dans 
leui'S  corollaires,  (pii  en  montrent  rencliainement,  et  servent  à  s'élever 
plus  haut  et  à  découviii'  des  principes  généraux,  dont  les  traces  étaient 
effacées  ou  inaperçues  dans  les  propositions  plus  circonscrites  et  plus  parti- 
culières. La  Géométrie  de  la  sphère,  ne  fùt-elle  donc  considérée  que  comme 
mode  de  généralisation  des  propriétés  des  figures  planes,  et  indépendam- 
ment de  son  caractère  et  de  sa  valeur  propres  et  ahsolus,  mériterait  Tatten- 
tion  et  l'étude  des  géomètres.  (]ar,  et  nous  Tavons  déjà  dit  ailleurs  ',  dans 
Tétat  où  est  parvenue  la  Géométrie,  la  f/chicr(ilisa(ion  est  le  moyen  le  plus 
propre  à  nous  conduire  à  de  nouveaux  progrès  et  à  de  nouvelles  découvertes. 
Cette  manière  de  procéder  dans  l'étude  de  la  science  doit  présider  aux 
travaux  du  géomètre  -. 
aces  .lu  deiiMéme  §  46.  Il  uous  rcstc ,  pour  terminer  notre  aperçu  de  la  marche  et  des  pro- 
grès de  la  Géométrie  récente,  à  parler  de  l'une  de  ses  théories  particulières 
les  plus  importantes  et  les  plus  cultivées,  celle  des  surfaces  du  second  degré. 

1  Chap,  III,  §20. 

-  «  Un  aperçu  de  la  sricnce  vcrilablemcnt  utile  est  celui  qui  ne  voit,  qui  ne  clierehe  dans  les 
progrès  quelle  fait  chaque  jour,  que  les  moyens  d'arriver  à  des  lois  générales,  de  renfermer 
les  notions  acquises  dans  des  généralisations  dun  ordre  plus  élevé.  »  {Ucvschd,  Discours  sur 
l'élude  de  la  philosophie  naturelle.) 


degré. 


L<»s  AnciiMis  iK'  nous  paniissciil  ;j\oir  coiiiiii ,  p;irmi  vos  surfan's,  oiiln? 
I(^  côiu'  cl  le  CN  liiidrc,  (|ii('  (('Iles  (|iij  soiil  de  icNcdiilioii ,  cl  (|ii'ils  Mppc- 
lai(Mit  sphvroulcs  cl  cDiundcs  '  :  jiis(|ir;'i  Kulcr  on  ii\i\;)il  poini  coii(;u 
(l;ms  r(vs|)a(('  crnuli'c  aiialo^^ic  a\('c  les  couiIkvs  planes  >i  rainciiscs,  nom- 
mées sccfioHS  coHiqucs.  Miùs  ('(»  ^l'and  ^coniôlrc,  liansporlanl  aii\  surfaces 
courbes  la  niélhode  analyli(pie  (pu'  lui  avait  servi  à  la  discussion  des  courhcîs 
planes  -,  découvril,  dans  lÏMptation  ^MMiérale  du  second  de^ré  entre  les  trois 
coordonnées  oi'dinaires,  cinq  espèces  dilTéieules  de  surfaces  ",  dont  les 
sphéroïdes  et  les  conoïdes  des  Anciens  n'étaient  plus  que  des  formes  parti- 
culières. Euler  borna  son  travail  à  cette  classification,  ('/était  une  introduc- 
tion su  (lisante  poui-  dévoiler  aux  géomètres  le  vaste  champ  de  recherches 
que  leur  présentait  cette  théorie  des  surfaces  du  second  degré. 

Monge  et  son  collègue,  M.  Hachette,  en  comprirent  toute  l'importance, 
et  découvrirent,  dans  une  nouvelle  discussion  analytique  de  ces  surfaces, 
plus  profonde  et  plus  complète  que  celle  d'Euler,  plusieurs  de  leurs  pro- 
priétés principales.  On  y  remarque  leur  double  description  par  un  cercle 
mobile,  qui  était  connue  depuis  Desargues  ^  dans  le  cône  à  base  conique, 
mais  qui  n'avait  été  aperçue,  depuis,  que  dans  l'ellipsoïde,  par  d'Alem- 
bert  ^  :  on  y  trouve  aussi,  pour  la  première  fois,  la  double  génération  de 
deux  de  ces  surfaces,  l'hyperboloïde  à  une  nappe  et  le  paraboloïde  hyper- 
bolique, par  une  droite  mobile  ^.  Dans  une  Note  placée  à  la  suite  de  ce 

'  11  faut  excepter  l'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  que  les  Anciens  n'ont  pas  considéré. 

-  Inlroductio  in  analysin  infinitorum,  '2  vol.  in-i°,  1748;  Appendix  ,  cap.  V. 

^  Euler  avait  indiqué  un  sixième  genre  de  surface  du  second  ordre  :  c'était  le  cylindre  para- 
bolique; mais  depuis  on  a  regardé  celte  surface,  de  même  que  les  cylindres  à  base  elliptique 
ou  hyperbolique,  comme  des  variétés  des  cinq  espèces  principales. 

*  Nous  avons  dit,  en  parlant  de  Desargues,  que  ce  fut  ce  géomètre  qui  proposa  la  question  de 
couper  un  cône  à  base  conique  suivant  un  cercle,  qui  fut  résolue  par  lui  et  par  Descartes. 

•'•  Optisciiles  mat  h(' m  ai  i  que  s,  tom.  VII,  pag.  165. 

''  Cette  découverte,  l'une  des  plus  importantes  de  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré, 
dont  elle  a  nuiltiplié  les  usages  dans  la  Géométrie  descriptive  et  dans  se>  applications  aux  arts, 
est  due  aux  élèves  chefs  de  brigade,  qui  ont  formé  le  noyau  de  l'École  polytechnique.  {Voir  le 
Journal  dti  l'Ecole  polijlechnique,  tom.  I",  pag.  5.) 

Cette  propriété  de  l'hyperboloïde  ne  fut  démontrée  d'abord,  et  pendant  longtemps,  que  par 
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Truilé  des  siiilaces  du  second  degré,  se  trouve  dénionlic'e,  pour  l;i  |)reinière 
fois,  Tune  de  leurs  plus  belles  pro|)riétés,  à  savoir  (pie  les  trois  surfaces 

r.Aiiiihsc.  J't'ii   Irouv.'ii,   él;(iil  t'li!\c  de  l'Ilcoic  |)ol\  Iccliiiiciuc,    une   (liiiiioiiblnilioii    purciiicnl 

ii;(M)in(''lri(jn(',  qui  n  passé  dans   renscigiicnient  lU'   l'Hcolc,  cl  a   cU?   roprodiiilc  dans  divers 

ouvrages.  {Voir  le  Traité  de  GéonuHrie  descriptive  de  M.  Vallée,  pag.  86;  et  eelui  de  M.  Leroy, 

professeur  à  i'Kcole  polylecluiique,  |)ai;.  'iOl.) 

CeUe  (léuionstralion  repose  sur  ce  Uiéorème  :  /Jtant  donnr  un  (juadrilalère  yaurhe  ABfiD, 

si  une  droite  mobile  s'appuie  sur  les  deux  côtés  opposés  Ali,  Cl),  en  deux  points  m,  n,  tels 

que  l'on  ail 

in.\  it\) 

a  étant  une  constante,  cette  droite  cn<jendrcra  un  In/perholoide  à  une  nappe.  Car  elle  s'api)uiera , 
dans  loulos  ses  positions,  sur  toute  autre  droite  qui  rencontrerait  les  deux  autres  côtés  o|)posés 
du  quadrilatère  en  deux  points  p,  q,  tels  que  Ion  ait 

gA  _      ;jB 

[Woir  Correspondance  polytechnique,  loin.  Il,  pag.  44G.) 

La  démonstration  de  ee  théorème  est  très-facile,  puisquelle  n'exige  que  la  eonnaissance  du 
Ihéorèmo  de  Ploléméc,  sur  le  triangle  coupé  par  une  transversale.  {Correspondance  polytech- 
nique, loin.  III,  pag.  (i).  Depuis,  la  théorie  du  rapport  anhurnioniquc  m'en  a  offert  une  seconde 
(Icmonsiration,  encore  plus  simple  et  |)lus  élémentaire,  qui  ne  repose  absolument  que  sur  la 
notion  du  rapport  anharnionique.  {Voir  la  note  IX.) 

Ce  théorème  s'applique  aussi  à  la  génération  des  sections  coniques  et  exprime  une  helle 
propriété  générale  de  ces  courbes.  [Voir  la  Corresp.  nialhém.,  de  M.  Quclclet,  t.  IV,  p.  563). 

En  disant  que  la  double  génération  de  l'hypcrboloïde  à  une  nappe  prit  naissance  dans 
l'École  polytechnique,  nous  n'entendons  jjarler  que  de  rh\  pcrboloïde  à  axes  inégaux;  et  nous 
devons  ajouter  que  la  double  génération,  par  une  droite,  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe 
de  révolution,  était  connue,  mais  peut-être  oubliée,  car  sa  découverte  date  de  loin,  et  a  été 
reproduite  rarement.  Nous  trouvons  qu'elle  est  due  à  Wren,  qui  la  fit  connaître  dans  une  Note 
très-courte,  insérée  dans  les  Transuclions  philosophiques  (année  I6()9;  pag.  961),  sous  le  litre  : 
Générât io  corporis  ci/lindroïdis  hyperholici ,  eluborandis  lenlibus  hyperbolicis  accomodati. 
Wren  indique  l'usage  qu'on  pourra  faire  de  ee  mode  de  génération  par  une  droite,  pour  la 
conslruction  de  Icnlilles  hyperboliques. 

Ku  1608,  Parent  a  aussi  irouvé  cette  propriété  de  riiyperboloïde  de  révolution,  qu'il  a 
démonlrée,  dans  deux  Mémoires  différents,  par  l'Analyse  et  par  de  simples  considérations  de 
Géoniéirie.  {Essais  et  Recherches  de  mathématiques  et  de  physique,  tom.  Il,  pag.  643,  et 
tom.  III,  |)ag.  470.)  Cette  propriété,  que  n'ont  pas  les  autres  surfaces  produites  jjar  la  révolution 
d'une  conique  autour  d'un  de  ses  axes  principaux,  fait  dire  à  Parent  que  l'hyperbolo'i'de  à  une 
nappe  est  la  plus  complète  de  ces  surfaces,  puisqu'on  y  peut  faire  six  sections  différentes, 
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(loïKVVs  (ruM  ('(Mille,  l'ellipsoïde  cl  les  deux  Iin  peiholoïdes  ',  ont  loujoiiis  un 
sysh'me  de  Iniis  di;im(''lres  conju^iiies  recl.in^ul.iircs  -. 

!^  17.  Depuis,  les  (''l("'\es;  de  .Moiij^c  oui  (•nlliN(''  ;i\ee  siicc(Vs  l.-i  llieorie 
des  surinées  du  second  dejijiv,  el  oui  poiiss(''  livs-loin  l:i  reclierclie  de  l(;iirs 
|)r()pri(''I(\s  :  d'idiord  de  celles  ipii  ne  concernenl  (pie  la  conslilulioii  propre 
de  clia(pi(>  surface  juise  isoh'Miienl ,  el  consi(l(''ree  dans  ses  relalioiis  seiile- 
iiieiil  avee  les  iMres  ^M'M)iiielri(pies  |)lus  simples  (prelle,  le  point,  la  droile  el 
le  plan;  el  eiisiiile  de  celles  (pii  iiaisseni  iW.  la  comparaison  de  deux  ou  plu- 
sieurs surlaces  entre  elles.  Et  ce  lui  encore  Mouise  (jui  lit  les  premiers  pas 
dans  ces  reclierclies  jilus  compli(iuees.  Mais  nous  ne  pou\ons  (Milrer  dans 
le  d(.Mail  de  toutes  ces  dt'couvertc's,  (jueUjue  allrait  (pTil  dût  nous  pn'senler. 
EWos  se  lient  tellement  à  toutes  les  recherches  i»;(3om(''lri(pies  (jui  onl  eu  lieu 
depuis  trente  ans,  cjue  nous  tomherions,  maigri»  nous,  dans  une  proli\it(i 
(pie  nous  devons  nous  elTorcer  (révihM".  Nous  indicpierons,  pour  siipph'er  à 
notre  silence  sur  ce  sujet,  les  passages  où  M.  Ch.  Dupin,  en  analysant  les 
travaux  de  Monge  en  Gt'onictrie  anal)ti(jue,  a  rappeli»  les  ser\ices  de  ses 
élt'ves;  et  rintroduction  du  Traik'  des  Proj)n'êlès  jrrojectwes,  où  M.  Pon- 
celet,  avec  un  soin  minutieux  et  hien  louable,  a  signalé  la  pi'iorité  (pie  d'au- 
tres pouvaient  avoir  sur  une  partie  des  v(^rilés  gt^ométricjues  (|ui  de^aient 
découler  naturellement  de  ses  nouvelles  doctrines. 

,^  48.  xMabré  Timportance  des  proirrès  (lu'a  faits  la  tliéoiie  des  surfaces  Progrès  dom  la  iheorie 

"  ^  '  I         <_  1  jgs  surfaces    du!  se- 

cond  degré  est  sus- 
leplible. 

savoir  :  Icspacc  |)arallèle,  l'aiii^lc  recliligiie,  le  ceicli',  la  parabole,  lellipse  et  rii\peil>ole.  iW 
géoiiièlre  appelle  cette  surface  vijlindioide  Injperbolique ,  de  même  que  Wren,  el  se  sert  aussi 
de  sa  propriété  d'être  engendrée  par  une  droite,  pour  la  construction,  sur  le  tour,  des  moules 
li\  [)erl)oliques,  propres  à  la  dioptriquc. 

Sauveur  avait  aussi  démontré  celte  propriété  de  l'iiypciholoïde  de  révolution,  ainsi  que 
plusieurs  autres  proj)osilions  concernanl  les  volumes  et  les  surlaces  des  conoïdes,  dont  Parent 
avait  commuiii(iué  les  énoncés  à  ce  géomètre.  [Essais  el  lieclierclies  de  nuilliémud'qiies  et  de 
physique,  toni.  III,  pag.  D"26.) 

'  Nous  regardons  le  cône  du  second  degré  comme  nn  cas  particulier  des  l]V[)erl)oloïdes,  de 
même  qu'en  Géométrie  plane  on  regarde  le  système  de  deux  lignes  droites  comme  une  forme 
particulière,  ou  limite ,  de  l'hyperbole.  C'est  pourquoi  nous  ne  mettons  pas  la  surface  conique 
au  nombre  des  surfaces  principales  douées  d'un  centre. 

-   Voir  le  1 1"^  Cahier  du  Journal  de  l'École  poli/techiuf/ue,  pag.  170. 
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(lu  socoiul  dcgn'',  nous  dcNoiis  ajoulor  qu'ils  no  sont  (ju'inio  iniiicc  piU'lic 
(l(^  ceux  (lor)l  elle  nous  |);u",'ut  encore  susceptible.  Ou  le  conre\nj  en  jetant 
un  coup  (]\v\\  sur  les  propriélés  principales  des  eonirpies,  dont  nous  no  con- 
naissons point  encore  toutes  les  propriétés  analoifues  dans  les  surfaces  du 
second  deii;i'é.  Ces  propriétés  analoi^ues  ce[)endanl  existent,  ne  fût-ce  que 
pour  donner,  coinnie  corollaires,  en  sup|)osant  que  la  sinface  perde  une 
de  ses  dimensions  et  se  réduise  à  une  conicpie,  les  propriétés  de  ces  courbes. 
Non-seulement  les  surfaces  du  second  degré  doivent  présenter  tous  les  phé- 
nomènes que  nous  oiïrent  les  coniques,  mais  on  doit  y  en  trouver  beaucoup 
d'autres,  qui  sont  dus  à  leur  forme  |)lus  complète,  à  leurs  trois  dimensions,  et 
qui  disparaissent  avec  Tune  de  ces  dimensions  :  tels  sont  ceux,  par  exemple, 
qui  concernent  ces  lifjiic.s  de  courbure,  que  Mouije  a  fait  connaître  le  premier, 
et  dont  MM.  Binet  et  Dupin  ont  trouvé  ensuite  d'admirables  propriétés  '. 

En  nous  bornant  à  celles  des  pro|)riétés  des  surfaces  du  second  degré 
que  la  simple  analogie  avec  les  coniques  doit  nous  faire  soupçonner,  nous 
indiquerons,  par  exemple,  les  foyers  de  ces  courbes,  qui  sont  la  source 
d'une  partie  de  leurs  plus  belles  et  plus  importantes  propriélés.  Ces  points 
se  retrouvent  dans  trois  des  surfaces  de  révolution  (l'ellipsoïde  allongé, 
l'hyperboloïde  à  deux  nappes  et  le  paraboloïde),  où  M.  Cb.  Du|)in  leur  a 
reconnu  aussi  des  propriélés  précieuses,  en  théorie,  et  pour  l'explication  de 
certains  phénomènes  physiques  -.  C'était  là  certainement  une  indication  que 
quelque  chose  de  semblable,  et  de  plus  général,  devait  se  trouver  dans  toute 
surface  du  second  degré;  mais  je  ne  sache  pas  que  l'on  ait  encore  cherché  ce 
que  cela  pouvait  être. 

Persuadé  qu'une  telle  théoiie,  qui  correspondrait  dans  les  surfaces  du 
second  degré  à  celle  des  foyers  dans  les  coniques,  serait  une  source  nou- 
velle de  propriétés  intéressantes,  et  très-utiles  pour  avancer  dans  la  connais- 
sance parfaite  de  ces  surfaces,  nous  en  avons  fait  l'objet  de  nos  recherches. 

'  >I.  Diipiii  est  parvoiui,  onde  aulres  beaux  résultats,  et  par  des  considérations  de  pure 
Géométrie,  à  une  deseri|)lion  mécanique  des  lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  degré. 
{Journal  de  l'Ecole  polytechnique  ,  14'  Cahier.) 

-  Applications  de  Géométrie,  in-4°.  1818.) 
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I/jinalo^^'c  {\[\o  nous  nvions  (l(''j;'i  suivie  jissc/  loin,  crili-c  les  /hi/rrs  des 
conicuirs  <•(  ('cilMinos  diinlcs  d.ins  les  cônes  du  druxiènic  (W'^vr  ',  nous  tncl- 
lîul  n.iUnclicnH'nl  sui'  la  voie  des  jiro|iri(''l(''s  ;ui.ilo;;n<'s  dans  les  surfaces,  en 
nous  indi(|uanl  (|ue  c^'laienl  des  r(nirhcs  (|ui  de\aienf  v  jouer  le  tôle  de  eos 
droiles  dans  le  cône,  el  de  ces  points  dans  les  coni(|ues.  .\ous  donnerons, 
dans  la  iXoloXXXI,  (|uel<|UOs  résullals  (|ui  nojis  foui  supposer  (pie  nous  avons 
renconlrc»  Tanaloi^ie  (pie  nous  chercliions,  Nous  (•otn|)(ons  pid)lier  ce  travail, 
mais  nous  en  livrons,  par  avance,  les  ('N'nienls,  (h'siranl  viNcinenI  (pie  Tou- 
\erlure  (pi'ils  donneroni  sur  cet  ohjel  pr(''senle  Jissez  crallrail  poin-  proNcxpier 
d'aulres  elVorls  cpie  les  noires. 

§  i9.  Il  est  uneaulre  (pieslion,  d'où  (h'pendenl  aussi  les  prognVs  futurs  de 
la  théorie  des  surfaces  du  second  degrc»,  el  dont  toute  riin|îîirtance  a  élé 
apprtk'iée  par  IWeadéinie  de  Bruxelles,  ("est  celh^  de  Tanalo^ie  (pu*  doit 
exister  entre  (piel(|ue  pro|)riété  de  ces  surfaces,  encore  inconnue,  et  le  célc'bre 
théorème  de  Pascal  dans  les  coniques  -. 

Ce  théorème,  ahsiraclion  faite  des  dilTérentes  transformations  dont  il  est 
susceptible,  et  considéré  uinquement  sous  la  forme  el  l'énoncé  qui  lui  sont 
propres,  peut  encore  être  envisagé  sous  deux  aspects  dilîérents.  On  peut  le 
regarder  comme  exprimant  une  relation  générale  et  constante  entre  six 
points  quelconques  d'une  conique,  c'est-à-dire  un  de  plus  qu'il  n'en  faut  pour 
déterminer  cette  courbe;  ou  bien  comme  exprimant  une  propriété  générale 
d'une  conique  par  rapport  à  un  triangle  tracé  arbitrairement  dans  son  plan  ^. 

D'après  cela,  on  peut  concevoir  de  deux  manières,  dans  l'espace,  l'ana- 
logue du  théorème  de  Pascal.  Ce  sera,  dans  le  premier  cas,  une  propriété 
générale  de  dix  points  appartenant  à  une  surface  du  second  degré,  c'est-à- 
dire  lin  point  de  plus  qu'il  n'en  faut  pour  déterminer  une  telle  surface.  Dans 

'  Mémoire  de  Géométrie,  sur  les  cônes  ilv  second  degré. 

'^  Ce  que  nous  allons  dire  du  ihéorènic  de  Pascal  doit  s'entendre  aussi  de  celui  de  M.  Brian- 
clion,  qui  joue  le  même  rôle  dans  la  théorie  des  coniques. 

'  Ce  triangle  est  formé,  par  exemple,  par  les  côtes  de  rang  impair  de  Ihexagone  considéré 
dans  le  théorème  de  Pascal;  et  alors  ce  théorème  exprime  que  trois  des  cordes  comprises  dans 
la  conique,  entre  les  trois  angles  du  ti'iangle,  rencontrent  respectivement  les  trois  côtés  opi)Osés 
en  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite. 
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le  second  cas,  vo  sera  une  propriélé  fçéiiérale  lésiillaiit  du  système  d'une 
surface  du  second  degi'é  et  diiii  léiraèdre  placé  d'une  tnanière  (|uelconque 
dans  Tespace. 

La  j)i-en)ièi'e  question ,  qui  devait  être  la  plus  utile  à  ravancement  de  la 
tJK'oi'ie  d<'s  surfaces  du  second  dei»;r('',  avait  été  proposf'e  par  TAcadémie  de 
Hruxelles  (année  1825)  :  elle  est  restée  sans  solution.  Au  concours  suivant, 
rAcadeniie  a  doniK'  j)ius  de  latitude  aux  géoniètres,  en  demandant  simplement 
le  théorème  analoirue,  dans  les  surlaces  du  second  degré,  à  celui  d(!  Pascal 
dans  les  coniques;  ce  qui  comprenait  la  première  question,  et  laissait  en 
mènïe  temps  toute  liberté  sur  la  manière  d'envisager  le  théorème  de  Pascal 
<'l  l'analogie  (|ui  pouvait  exister,  sur  ce  point,  entre  les  sin'faces  et  les 
courbes  du  second  degré. 

Cette  nouvelle  question  de  PAcadémie  n'offrait  |)oint,  comme  la  première, 
de  grandes  difïicullés.  .Nous  donnons,  dans  la  Note  XXXH,  l'énoncé  d'un  théo- 
rème qui  nous  parait  la  résoudre.  Car  il  exprime  une  propriété  générale  d'un 
tétraèdre  et  d'une  surface  du  second  degré,  analogue  à  la  propriété  d'un 
triangle  et  d'une  coni(jue,  qu'expi'ime  le  théorème  de  Pascal.  Mais  il  y  a  loin 
de  ce  théorème  à  la  relation  générale  de  dix  points  quelconciues  d'ime  sur- 
face du  second  degré;  et  la  recherche  de  cette  relation  est  bien  digne  d'oc- 
cuper les  géomètres.  Sans  doute,  nous  n'avons  j)oint  encore  tous  les  élé- 
ments nécessaires  pour  cette  recherche:  c'est  une  raison  pour  étudiei'  sous 
tous  les  rapports,  sous  toutes  les  faces,  les  piopriétés  des  surfaces  du  second 
degré.  Aucune  théorie,  aucune  découverte ,  quelque  minime  qu'elle  paraisse 
d'abord,  n'est  à  négliger;  car,  à  défaut  d'une  application  immédiate,  chaque 
vérité  partielle  a  du  moins  l'avantage  d'être  un  anneau  de  la  chaîne  continue 
qui  lie  entre  elles  toutes  les  vérités  de  cette  vaste  théorie;  et  ce  simple  anneau 
est  peut-être  un  germe  de  grandes  découvertes,  que  développeront  rapide- 
ment les  méthodes  de  généralisation  de  la  Géométrie  moderne. 

§  50.  Ce  serait  peut-être  une  étude  préparatoire  utile,  pour  parvenir  à  la 
relation  de  dix  points  d'une  surface,  que  de  résoudre  complètement,  et  dans  tous 
les  cas  possibles,  le  problème  où  il  s'agit  de  construire  une  surface  du  second 
degré  assujettie  à  neuf  conditions,  qui  sont  de  passer  par  des  points  et  de 
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louclicr  (les  |)l;ms.  (le  pioM^nic  niciilc  (Icj.t,  p;ir  liii-iiM'iiK',  les  ('(Torls  des 
gôomôlrcs.  (icpciidiuil  nous  ne  nonoiis  encore,  jus(|ir;'i  ce  jour,  (jn(^  AI.  L.inié 
(]ui  se  soil  oc<mi|)(''  de  Tnn  des  c.is  j;<'nei"in\  (in'il  preseiile.  (",el  li.ihile  pro- 
l'esseur  :i  deleiinine  les  élénieiils  sulïisjinl  potn-  la  conslruclion  de  la  siulace 
du  second  de^re  (pii  doil  passeï*  |)ai-  neiil"  poinis  donn(''s  '.  .Mais  la  discii.s- 
sion  de  .sa  .soliilion  ;;én(''iale,  el  Texanien  de  .ses  coridlaiies  et  dos  eus  jiarli- 
eniiers  (|iii  s'y  présenleni,  nieiile  de  noin elles  recherches. 

Peul-èlie  encore  serail-il  ulile,  a\anl  crahordei'  sérieiisenienl  la  (pieslion 
des  dix  poinis  d'une  surface  du  second  (le{2;ré,  de  chercher  la  relalion  géné- 
rale qui  a  lieu  entre  neuf  poinis  apparlenaul  à  la  courbe  à  douhhi  couibiu'e 
du  quatrième  dei-ré,  inlerseclion  de  deux  surfaces  (pielcon(pies  du  second 
degré.  Huit  poinis  dans  Tespaee  délerniineiil  une  tcîlle  courbe  :  il  doil  donc 
y  avoir  une  lebuion  consianle  entre  ces  huit  points  et  un  neuvième,  pour  que 
ce  derniei'  se  trouve  sur  la  courbe  que  déterminent  les  huit  premiers. 

Ou  bien,  faut-il  encore  chercher  préalablement  la  relalion  entre  sept  points 
de  la  courbe  à  double  courbure  du  troisième  degré,  intersection  de  deux 
hyperboloïdes  à  une  nappe,  ayant  une  génératrice  droite  connnune,  et  (jui 
est  toujours  déterminée  par  six  points  pris  arbitrairement  dans  Tespace. 
Cette  question  n'offre  pas  les  mêmes  dinicultés  (jue  les  autres,  et  nous 
croyons  Tavoir  résolue.  (Voir  la  Note  XXXIII). 

Peut-être  enfin  devrait-on,  au  lieu  de  prendre  pour  original  et  terme 
de  comparaison  le  théorème  de  Pascal,  faire  les  mêmes  essais  sur  Tun  des 
autres  théorèmes  qui  expriment  comme  lui  une  propriété  de  six  points  d'une 
conique,  et  qui  en  sont  ou  des  conséquences  ou  de  simples  transformations, 
comme  nous  lavons  fait  voir  dans  la  Note  XV.  Nous  avions  pensé  que,  parmi 
ces  théorèmes,  celui  que  nous  avons  présenté  comme  expression  dirterente 
de  la  propriété  anhurmonique  des  points  d'une  conique  (Note  citée,  art.  21), 
pourrait,  au  moyen  de  trois  transversales  prises  arbitrairement  dans  l'espace, 
conduire  à  la  relalion  cherchée  ,  entre  dix  points  d'une  surface  du  second 


'  Examen  des  différentes  méthodes  employées  'pour  résoudre  les  problèmes  de  Géométrie; 
in-8».  1818. 
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(Icjîi'é.   Nos   pi'cmicrs  ciïoils  ont  ôlv  iiifiiictiioiix  ;  (•oj)on(lant  nous  fondons 
cncoir  (ju('l(|U(;  espoir  sur  ce  nièinc  théorème,  et  nous  ilésiions  (\ue  l'on  essaye 
(l'en  tirer  (|uel(|iie  parti. 
Les  a  douhir  rour-      §  51.  Les  eoui'lx's  à  cloul)le  courbure  du  (|ualiiènie  et  du  troisième  deji:ré, 

re,  ilu  Iroisji-iiif  i-t  i»  •  i        i 

(|ii;.(rieiiie  ii.grp.  (jui  Menneiilde  sollru'  nalui'ellenient  à  I  occasion  dt;  la  giantle  question  des 
dix  points  d'une  surface  du  second  degré ,  ont  d'autres  titres  pour  prendre 
place  dans  les  recherches  des  géomètres.  Ces  courbes  peuvent  aussi, 
comme  les  surfaces  du  second  de<;ré,  présenter  dans  res|)ace  certaines 
analogies  avec  les  coniques;  et  il  est  une  foule  de  questions  dans  lesquelles 
on  les  trouvera,  (juand  on  ne  se  bornera  plus,  dans  les  applications  de  la 
Géoméli-ie,  à  la  simple  considéialion  des  coniques,  et  qu'on  approfondira 
les  questions  plus  dilïiciles  qui  se  résolvent  par  des  combinaisons  de  surfaces 
du  second  degré. 

Les  courbes  dont  nous  parlons  n'ont  encore  été  que  très-peu  étudiées, 
et  nous  ne  trouvons  même  que  celles  du  (luatrième  degré  dont  on  ait 
donné  quelques  propriétés  générales,  dues  à  3IM.  Hachette,  Poncelet  et 
Quetelet. 

M.  Hachette,  les  considérant  comme  Tinterseclion  de  deux  cônes  quel- 
conques du  second  degré,  a  discuté  les  formes  des  courbes  planes  du  qua- 
trième degré  que  donne  leur  projection  ou  perspective  sur  un  plan  '. 

iM.  Poncelet,  dans  son  Traité  des  Propriétés  projectives  (art.  616),  a 
démontré  que,  parla  courbe  du  quatrième  degré  provenant  de  l'intersection 
de  deux  surfaces  quelconques  du  second  degré,  on  peut  généralement  faire 
passer  quatre  cônes  du  second  degré. 

Et  enfin,  M.  Quelelet  a  fait  ^oir  qu'en  projetant  sur  un  plan  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré,  déterminées  convenable- 
ment, on  peut  produire  toutes  les  courbes  planes  du  troisième  degré  -.  Ce 
théorème,  qui  sera  utile  pour  transporter  aux  courbes  planes  du  troisième 
degré,   certaines  propriétés  des  courbes  à  double  courbure  du  quatrième, 

'  Correspondance  sur  l'Ecole  polytechnique,  tom.  I",  pag.  5(i8. 
-  Correspondance  maihématique  de  Bruxelles,  tom.  V,  pag.  19a. 
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cl  rice  rrrsù  ',  jm'iiI  i('{<'\()ir  une  soilc  de  ;;(''m''i"ilis;(!i()ii  (|tii  en  reiidf.i 
souNCMil  les  ;i|)|)li(';ili()iis  plus  Cicilcs  cl  plus  «'IcikImcs.  On  pcnl  dire  (pn-  /a 
loiirhc  (l'infcrscction  de  (leur  .surfaces  ihi  sck^kI  drf/rc  (loiiiir  ru  prrsjH'ct/rt' 
sur  UN  pldii,  Fn'il  ('•lanl  jthicc  m  ini  puini  de  celle  courhc,  foutes  les  courbes 
du  Iroisième  def/ré. 

,^  5^2.  \ji{  \hAW  pioposilioii  de  IM.  Qucicicl  ('Inil  de  iiMlurc  h  Iniic  supposer 
que  la  projeclion ,  ou  plus  ^énéralenienl  la  peispeclive,  de  riiilerseclion  (U* 
deux  surfaces  du  second  degré,  pouvait  aussi  produire  toutes  les  courbes 
planes  du  qualiiènie  deii:ré,  et  (|u'il  suOisail  poni'  cela  de  placer  l'œil  en 
dehors  du  périmètre  de  la  courbe.  Mais  nous  croyons  pouvoir  répondre 
négativement  à  cette  question,  et  déterminer,  par  le  théorème  suivant,  la 
nature  particulière  des  courbes  du  quatrième  degré  que  j)roduit  la  perspec- 
tive de  la  coui'be  de  pénétration  de  deux  surfaces  du  second  degré  :  une 
telle  courbe  a  toujours  (et  généralement,  c'est-à-dire  sauf  les  modifications 
particulières)  deux  points  doubles  ou  conjugués,  lesquels  peuvent  être  ima- 
ginaires. 

Ce  théorème  mérite  quelque  attention,  car  les  conséquences  qu'on  en  tire 
sont  nouvelles  et  répondent  à  des  questions  qui  ont  occupé  les  géomètres 
dans  ces  derniers  temps. 

On  en  conclut  d'abord  que  la  courbe  du  quatrième  degré,  qui  provient  de 
la  perspective  de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré,  ne  peut 
admettre  plus  de  huit  tangentes  issues  d'un  même  point,  pris  arbitrairement 
dans  son  plan;  tandis  que  la  courbe  plane  du  quatrième  degré,  la  plus  géné- 
rale, admet  douze  tangentes  issues  d'un  même  point. 

On  conclut  encore  de  là,  que  la  développable  circonscrite  à  deux  sur- 
faces du  second  degré,  est  généralement,  et  au  plus,  du  huitième  degré.  On 


'  Par  exemple,  de  ce  qu'une  courbe  plane  du  troisième  degré  a  généralement  trois  points 
d'inflexion,  qui  sont  en  ligne  droite,  on  conclut  que  :  1°  pur  un  point  quelconque  de  la  courbe 
à  double  courbure  du  quatrième  degré  en  question ,  on  peut  mener  généralement  tj-ois  plans, 
osculateurs  à  cette  courbe  en  trois  auti'es  points;  et  2°  ces  trois  points,  et  celui  par  lequel 
sont  menés  les  trois  plans,  sont  tous  quatre  dans  un  même  plan. 

32 
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n'nv.Mt  jxiiut  oiicoro  iiidiciiK'  le  degré  tie  celte  suil'jjce,  M.  Poiicelel  s'élaiU 
borné  ù  (lire  (|iril  ne;  |)oii\;iil  dépiisser  le  douzième  '. 

Les  applications  du  théoiènie  en  (jueslion,  à  la  théorie  des  courbes  planes 
du  (jualriènie  de^M'é,  seront  nond)reuses;  car  on  rencontre  beaucouj)  de  ces 
courbes  que  Ton  leconnait  provenir  de  la  pers|)ective  ou  de  la  projection  de 
Tinteiseclion  de  deux  surfaces  du  second  degré  -. 

§  53.  Ayant  à  parler  des  courbes  à  double  courbure  du  Iroisième  et 
du  quatrième  degré,  nous  avons  commencé  par  celles-ci,  parce  que  nous 
croyons  (pielles  sont  les  seules  dont  on  se  soit  occupé  jusqu'à  présent.  Les 
premières  cependant  sont  beaucoup  plus  simples  et  plus  faciles  à  étudier. 
Nous  avons  trouvé  qu'elles  jouissent  de  diverses  propriétés  intéressantes, 
et  qu'elles  se  présentent  dans  jjeaucoup  de  questions.  Celte  matière  pourrait 
donner  lieu  à  un  ample  développement  que  nous  devons  omettre  ici. 

Nous  nous  bornerons  à  dire  que  la  perspective  des  courbes  à  double  cour- 
bure du  troisième  degré,  ne  donne  point  toutes  les  courbes  planes  du  troi- 

'  Mémoire  sur  lu  théorie  générale  des  polaires  réciproques^  art.  i05  ;  Journal  mulhémalique 
de  ^F.  Crelle,  lom.  IV. 

*  Ainsi,  par  exemple,  les  ovales  de  Desearles,  ou  lignes  aplanéliques,  sont  la  projection 
sléréograpliiquc  de  la  ligne  de  pénélralion  d'une  sphère  par  un  cône  de  révolution  [Tltèorèmc 
de  M.  Quetelet,  voir  la  note  W\).  On  conclura  de  là  que  ces  célèbres  ovales  ont  toujours  deux 
points  conjugués  iniaginaircs,  situés  à  l'infini.  Ce  que  l'on  ne  verrait  peut-être  pas  par  d'autres 
voies;  car  on  a  négligé  jusqu'à  présent,  dans  la  reclicrclie  des  points  singuliers  des  courbes,  les 
solutions  imaginaires,  et  même  aussi  les  points  situés  à  linfini,  lesquels  échappent  souvent 
à  l'Analyse.  Les  uns  et  les  autres  cependant  font  partie  des  affections  particulières  des  courbes, 
el  doivent  jouer  un  rôle  important  dans  leur  théorie. 

Ainsi  encore,  les  leniniscates,  formées  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point 
fixe  sur  les  tangentes  dune  conique,  sont  les  projections  sléréographiques  de  1  intersection 
d'une  sphère  cl  d  un  cône  du  second  degré  {Théorème  de  M.  Dandelin;  voir  le  4'  volume  des 
Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles);  on  en  conclut  que  ces  courbes  ont,  à  linfini, 
deux  points  conjugués  imaginaires.  On  sait  qu'elles  ont  un  troisième  point  double  ou  con- 
jugué toujours  réel,  qui  est  le  point  par  où  l'on  mène  les  perpendiculaires;  on  conclut  de  là  que 
CCS  courbes  admettent  seulement  six  tangentes  issues  d'un  même  point.  D'autres  considérations 
de  Géométrie  plane  mont  encore  conduit  à  ce  résultat. 

Beaucoup  d'autres  courbes  du  quatrième  degré  ont  pareillement  des  poÏQls  conjugués  imagi- 
naires, situés  à  l'infini.  Telles  sont  les  spiriques  ou  sections  planes  de  la  surface  annulaire; 
la  eassinoïde,  etc. 
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sitMiic  (lo^^i'c,  mais  sciilcinciil  (-elles  (|ui  ont  (iii  point  doiililc^  on  <-(Mijii;;ii(',  ou 
(le  icbroussciuenl. 

ij  î)i.  INoiis  \H\  pcMissci'oiis  pas  plus  loin  rcs  coiisidcralions  sur  la  llicorir  itiiii.MieUiu..n« 

mrfurttt     <lu     Me 

(i(\s  surlaces  du  second  de^^ré,  ef  sur  celle  des  courbes  à  douhie  <()url)in(;  '''■""■• 
<pii  naisseni  de  lein-  inlerseclion.  Ce  (pie  nous  x'iions  de  dire  inonire  assez 
combien  Tune  el  laulre  s(ml  susceplihles  (raccroiss(Mnenl ,  cl  (piel  \asle 
champ  de  rechercli(\s  nouvelles  elles  pirsenlenl  encore  aux  ^n''om(''lre.s. 
JU*cherclies  (pie  nous  i-e^ardons  connue  indispensables  pour  assincr  les 
progrès  ullei-ieurs  de  la  (iî('*om(''trie,  el  ceux  des  sciences  (|ui  naisseni  du 
concours  de  la  (iéoniélrio  el  de  la  physicpie. 

La  (i(3omélrie,  on  elTol,  esl  soumise,  comme  toutes  nos  autres  connais- 
sances positives,  à  cette  condition  (]ui  i»;(3nc  Pespril  humain,  de  ne  marcher 
(Pun  pas  sûr  cpie  progressivement,  et  toujours  du  sim[)le  ou  compost;;  cl, 
de  même  (]ue  I(»s  scellons  coniques  onUMé  dans  la  (i('om(!'trie  plane  les  courbes 
les  plus  simples  qu'il  nous  a  fallu  (>ludier  el  approfondir  a\anl  de  nous  (élever 
à  de  plus  hautes  conceptions,  les  surfaces  du  second  degré  sont  pareillement, 
dans  la  Géomc'trie  à  trois  dimensions,  les  objets  les  plus  simples  (|ui  doivent 
nous  servir  (reniements  indispensables  pour  pénétrer,  plus  avant,  dans  la 
connaissance  des  propiiétés  de  rétendue. 

Quant  aux  sciences  des  phénomènes  naturels ,  nous  ne  doutons  point  que 
les  surfaces  du  second  degré  ne  doivent  s'y  présenter  aussi  dans  un  grand 
nombre  de  questions,  el  y  jouer  un  rôle  aussi  important  que  celui  des  sec- 
tions coniques  dans  le  système  planétaire.  Déjà,  dans  les  plus  savantes 
recherches  physico-malhémaliques,  l'Analyse  a  dévoilé  la  présence  de  ces 
surfaces;  mais  le  plus  souvent  on  a  regardé  une  si  heureuse  circonstance 
comme  fortuite  et  secondaire,  sans  songer  qu'au  contraire  elle  pouvait  se 
rattacher  directement  à  la  cause  première  du  phénomène,  et  même  être  prise 
pour  l'origine  réelle,  et  non  pas  accidentelle,  de  toutes  les  circonstances 
qu'il  peut  offrir. 

Maintenant  que  la  Géométrie  [)ui'e  a  en  soi  les  moyens  de  présenter  d'une 
manière  rationnelle,  et  sans  recourir  aux  calculs  et  aux  transformations 
savantes  el  pénibles  de  l'Analyse,  les  nond)reuses  propriétés  des  surfaces  du 
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second  degré,  cl  de  résoudre  Iv.s  (jiieslioiib  qui  s"}  riippoi'tcul,  il  nous  parait 
naturel  de  penser  (jue,  pareillement,  dans  les  phénomènes  n^énéraux  qui  font 
rol)j(!l  de  la  ph\si(|ue,  où  ces  surfaces  jouei'onl  un  rôle  sufïisainmcnt  iujpor- 
lant,  on  devra  pouvoir  aussi,  avec  le  seul  secours  de  leurs  piopiiétés  et  des 
lois  générales  du  sujel,  par\enir,  par  le  seul  raisonnemeni  el  la  j)ure  Géomé- 
trie, à  rinlei'prélalion  el  à  la  théorie  coni|)léte  des  phénomènes.  Cest-à-dirc, 
en  un  mol,  que  la  (ivoniétru'  ajtpUijuée  aux  p/ténoiuèncs  p/ii/sif/Hcs ,  celle 
science  de  Kepler,  d'Huygens,  de  >«ewlon,  de  Mac-Laurin,  deSlewart,  de 
Lambert,  se  trouvera  accrue,  pai'  le  perfectionnement  de  la  théorie  des 
surfaces  du  second  degré,  d'une  utile  et  féconde  doctrine  qui  lui  permettra 
de  prendre  un  nouvel  essor,  après  un  repos  de  près  d'un  siècle.  Et  nous 
ne  doutons  point  que  cette  méthode,  toujours  directe  et  naturelle,  et  si 
satisfaisante  pour  resj)rit,  ne  contribue  puissanunenl  à  éclairer  sa  marche 
et  à  étendre  ses  découvertes  dans  toutes  les  parties  de  la  philosophie  natu- 
relle '. 

'  Vn  Mémoire  tout  ri'cciit  de  M.  l'oinsot,  sur  la  Holalion  des  corpa,  est  nii  oxeniplc  ri;i|)- 
pant  do  la  facilité  et  des  avantages  de  la  méthode  géométrique  dont  nous  parlons.  Cette  ques- 
tion si  dillicile,  el  qui  a  coûté  tant  d'efforts  aux  plus  célèbres  analystes,  depuis  un  siècle,  y 
est  traitée  avec  une  lucidité  el  une  facilité  vraiment  admirables,  el  bien  faites  pour  détruire 
ce  préjuge,  qui,  ne  voulant  voir  dans  la  Géométrie  que  la  haute  antiquité  de  son  premier 
âge,  el  non  la  nature  de  ses  services  et  de  sa  destination  générale,  nie  son  caractère  de  per- 
feclibiiilé  el  l'assimile  à  une  langue  morte,  désormais  inutile  et  impuissante  pour  les  besoins 
de  l'esprit  humain.  Qu'on  nous  permette  d'opposer  à  cette  erreur,  qui  n"esl  propre  <ju'à  arrêter 
les  progrès  de  la  science,  l'opinion  si  imposante  de  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique  cmahjtiqiie, 
émise  il  y  a  soixante  ans  ,  à  l'occasion  même  d'une  des  grandes  questions  du  système  du  monde, 
où  la  Géométrie  avait  devancé  l'Analyse  :  «  Quelques  avantages  que  l'Analyse  algébrique  ait  sur 
»  les  méthodes  géométriques  des  Anciens,  qu'on  appelle  vulgairement,  quoique  fort  impropre- 
»  nwnl, sijnthèsc,  il  est  néanmoins  des  problèmes  où  celle-ci  paraît  préférable,  tant  par  la  clarté 
»  lumineuse  qui  raccompagne  que  par  léléganee  el  la  facilité  des  solutions  qu'elle  donne.  Il  en 
»  est  même  pour  lesciuels  l'Analyse  algébrique  parait  en  quelque  sorte  insulllsante ,  el  où  il 
»  semble  que  la  méthode  synlliéli(|ue  soit  seule  capable  d'atteindre.  »  {Sur  Vullrucliou  des 
»  sphéroïdes  ellipliques.  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Berli.\,  année  1773.) 
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CHAIMIKK  VI. 


OnJET    DU    MÉMOIUE    QUI    SUIT. 


§  1^.  La  Géométrie  descriptive  de  Monge  est  passée  dans  renseignement 
des  mathématiques.  La  théorie  des  transversales  de  Carnot,  (pùm  des  géo- 
mètres qui  ont  le  plus  approfondi  la  métaphysique  et  la  nature  des  sciences  a 
déjà  depuis  longtemps  émis  le  vœu  de  voir  introduire  dans  les  éléments  de 
Géométrie  •,  est  appréciée  par  la  plupart  des  professeurs,  qui  en  compren- 
nent aujourd'hui  dans  leurs  cours  les  théorèmes  principaux.  Mais  les  autres 
méthodes  dont  nous  avons  parlé  sont  encore  éparses  dans  les  Mémoires  des 
géomètres  qui  s'en  sont  servis,  Mémoires  dont  la  lecture,  à  cause  du  très- 
grand  nombre  des  résultats  nouveaux  qu'ils  contiennent,  peut  paraître  longue 
et  pénible.  C'est  là,  je  crois,  la  véritable  cause  de  l'éloignement  pour  la 
Géométi'ie  rationnelle,  où  l'on  ne  croit  voir,  et  cette  erreur  est  déplorable, 
qu'un  chaos  de  propositions  nouvelles  trouvées  au  hasard,  sans  liaison 
entre  elles  et  sans  avenir  pour  un  perfectionnement  notable  de  la  science  de 
l'étendue. 


'  «...Cette  ingénieuse  tliéorie  des  (nouver sales,  dont  les  principes  simples  et  féconds  méri- 
teraient bien  (lêtrc  admis  au  nombre  des  éléments  de  la  Géométrie.  »  [Joiirnul  de  l'Ecole  pohj- 
lechiiKjue ,  10'^  Cahier;  Mémoire  sur  les  polijgones  el  les  pobjèdrcs,  par  .M.  Poinsot.) 
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^'ous  im'oiis  pensé  (jiril  seniil  utile,  |)()iir(li<'i(li('r  ;i  dcliuiic  ceUe  eri-eui-, 
(le  cooidoiiner  enire  elles  toulesces  vérités  partielles  et  isolées,  de  les  faire 
déiMNer  lotîtes  de  (pielcpies-uiies  seideineiil  |)iises  pai-nii  les  plus  }^éiiér;des, 
et  de  rattacher  celles-ci  aux  méthodes  dont  nous  avons  parlé;  ce  qui  eut  été 
aussi  une  justification  de  notre  classification.  (îe  travail  aurait  porté  le  titre 
d'Efisais  de  comjjk'tncnfs  de  (iéomrtrie  ralioinwUc.  Son  objet  principal  eut 
été  une  exposition  doiîinatique  des  méthodes  en  question  et  de  leurs  princi- 
pales applications.  Nous  y  joii!:iiioiis  une  théorie  nou\elIe  et  purement  i;<''0- 
métrique  des  suifaces  du  second  degré,  et  une  théorie,  géométrique  aussi, 
des  courbes  planes  du  troisième  degré,  avec  lesquelles  enlin  il  est  tenq)S  de 
se  familiariser;  condition  nécessaire  des  progrès  ultérieurs  de  la  Géométrie, 
comme  Ta  été  jusqu'à  ce  jour  la  connaissance  complète  des  courbes  du  second 
degré. 

Nos  matériaux  étaient  plus  ou  moins  avancés,  ainsi  qu'on  peut  en  juger 
par  diverses  Notes  que  nous  y  avons  puisées  pour  nous  en  servir  dans  cet 
écrit.  ->]ais,  ainsi  quil  de\ait  arriver  dans  un  tiaNail  (pii  embrassait  tant  de 
recherches  diverses,  la  matière  s'est  étendue,  et  nous  avons  reconnu  qu'il 
nous  fallait  un  plus  long  temps  et  un  plus  grand  cadre  que  nous  ne  l'avions 
cru  d'abord,  pour  le  terminer  sans  une  trop  grande  imperfection;  et  des 
retards  trop  prolongés  devant  avoir  aussi  leurs  inconvénients,  nous  nous 
sommes  décidé  à  écrire  d'aboid  séparément  sur  les  dilTérenles  parties  que 
nous  destinions  à  cet  ouvrage,  nous  promettant  de  revenir  ensuite  à  notre 
premier  projet,  et  désirant  toutefois  qu'une  plume  plus  habile,  plus  caj)able 
de  le  mener  à  bien,  nous  prévint  dans  l'accomplissement  d'une  entreprise 
que  nous  croyons  utile  à  la  Géométrie. 

§  2.  Nous  nous  proposons  de  traiter,  dans  le  31émoire  qui  va  suivre,  des 
méthodes  comprises  dans  notre  deuxième  et  notre  troisième  dixision,  et  de 
mettre  au  jour  les  deux  principes  généraux  de  l'étendue,  auxquels  nous 
avons  dit  (|ue  toutes  ces  méthodes  peuvent  se  rattacher,  et  qui  constituent 
deux  doctrines  générales  de  déformation  et  de  tmn  a  for)  nation  des  figures. 

^  3.  Nous  démontrerons  ces  deux  principes  d'une  manière  directe,  qui  en 
fera  des  \ (Mités  absolues  et  abstraites,  dégagées  et  indé[)endantes  de  toutes 


IIISTOlKi:  l)i;  LA  (JiOMKTmiv  2f{M 

mi'llKMlcs  |»;u'll('iili(^i'<'s ,  propres  ;'i  l<»s  jiislilicr  (hi  ;'t  <'ii  f.icililcr  \vs  .ipplicMlioiis 
dans  (piclqiics  cas  |)aili(Mili<M's. 

Nous  les  piTscnIcrons,  ainsi  (pic  iiotis  Pavons  dcjà  dil,  d.iiis  iinc  plus 
grandi'  ^(MHM'alilc  (pi'aucunc  {\v  ces  inclliodcs.  l/cxlcusion  (jiu'  nous  Icin* 
donnerons  trouvera  sa  principale  iililile  dans  un  principe  de  relalions  (l(> 
grandeur^  exlièincinenl  simple,  «pu  les  r(>ndra  applicables  à  de  noinl)r(MiS(\s 
(|ueslions  nou\ elles. 

(le  principe  repose  sur  inio  relation  uni(pie,  à  la(piell<'  il  sulïiia  lonjoin*s 
de  ramener  toul(vs  les  autres.  (]qUo  i-elaliou  est  celle  (jne  nous  aNons  apjx'h'e 
ruj)j)orl  ((ii/iann<)Hi(/HO  de  cpialre  points  ou  d'un  faisceau  de  (jualre  droites. 
C'est  là  le  type  unique  de  toutes  les  relalions  (ransforhiah(cs  par  les  deux 
principes  (jue  nous  démontrons.  El  la  loi  de  correspondance  entre  une  figure 
et  sa  transformée,  consiste  dans  Tégalité  des  rapports  anharmoniques  corres 
pondants. 

La  siuïplicité  de  cette  loi  et  celle  du  rapport  anharmonique  rendent  cette 
forme  de  relations  éminenunenl  propre  à  jouer  im  rôle  si  important  dans  la 
science  de  letendue. 

Quand  les  relalions  proposées  paraîtront  au  premier  aboid  ne  pas  rentier 
dans  cette  formule,  Part  du  géomètre  consistera  à  les  y  ramener  par  diffé- 
rentes opérations  préparatoires,  analogues,  sous  certains  rapports,  aux 
changements  de  variables  et  aux  transformations  de  TAnaUse. 

§  4.  Nous  conimencerons  par  le  principe  de  transformation  dont  la 
théorie  des  polaires  réciproques  olïre  des  applications,  parce  que  le  second, 
quoique  tout  aussi  général  dans  sa  destination ,  en  sera  un  corollaire  naturel. 
Nous  rappellerons  principe  de  dualité^  suivant  rexi)ression  de  3L  Gergonne; 
et  nous  dirons  que  deux  figures  qui  auront  entre  elles  les  dépendances  vou- 
lues par  les  lois  de  ce  principe ,  sont  corrélatives  K 

'  Le  mot  corrélatif  élnnl  employé  dune  manière  générale  dans  mille  circonstances,  il  serait 
bien  à  désirer  qu'on  eût  un  autre  adjci-tif,  dérivé  du  mot  dualité.  Par  cette  raison,  nous  avions 
pensé  à  subtituer  au  mot  dualité  celui  de  diphanie ,  qui  aurait  exprimé  ce  double  genre  de 
propriétés  que  présentent  toutes  les  figures  de  letendue;  nous  aurions  dit  le  principe  de 
diphanie  y  et  nous  aurions  appelé  diphaniques  les  figures  qui  auraient  eu  entre  elles  les  rela- 
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Apr^s  avoir  (Irnioiiln''  ce  principe,  nous  en  ffi'ons  cliNorsos  applicnlions, 
(|(n'  nous  conduiionl  à  (l<'s  pro|)o>ilions  nouvelles,  dont  plusicui'S  seront  des 
pi'opi'iclcs  licnéiJilcs,  (Tini  ircin'c  (ont  nonvean,  des  conrhes  planes  et  à 
double  eouihnre,  el  des  surfaces  géoniétiicjues  :  puis  nous  donneions  la  con- 
struction analytique  et  géomcfrique  des  fi^^ures  conélulivcs  les  plus  géné- 
rales; et  enfin,  nous  exposei'ons  les  rapports  qin"  onl  lieu  entre  ce  principe 
et  la  théorie  des  polaires  récipro(|ues;  et  nous  en  déduirons  plusieurs  autres 
méthodes  particulières ,  qui  olîriraient,  connue  cette  théorie,  des  moyens 
faciles  de  mettre  en  usage  ce  piincij)e,  s'il  nVtait  démontré  directement  el 
a  priori ,  comme  une  propriété  inhérente  à  I  étendue  (ii;urée. 

§  5.  Parmi  les  applications  du  principe  de  dualité,  il  en  est  une  qui 
mérite  que  nous  en  fassions  ici  une  mention  particulière. 

En  jetant  un  coup  d'œil  sur  Tétat  de  la  Géométrie  avant  qu'on  eût  fait 
usage  de  la  théorie  des  polaires  pour  transformer  certains  théorèmes,  on 
s'aperçoit  que  Ton  ne  connaissait  que  très-j)eu  de  vérités  (jui  fussent  les  cor- 
rélatives d'autres  vérités  connues.  Dans  la  théorie  des  courbes,  par  exemple, 
aucune  de  leurs  [)ropriétés  générales  n'avait  sa  corrélative.  Cette  circon- 
stance prouve  que  la  méthode  analytique  de  Descartes,  à  laquelle  on  devait 
les  plus  belles  découvertes,  particulièrement  dans  la  Géométrie  des  courbes, 
n'est  pas  applica])le,  ou  du  moins  présenterait  des  obstacles  très-grands,  si 
Ton  cherchait  à  l'appliquer  à  ce  genre  de  théorèmes  qu'on  obtient  immédiate- 
ment, en  vertu  du  jirincipe  de  dualité,  comme  corrélatifs  de  théorèmes 
démontrés  par  cette  méthode  de  Descartes.  Le  principe  de  dualité  donne 
donc  sous  ce  rapport,  à  la  Géométrie  pure,  un  avantage  incontestable  sur  la 
méthode  analytique. 

Mais  on  ne  conclura  pas  de  là  que  l'Algèbre,  cet  instrument  merveilleux, 
qui,  jusqu'à  ce  jour,  s'est  prêté  à  toutes  les  conceptions  géométriques,  doive 
refuser  son  secours  aux  nouvelles  propriétés  de  l'étendue,  qui  semblent 
échapper  aux  procédés  de  Descaries.  On  pensera,  au  contraire,  qu'il  suffira 


lions  proscrilcs  par  ce  principe'.  >I;iis  nous  n'avons  point  voulu  nous  permettre  de  substituer 
une  nouvelle  dénominaliou  à  celle  qui  a  élc  généralement  reçue. 
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(le  modilicr  duiis  s;i  mise  on  (mivrc  l;i  «^m-iikIc  conccplion  de  Dcscarlcs,  en 
lui  reconnaissant,  pour  ohjct  a(l('(|ual,  rapidicalion  dus  syndxilcs  algélH'i(|ii(;s 
aux  idées  de  lii^ure  el  (TeleiKhie. 

Le  moyen  eniploy*»  par  Descailes  a  élé  de  considr'F'ci'  une  eoinlx*  eoinine 
la  eonjonclion  de  points  se  succédant  d'après  une  loi  donnée;,  el  (rexpiinier 
la  position  de  tous  ces  points  pju*  une  relation  constante  entre  les  dislanccs 
de  chacun  d'eux  à  deux  axes  fixes. 

On  conçoit  sans  peine  (|ue  le  |)rocédé  analoij^ue,  dans  la  nouvelle  (iéomr- 
fn'c  ana/i/li(/ue,  seia  de  considérer  cha(|ue  courbe  comme  Tenveloppe  i\o 
toutes  ses  tani»eules  ;  et  d'exprimer  la  position  de  toutes  ces  droites  par  une 
équation  unique  entre  deux  variables,  dont  clhUjue  système  de  valeurs 
correspondra  à  l'une  de  ces  droites. 

Le  principe  même  de  dualité,  appliqué  aux  procédés  et  aux  relations 
géométriques  que  représente  l'équation  d'une  courbe  ou  d'une  surface,  dans 
le  système  de  Descartes,  conduira  immédiatement  au  nouveau  système  de 
Géométrie  analytique  en  question.  C'est  ainsi  que  nous  l'exposerons  dans 
cet  écrit,  brièvement,  comme  simple  application  du  principe  de  dualité, 
nous  réservant  de  revenir  sur  cet  objet,  que  nous  avons  traité  directement, 
et  sans  le  secours  du  principe  de  dualité,  en  suivant  à  peu  prés  la  marche 
adoptée  pour  l'exposition  de  la  Géométrie  analytique  en  usage. 

Nous  avons  déjà  dit,  en  peu  de  mots,  en  quoi  consiste  notre  nouveau  sys- 
tème de  coordonnées^  et  nous  en  avons  fait  des  applications  (^Voir  le  tom.  VI, 
pag.  81  de  la  Correspondance  mathématique  de  M.  Quetelet).  Mais  si  nous 
n'avons  pas  mis  d'empressement  à  publier  ce  travail  qui,  si  le  principe  de 
dualité  n'était  pas  connu,  aurait  une  grande  utilité,  parce  qu'il  servirait  à 
démontrer  directement  tous  les  théorèmes  corrélatifs  de  ceux  qu'on  obtient 
par  la  Géométrie  de  Descartes ,  c'est  qu'il  n'est  point  indispensable,  aujour- 
d'hui que  le  principe  de  dualité  sert  à  transformer  sur-le-champ  les  vérités 
obtenues  par  la  méthode  de  Descartes. 

Néanmoins  ce  nouveau  système  de  Géométi-ie  analytique  jnous  paraît  mé- 
riter d'être  développé,  comme  complétant,  avec  la  doctrine  des  coordonnées 
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de  D(!bcarl(*s,  r<ru\re  que  sesl  proposée  ce  pund  pliilo.soj)li(*  dans  sa  ma- 
j?i)ilîquo  conceplioii  de  rapplication  do  PAIgèbro  à  la  (iéofnétiie. 

|!5  G.  (le  (pi<'  nous  ncmous  de  dire  de  la  (iéoniélrie  aiial\ti(|ue,  relalive- 
nieul  aux  pi'0|)ri(''t(''s  de  létendue,  décou\erles  par  le  principe  de  dualité, 
s'ap|)li(|iie  aussi,  en  |)arlie,  à  la  théorie  des  transvei'sales,  t<'lle  que  (larnot  Ta 
Tonnée,  et  qu'elle  a  été  a|)|)li(iuée  depuis  une  trentaine  d'années,  dette  théorie 
ne  convient  pas,  dans  son  étal  actuel,  poui-  la  démonstration  d(;  beaucoup  de 
théorèmes  relatifs  aux  lignes  et  aux  surlaces  courbes,  qui  sont  les  corrélatifs 
d'autres  théorèmes  qu'on  a  démontrés  par  cette  théorie  même.  Cependant  elle 
s'a|)pli(pie  à  ceux  de  ces  théorèmes  qui  ne  concernent  (jue  les  s}stèmes  de 
lii^iies  (boites,  parce  (jue  Carnot  a  compris,  dans  cette  théorie,  le  théorème  de 
Jean  lîei'iioulli  (ou  plutôt  de  Jean  (leva,  comme  nous  Tavons  dit,  Note  VI), 
(|ui  se  trouve  être  le  corrélatif  de  celui  de  Ptolémée. 

Il  sullira  d'introduire  paieillement,  dans  la  théorie  des  transversales,  quel- 
ques théorèmes  relatifs  aux  lignes  et  aux  surfaces  courbes,  pour  la  mettre  en 
état  de  satisfaire,  par  elle-même  et  directement,  aux  doid)les  questions  qui 
doivent  toujours  se  présenter  désormais  dans  les  spéculations  géométriques. 
Ces  théorèmes,  qui  seront  précisément  les  coirélatifs  des  principes  actuels 
de  la  théorie  des  transversales,  ont  déjà  été  obtenus  par  M.  Poncelet,  dans 
ses  applications  de  la  théorie  des  polaires  réciproques;  et  cet  habile  géo- 
mètre en  a  fait  usage  dans  son  Mémoire  intitulé  :  Analyse  des  transversales 
appliquée  à  la  recherche  des  propriétés  projectives  des  lignes  et  surfaces 
(jéo)Hétri(iues  (Voir  tom.  VIII  du  Journal  de  M.  Crelle). 
é  du  principe  de      ^  ~.  Après  avolr  montré  (jue  le  principe  de  dualité  étend  ses  applications 

ililé     dans     l'Ai-  i       i-i  .  -       •  i        •  ...  ,1 

>re.  sur  la  Geometiie  analytique,  en  y  mtroduisant  un  nouveau  système  de  coor- 

données, nous  devons  ajouter  que  Tinfluence  et  la  portée  de  ce  principe 
peuvent  s'étendre  jusque  sur  l'Algèbre  même,  considérée  dans  son  abstrac- 
tion absolue.  On  ne  doit  point  s'étonner  de  cela;  car  31onge  nous  a  appris, 
par  d'assez  beaux  exemples,  qu'aux  lois  de  l'étendue  et  qu'à  toutes  les  con- 
ceptions de  la  Géométrie  sufiisamment  générales,  peuvent  correspondre  des 
considérations  et  des  résultats  de  pure  Algèbre. 


iiisiollu:  i)i:  LA  (j:()>ii;ri{ii:  ^2:io 

('/est  sous  <l(Mi\  poiiils  de  vue  (|ii<'  nous  (>ii\  isa^coiis  les  usages  du  piiii- 
<*i|)(>  (le  (lualil('>  eu  M^<''l>i'('.  D'ahord  (oniuic  uioumi  (riMl(''<^M'aliou  dans  plu- 
sieurs cas;  <'l  «Misuilc  couun*'  pouNanI  duuucr,  par  ICxpicssion  al,'.'('l)ri(|U(' 
d(M'(M'lains  irsullals  de  (icouicliic,  di\('is  llicoivuics  (rAl^^clirc. 

Nous  allons  (>\pli(pi(>)',  ou  peu  de  mois,  celle  doul)l(>  ap|)licaliou  du  prin- 
cipe de  dualile  à  l'Analyse  aljj;el)ri(pie. 

^^  (S.  A  une  sui lace  donnée,  correspond,  sui\anl  le  [)rincij)e  de  dualile,  la 
surface  corn'l.alive;  el  à  chacune  des  (>ropi'iéfés  de  la  |)i(Mnièr<'  siu-face  cor- 
respond une  pro|)riéle  de  la  seconde. 

Si  la  priMuière  surface  est  e\|)riniee  par  luie  ecpialion  (dans  un  syslèiue 
(pudc()n(|ue  de  coordoiuiées),  les  relalions  i;(''()nM''lri(|ues  (|ui  oui  lieu  entre 
elle  el  la  seconde  surface  serviront  à  |)asser  de  celle  é(jualion  à  celh;  de  la 
seconde  surface,  dans  le  même  système  de  coordonnées;  et,  récipro(|uement, 
à  passer  de  Técpiation  de  celle  seconde  surface  à  celle  de  la  première  (Nous 
donnei'ons  les  formules  (pii  servent  à  cela  dans  le  système  de  coordonnées  de 
Descartes).  Si  la  première  surface  est  représentée  seulemeni  pai*  une  é(jualion 
aux  dilTéi'entieiles  partielles,  à  cette  é(pialion  en  cori'esj)on(li'a  une  aulie  (pii 
sera  sa  coi'rélative  el  (jui  appailiendra  à  la  seconde  surface.  Celte  autir  é(|ua- 
lion  sera  généralement  dinérente  de  la  proposée,  el  j)ourra  se  prètei',  plus  ou 
moins  facilement  qu'elle,  aux  méthodes  d'intégration.  Si  on  peut  l'intégrer, 
on  aura  ré(jualion  de  la  seconde  suiface,  el  l'on  passera,  |)ar  les  formules  en 
question,  de  cette  équation  à  celle  de  la  première  surface;  ce  sera  donc  lintc'- 
grale  de  l'équation  aux  dilTérences  partielles  proposée. 

(iCtle  méthode  est,  connue  on  le  voit,  celle  que  nous  avons  développée 
dans  la  Note  \XX  sur  les  surfaces  nkiproques  de  Monge,  comme  ayant  pu 
avoir  été  l'objet  de  celte  théorie  des  surfaces  réciproques. 

Cette  méthode,  considérée  analytiquemenl  el  abstraction  faite  de  toute 
considération  géométrique,  n'est  au  fond  qu'un  mode  de  transformation  algé- 
brique, dont  les  relalions  entre  les  variables  correspondantes  nous  sont  indi- 
(juées,  a  priori,  par  l'expression  analytique  des  relalions  (jui  ont  lieu  enli-e 
les  ligures  corrélatives,  consiruites  sui\anl  le  principe  de  dualité. 


^iOO  IIISTOIKK  DE  LA  (iEOMITHIR. 

^^  9.  N'oici  (jiiclle  sera  la  seconde  nuinière  de  faire  servir  le  priiK'ijje  de 
dualité  à  la  (l(''(()ii\erte  de  théorèmes  d"Ali,'èl)re. 

Que  l'on  ail  trouvé  par  ce  piiiici|>e  un  théorème  de  Géométrie  ,  et  (pi'en 
cheichanl  à  déuiontrei-  ce  théorènie  par  TAnalNse,  c'esl-à-dire  par  la  méthode 
des  coordonnées,  on  éprouve  une  dilïiculté  insurmontable  |»ro\enanl  de 
Pimperfection  actuelle  de  la  science  algébrique,  on  cherchera  à  j)réciser  le 
point  de  diniculté,  ou,  en  d'autres  ternies,  la  notion  ali,'él)ii(pie  qu'il  serait 
nécessaire  d'admettre  pour  arrivei"  à  la  conclusion  désirée.  Cette  notion  algé- 
hricjue  sera  un  théorème  d'Algèbre,  qui  se  trouvera,  de  la  sorte,  démotitré 
par  des  considérations  iiéométricjues. 

Un  exemple  éclaircira  sunisannnent  cette  manière  de  procéder. 

Supposons  qu'on  veuille  démontrer,  par  la  méthode  des  coordonnées  en 
usage,  ce  théorème  :  5/,  àiute  surface  y eo)né trique  donnée,  on  mène  tous  ses 
jdans  tangents  parallèles  à  un  même  plan  transversal,  leurs  points  de  contact 
avec  la  surface  auront,  pour  centre  des  moyennes  distances,  un  même  /joint 
de  l'espace,  (/uelle  (pie  soit  la  position  du  plan  transversal. 

En  représentant  par  E  Çx,  y,  2^)  =  0  l'équation  de  la  suiface,  on  trou\e 
que  les  coordonnées  des  points  de  contact  des  plans  tangents  sont  doimées 
par  cette  équation  et  par  les  deux  suivantes  : 


0, 


0. 


a  et  h  étant  les  deux  (juanlilés  angulaires  qui  déterminent  la  direction  com- 
mune aux  plans  tangents.  Éliminant^  et  ::  entre  ces  trois  équations,  on  aura 
une  équation  résultante  en  x,  dont  les  racines  seront  les  abscisses  des  points 
de  contact  des  plans  tangents  avec  la  surface.  Il  faudra  donc,  d'après  le 
théorème  énoncé,  que  la  somme  de  ces  racines  soit  la  même,  quelle  que 
soit  la  direction  commune  des  plans  tangents,  c'est-à-dire  quels  que  soient 
les  deux  paramètres  «  et  h.  De  la  résulte  donc  ce  théorème  d'Algèbre  : 


d^ 

rfF 

d.^ 

"rf. 

r/F 

,  '^P 

dy 

^z 
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Si,  en  Ire  (es  trais  chaulions 

V  (X,  1/  ,  :)        0. 
(Ix  tiz 

ax  (Iz 

on  oUtnini'  (es  ilcux   rariahlcs  \    cl  / ,  /'('t/ndfion  rcsnIUuilc,  ru  \,  an  ni  la 
soHDiic  (le  SCS  racines  indcpcntlanlc  des  den.i:  cttc/ficicnts  a  c/  I). 

Col  exemple  siillil  pour  moiilrcr  comiiuMil  on  f'ci'a  usai:,('  du  piincipc  de 
(liialilô  pour  clahlir  dos  Ihôoivines  d'Ali»èl)io. 

i?  10.  Los  idoos  d(^  dualilô  (luo  nous  avons  appliiiuôos,  dans  los  pai-a- A|.|iiirMii.M..iuprin.i| 
^raplios  |)i'cH'ô(lon(s,  à  doux  doclrinos  gôoniôlii{|uos,  la  ni('Mliodo  dos  ooor-  '"'i"-- 
doiniôos  de  Doscaiios  ol  la  (liôoiio  dos  Iransvoi'salos,  et  à  uno  ihôoiio  algé- 
brique ,  l'intégration  des  équations  aux  dilVérences  parliollos ,  pouvont 
s'étondro  à  d'aulros  parties  dos  mathéniatiquos,  principalomont  à  la  dyna- 
nii(iuo.  Mais  ce  n'est  point  ici  lo  lieu  do  traiter  ce  sujet,  poui*  locpiol  nous 
renvoyons  à  la  Note  XXXIV. 

^^   11.   La  seconde  partie  de  cet  écrit  sera  consacrée  au  second   principe  Priiuipr.  dhomogra 

phie. 

général  on  question,  celui  do,  déformation  des  figures. 

Comme  les  ligures  que  Ton  considère  dans  les  applications  de  ce  principe 
sont  du  morne  genre,  c'est-à-dire,  (pi'à  chaque  point,  à  cha((uo  droite,  à 
cluKiue  j)la[i  do  l'une  correspondent  respectivement  un  point,  uno  droite, 
un  plan  dans  Taulre,  ainsi  que  cela  a  lieu,  par  exemple,  dans  deux  ligures 
semblables,  ou  bien  dans  deux  figures  pianos  dont  Tmie  est  la  perspective 
de  l'autre,  nous  appellerons  ces  ligures  honiof/rap/iiqaes ;  et  le  principe  on 
question  sera  dit  principe  de  dc/'orniation  /lonwfjraphiqae,  ou  simplement 
principe  d'homographie. 

§  12.  Il  ne  paraîtra  peut-ôlre  [)as  imitile,  avant  d'entrer  en  matière, 
de  bien  préciser  le  caractère  philosopbi(|ue  de  ce  principe,  et  la  nature  de 
ses  applications  dans  la  (Géométrie  rationnelle. 


2(12  iiisToini-:  m:  i.a  (iKOMiTiiii:. 

..«ns  .1.,  ,„,n,i|,n        S^  (Icst j n.'if Joii  |)i'('riii(TC  osl  de  qnK'raliscr  les  propi'if'lrs  dr-  r<''f<'ii(lii('. 

rli(iiii<)gra|iliic. 

De  \i\  n.'Hsscnl  deux  usaj^es  disliiicls  auxcpicls  il  sera  |)i()|)rfî.  Car  celle 
i:;en(''ialisali()n  peiM  se  l'aiie  de  deux  manières  :  elle  peiil  porter  sur  la  coii- 
slriiclion  el  sui-  la  lornie  de  la  ligure,  ou  bien  >a\v  les  piopriété.s  de  celle 
fijgure. 

Dans  le  premiei*  cas,  la  ((uestion  qu'on  se  pi'opose  esl  celle-ci  :  (lonna'iH- 
saïkt  les  pro/)ri('f('.s  (rnne  certaine  ligure,  en  eonrlare  /es  propriétés  and/ofjues 
d'une  figure  du  même  genre,  inais  d'une  ronsfruetion  plus  générale. 

Par  exemple,  ('«lanl  données  certaines  propric'lés  du  cercle  ou  de  la  sphère, 
en  conclui'e  les  pi'opriélés  correspondantes  des  sections  conicpies  ou  des  sm- 
faces  du  second  degré. 

Dans  le  second  cas,  la  (juestion  peut  être  énoncée  ainsi  :  Connaissant 
(pu'lijues  cas  particuliers  d'une  certaine  propriété  générale,  inconnue,  d'une 
figure,  en  conclure  cette  propriété  générale. 

I*ar  exemple,  pi'enons  trois  diamètres  conju,iiués  (Pune  surlace  du  second 
degré  :  on  sait  ()ue  la  somme  de  leurs  carrés  est  égale  à  une  (piantité  con- 
stante. Ce  théorème  donnera  lieu  à  celte  (|ueslion  :  étant  donnée  une  surface 
du  second  degré,  el  étant  pris  un  point  quelconque  dans  l'espace,  par  lequel 
on  mène  trois  droites;  à  quelles  conditions  de  construction  devront  satisfaire 
ces  droites,  pour  (pie,  dans  le  cas  particulier  où  ce  point  serait  le  centre  de 
la  smface,  elles  deviennent  trois  diamètres  conjugués;  et  quelle  sera  la  pro- 
|)riélé  de  ces  trois  droites  qui  deviendja  celle  des  trois  diamèties  conjugués 
que  nous  a\ons  ('noncéeP 

Ainsi ,  on  conçoit  bien  les  deux  questions  généiales  au\(iuelles  esl  destiné 
le  princi|)e  de  déformation  ho)nograpfii(/ue. 

^  13.  La  première  de  ces  deux  questions  doime  lieu  à  une  véritable 
méthode  de  recherches. 

En  elTel,  qu'il  s'agisse  de  démontrer  telle  pi'oi)riété  d'une  ligm-e;  on 
piendra  ,  parnn*  Tinlinité  des  ligures  hoïnograjthiques  possibles,  celle  dans 
la(juelle,  à  raison  de  sa  simj)licilé  ou  d'autres  circonstances,  le  théorème 
sera,  sinon  évident,  au  moins  dune  démonstration  |)lus  facile.  C'est  ainsi  que 


iiisToini:  i)i:  la  (;i:()MI':tkiiv  in\?i 

l'on  a  souvcnl  irdiiil,  par  rcniploi   de  la  pcrspccliNc  ,  la  irrlicrcln' des  pro- 
piiolcs  (les  ('(Uii(pi('s  à  vvlWs  du  ('(îicIc. 

t;  II.  Sous  le  |)()iiil  de  mic  de  la  seconde  (pn'slioii ,  le  piineipe  de 
fh'/ornKifi(Hi  /iotn(H/nf/)/n</i(c  peol  (Mre  re;^NU'de  eoimin'  ap|)arleiianl  à  la 
classe  des  mélhodes  iineises.  l/ojx'ralioii  à  la(piell(>  il  est  |»i()|)ie  esl  riiiNcrse 
de  celle  (pie  niuis  prali(pioiis  joiirnelleinenl  pour  coocliire,  (riin  llK'orènie 
^éiiéi'al,  les  cas  parliculiers  cpii  s'n  rallaclieiil.  (lonsidere  comme  une  lelle 
melliode,  ce  piincipe  méi-il(>  petil-èlre  (pieNpie  alleiilioii.  Kii  ellel,  (pioicprii 
soil  loujoiirs  facile,  en  (ieom<'lrie,  de  passer  dnne  véiiU*  à  ses  c(M'ollaires,  (|ni 
sonl  aulanl  de  véi'ilés  moins  liénéiales  (pie  l;i  premic're,  on  n'a  |)oinl  encoïc 
de  rt^^les  inverses  pom-  [)assei',  de  l'une  de  ces  \('!rilés  pailiculières,  à  la  \eiil(; 
gén(Male.  L'induction,  Tanaloiçie,  ou  (pu'kfuos  consid(''i'alions  parliculi('res, 
peuvent  bien,  dans  certains  cas,  niellnî  sur  les  traces  de  cette  v('Mité  priim'live 
et  la  l'aire  de\iner;  uuns  ensuite  sa  deuionslralion  devient  une  question 
loule  nouvelle,  poui'  la(|uelle  on  n'a  aucune  mcîlliode  spéciale.  Le  principe 
(niomoijraphie ,  et  les  dillerents  modes  de  dérornialion  (|ui  en  (îmanent, 
olïrent  une  méthode  de  ce  genre,  véritable  méthode  de  yênéndisalion ,  la 
seule,  je  crois,  que  Ton  ait  encore  (enté  d'introduire  dans  la  Géométrie 
ratiomielle  \  On   ap|)réciera   l'utilité  de  (elles   méthodes    pour    hâter   l(»s 

'  Oscrai-jc,  par  suite  (le  ces  considérations,  indiquer  un  point  de  ressemblance  entre  cette 
nu'lliode  et  le  calcul  intégral?  Le  but  est  le  même  dans  l'un  et  l'autre  :  il  s'agit  de  passer  d'une 
dériindon  d'un  objet  à  cet  objet. 

Etant  donnée  une  quantité,  on  sait  toujours,  et  à  l'instant  même,  trouver  sa  différentielle; 
mais  pour  la  question  inverse  :  étant  donnée  une  quantité  ou  une  équation  différentielle, 
trouver  son  intégrale,  on  n'a  point  de  métliodcs  générales.  Pareillement,  étant  donnée  une 
proposition  générale,  on  peut  énoncer  sur-le-champ  ses  cas  particuliers;  et  dans  la  question 
inverse,  où.  étant  donné  un  cas  particulier  d'une  proj)Osition  générale  inconnue,  on  demande 
de  déterminer  cette  projjosition  générale,  on  n'a  point  non  plus  de  méthode  générale. 

Ce  rapprochement  paraîtra  peut-être  moins  étrange,  si  nous  disons  que  le  caractère  plus 
particulier  du  principe  d'homographie,  parmi  les  autres  modes  de  transformation  des  figures, 
est  de  passer,  comme  dans  le  calcul  intégral,  de  \  infini  au  fini.  Ce  sont  les  propriétés  d'une 
figure  qui  a  des  parties  à  l'infini  qu'on  veut,  le  plus  souvent,  dans  les  applications  du  principe 
d'homographie,  transj)orfer  à  une  figure  du  même  genre ,  mais  dont  les  mêmes  parties  sont 
placées  à  des  distances  finies. 


^/{ji  iiisroiiu::  i)i:  la  (;i:()mkihie. 

|)ro^iTS  do  hi  science,  (lnv  il  iTest  point  de  decoiiNcile  un  peu  capitJile  dont 
on  n'ait  rencnntiv',  lon;;leinps  aupar;i\!int ,  (jnelf|ucs  jçermcs  et  quel(|ues 
cas  parlicnliers,  qui  auiai<Mil  pu  >ui-le-(liani|»,  à  l'aide  do  ces  méthodes 
do  généralisation,  condmre  à  cette  déconverle.  Il  est  donc  irnpoitanl  de 
reciieicliei-  (il  de  cultiver  ces  sortes  de  méthodes. 

,^  M'y.  IXous  ferons  diverses  apjilications  du  principe  de  (lélormîition  honio- 
gra|)hi(pie  :  Tune  d'elles  poitera  sur  le  système  de  coordonnées  qui  constitue 
la  Géoméli'ie  de  Descaries,  et  condinra  à  mi  nouveau  système  do  Géométrie 
analytique  plus  général,  et  (jui  serait  propic  à  la  démonstration  directe,  par 
l'Analyse,  des  propositions  que  ce  |)i"incipe  aurait  servi  à  démontrer,  comme 
généi'alisation  de  celles  auxquelles  s'applique  la  doctiine  de  Descartes. 
,,dosd.;rivo..>  <i..  (^  \{y^  |^(.  priiicipo  fféuéral  do  déformation  homo2:raphinue  comprend 
''"  plusieures  méthodes  paiticulières,  qui  serviront  pour  des  questions  spéciales 

et  plus  restreintes.  Xous  en  distinguei'ons  trois  principales  : 

La  première  sera  la  théoiie  des  figures  homologiques,  de  M.  Poncelet, 
qui  servira,  par  exemple,  pour  déduire  des  propriétés  do  la  sphère  une 
foule  de  propriétés  dos  surfaces  de  révolution,  du  second  degré,  ayant  un 
foyer;  mais  nous  y  joindrons  le  princij)e  des  relations  métriques,  sans  lequel 
cette  élégante  théorie  no  pourrait  atteindre  à  une  foule  de  questions,  et  serait 
incomplète  ^ 

La  deuxième  sera  une  méthode  proj)re  à  l'extension  des  relations  angu- 
laires, qui  servira  particulièrement  pour  appliquer  les  propriétés  de  la 
sphèi'o  aux  surfaces  de  révolution,  du  second  degré,  n'ayant  pas  de  foyer. 
Aucune  des  mélhodes  de  transformation  n'a  encore  été  propre  à  ce  genre  de 
recherches. 

Et  la  troisième  sera  destinée  à  une  classe  très-nombreuse  do  propriétés 
appartenant    à    la   Géométrie    des    mesures,   c'est-à-dire    aux    longueurs, 

'  P;ir  t'.xcmpk',  ce  principe  des  relalions  de  grandeur  est  indispensable  pour  connaître  les 
|)ropriélés  niéliiques  du  système  de  deux  coniques  quelconques,  dont  .M.  Poncelet  a  donné  les 
propriétés  desciiplives;  il  en  est  de  même  pour  la  théorie  des  bas-reliefs,  dont  les  propriétés 
métriques  ne  sont  pas  moins  importantes  que  leurs  propriétés  purement  descriptives. 
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siirCaccs  ci  noIiiiiics  des  liâmes,  ce  scr-a  la  lia(lii('li(»ii,  en  pure  (if-oiiM'In'c,  de 
la  inctluMlc  aiial\  li<|U(>  ({iic  nous  aNoiis  déjà  (>iii|il(>\<'<'  pour  Iraiisporlcr,  aii\ 
surfaces  du  sccitnd  dc^r*',  les  iiropnV'h's  de  la  sjdirrc.  (Irllc  uK'lliodc  nous 
sor\ira  parlicjdièicuicul  pu(U' (NmmouIici-,  par  ptuc  inltiiliou,  les  Ix'llcs  pro- 
pri(''l(''s  connues,  cl  plusicuis  aulrcs,  des  dianicircs  conjU^MK's  des  siiilaces  du 
second  d<><;r('',  (pie  Ton  n'a  d(''nioiilr<''es  juscprici  (jifavec  le  sec(Mirs  de  TAnalNse. 

i^  17.  Ei\  i;énéral,  nosapplicalions  du  piinci|>e  (riionjo^iapliie,  aux  sui'l'aces 
du  second  de^ré,  nous  conduironl  nalurellenienl  à  de;  nondiieuses  pi()|)ri(''l(''s 
de  ces  surfaces,  (pie  les  proccHh's  ;uialyli(pies,  einploy(''s  juscprà  ce  jour, 
iravaienl  point  encore  indi(|uées  ;  e(  c(\s  applications  feront  peut-("'lre  Noii- 
qu'il  est  |)ossil)le  de  \)i\i>or,  sur  de  pures  considc'rations  de  Gcîonu'tric^  et  sans 
le  secours  du  calcul,  une  tlu'orie  ti'(}s-(''ten(lue  des  surfaces  du  second  dei;ré, 
ainsi  (jue  nous  Pavous  annoncé  plus  haut.  L'Analyse  a  de  si  beaux  et  de  si 
immenses  avautagcs  sur  la  G(3omé'trie,  eu  tant  d'autres  circouslances,  ciu'on 
nous  permettra  d'ajouter  ici  que,  dans  cette  théorie  des  surfaces  du  second 
degré,  elle  le  cède  à  la  méthode  géométrique.  Celle-ci  y  est  beaucoup  plus 
rapide  et  j)Ius  féconde  que  la  voie  du  calcul;  elle  est  aussi  plus  lumineuse, 
parce  que,  ne  tirant  ses  ressources  que  de  la  nature  même  des  choses,  et  sans 
considérations  au\iliair(»s,  elle  montre  mieux  l'enchainementdes  propositions, 
pénètre  jusqu'à  leur  source,  et  peut  conclure,  de  quelque  relation  primordiale 
entre  les  figures,  une  infinité  de  déductions  qui  font  autant  de  propositions 
diverses  dont  les  rapports  n'apparaîtraient  pas  toujours  dans  les  formules  et 
les  transformations  analytiques,  et  qui, dès  lors,  exigeraient  des  démonstra- 
tions différentes,  souvent  longues  et  pénibles  '. 

§  18.  Indépendamment  des  usages  du  principe  d'homographie,  comme 
moyen  de  démonstration  et  de  généralisation  des  propriétés  de  l'étendue,  ce 


'  Nous  croyons  avoir  déjà  présenté,  dans  notre  Mémoire  sur  les  propriétés  des  cônes  du 
second  degré,  un  exemple  des  avantages  que  la  méthode  géométrique  peut  avoir  souvent  sur 
l'Analyse,  dans  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré.  Car,  outre  que  la  méthode  analytique 
n'avait  point  mis  sur  la  voie  des  divers  théorèmes  auxquels  des  considérations  géométriques 
nous  ont  conduit,  elle  les  démontrerait  plus  longuement  que  nous  n'avons  fait;  ce  dont  nous 
nous  sommes  convaincu  en  traduisant  nos  premières  démonstrations  en  Analvse. 
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priiicipo,  on  Ini-ni(*'riio,  ronformo  un  troisièmo  ironro  (rutilitc',  rjiii  consislo  dons 
la  iioliou  iiKMiio  (le  yiiomofjroplùe  des  ligures.  En  elTct,  In  considérntion  de 
(\('\\\  fi-iui'cs  li()nio^'ra[)lii(|iu's,  et  \\\  connaissance  des  rapports  (pii  les  lient  Tune 
à  Pantrc,  piésenlenl  des  Néiités  géométriques  nouvelles,  auxcjuelles  peuvent 
se  lallacher,  comme  corollaires,  une  foule  de  théorèmes  connus,  et  qui 
peuvent  conduire  à  beaucoup  d'autres  résultats  nouveaux,  qu'on  n'obtiendrait 
que  didicilement  sans  le  secours  de  cette  doctrine  des  figures  bomograplii(|ues. 

Par  exemple,  nous  dirons  que  les  diverses  manières  de  décrire  les  coniques, 
doiuiées  par  Newton,  Mac-Laurin,  De  Witt,  etc.,  et  un  grand  nombre  de  pro- 
priétés de  ces  courbes,  qui  paraissent  n'avoir  aucun  lapport  entre  elles,  sont 
des  conséquences  immédiates  de  la  théorie  des  figures  homographiques.  [Voir 
les  Notes  XV  et  XVI.) 

Les  propriétés  que  présente  le  système  de  deux  cor()s  égaux,  et  même  de 
deux  corps  semblables,  situés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  sont 
aussi  des  conséquences  de  cette  même  théorie.  Et  ces  propriétés,  qu'on  n'a 
point  encore  cherchées,  sont  nombreuses  et  conduisent  à  divers  théorèmes 
curieux  sur  le  mouvement  infiniment  petit,  et  même  sur  le  déplacement  fini 
quelconque  d'un  corps  solide  '. 

Nous  ne  considérerons,  dans  ce  Mémoire,  les  figures  homographiques  que 
comme  moyen  de  déformation  propre  à  la  démonstration  et  à  la  généralisation 
des  théorèmes,  nous  proposant  d'exposer,  dans  un  autre  écrit  i)ai'ticulier,  leurs 
propriétés  généiales  dont  nous  venons  de  parler. 

CONCLUSION. 

§  19.  Après  les  considérations  que  nous  venons  de  développer,  sur  la 
nature  et  la  destination  des  deux  principes  de  dualité  et  d'homogra|)hie ,  on 

*  Nous  citerons,  par  exemple,  ce  théorème  qui  peut  entrer  dans  les  principes  de  la  méca- 
nique pratique  :  On  peut  toujours  transporter  un  corps  solide  d'une  première  position  dans 
une  autre  position  déterminée,  par  le  mouvement  continu  d'une  vis  à  laquelle  on  aurait  fixé 
ce  corps.  {Voir  le  Bulletin  universel  des  sciences,  novembre  1830;  ou  la  Coi-respondatice  ma- 
thémutique de  Bruxelles,  tom.  VIF,  pag.  5o2.) 


MisToïKi:  i)i<:  i.A  (;i:()Mi:'nui:  2G7 

pcMiscra  |)(Mif-(Mi(>  i\\w.  s'il  doit  oxislcr,  dans  la  sciiîiKîc  (hn^Ucndnc,  ((ii('l(|iu?s 
lois  piiiiiordiaics  Maiiiu'iil  ^Mandes  cl  IV'coiidcis,  coiiiiiic  en  AiiaJNstî  IcM'aJcid 
inlinilcsiinal^  (|iii  a  irsuNK*  cl  iMMlcclioiiiic  loiilcs  les  inclliodcs  de  (|iia(lraliir(>s 
cl  (le  maxima,  comme  en  mccaiii(|uc  le  piiiicijXMles  vilcsses  virliicllcs,  i\\n\ 
]^a{j;i'aii^ca  lire  Ions  les  autres,  comme  dîms  les  phénomènes  célestes  laj^iandiî 
loi  de  Newton  ';  on  |)cnsera  peut-être,  dis-je,  (pn;  les  deux  simph's  théo- 
rèmes de  (ièométiie,  d'où  dérivent  les  deux  |)rincipcs  de  dualité  et  dhomo- 
^M'aphie,  sont  de  ceux  cpn'  Jipprochenl  le  plus,  dans  ['('lai  aciuci  de  la  (bio- 
métrie, de  ces  grandes  lois  générales  (pii  nous  sont  (Micore  inconnues. 

Ces  deux  théorèmes, en  elTet, end)rassent  dans  Icuis  c()nsé(piences  diiecles, 
non-seulement  une  multitude  de  Nérités  particulières,  mais  aussi  des  théo- 
ries et  des  méthodes  fécondes  et  d'une  grande  portée. 

Sans  entrer  dans  le  détail  des  applications  de  ces  deux  théorèmes,  et  des 
routes  nouvelles  qu'ils  ouvrent  aux  spéculations  géométriques,  il  nous  sullira 
de  dire  que  le  premier  divise  en  deux  grandes  classes  toutes  les  pro|)riétés 
de  l'étendue;  qu'il  n'en  est  pas  une,  quelque  générale  qu'elle  soit,  ([u'il  ne 
serve  à  convertir  en  une  autre  aussi  générale  dans  son  genre; 

Que  le  second  généralise  toutes  les  vérités  particulières  et  isolées,  en  montre 
les  rapports  communs,  et  les  lie  entre  elles  en  les  rattachant  à  une  seule  et 
même  vérité  générale;  et  ce  théorème  comprend  aussi,  comme  le  ()remici', 
des  méthodes  dans  ses  innombrables  corollaires. 


*  C'est  l'opinion,  sans  doute,  des  pei'sonnes  accoutumées  à  conteniplei'  [tlus  particulièrement 
les  propriétés  de  l'étendue,  leur  nature,  leur  enchaînement  et  surtout  cette  continiiilé  merveil- 
leuse, qui  leur  donne,  à  un  degré  éminent,  un  caractère  d'extensibilité  indélinie,  que  ne  pré- 
sentent point  d'autres  sciences  positives,  celle  des  nombres,  par  exemple.  Celte  o[)inion  sur  la 
Géométrie  et  son  avenir  est  celle  d'un  savant,  à  qui  ses  travaux  dans  plusieurs  parties  diiïérenlcs 
des  sciences  mathématiques,  et  la  place  distinguée  qu'il  a  déjà  prise,  quoique  jeune,  dans  les 
premières  Académies  de  l'Europe,  donnent  une  grande  autorité  :  «  11  est  fâcheux,  m'écrivait 
»    M.  Quetelet,  que  la  plupart  des  mathématiciens  de  nos  jours  jugent  si  défavorablement  de  la 

»   Géométrie  pure Il  m'a  toujours  paru  que  ce  qui  les  retient  le  plus  est  le  défaut  de  géné- 

»  lité  des  méthodes  qu'ils  pensent  y  voir.  Mais  est-ce  bien  la  faute  de  la  Géométrie,  ou  de  ceux 
»  qui  l'ont  cultivée?  Je  serais  très-disposé  à  croire  qu'il  existe  quelques  grandes  vérités  qui 
»  doivent  être  pour  ainsi  dire  la  source  de  toutes  les  autres,  à  peu  près  comme  le  principe  des 
»   vilcsses  virtuelles  est  pour  la  mécanique.  » 
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i:?  ;20.  Les  priii('ij)os  de  (luîililé  of  d'Iiomo^M'îipliic,  et  los  diverses  métliodes 
qui  en  dérivent;  les  autres  modes  de  lransrorniali()n,(iue  nous  avons  recoinuis 
dans  la  (léonirlric  (Icsrripfive  de  Monge  el  dans  la  (i  roi  no  hic  perspective  de 
M.  (lousinery,  et  celui  (|ue  fournil  la  ihi-orie  des  projections  sléréo'^raplii(|ucs, 
font,  avec  la  lliéorie  des  transversales,  les  plus  puissanles  doctrines  actuelles 
de  la  (iéoniétrie  récente,  el  lui  donncnl  un  caractère  de  facilité  el  d'univer- 
salité qui  la  dislingue  de  la  Géométrie  ancienne. 

Ces  modes  de  transfoi-mation,  en  eiïet ,  sont  autant  de  moyens  sûrs,  de 
moules,  poui"  ainsi  diie,  qui  servent  à  créer,  à  volonté,  des  vérités  géométri- 
ques sans  nombre. 

Qu'on  prenne  une  figure  ({uelconcpie  dans  Tespace,  et  Tune  de  ses  pro- 
priétés connues;  qu'on  applique  à  cette  figure  Tun  de  ces  modes  de  trans- 
formation, et  qu'on  suive  les  diverses  modifications  ou  transformations 
qu'éprouve  le  théorème  (pii  exprime  cette  propriété,  on  aura  une  nouvelle 
figuie,  et  une  propriété  de  cette  figure,  qui  correspondra  à  celle  de  la  pre- 
mière. 

Ces  moyens,  que  possède  la  Géométrie  récente,  de  multiplier  ainsi  à  l'infini 
les  vérités  géométriques,  peuvent  être  assimilés  aux  fonnules  et  aux  trans- 
formations générales  de  l'Algèbre,  qui  donnent,  avec  sûreté  et  promptitude, 
la  réponse  aux  questions  diverses  qu'on  leur  soumet,  ou  bien,  en  quelque 
sorte,  aux  réactifs  du  chimiste,  qui  opèrent  d'une  manière  sûre  et  inva- 
l'iable  la  transmutation  des  matières  qu'il  leur  |)résente;  ces  moyens  sont  donc 
de  véritables  instruments,  que  ne  possédait  point  l'ancienne  Géométrie,  el 
(pii  font  le  caractère  distinclif  de  la  Géométrie  moderne. 

Dans  la  Géométrie  ancienne,  les  vérités  étaient  isolées;  de  nouvelles 
étaient  difficiles  à  imaginer,  à  créer;  et  ne  devenait  pas  géomètre  inventeur 
qui  voulait. 

Aujourd'hui,  chacun  peut  se  présenter,  prendre  une  vérité  quelconque 
connue,  et  la  soumettre  aux  divers  principes  généraux  de  transformation;  il 
en  l'etirera  d'autres  véi'ités,  difTérentes  ou  plus  générales  ;  et  celles-ci  seront 
susceptibles  de  paieilles  opérations;  de  soi'le  qu'on  pourra  multiplie)-,  presque 
à  l'infini,  le  nombre  des  vérités  nouvelles  déduites  de  la  première:  toutes,  il 
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osl  vriii,  ne  incrilci'oiil  pus  dv.  voir  \v  jour,  iii.iis  un  (crl.iiii  iioiiil)r(>  (retire 
elles  poiirronl  olVrir  de  riiilen^l  (^l  conduire  un\nu\  à  (|uel(|U(î  chose  d(;  Irès- 
gt^iiéiid. 

Peut  donc  (|ui  voudru,  d;«ns  IVlal  jichK^I  iW  h\  science,  «j;énérMliser  et  créer 
en  (îéoniéirie;  le  ^énie  n'esl  plus  indisj)ens;d)le  poin*  .ijouler  une  pierre  à 
Tédilice. 

Aussi  croyons-nous  pouvoir  rej^nrder  la  (il('M)nielrie  dans  un  élal  proiion(!é 
de  j)roi»rès  el  de  perreclionnenienis  rapides;  el  |)ensons-nous  (pi^on  peul  dire 
aujounriiui,  avec  raison,  de  celle  science,  ce  (|ui  a  paru,  dans  un  (ernps, 
faire  le  caractère  exclusif  de  la  Géométrie  analylicpie  :  «  L'esprit  de  la  (iéo- 
»  inéirie  moderne  est  d'élever  toujours  les  vérités,  soit  anciennes,  soit  nou- 
»  velles,  à  la  plus  grande  içénéralité  (pi'il  se  puisse  '.  » 

'  Fonlciiollc,  Histoire  de  rAcadcmie  tics  sciences,  anii.  1704;  sur  les  spirales  à  l'infini. 
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NOÏK  I. 


(première    époque,   §  5.) 


Stir  les  sph^iques  de  Perseus.  Passage  de  Héron  d' Alexandrie 

relatif  à  ces  courbes. 

Proclus  est  le  seul  écrivain  qui  nous  ail  transmis  le  nom  du  géomètre  Perseus ,  dans 
son  Commentaire  sur  le  prenner  livre  d'Euelidc;  mais  cet  ouvrage  n'est  pas  le  seul  de 
l'Antiquité  qui  ait  l'ait  mention  des  lignes  spiriques,  comme  on  parait  l'avoir  cru  jusqu'ici. 
Un  ouvrage  beaucoup  plus  ancien ,  de  Héron  d'Alexandrie ,  intitulé  :  Nomenctatura 
vocabuloruni  geometricorum ,  reproduit  en  1574  et  1579  par  Conrad  Dasypodius  *, 
contient  une  définition  très-distincte  de  la  spire,  ou  surface  annulaire,  et  des  deux  formes 
différentes  qu'affecte  cette  surface,  dont  les  sections  sont  des  courbes  qui  ont  leurs  pro- 
priétés particulières. 

Voici  ce  passage  de  Héron  :  Speira  fît  quando  circulus  aliquis  centrum  habens  in 
circido  et  erectiis  existens ,  ad  planum  ipsius  circuli  fueril  circumductiis ,  et  revertatur 
iterum  unde  cœperat  moveri;  illud  ipsum  figurœ  genus  nominattir  y(,piy.oç  orbis.  Dis- 
continua autem  speira  est,  quœ  dissoluta  est,  aut  dissolutionem  habet.  Continua  vero , 
quœ  uno  in  puncto  concidit.  Diminutionem   habens  est,  quando  circulus  qui  circum- 

*  Euclidis  Elementorum  liber  primus.  Item  Heronis  Alexandrini  vocabula  quœdam  Geometrica,  anteac 
nunquam  édita;  graece  el  latine,  per  Cunradum  Dasypodium.  AigeiUiuse,  1571,  in-8». 

Oralio  C.  Dasypodii  de  Disciplinis  mathematicis.  Ejusdem  Heronis  Alexandrini  Nomenclaturœ  vocabulo- 
rum  geometricorum  translatio  ;  ejusdem  Lexicon  mathemalicum ,  ex  diversis  eollectum  anliquis  scriptis. 
Argent.,  1579,  in-S». 
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(lurilur,  ipscnicf  scipsiim  secat.  l'iintt  aulcin  vl  liaruiu  scclioucs  ,  linca:  (juo'dnin  /noprie- 
tutevi  sumn  /kiI/chIcs. 

Le  pass.'igc  de  I^ioclus  sur  les  s|)iri(jiies  est  un  peu  plus  développé,  et  ;i  lavanluj^e 
de  iioinruer  l'inveiileur  de  ces  combes.  Ce  passage  a  été  reproduit  <laiis  son  texte  grec, 
ef  iraduii  par  M.  Quelelet,  à  la  suite  d'une  Notice  sur  les  lignes  spiriques,  qui  est 
pleine  dintérèl  et  renianjuable  par  l'éiudilion  (pii  y  abonde.  Cette  îVolice  a  été  inqjritnée 
à  la  suite  d'tui  Mémoire  de  M.  Pagani,  sur  ces  courbes,  (pii  a  été  couroinié  par  l'Aca- 
démie de  Bruxelles,  en  18"24,  et  dans  la  Correspondance  inathénuilique  de  M.  Quelelel , 
tom.  II,  pag.  257. 

Les  lignes  spiricpics  ont  presque  toujours  été  le  sujet  de  quelques  méprises  de  la  part 
des  écrivains  qui  en  ont  parlé  ;  les  uns  ont  pris  ces  courbes  |)our  des  spirales  ;  et  d'autres 
ont  assigné  un  âge  trop  rapprocbé  à  leur  inventeur  Perseus. 

Kamus,  dans  ses  Scholœ  niatheniatica>,  place  ce  géomètre  après  Héron  et  Gcminus. 

De  Cballes  le  met  aussi  après  (îeminus;ct,  en  attribuant  à  ce  dernier  les  lignes  sj)iri<jues, 
il  fait  Perseus  l'inventeur  des  spirales  '. 

Blancanus  fait  une  confusion  singulière.  Il  fait  naître  Geminus  avant  Perseus,  attribue 
à  ce  dernier  les  lignes  spiriques,  et  dit,  néanmoins,  que  Geminus  avait  écrit  sur  ces 
mêmes  courbes  ^.  . 

G.-J.  Vossius  place  Perseus  entre  Tbalès  et  Pytbagore,  et  lui  attribue  les  spirales  ', 

Bernardin  Baldi  le  fait  contemporain  d'Arebimède  et  d'Apollonius  (250  ans  avant 
l'ère  chrétieime),  et  définit  succinctement,  d'après  Proclus,  les  spiriques  dont  il  est 
l'inventeur  *. 

Ileilbronner  commet  la  même  erreur  que  Vossius  et  De  Cballes,  quant  au  nom  des 
courbes  de  Perseus;  mais  il  nous  parait  assigner  à  ce  géomètre  l'époque  qui  lui  convient  ^. 
Il  l'inscrit  entre  Aristée  et  IMenecbme.  C'est  l'âge  que  nous  avons  cru  devoir  lui  donner. 

Montucla  le  fait  beaucoup  moins  ancien.  Il  le  place  dans  les  deux  premiers  siècles 
de  l'ère  ebrétienne.  C'est  une  crreiu'  (pii  j)araîlra  incontestable  d'après  le  passage  de 
Proclus  qui  cite  Geminus  comme  ayant  écrit  sur  les  spiriques,  et  celui  de  Héron  que 
nous  avons  rapporté. 

Montucla  avait  pensé  qu'avant  lui  on  avait  toujours  confondu  les  spiriques  avec  les 
spirales  d'Arebimède,  et  qu'il  était  le  premier  qui  eût  fait  connaître  ce  qu'étaient  réel- 
lement ces  courbes  ^.  On  voit,  par  ce  qui  j)récède,  qu'en  effet.  De  Cballes,  Vossius  et 

'  Cursus  mathemalicus ,  lom.  I",  De  progressa  matheseos,  p.  8. 

*  De  7ialura  mathematicarum  scientiarum  Iractatio ,atque  clarorum  mathematkorum  clironologia.  Bononiae, 
1615,  in-i». 

3  De  universœ  matliesios  natura  et  constHulione  liber;  cui  subjuJigitur  clironologia  mathemalicorum. 
Amstelodami,  1660,  in-4». 

*  Cronica  d'e  Malematici  overo  Epilome  deW  isloria  délie  vite  loro.  In  Urbino,  1707,  111-4°.  «  Perseo,  non 
si  sa  bene  di  quai  patria  si  fuisse.  Fù  egli,  corne  sVta  da  Proclo ,  inventore  délie  linee  spiriche ,  le  quali  nascono 
dalle  varie  setlioni  délia  spira.  »  (P.  :2o.) 

'■'  Ilisloria  matheseos  universa.  Lipsise,  1742,  111-4". 
•■'  Histoire  des  mathématiques,  tom.  I",  p.  316. 
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llcilhroiiiin'  iiviiiciil  coinniis  ('clic  cirnir;  iiiiiis  i-llc  n'aMiil  |i()iiit  <°'li'-  |i.'ii-|n^(-c  |tiii-  lirrriiir- 
(liii  liiildi,  ni  |i;ii'  Hliiiiciiiiiis.  Dciiv  iiiiii-(>s  rcriviiiiis  oui  |iiiiTiiil<-riii-iil  coiinii  lii  iiiilnic  des 
s|iii'i(|ii('s.  Le  pi'Cinicr  csl  DNsapodiiis  (|iii,  dans  ses  l)f/initioiis  rt  (lin'sioiis  '  dr  la  (iro- 
lui'iric,  |tiiil('  plusieurs  lois  df  ces  (;(»iirlK's.  Kc  second  rsl  le  savant  Savilc,  (jiii,  dans  ses 
Prœlfitioiics  (rcdrn'ni  in  primipinm  vlvnivutnrum  iluclidi»  (<)\onii,  Ki^l  ,  in-4"),  ('mi- 
nière les  lij^nes  (pie  les  Aneiens  ont  eonsidi-rées,  et  rapporte  leMneilenient  le  passage  de 
Proeliis  (|ui  l'ait  comiailre  la  g('nération  des  spiriipies.  (Lecliira  (juarld ,  |).  7'}.) 


NOTE    II, 


(première   époque,  §  8.) 


Sur  les  Lieux  à  la  surface,  d'Euclide. 

Montucla  dit,  à  la  page  172  du  premier  volume  de  son  Histoire  des  mathématiques, 
que  les  Lieux  à  la  surface,  d'Euclide,  étaient  des  surfaces;  et,  à  la  page  215  du  même 
volume,  que  c'étaient  des  lignes  à  double  courbure,  décrites  sur  des  surfaces  courbes, 
telles  que  l'hélice  sur  un  cylindre  circulaire.  Il  est  possible  que  les  Anciens  aient  désigné, 
eu  général,  par  ce  mot,  les  surfaces  et  les  courbes  qui  y  étaient  tracées.  Mais  quels 
étaient  véritablement  les  Lieux  à  la  surface,  d'Euclide?  Il  ne  nous  reste,  pour  répondre 
à  cette  question,  d'autre  indication  que  quatre  lemmes  de  Pappus,  relatifs  à  cet  ou- 
vrage; et  comme  ces  lemmes  ne  traitent  que  des  sections  coniques,  nous  devons  penser 
qu'Euclide  considérait  seulement  les  surfaces  que  nous  appelons,  aujourd'hui,  du  second 
degré.  Et  nous  sommes  porté  à  croire  que  ces  surfaces  étaient  de  révolution.  Car,  d'une 
pari,  il  est  certain  que  les  surfaces  de  révolution,  du  second  degré,  avaient  été  étudiées 
antérieurement  à  Archimède,  parce  qu'après  avoir  énoncé  quelques  propriétés  de  leurs 
sections  par  un  plan,  il  dit,  à  la  fin  de  la  12*  proposition  de  son  livre  Des  sphéroïdes  et 

*  Lexicon  mathemalicum ,  ex  diversis  collectum  anliquis  scriptis  ;  faisant  partie  du  volume  de  1379,  décrit 
ci-dessus. 

Speiricœ  secliones  ita  se  habent .  ul  altéra  sit  incurvala,  impUcata  sitnilis  caudœ  equiiiœ.  Altéra  vero  in 
medio  quidem  est  latior ;  ex  utraque  vero  parte  déficit.  Est  etiam  alia,  quœ  oblonga  ciim  sit,  in  medio, 
intervallo  utitur  minore  ;  sed  ex  utraque  parle  ditatiir.(('  9,  V.) 
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(Ivs  amo'iih'S,  «  les  (It-inoiisiiMlions  de  itniU-s  ces  proposilions  soiil  conmics.  »  IJc  plus, 
nous  r<'niiii(|iioiis  (pic  le  dcinicr  Icnimc  de  P;ij)pus  csl  hi  j)r()pri('l(''  principale  du  foNcr  cl 
de  la  dircciricc  d'une  c<)ni(|uc;  et  ce  lliéoicnie  ïious  païuit  avoir  pu  servir  à  dcniontrer 
(pic  le  lieu  d'un  point  dont  les  distances  à  un  point  live  et  à  un  plan  doivent  être  entre 
elles  dans  un  rapj)orl  constant,  est  un  sphéroïde  ou  un  conoïde,  ou  hien  à  dénionlrer 
<|ue  la  section  de  ce  lieu,  par  un  plan  mené  i)ar  le  point  fixe,  est  une  conique  ayant 
son  foyer  en  ce  point,  et  dont  la  directrice  csl  rinterscclion  du  plan  de  cette  courbe  par 
le  point  fixe. 

Ainsi  il  nous  semble  probable  que  les  Lieux  à  lu  surface,  d'Euclide,  traitaient  des  sur- 
faces du  second  degré,  de  révolution,  et  des  sections  faites  par  un  plan  dans  ces  surfaces, 
comme  dans  le  cône. 


NOTE  III. 


(première  époque,  §  8.) 


Sur  les  Porismes  iVEuclide. 

On  doit  à  R.  Simson  d'avoir  rétabli  la  forme  des  énoncés  qui  caractérise  les  propositions 
appelées  Porismes  par  les  Anciens;  et  d'avoir  aussi  deviné  plusieurs  de  celles  (pii  sont 
indiquées  si  imparfaitement  par  Pappus.  Dans  la  suite  de  son  ouvrage,  Simson  reproduit, 
avec  leurs  démonstrations,  souvent  simplifiées  et  complétées,  les  trente-huit  lemmes  des 
Collections  mathématiques,  relatifs  aux  porismes;  et  donne  ensuite  la  démonstration  de 
cinq  propositions  de  Fermât,  converties  en  porismes,  et  diverses  autres  propositions 
très-générales,  relatives  au  cercle,  trouvées  par  .Matthieu  Stcwarl,  et  faisant  de  véritables 
porismes. 

Mais  Simson  ne  nous  paraît  pas  avoir  abordé  diverses  autres  questions  que  devait 
comprendre  une  divination  complète  de  la  doctrine  des  porismes.  Ainsi,  nous  n'y  voyons 
pas  quelle  a  été  la  pensée  d'Euclidc  en  composant  son  ouvrage  dans  une  forme  inaccou- 
tumée; sous  quel  rapport  il  méritait  réminente  distinction  qu'en  fait  Pappus;  par  quelles 
méihodcs,  ou  opérations  actuelles,  il  se  trouve  suppléé  chez  les  Modernes;  et  enfin, 
comment  différents  passages  de  Pappus  sur  les  porismes,  et  la  définition  de  Proclus, 
peuvent  recevoir  une  interprétation  satisfaisante.  Nous  dirons ,  en  un  mot,  que  la  doc- 
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tl'JDC  (les  porisinrs,  son  orif^inc,  ou  hi  iiciisrc  |iliiloso|)lii(|iic  (|iii  lit  cirrr,  sa  licsliiiiiiinn  , 
ses  usages,  ses  a|)|)li('alioiis  (*l  sa  Iranslonnalioii  dans  Irs  dociiincs  tnoilcincs,  sont  aniant 
(le  niNslèrcs  «jui  in'  nous  soni  |)as  <l(''\(>ilcs  dans  le  Ti'ai((''  de  Sini^on.  Ajunlons  (|iic  nous 
n'y  trouvons  irlalilis  (|Mt'  six  des  ircnic  |H()|>osiiions  ('noncécs  par  l*a|>|in>^. 

Vu  ('(M'Iaiu  nuage  nous  a  donc  seinltli*  couvrir  encore  e<'tte  grande  <|uesiion  (|ur  nous 
a  léguée  l'Anliciuilé,  à  moins  (|ue  d'aulres  écrits,  (|iii  nous  s<'raienl  inconinis,  ne  soient 
venus  depuis  Téclairer  d'un  pins  giand  jour,  on  liien  (pie  noire  l'aihle  inlelligence  n'.iit 
pas  compris  l'ouvrage  du  célèbre  Simson. 

(les  réilexions  nous  ont  longieuïps  préoccupé,  et  détourné  souvent  de  l'élude  à  l:i(|Uellc 
nous  aurions  voulu  nous  livrer;  car  l'inléréi  cpie  le  sujet  est  de  nature  à  inspir«'r,  ('laii 
plus  puissant  ipie  noire  volonté.  Nous  avons  été  coiuluit,  de  la  sorte,  à  former  (juehpies 
conieclures  sur  cette  doctrine  dos  porismes,  et  à  rétablir  les  \ingt-(pialre  ('nonces  de 
Pappus,  qui  ont  été  laissés  intacts  par  Simson.  Nous  allons  jirésenler  succinctement  inie 
analyse  de  notre  travail,  en  réclamant  l'indulgence  du  lecteur;  car  nous  n'abordons  une; 
telle  question ,  fpii  a  excité  la  curiosité  de  grands  géomètres,  (prave(.' la  liinidiié  et  la 
déliance  (pie  doit  nous  inspirer  le  sentiment  de  notre  faiblesse. 

Faute  de  documents  sullisants  pour  rétablir,  parla  voie  analyti(pie,  la  doctrine  com|»lele 
des  porismes,  il  faut,  en  quelque  sorte,  recomposer  celte  doctrine  a  priori,  par  la  pure 
syulbèse.  C'est  un  système  (juil  faut  former,  et  souructlre  à  toutes  les  (piestions  et  aux 
épreuves  auxiiuellcs  peuvent  donner  lieu  les  fragments  qui  nous  restent. 

La  conce})lion  des  porismes  nous  parait  dériver  de  celle  des  rfo^jnet'*-,-  et  telle  a  été, 
selon  nous,  son  origine  dans  l'esprit  d'Eiiclide. 

Les  porismes  étaient,  par  rapport  aux  propositions  locales,  ce  que  les  données  étaient 
par  rapport  aux  simples  tliéorèmes  des  éléments. 

De  sorte  que  les  porismes  formaient,  avec  les  données,  un  complément  des  éléments  de 
Géométrie,  propre  à  faciliter  les  usages  de  ces  éléments  pour  la  résolution  des  problèmes  '. 

Sous  ce  point  de  vue ,  la  destination  spéciale  des  porismes  était  de  procurer  la  connais- 
sance des  lieux,  en  oH'rant  les  moyens  de  tirer,  des  conditions  par  lcs(pielles  un  lieu 
inconnu  était  déterminé  ,  une  autre  expression  plus  simple  de  ce  lieu  ,  propre  à  en  faire 
connaître  la  nature  et  la  position. 

Par  exemple,  si  l'on  demande  un  point  dont  les  carrés  des  distances  à  deux  points  fixes, 
multipliés  respectivement  par  deux  constantes,  aient  leur  somme  constante,  on  démon- 

'  Ici  nous  liasarderons  une  lellexiou  (jue  nous  n'avons  pas  osé  nous  perniellre  en  parlaiil  du  livie  des 
Données  d'Euclide. 

Dans  les  énoncés  de  porismes  laissés  par  Papjjus,  bien  qu'il  soil  dilTicilc  d'en  deviner  le  sens,  on  reconnaît 
ce|)endanl  ciue,  dans  ces  sorles  de  propositions,  il  y  a  (jnelque  chose  à  Uouvei-;  el  Pappus  désigne  ceUe  chose 
ctierchée  par  le  mot  donne,  comme  a  fait  I^uolide  dans  le  livre  des  Donnérs ,  cl  il  applique  en  même  lemps  le 
même  mol  à  chacune  des  choses  données  i)ar  l'hypollièse  de  la  question.  Les  énoncés  de  Pappus  auraient  été 
plus  intelligibles  s'il  n'avait  désigné  que  celles-ci  par  le  mot  donné,  et  les  auUTS,  c'esl-à-dire  celles  qu'il  faut 
trouver,  |)ar  le  mot  déterminé. 

Celle  observation  s'applique  au  livre  des  Données  d'Euclide;  mais  c'est  surtout  en  m'occnpanl  de  la  divination 
des  porismes,  que  les  incouvénicnis  d'un  même  mot.  pour  deux  choses  différentes,  m'onl  paru  sensibles. 
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trcrn  (|iril  cxisit'  un  ccrliiin  jM)iiil  fixe  tel  que  l.'i  dislnnce  de  cIi.kiih'  point  elicrclié,  ù  ce 
point  lixe,  est  ('on«:(juil»',  et  l'on  <l(''lcrn)in<'r;i,  piu- les  seules  données  de  la  (puîstion,  i.i 
position  (l(!  ce  point  lixe  cl  celte  distance  constynte. 

Ce  scfa  là  ini  porisnie,  et  ce  porisme  fera  voir  (|iie  le  lien  dn  point  cherché  est  une 
cireonfércnce  de  cercle. 

(k't  exemple  montre  (piel  a  été  l'usage  des  porismes.  Nous  dirons  donc  (prun  recueil 
de  porismes  était  un  lahleau  de  diverses  propiiélés  ou  expressions  différentes  des  conrhcs 
(droiles  et  circulaires  setdenient  dans  le  Tiailé  d"J.]uclide),  et  que  ce  lai)leau  présentait  les 
tiansl'ormations  de  ces  proj)riétés  les  unes  dans  les  autres. 

De  sorte  que  les  porismes,  dans  l'esprit  d'Euclide,  étaient,  en  (piel(|ue  sorte,  les 
équations  des  courbes. 

Ils  donnaient  la  facilité  et  l'art  de  changer  de  coordonnées  (en  comprenant  sons  ce  mot 
toutes  les  manières  possibles  d'exprimer  une  courbe  par  deux  ou  plusieurs  variables). 

La  doctrine  des  porismes  était  donc  la  Géométrie  anal!jli(pic  des  Anciens;  et  peut-être, 
si  elle  notis  était  parvenue,  y  Irouverait-on  le  germe  de  la  doctrine  de  Descartes;  nous 
croyons  au  moins  que  l'équation  de  la  ligne  droite  (abstraction  faite  de  la  forme  algé- 
l>ri(jue  sous  laquelle  nous  l'employons)  a  fait  partie  des  porismes  mêmes  d'Euclide  ;  et 
c'est  pour  cela  que  nous  l'avons  choisie  pour  exemple  de  porisme  dans  le  texte  du  dis- 
cours. Nous  a|)j)uierons  celte  opinion  de  plusieurs  preuves,  dans  un  antre  moment.  Et  si 
ces  premières  conjectures  ne  paraissent  pas  dépourvues  de  toute  vraisemblance  ,  nous 
ajouterons  qu'il  n'a  n)an([ué  à  Euclide  que  l'usage  de  l'Algèbre  pour  créer  les  systèmes  de 
coordonnées  qui  datent  de  Descarlcs. 

Voici  quelle  est  la  question  générale  à  laquelle  il  nous  semble  qu'Euclide  a  pu  destiner 
ses  porisiTies  : 

«  Un  lieu  étant  délerminé  par  une  construction  commune  à  tous  ses  points,  ou  par  un 
certain  système  de  coordonnées,  Irouver  une  autre  construction  ,  ou  un  autre  système  de 
coordonnées,  qui  satisfasse  à  tous  les  points  de  ce  lieu,  et  qui  en  fasse  connaître  la  nature 
et  la  position.  » 

D"a|»rès  lénoncé  de  celte  question  générale,  l'objet  des  porismes  aurait  été  de  faciliter 
les  changements  de  construction  des  lieux,  ou  les  changements  de  coordonnées  propres  à 
tous  leiu's  points;  et  le  Traité  d'Euclide  aurait  été  une  collection  de  formules  propres 
à  atteindre  ce  but. 

Ces  changements  de  construction,  en  effet,  et  ces  transfoiinations  de  coordonnées  étaient 
les  seuls  moyens  que  la  Géométrie,  chez  les  Anciens,  put  employer  j)our  étudier  les  courbes 
qui  se  préscnlaient  dans  leurs  spéculations,  et  pour  s'en  servir  dans  la  résolution  des  pro- 
blèmes. 

Proclus  a  donc  raison  de  dire  qu'il  s'agit,  dans  les  porismes,  de  Vinvention  d'une  chose, 
que  l'on  ne  recherche  et  que  l'on  ne  considère  point  pour  elle-même. 

En  eiret,  ces  nouveaux  modes  de  construction,  ces  nouvelles  coordonnées,  que  l'on 
cherche,  sont  des  auxiliaires  qui  ne  doivent  servir  qu'à  l'élude  et  à  la  contemplation  de 
la  courbe  sur  laquelle  on  opère. 
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l,(•^  poiisiiu's  iciilcinn's  ilims  lo  trois  Iimcs  (Ihliiclidc  ('Diiciil  un  rrciicil  de  lorniiilcs 
propres  l'i  h  conslniclioii  des  lieux  à  In  droite,  :ui  point  ei  :iu  eerele.  CV-Uiieul  l<-s  iuiuiiér(!H 
eoiiuiu-s  idors ,  ou  inveidées  \n\v  hliielide,  pour  e\|iriiner  |>:u'  dt'U\  eoordouiK'es ,  liées 
entre  elles  p.ii-  une  eortnine  icliition  ,  les  deseripliotis  diverses  de  ces  trois  lieux,  el  |iour 
passer  de  l'une  de  ces  descriptions  à  une  nuJre. 

(lel:i  iivîiit  pour  ohjel  de  nuueuer  :'i  une  même  description,  on  :i  un  um'IIU'  système  de 
coordonnées,  les  dillV-roiites  pnriies  d'iMic  (ifj;in"e  cpii,  p;n-  les  hypothèses  de  |;i  question, 
étîiieul  produites  pnr  des  desci  i|)tions  ou  des  coordonnées  dinérenics.  Opénilion  en 
quehpie  sorte  ;uiidojîue  à  l.i  réduction  de  plusieurs  IViuMious,  iMMuéri<|Ui's  on  liltérides,  à 
nn  niènie  dénoininal(>ur;  opéralion  du  reste,  dont  l'utilité  doii  être  hien  sentie  des  géo- 
luèlros  modernes,  (pii  la  pratitpuMif  journellemenl  dans  toutes  les  parties  des  inalhéiuali- 
ques,  en  se  servant  tie  (UlVérents  modes  de  coordonnées  auxiliaires ,  et  en  les  transformant 
les  unes  dans  les  autres,  suivant  les  hesoins  de  la  cpiestiou. 

>'ous  allons  peul-ètre  mieux  faire  c()m|)ren(lre  l'usage  des  porismes,  |)ar  un  autre 
rapprochemenl  avec  les  méthodes  modernes. 

Les  Anciens  n'avaient  pas,  comme  nous  avons  depuis  Descaries,  des  termes  de  compa- 
raison enirc  les  lieux  auxquels  ils  élaienl  conduits  dans  leurs  recherches  géométri(|UCs. 
Pour  nous,  il  snllil  d'exprimer  un  lieu  en  coordonnées  ordinaires,  el  nous  en  savons 
immédiatement  la  nature  :  la  discussion  de  son  équation  nous  apprend  ensuite  les  affec- 
tions el  les  circonstances  singulières  de  ce  lieu,  et  le  rang  qu'il  occupe,  comme  variélc-, 
dans  la  famille  à  laquelle  il  appartient.  Ainsi  l'équation  du  lieu,  dans  la  doctrine  de 
Descartes,  est  en  quelque  sorte  l'cxpérinientation  nnicpie  à  hupielle  il  nous  suffît  de  le 
sonmetlre,  pour  en  connaître  la  nature,  la  position  el  les  rapports  avec  les  autres  lieux 
connus. 

Les  Anciens,  au  contraire,  ne  possédaient  pas  un  tel  procédé  général  et  uniforme  d'in- 
vestigation :  n'ayant  pas  un  terme  unique  de  comparaison,  ils  ont  dû  inventer  divers 
moyens  auxiliaires  pour  arriver  à  reconnaître  les  rapports  d'un  lieu,  qui  se  présentait 
pour  la  première  fois,  avec  les  autres  lieux  déjà  connus.  Ces  moyens  ne  pouvaient  être 
que  des  changements  de  description,  ou  de  coordonnées  du  lieu,  pour  parvenir  à  quel- 
ques rapports  assez  simples,  el  même  d'idenlité,  avec  les  modes  de  description  des  lieux 
connus. 

Telle  est  l'origine  de  leurs  porismes.  Ils  avaient  pour  objet  de  substituer,  à  une  expres- 
sion géométrique  ou  analytique  d'un  lieu,  une  autre  expression,  géométrique  ou  analy- 
tique, du  même  lieu. 

Ces  considérations  montrent  les  rapports  qui  existent  entre  la  doctrine  des  porismes  el 
nos  méthodes  modernes;  elles  font  voir  aussi  combien  ces  porismes  devaient  être  utiles; 
car,  envisagés  de  la  sorte,  ils  formaient  véritablement  une  Géométrie  analytique,  ne  dif- 
férant de  la  nôtre  que  par  les  symboles  el  les  procédés  de  l'Algèbre,  que  Descartes  a  la 
gloire  d'y  avoir  introduils.  Ainsi  ces  porismes  suppléaient,  chez  les  Anciens,  noire  Analyse 
moderne,  qui  les  a  remplacés  à  notre  insu.  Mais  il  est  fort  remarquable  que  la  chose  n'a 
fait  que  changer  de  nom;  car  l'Analyse  de  Descaries  ne  présente  elle-même,  dans  ses 
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;i|>|)li('alions,  qu'un  porisnic  comiimol,  iiinis  toujours  d'une  mcmc  nîitiirr,  cl  (rtuic  forme 
convoiinc,  (|ui  esl  trrs-proprc  aux  usaj^cs  auxcpicis  nous  rcniployons.  (^ar  ceUe  Analyse 
a  pour  hul,  coninie  la  doclrine  des  porisnies  d'Kuclide,  de  tirer,  des  conditions  d'iui 
lieu,  une  ex|)ressi()n  nouvelle  de  ee  lieu,  <pu'  nous  soit  connue,  et  (lui,  par  ses  rapports 
avec  certains  termes  de  comparaison,  nous  fasse  connailre  la  nature  et  la  position  de  ce 
lieu. 

Par  exemple,  (pion  demande  de  trouver  un  point  tel  que  le  carré  de  sa  distance  à  un 
point  fixe,  soit  dans  ini  rapport  doimé  avec  la  distance  de  ee  point  à  une  droite  fixe. 

En  prenant  dans  le  plan  de  la  ligure  deux  axes  rectangidaires ,  cl  en  ap|)elant  x  et  y  les 
distances  du  point  cherche  à  ces  deux  axes,  on  trouve,  entre  ces  variables,  une  relation 
de  la  forme 

x*  -+-  y*  -+-  ax  -4-  by  =  c% 

où  a,  b,  c  sont  des  eoelïicients  constants,  composés  avec  les  données  de  la  question.  Cette 
équation  exprime  donc  ce  porisme  : 

«  On  peut  trouver  deux  lignes,  a,  h  ci  tm  carré  c'^,  tels  que  les  carrés  des  distances  du 
point  cherché,  aux  deux  axes  menés  dans  le  plan  de  la  ligure,  |)lus  les  produits  de  ces 
distances  par  les  deux  lignes  a,  b  respectivement,  forment  une  somme  égale  au  carré  c^.  » 

Ce  porisme  fait  voir,  par  les  éléments  de  la  Géométrie  analytique,  que  le  lieu  cherché 
est  un  cercle. 

Mais  si  ces  éléments  n'étaient  pas  formés,  ou  qu'on  voulût  s'en  passer,  on  simplifierait 
l'équation  ci-dessus  en  changeant  l'origine  des  coordonnées,  et  l'on  arriverait  à  une 
équation  de  la  forme  : 

qui^exprimerail  ee  second  porisme  : 

«  Il  existe  dans  le  plan  de  la  figure  un  certain  point,  (juon  peut  déterminer,  et  qui  se 
trouve  toujours  à  une  même  distance,  qu'on  peut  déterminer  aussi,  de  chacun  des 
points  cherchés.  » 

Ce  porisme  fait  voir  que  le  lieu  du  point  cherché  est  un  cercle,  de  grandeur  et  de 
position  déterminées. 

Ces  résultats,  auxquels  nous  sommes  parvenu  par  la  méthode  des  coordonnées  de 
Deseartcs,  auraient  pu  s'obtenir  aussi  sans  calcul  et  d'une  manière  purement  géomé- 
tricpie.  Mais,  quelle  que  soit  la  voie  que  l'on  suive,  on  voit  qu'on  peut  les  considérer 
comme  des  porismes.  Et  cela  explique  comment  nous  concevons  que  la  méthode  de 
Deseartcs  a  remplacé  les  porismes,  en  substituant,  à  l'aide  du  calcul,  aux  divers  genres 
de  porismes  dont  les  Anciens  faisaient  usage,  une  seule  et  unique  formule  générale  qui 
se  prête,  avec  une  facilité  merveilleuse,  à  toutes  sortes  de  questions. 

Après  avoir  émis  les  idées  que  nous  nous  sommes  faites  sur  la  doctrines  des  porismes, 
il  nous  faudrait  les  soumettre  à  une  interprétation  du  texte  (jue  Pappus  nous  a  laissé  sur 
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(•(•II»'  mitli(''i'»'.  Mais  cciif  Nnic  csl  (h'-jà  lr(i|)  longue,  cl  nous  ne  ixiiivoris  ciilrcr  ici  diins  dv 
(cls  (l(''vcl()|)|»«'m('iils. 

Mous  nous  Itonicrons  i\  dire  (|u'cn  prcniuil  [loin'  |Miini  de  (li''|).'irl ,  ci  poni'  h.isr,  noirr 
niani(''i'c  de  conccNoii'  h  docliiiic  des  poi'isnics,  nous  avons  ohicnu,  assez.  naliM'cllcincnl, 
une  inlcr|)r(''lalion  (U's  vinf!:l-(|uali'c  (''nonc(^s  ilc  porisnics  (juc  n'a  jtas  i'('(al)lis  Sinison.  .Nous 
nous  sonuni's  aid('',  dans  l'c  (ravail,  des  (iciilc-huil  Icnuncs  de  l'a|t|)us  sin*  les  |iorisnies, 
01  do  ses  proposiiions  sur  les  loni  plonn  d'Apollonius.  (!ar  les  porisnics  (ri'liiclidc  (;lant 
dos  propositions  locales,  sur  la  ligne  droilc  cl  le  ceiele,  nous  avons  pons(''  (prApoIhuiitis 
avait  dû  s'en  servir  pour  loriner  ses  loat  phuta,  (pii,  à  leur  tour,  pourraieni  servir  poin- 
lornier  un  traité  des  |)orisnies. 

Los  limites  dans  loscpicllos  nous  devons  nous  rcMilernier  ne  nous  |)ornieltenl  pas  dénon- 
cer  ici  les  porisinos  (juo  nous  avons  trouvés  comme  répondant  au  texte  do  Pa|)pus.  INIais 
nous  allons  donner  doux  propositions  très-générales  (]ui  nous  ont  paru  coniprondre,  dans 
leurs  nombreux  corollaires,  les  quinze  énoncés  de  Pappus,  appartenant  au  premier  livre 
des  Porisnics  d'Euclide,  et  desquelles,  par  conséquent,  on  pourra  déduire  autant  de  théo- 
rèmes répondant  à  ces  énoncés. 

De  ces  deux  jn'opositions  dérivent  aussi  plusieurs  systèmes  de  coordonnées,  particuliè- 
rement celui  de  Descartes. 

Il  résulte  de  là  une  véritable  connexion  entre  les  porismes  d'Euclide  cl  les  systèmes  de 
coordonnées  modernes,  qui  sera  peut-être  un  commencement  de  justification  des  idées  que 
nous  avons  émises  sur  la  doctrine  des  porismes. 

Voici  quelles  sont  les  deux  propositions  en  question;  nous  les  énonçons  sous  forme  de 
porismes  : 

Pkemieu  POiusME.  Étant  pris,  dans  un  plan,  deux  points  P,  P',  et  deux  transversales 
qui  rencontrent  la  droite  PP'  aux  points  E,  E';  et  étant  pris  sur  ces  deux  transversales, 
respectivement ,  deux  points  fixes  o,  o'; 

Si,  de  chaque  point  d'une  droite  donnée,  on  mène  deux  droites  aux  points  P,  P',  qui  ren- 
contreront respectivement  les  deux  transversales  EO,  E'O'  en  deux  points  a,  a'  ; 

On  pourra  trouver  deux  quantités  ).,  [}.  telles  ciue  l'on  aura  toujours  la  relation  : 

Oa  O'a' 

(1) ,      .     .     . H> ==w. 

^  '  .  Ea         E'a'       ^ 

Second  pohisme.  Étant  menées,  dans  un  plan,  deux  droites  fixes  c/ui  se  rencontrent  en 
un  point  S;  et  étant  pris  sur  ces  deux  droites,  respectivement,  deux  points  fixes  o,  o'  ; 

Si,  autour  d'un  point  donné,  on  fait  tourner  une  transversale,  qui  rencontrera  les  deux 
droites  fixes  en  deux  points  a,  a'  ; 

On  pourra  trouver  deux  quantités  l,  ^j.  telles  cfion  aura  toujours  la  relation  : 

Oa  O'a 

(2) — -4-> 


Sa  Sa' 
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Les  rc('i|)r()(|U('s  de  ces  tlcn\  propositions  sont  vriiics;  cesi-ù-dire  (jiie  : 

1"  Quand  r('(|iiali(>n  (1)  n  li<'ii  «ntre  les  scginenis  que  les  points  variables  a,  a'  l'ont  sui' 
les  deux  droites  lixes  l'A),  E'O',  les  dioiles  Va,  Va'  se  eioisenl  en  un  point  dont  le  lieu 
est  une  droite,  déterniinée  |)ar  les  valeurs  des  constantes  /  el  u. 

2"  Quand  ré(|uation  (2)  a  lieu  entre  les  segments  que  deux  |)oints  variables  a,  a'  font  sur 
deux  droites  fixes  S(),  SO',  la  droite  aa'  passe  toujours  par  un  même  [)oint,  déterminé 
par  les  valeurs  des  constantes  /  et  a. 

Du  premier  porisme  cl  de  sa  réciproque,  on  conclut  aisément  ce  porisme  très-général, 
(|ui  concerne  toutes  les  courbes  géométri(|ues  : 

PoHiSME  GKM'RAL.  Los  luèmes  choses  i'ianl  supposées  que  dans  le  premier  porisme, 
si,  de  chaque  point  d'une  courbe  géométrique  donnée,  on  mène  des  droites  aux  deux 
points  P,  P',  qui  rencontreront  les  deux  transversales  fixes,  aux  points  a,  a',  respective- 
ment ; 

U  existera  des  valeurs  des  coefficients  a,  o,  y,  d,  etc.,  qui  satisferont  à  l'équation  géné- 
rale, du  degré  m,  entre  les  deux  rapports  ^^  >  ^,  : 

OaV"       [    O'a  \  /Oa\'"-' 

—      -+-    a- hS      —        -+-etc.  =  0. 

Ea)  \    E'o'  J  \Eal 

De  là  résultent  une  infinité  de  systèmes  de  coordonnées,  propres  à  représenter  tous  les 
points  d'une  courbe;  on  y  trouve  celui  de  Descartes,  en  supposant  le  point  P  à  l'infini  sur 
la  transversale  O'E',  le  point  P'  à  l'infini  sur  la  transversale  OE,  el  que  les  deux  points 
0,  0'  soient  l'un  et  l'autre  à  l'intersection  des  deux  transversales. 

Le  second  porisme  et  sa  réciproque  donnent  pareillement  lieu  à  un  porisme  très-général, 
(jui  concerne  toutes  les  courbes  géométriques  : 

Porisme  général.  Étant  menées,  dans  le  plan  d'une  courbe  géométric/ue,  deux  transver- 
sales qui  se  rencontrent  en  S,  et  étant  pris  sur  ces  droites,  respectivement,  deux  points 
fixes  o,  o'; 

Lue  tangente  quelconque  à  la  courbe  rencontrera  ces  deux  droites  en  deux  points 
a,  a'; 

Et  si  la  courbe  jouit  de  ce  caractère  général  que,  par  un  point  pris  au  dehors,  on  puisse 
lui  mener  généralement  et  au  plus  m  tangentes, 

Il  existera  des  valeurs  des  coefficients  a,  o,  y, ,  qui  satisferont  à  l'équation  générale, 

du  degré  m,  entre  les  deux  rapports  ^^^>  %^'- 

Oa\"       I    O'a  \  /Oa\"-' 

a 1-  ê        -+-CtC.  =  0. 


Sa/  \     Sa'  /  \Sa 

Revenons  à  nos  deux  propositions  générales  primitives,  exprimées  par  les  équations  (l") 
et  (2). 


NOTKS.  '2H\ 

(lliîK'iiiic  (le  CCS  i''i|ii;ilioiis  |iciil  se  tniiisCdiiiicr  de  (lillV-rciilcs  niiiiiicrrs  eu  (rjiiilrcs,  (|iii 
niiionl  «lcii\,  lidis  on  (iniilrc  Icniics.  IMiisiciiis  de  ces  dînisCMiiniilions  sont  ii(''ccssiiiics 
|u)iir  «lonncr  riiiU'ipiclalioii  des  l'orisiiirs  du  premier  livre  d'I'jiclide.  Nous  devons  iijoii- 
Icr  (|iie  cliacime  des  c(|iiiilions  qiii'  l'on  ohlieni  niiisi ,  sert  à  exprimer  plusieurs  ixirisines 
(lill'érenls,  parce  (pi'oii  \  pciil  prendre  poin'  ineoiinnes  du  |>orisme,  an  lien  des  coellieienls 
eoMslnnls,  connue  nous  l'avons  lail ,  dillérenles  parties  de  la  ligun-,  telles  tpic  les  points 
0,  (>',  ou  les  directions  des  transversales. 

On  tirera  de  la  sorle,  de  nos  deux  pro|)osiii()ns  jj;énérales,  ime  midlitn(l<>  de  porismes, 
et  nous  croyons  ne  |)as  exagciei'  en  en  portant  le  noud)rc  à  deux  on  Mois  eents.  Lue  telle 
abondance  s'aceorde  bien  avec  ce  (jue  dii  l*appus,de  la  léeondité  des  Porismes  d"I>nclide  : 
«  l'iToninid  Pon'sHialn  non,  nisi  prima  principia ,  vl  seniinu  lantum  mulfariim  et  m<if/)ta- 
»   ritm  reriim  spausisse  vidi:tiih  (Knclide).  » 

Des  dillérenles  é(pialions  identicpies  dont  nous  venons  de  parler,  nous  avons  choisi 
pour  exemples  les  écpiations  (1)  et  (!2),  parce  que  ce  sont  celles  (|ui  end)rassenl  le  mieux 
l'inlinité  de  proj)osiiions  (pie  com])orte  cette  matière,  et  surtout  paice  (jue  ce  sont  celles 
(pii  ont  ItMU's  analogues  dans  l'espace,  et  (pii  servent  à  étendre  la  doctrine  des  porisnics 
d'Kuelide  à  la  (iéoméirieà  trois  dimensions. 

\'oici  les  deux  théorèmes  généraux  (jui  reiuplironi  cet  objet;  nous  les  énoncerons  sous 
forme  de  porismes  : 

PnEMiKK  POi\isME.  Étant  donnes,  dans  l'espace,  un  triangle  ABC  et  trois  transversales 
quelconqttes ,  qui  rencontrent  le  plan  du  triangle  en  E,  E',  E"  ;  et  étant  pris,  sur  ces  trois 
droites,  trois  points  fixes  0,  0',  0"; 

Si,  de  chaque  point  d'un  plan  donné,  on  mène  trois  plans  passant  respectivement  par  les 
trois  côtés  \B,  BC,  CA  du  triangle,  et  rencontrant  respectivement  les  trois  transversales 
aux  points  a,  a',  a"; 

On  pourra  trouver  trois  quantités  constantes,  /,  {j.,v,  telles  qu'on  aura  toujours  l'équation  : 


0«         O'rt'  0"a" 


!■ 


u.  — ■  ==> 

"    E"'  „" 


V. 


Ea  E'a  E"a 

Et,  réciproquement,  les  trois  coeffîciens  À,fji,  v  étant  donnés,  il  leur  correspondra  tou- 
jours un  certain  plan  qu'on  pourra  déterminer. 

Second  porisme.  Étant  pris ,  dans  respace,  un  angle  trièdre  dont  le  sommet  est  en  S;  et 
étant  pris,  sur  ses  arêtes,  trois  points  fixes  0,  0',  0"; 

5/,  autour  d'un  point  donné,  on  fait  tourner  un  plan  transversal ,  qui  rencontre  les 
arêtes  de  l'angle  trièdre  en  a ,  a'  et  a"  ; 

On  pourra  trouver  trois  quantités  constantes ,  À,  u,  y,  telles  qu'on  aura  toujours  l'équa- 
tion : 

0«  O'a'  0"a" 

1-  > 1-  u. . =  V. 

Sa  Sa'  Sa" 
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Kl,  récii)r(>(jtirinciil,  si  diiiis  celle  é(ju;iti(ni  les  trois  cocllieieiils  /,  a,  v  soril  doriiiés,  il 
leur  coinîspondrji  loiijoiiis  un  eerliiirj  poiiildans  res[)aee. 

Ces  deux  iliéorémes  géiiérjiux  soiil  suscepiildes  d'une  infinité  de  corollaires,  au  nombre 
<les<juels  se  irouvenl  le  jjrincipe  de  Iransfonnalion  des  figures  en  d'autres  du  même  genre, 
et  celui  de  la  dualisation  des  propriét«''s  de  l'étendue.  Mais  nous  ne  pouvons  entrer  ici 
dans  tous  ces  détails. 

Nous  devons  [)révenir  que,  (pioifjiu'  nous  n'ayons  ap|)li(pjé  la  doctrine  des  jiorismes 
(pi'aux  propositions  locales,  nous  l'élendons  cej>endanl,  suivant  la  définition  généiale  de 
Simson,  à  toutes  sortes  d'autres  propositions  géométricpies  ou  algébriques,  où  il  y  a  cer- 
taines choses  variables. 

Voici,  pour  terminer  cette  Note,  une  liste  des  auteurs  qui  ont  écrit  sur  les  porismes, 
ou  <pii  seulement  ont  employé  ce  mot,  sans  dire  la  signification  précise  qu'ils  bu'  attri- 
buaient. 

Il  faut  rai)polor  d'abord  que,  dans  son  acception  commune  et  générale,  le  mol  Uopifjfjux, 
chez  les  Grecs,  signifiait  corollaire.  C'est  dans  ce  sens  quKuclide  en  a  fait  usage  dans 
beaucoup  de  propositions  de  ses  Eléments.  ÎVIais,  dans  son  Traité  des  Porismes,  il  avait  un 
sens  particulier. 

Diopliaule,  dans  ses  Questions  arithmétiques ,  a  plusieurs  fois  om|)loyé  le  mol  porisme, 
pour  désigner  certaines  propositions  concernant  la  théorie  des  nombres,  sur  lesqu(;lles  il 
appuie  ses  démonstrations,  et  qui  formaient  probablement  un  ouvrage  qui  ne  nous  est  point 
parvenu.  {Voir,  par  exemple,  les  propositions  5,  o  et  19  du  livre  V.) 

Pappus  et  Proclus,  comme  nous  l'avons  dit,  nous  ont  laissé  des  définitions  difîérentes 
des  porismes  d'Euclidc. 

Ce  sont  là  les  trois  seuls  auteurs  anciens  où  nous  trouvions  le  mot  porisme  employé 
dans  une  acception  autre  que  la  signification  commune  de  corollaire. 

Chez  les  IModcrnes,  on  le  rencontre  d'abord  dans  le  Cosmolabe  de  Besson  (Paris,  1507, 
in-4"),  où  il  est  employé,  concurremment  avec  le  mot  corollaire,  j)our  désigner  des  pro- 
positions déduites  d'une  j)roposiiion  principale.  (Pag.  205,  207  et  210.) 

Vers  le  même  temps,  Dasypodius,  dans  son  livre  intitulé  :  Yolumcn  II  malhematiciim , 
complectens  prœcepta  mathematica ,  astronomica,  logistica  (Argentorati,  1.570,  in-8"), 
a  donné  une  définition  des  porismes,  suivant  le  sens  de  Proclus.  (P.  245  et  suiv.) 

V  iéte  s'est  servi  du  mol  porisma  en  parlant  du  corollaire  qui  suit  la  proposition  16  du 
III*"  livre  des  Éléments  d'EucUûe.  (Variorum  de  reb)(s  mathematicis  responsornm  liber 
Mil,  cap.  Xlll.) 

Neper,  dans  son  immortel  ouvrage  :  Mirifici  Locjarithmorum  canonis  descriptio, 
ejnsciue  usus  in  ufraque  trirjonometria,  etc.  (Edimbourg,  1614,  in-4°),  appelle  Porisma 
une  sorte  de  scholie  général  qui  résume  les  règles  qu'il  vient  de  donner  pour  la  résolu- 
tion des  triangles  spbériques  qui  ont  un  angle  droit  ou  un  côté  égal  à  un  quadrans. 

Alexandre  Andersen  intitule  Porisma  un  problème  local,  où  il  s'agit  de  trouver  le 
lieu  des  sommets  des  triangles  qui,  ayant  même  base,  ont  leurs  deux  autres  côtés 
dans  un   rapport  constant.  Voir  :  Animadversionis  in   Franciscnm  Vietam  a  Clémente 
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Ci/riiKo  iniiicr  ctlitiv,  1)1  cris  AtixptiiK;^  \H'\'  Alcxaiitlritiii  Aiidcrsoniini.  Cl';iiis,  1(il7,  in-4', 
7  \)ii'^cs.)  ' 

|{;t('licl  (le  !M('/.in';ic ,  à  l'inslîir  de  Diopli.intc,  a  îiiissi  ciiiployi'  If  unit  porismr,  cl  lu 
(loiiiir  i\  une  série  de  inoposiliotis  siii'  la  llM-otie  des  nombres,  (|iii  préeèdeiil  sa  (radiie- 
lion  e(  son  eoiinnenlaii'e  des  six  liM'es  arilhnii'li(|ites  de  l'analyste  grec;,  el  (|ni  sont  eoinnie 
luilani  de  lennnes  néeessaires  poui"  rinlelli;;enee  de  cei ouNia^e.  (les  porisnies  s(»n(  eti  Irois 
livres  inlilides  :  Clatidii  (insjmris  liavhvti  schusiaiii  in  IHo/t/idiilKin ,  l'orisnKifinn  li/jii 
lies.  (Paris,  l(;!2l,  in-l'ol.) 

Saville,  dans  ses  l^rcclcctioncs  Iredeciin  in  /iriiidjiiiiin  clvinciilonnii  iluclidis  (Oxonii, 
1(')'2I  ,  in-4"),  a  donné  nni'  délinition  des  porisnios,  dans  le  sens  de  Procliis.  (Lectiira 
prima,  \).  18.) 

Alheri  (Jii'ard  annonçait,  dans  sa  Trif/onoinrtric  [Iai  llayc ,  I()'2(),  in-10),  et  <lans  son 
Cionunentaire  des  (HCiiircs  de  Stevin  (Leyde,  I(m4,  in-lbl.,  p.  i.'iD),  avoir  rétabli  les  l'orisnu-s 
dKnelide.  Mais  ce  travail  n'a  pas  vu  le  join-.  Pnissc-t-il  n'être  |)as  enlièrernenl  perdu  ! 

Kirelier,  dans  la  j)arlie  de  sor»  .l/-.s-  nicu/nn  Ijitris  et  i'nihtœ  (Uoinie,  1()4(),  in-l'ol.),  (pii 
traite  des  scellons  conicines,  se  sert  en  niénic  lejn|)s  des  trois  mois  corollariiini ,  coii.ser- 
lariinn  et  porisnia ,  |)()iir  désigner  des  consé(|uences  d'une  proposition  principale.  Mais  le. 
plus  souvent  cc|)endant,  le  dernier  mol  s'a|)pli(pie  à  une  proposition  (pii  n'est  pas  la  con- 
sé(|uence  de  celle  (pu  a  été  démontrée,  mais  cpii  en  est  au  contraire  mie  généralisation,  ou 
du  moins  qui  s'y  rapporte ,  conuiic  faisant  partie  de  la  même  tliéoi'ie.  Par  exemple,  afircs 
«pi'ime  propriété  de  la  |)aral)ole  vient  d'être  démontrée  sous  le  titre  ilc  projwsition,  on 
trouve,  sous  le  titi-e  île  pnrisvies,  les  propriétés  analogues  de  Fellipse  et  de  l'hyperbole 
(t;o//-pag.  27)7  et  258;  242  et  245). 

Scbooten,  dans  ses  Sectioncs  (rif/inta  inisccllaneœ  (livre  V^  des  ExercHaliones  mnthcma- 
licœ.  Leyde,  1657,  in-4"),  intitule  Porisnia  la  section  24%  où,  pour  donner  un  exeniple  de 
la  manière  de  découvrir  en  (iéométrie  les  propriétés  des  ligures,  il  se  propose  de  trouver 
celles  qui  appartiennent  à  la  figure  formée  par  ditlërentes  droites  menées,  d'une  certaine 
manière,  dans  le  plan  d'un  cercle.  (P.  484  des  Excrcitationcs  matheina[icœ.) 

Les  quatres  géomètres  suivants  ont  traité  formellement  de  la  divination  des  porismes  : 

Marin  ("dietaldi.  De  resolutione  et  eoniposifione  matheniafica,  lib.  V;  opus  j)Osthumum. 
Ronicc,  l()40. 

Bulliaud,  Excrcitationcs  fjeomelricœ  1res  :  1"  cirea  denionstrationes  per  inscriplas  et 
vircnniscriptas  figuras;  2"  eirea  conicarin)i.  sectionuni  quasdani  propositiones;  ô"  de  Poris- 
niatibus.  Parisiis,  lGo7,  in-4°. 

Keiialdini,  De  resolutione  el  eoniposilione  niathematiea,  libri  duo.  Palavii,  1(K)8,  in-f". 

Fermât,  Varia  opéra  matheniativa.  Toloste,  1679,  in-fol. 

I  Aiidersou  avait  écrit  plusieurs  ouvrages  sur  l'Analyse  géomélrlque  des  Anciens,  qui  n'ont  pas  été  publiés. 
.Merseniie,  dans  son  livre  de  la  Vérité  des  sciences  (16:23,  in-l:2;  pag.  lai),  l'ail  un  grand  éloge  de  ce  geomèue, 
(|ui,  i)endantsa  vie,  dil-il,  n'a  pas  élé  traité  selon  son  mérite,  bien  ([u'il  piit  approchtir  d'Archiniède  et  d'Apol- 
lonius. Puis  il  ajoute  ([u'Auderson  avait  préparé  plusieurs  ouvrages  [lour  supiiléer  à  ceux  des  Anciens  qui  ne  nous 
sont  point  parvenus;  el  il  engage  les  personnes  qui  les  possèdent  à  n'en  pas  priver  les  sciences. 
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Poriamalum  EncMiUrnvum  mwvata  doctrina,  et  suh  forma  isarjor/es  recentioribus 
(iCONirlikis  ox/nhila.  Ct'l  ccril ,  (le  (jiialrc  pages,  avail  été  (•(niiniiini(|n(''  par  Fermai,  plu- 
sieurs années  aiiparavani ,  à  divers  géomèlres,  cl  entre  aiilrcs  à  Hiilliaud,  (pii  en  l'ail  nien- 
(ion  dans  l'ouvrage  rjue  nous  venons  de  citer  de  eel  auleiii-. 

Maintenant,  après  (pi'nn  siè'cle  s'csl  écoulé  sans  nous  oiïiir  aucun  ('crit  sur  les  poristncs, 
nous  trouvons  : 

Lawson,  Trcalisc  vonvcniiiKj  Purisms,  1777,  in-4". 

Ce  géomètre  est  auteur  d'un  autre  ouvrage  sur  la  Géométrie  des  Anciens,  inlitulé  : 
Gcomclrkal  nnalysis  of  thc  antients,  in  8°,  177.'). 

Wallace,  Gcomelrkal  Pon'sins,  1790,  i/i-4". 

IMaNlair,  On  IfieoHfjin  and  investUjation  of  Potisuuj  Transactions  de  la  Sociélé  royale 
d'Êdiinhourg,  lom.  111,  année  1794,  el  toni.  III,  pag.  179  des  Œuvres  de  IHaijfair,  en 
(jualre  vol.  in-8%  18!21 

Lhuiiier,  Êlëmens  d'Analyse  f/éoniétri(jue  et  d'Analyse  alyéhrif/ne,  in-4'',  1809. 

J.  Lcsiie,  Geometrkal  analysis,  liv.  HI'- ;  in-8'',  Edind)ourg  1809  el  18^21. 

Cet  ouvrage  a  été  reproduit  dans  noire  langue  par  M.  Auguste  Comte,  à  la  suilc  du 
second  supplément  à  la  Géométrie  descriptive,  par  M.  Hachette,  in-i",  1818. 

Dans  ces  dernières  années,  M.  lloëné  Wronski  a  donné  un(!  nouvelle  interprétation  des 
porismcs,  cl  s'est  servi  de  ce  mot  dans  son  Introduction  à  la  pliilosophie  des  mathéma- 
tiques (pag.  217). 

M.  Kisenman,  professeur  à  l'Kcole  des  ponts  et  chaussées  de  France,  qui  s'occupe  dune 
Iraduciion  des  Oliuvres  de  Pappus,  accompagnée  du  texte  grec,  a  porté  son  attention  sur  la 
doclrine  des  porismcs,  dont  il  promet  une  explication  nouvelle,  (Voir  Traité  des  Propriétés 
projecfives,  introduction,  pag.  57). 

Nous  désirons  vivement,  avec  M.  Poncelel,  que  la  publication  de  cet  ouvrage,  qui  serait 
si  utile  à  la  Géométrie,  n'éprouve  pas  de  tro|)  longs  retards. 

Castillon,  célèbre  géomètre  du  siècle  dernier,  qui  était  irès-vcrsé  dans  la  Géométrie 
ancienne,  pensait  que  le  Traité  des  Porismes  existait  encore  en  Orient  au  XIIT  siècle,  et 
(piVin  conunenlaire  du  fameux  astronome  et  géomètre  Nassir-Eddin,  de  Thous,  sur  un 
ouvrage  (rFuclide,  dont  parle  d'Ilerhelol  dans  sa  Bibliothèque  orientale,  se  rapportait  à 
ce  traité  même,  (pii  seul  avail  pu  mériter  d'être  commenté  [)ar  le  célèbre  géomètre  |)ersan. 
«  Heureux,  s'écrie  Castillon,  si  je  ne  me  trompais  pas!  Heureux  les  géomètres  (pii  possé- 
deraient CCS  adnn'rables  livres  et  en  connailraienl  le  prix!  »  {Ménioires  de  l'Acadéinie  de 
Berlin,  années  1780-1787.) 

Que  de  découvertes  précieuses  pourront  être  faites  dans  les  bibliothèques  d'Orient  ',  si 
\\u  jour  elles  sont  explorées  sous  les  auspices  de  quelque  gouvernement  ami  des  sciences, 
et  jaloux  de  la  gloire  qu'elles  ont  répandue  sur  les  siècles  des  Plolémée,  des  Médicis,  de 
Louis  XIV. 

'  Les  Porsaus  prélendeiil  posséder  quelques  ouvrages  grecs  que  nous  n'avons  i)as;  el  nous  voyons  en  effet 
que  les  Arabes  en  cilenl  plusieurs  (|ui  nous  sont  inconuus.  {Voy.  Monlucla,  Histoire  des  Math.,  tome  1", 
pag.  373  el  594.) 
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NOTi:   IV. 


(pnF.Mii:nR   kpoqii:,  §  12.) 


Sur  la  inanih'c.  de  construire  le.s  l'oi/ers  dans  le  cône  oblique, 
et  d'f/  démontrer  leurs  propriétés. 

Apollonius  appelle  les  foi/crs  {{es  ('oni(fn('s,  points  (l'ajiplinition  (^l'iincta  ex  (ipplicn- 
tionc  fdcla),  cl  los  délinij  ainsi  :  chacun  de  ces  poinis  divise  le  j^rand  axe  de  lellipsc 
on  l'axe  Iransversede  riiyperholc,  en  deux  segincnls  donl  le  produit  est  égal  au  carié  du 
(lenii-a\c  conjngnê,  ou,  pour  parler  le  langage  d'Apollonius,  est  égal  au  (|uart  de  la 
//(jure.  Ce  (pi'il  appelle  la  /i (j ii re  cslh  reclaiigle  construit  sur  le  grand  axe  et  sur  le  latus 
rcclufii. 

Cette  construction  des  foyers  ne  les  rattache,  comme  on  IcNoit,  que  très-indirectement 
au  cône;  et  je  ne  sache  pas  qu'on  ait  encore  donné,  de  ces  points,  ur)e  construction  géné- 
rale Cl  directe,  prise  dans  le  cône  même,  dans  le  genre  de  celle  de  Jacques  liernoulli  pour 
le  latus  rcctioti  ;  si  ce  n'est  pour  le  cas  particulier  du  cône  droit,  ainsi  que  nous  le  ver- 
rons dans  le  cours  de  cette  Note. 

Voici,  pour  le  cas  général  du  cône  ohli(ine,  la  construction  à  laquelle  nous  sommes 
parvenu  : 

Le  plan  coupant  étant  supposé,  connue  clans  les  coniques  d'Apollonius,  perpendicu- 
laire au  TRIANGLE  PAR  l'axe;  cpic,  par  ru)i  des  deux  sommets  de  la  courbe,  on  mène  un 
plan  parallèle  à  la  base  du  cône,  et  le  plan  de  la  section  sous-contraire;  ces  deux  plans 
couperont  le  cône  suivant  deux  cercles;  (pie,  par  leurs  centres,  on  mène  un  cercle  tanfjenl  au 
diamètre  de  la  courbe  situé  dans  le  plan  du  triangle  par  l'axe:  le  point  de  contact  sera 

l'un  des  foyers  de  la  COIRHE. 

Quand  le  diamètre  de  la  courbe  sera  situé  entre  les  centres  des  deux  cercles,  cette 
construction  ne  sera  plus  exécutable;  c'est  que  ce  diamètre  n'est  plus  le  grand  axe  de  la 
courbe,  (|ui,  dans  ce  cas,  est  toujours  une  ellipse;  le  grand  axe  est  alors  perpendicu- 
laire au  plan  du  triangle  par  l'axe.  La  constiuction  des  foyers,  poui-  ce  cas,  est  différente; 
mais  elle  devient  encore  plus  simple  que  dans  le  cas  général  :  Que,  sur  la  droite  cpii  joint 
les  centres  des  deux  cercles,  prise  pour  diamètre,  on  décrive  une  circonférence  de  cercle 
dont  le  plan  soit  perpendiculaire  à  celui  du  triangle  par  l'axe  :  les  points  oii  cette  circonfé- 
rence rencontrera  le  graïul  axe  de  la  courbe  seront  les  foyers  cherchés. 

Ces  deux  constructions  conduisent  à  une  expression  unique  et  générale  de  l'excentri- 
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ci(é  d'une  section  e()ni(|ue,  considérée  dans  le  cône  :  l'excenlricilé  est  moi/eune  proportion- 
nolle  nitrr  1rs  disfaiicps  du  centre  (!<•  In  coinhc  aux  ceufms  des  deux  sections  circulaires 
qu'on  peut  faire  passer  par  l'un  des  sommets  de  lu  courbe,  compris  dans  le  plan  du  triant/le 
par  Vaxe. 

Quand  le  cône  est  droit,  l'expression  de  l'excenlricilé  devient evtrémemenl  simple  :  Que, 
du  centre  de  la  section  d'un  cône  droit  par  un  plan ,  on  abaisse  sur  l'axe  du  cône  une 
ohlifpie  parallèle  à  l'une  des  deux  arêtes  comprises  dans  le  jtUni  du  triauf/le  par  l'axe;  cette 
ohlifiue  sera  éf/ale  à  l'excentricité  de  la  section. 

lir.MAugLK.  —  Notre  construction  des  foyers,  dans  le  eone  ohlicpie,  démontre  (pje  les 
focales  de  MM.  Quetelet  et  Van  Uees,  ces  courbes  du  troisième  degré  (jui  sont  le  lieu 
géoméiricpie  des  foyers  des  sections  faites  dans  un  cône,  [)ar  des  plans  menés  par  une 
tangente  au  cône,  perpendiculaire  à  l'un  de  ses  plans  principaux;  que  ces  courbes ,  dis-je , 
considérées  sur  le  plan,  sont  le  lieu  géométri(|ue  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées,  par  mi  point  fixe,  à  jjlusienis  cercles  (|ai  passent  par  deux  mêmes  points,  ou,  plus 
généralement,  (pii  ont  même  axe  de  symptose  deux  à  deux.  Proposition  que  nous  avions 
énoncée  déjà,  sans  démonstration.  [Correspondance  matliém.  de  M.  Quetelet,  tom.  Vi, 
pag.  207.) 

Mais  on  voit,  de  plus,  que  ces  focales  ne  sont  pas  toujours  le  lieu  géométri(pie  complet 
des  foyers  des  sections  du  cône;  et  que,  quand  ces  sections  sont  faites  par  des  plans  per- 
pendiculaires au  triangle  par  l'axe,  il  y  a,  outre  la  courbe  du  troisième  derjrè,  un  cercle 
situé  dans  un  autre  |)lan,  (|ui  complète  ce  lieu  géométri(jue. 

Celle  remanpie  avait  échappé  à  l'analyse  enqjloyée  par  31.  \  an  Kees,  dans  son  intéres- 
sant Mémoire  siu'  les  focales.  (Correspondance  ntal/iém.,  tom.  V,  pag.  561.) 

La  construction  que  nous  venons  de  donner,  des  foyers  des  coniques,  prises  dans  le 
cône  oblique,  ne  se  prèle  pas  à  la  démonstration  des  propriétés  de  ces  points,  et  n'est  pas 
|)ropi'e  même  à  iiidicpier  a  priori  leur  exislence  dans  les  coniques.  Il  reste  donc  à  recher- 
cher comment,  par  la  considération  des  coniques  dans  le  cône,  on  peut  être  conduit  à  la 
découveiie  de  leurs  foyers. 

(jClte  question  a  déjà  occupé  cpiehiues  géomètres. 

Hamilton,  auteur  d'un  bon  Traité  géométrique  des  Coniques  considérées  dans  le  cône  ', 
a  cherché  à  tirer,  de  la  nature  même  du  cône,  les  propriétés  de  la  directrice  des  coni(pies. 
IMais  il  se  sert  du  cône  droit,  et  il  y  supj)ose  connu  a  priori  le  foyer  de  chaque  section. 
(Pag.  100  et  122.) 

Dans  ces  derniers  temps,  MM.  Quetelet  et  Dandclin,  en  considérant  les  coniques  dans  le 
solide,  sont  parvenus  à  de  fort  beaux  lésullats  nouveaux,  dont  le  suivant  offre,  je  crois  ,  la 
première  construction  (|u'on  ait  donnée  des  foyers  des  coniques  dans  le  cône  : 

Un  cône  droit  étant  coupé  par  un  plan,  si  l'on  conçoit  deux  sphères  inscrites  au  cône,  e 
tanqentes  au  plan ,  les  deux  points  de  contact  seront  les  foyers  de  la  section  du  cône  par  le 

'  De  section  Unis  coiiicis  Iracfalus  (jeomelricus ,  in  quo ,  ex  iiaturà  ipsius  cuni,  sectionum  a/l'ecliones  faciiliine 
deiliuunlur,  melliudo  noca.  Dublin,  1758,  iii-4". 
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f)l(tii  ;  cl  les  (Iroilis  siiiidiil  IisiikcIIcs  ce  ithin  sera  ivuniiiliv  /i(ir  1rs  jihtns  des  nniihcs  ilr 
conloct  tics  siilicrcs  cl  du  ciiuc ,  scroni  les  ilircciriccs  rorrcspoiiddnt  à  ces  deux  foi/n's  ich- 
pcclircnicnl. 

M.  DiiiHiclin  il  ('■Ictidii  cr  llirorriiu'  .iiix  cniiiiiiics  coiisidri-ri-s  (l.-iiis  riiypci-lioloidc  de 
ivvoliiliim.  :iii  lien  du  »(»iic  dinil  '  ;  cl  depuis,  nous  InNoiis  ^riirridisi'  encore,  en  le  r;i((îi- 
clinnl ,  connue  eorolliure,  i\  luic  |>ro|>i'iélé  {i;énéride  di-s  sui  l'iices  du  second  dcjirc.  (^Annales 
de  Mdlhcninliiiiivs,  (oui.  \l\,  |>;ij;.  I()7.) 

(In  juiire  corolliure  de  celte  piopriclé  jj;énéride  esl  lui-nu^nie  une  piopiic'-lé  des  foycîrs 
considéiés  dans  lo  cône  ol)li(pie  : 

Un  cône  ohUifUc  claiil  coupe  par  un  plan  (/uclconf/nc,  si  l'an  iuscril  uu  rôur  une 
surface  du  deuxième  degré,  (/ui  soil  langcnle  à  ce  plan,  de  manière  (pie  le  point  de 
contact  soit  rextrèmitè  d'un  des  deux  dia-mètres  lieux  des  cetihes  des  sections  circu- 
laires de  la  SU)  face,  ce  point  de  conlacl  sera  le  foyer  de  la  section  faite  dans  le  cône  par 
le  plan. 

(le  lliéorènie  esi  très-général  ;  mais  on  conçoit  (pi'il  ne  |)0MiTail  pas  condiure  à  la  décon- 
vorle  des  foyers  d'inie  coni<pie,  et  (pi'il  n'est  pas  propi'c  à  la  dénionstialion  des  propriétés 
do  ces  points.  Le  ihéorènie  de  IMÎM.  Qnelelel  et  Dandelin,  au  eoniraire,  convient  parlai- 
lenient  pour  cet  objet;  niais  il  no  ooneorno  que  les  conicpics  prises  dans  le  cône  droit.  Il 
reste  donc  encore  à  trouver  le  moyen  do  tirer,  de  la  nature  du  cône  oblicpic,  la  connais- 
sance et  les  pro|)riétés  des  foyers. 

Nous  proposerons  pour  cela  deux  méthodes  : 

La  première  consiste  à  prendre  le  plan  coupant  (suppose  perpendiculaire  au  triangle 
par  l'axe,  comme  dans  les  coniques  d'Apollonius)  de  manière  que  Taxe  du  cône  fasse,  avec 
ce  plan,  un  angle  égal  à  celui  qu'il  fait  avec  le  plan  de  la  hase  du  cône. 

Le  point  où  cet  axe  perce  le  plan  coupant  est  le  foyer  de  la  section. 

Ce  foyer  correspond  au  centre  du  cercle  (jui  sert  de  hase  au  cône,  c'est-à-dire  qu'il  en 
est  la  perspective;  et  dès  lors  les  propriétés  de  ce  centre doiment  des  propriétés  caractéris- 
tiques du  foyer. 

La  seconde  manière  consiste  à  étudier  les  propriétés  du  cône,  abstraction  faite  des 
sections  qu'y  peut  produire  un  plan  coupant.  On  y  trouve  d'abord  des  propriétés  concer- 
nant deux  plans  menés  i)ar  le  sommet  du  cône,  dont  l'un  est  parallèle  au  plan  de  la  base 
(laquelle  est  un  cercle),  et  l'autre,  parallèle  au  plan  d'une  section  sous-contraire  ;  et  en- 
suite d'autres  propriétés  où  deux  lignes  droites,  menées  d'une  certaine  manière  par  le 
sommet  du  cône, jouent,  sous  un  rapport,  un  rôle  analogue  à  celui  des  deux  plans,  et  pré- 
sentent une  grande  analogie  avec  les  foyers  des  coniques. 

Si  l'on  coupe  le  cône  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'une  de  ces  deux  droites,  la  conique 
qui  en  résulte  a  pour  foyer  le  point  où  ce  plan  coupe  cette  droite  ;  et  une  partie  des  pro- 
priétés de  la  droite,  considérée  dans  le  cône,  s'applique  à  ce  foyer  considéré  par  rapport 
à  la  conique. 

'  Mémoires  de  V Académie  de  Bruxelles,  lome  111. 
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N'oili"!,  rointtic  (tu  voit,  un  socfiiid  nioycri  (rr^liidicr  les  propric'lr.s  des  fovrrs  dniis  le 
font'  nicnu'. 

QuiiiM  iiiix  ()i()jnit'(c>  du  coiic,  iclalivcs  ;hix  deux  plans  cl  aux  dt-nx  droilc.s  doul  nous 
venons  de  j)arler,  elles  s'ohiiennent  faeilenienl  par  de  simples  eonsidéralions  de  Géoniélrie. 
Nous  en  avons  trouvé  un  certain  nombre,  |)ar  celte  voie,  dans  un  écrit  (|ui  fait  partie  du 
sixième  volume  des  Nouveaux  Mémoires  de  l' Académie  de  Bruxelles. 


NOTE   V. 


(PRI'.MIKKr.    KPOglR,    ^    lo.) 


Stir  la  définition  de  la  Géométrie.  —  Ré  flexions  sur  la  dualité, 
considérée  comme  loi  de  la  nature. 

La  distinction  qu'Aristote  et  Dcscarles  ont  faite  des  deux  questions  différentes  qui  sont 
l'objet  constant  des  sciences  matliémaliques,  nous  autorise  à  liasaider  une  observation  eri- 
ii(pie  sur  la  définition  de  la  Géométrie,  qu'on  trouve  dans  presque  tous  les  traités  élémen- 
taires. C'est,  dil-on,  la  sdence  qui  a  pour  objet  la  mesure  de  retendue.  Or  la  mesure, 
|)ropremcnt  dite,  n'est  que  la  trés-j)elite  partie  des  propriétés  de  l'étendue,  qui  font  l'objet 
des  travaux  des  géomètres.  Ainsi,  nous  ne  sachions  pas  que  MM.  Gergonne,  Poncelet, 
Steiner,  Plucker,  etc.,  dont  les  travaux  récents  n'ont  point  été  sans  éclat,  aient  beaucoup 
considéré  la  inesure ,  comme  on  l'entend  dans  la  définition  que  nous  venons  de  citer.  La 
Géométrie  descriptiie  i\c  Mongc ,  (.\\ù  appartient  essentiellement  à  la  science  des  propriétés 
de  l'étendue  ,  peut  servir  pour  trouver  la  mesure  des  corps,  mais  ce  n'est  certainement  là 
que  le  moindre  de  ses  usages.  La  définition  en  (|uestion  est  donc  incomplète  et  insuffi- 
sante. 

Mais  celte  insuffisance  n'est  peut-être  pas  sans  conséquence  fâcheuse,  et  contribue  peut- 
être  au  délaissement  où  la  science  est  tombée.  Caries  maihématiciens  qui  n'ont  pas  suivi, 
depuis  trente  ans,  les  j)rogrès  de  la  Géométrie,  ne  coimaissent  de  celle  science  que  les 
méthodes  de  quadratures  de  Kepler,  de  Cavalieri,  de  Pascal,  de  Grégoire  de  St- Vin- 
cent, etc.,  parce  qu'elles  ont  des  rapports  intimes  avec  les  théories  du  calcul  intégral,  qui 
font  chaque  jour  l'objet  de  leurs  profondes  méditations.  Et  Ion  ne  peut  disconvenir  que  le 
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ciiU'iil  iiil(^^;nil,  ix'rrcclioniiciiicnt  (itml  cf  siililiiiic  de  ces  iiiciliodcs  j{('((iii('-iii(|iics ,  les  rciii- 
plnO(^  loiilcs  iivcc  lin  a\iiMliifi;('  iiicrvcillcnx.  De  là,  l'idrc  i|ii('  rrliiilc  ilc  h  (it'oiiii'iric  pure 
est  chose  (tisense,  piiis^iu'elle  seniil  loiit  tiilièie  icii(eiin»''e(laii.s  les  loiiiiiiles  (riiiiégraiioii, 
c'osl-à-diie,  dans  une  siiii|»le  cl  iiiii(|ii(-  (|iics(ioii  d'Analyse. 

Mais,  si  l'on  comprend  dans  la  dclinilion  de  celle  science  les  lapporls  de  forme  ol  dfi 
sifuafton  des  lij^aiii's,  on  ne  pensera  plus  <|irnne  seule  ronnule  analyliipie  puisse  résoudre 
la  variété  inlinie  de  (iiicsiions  dillércnles  (|ui  se  présenteront  à  riina}?inalion  ;  et  un  exauM'u 
un  peu  approlondi  de  la  naUire  de  ces  (piesiions  conduira,  au  (;ontraire,  à  rcconnailre  les 
grandes  dillicnltés  qu'y  pciil  renconlr(>r  I  insiriiinent  universel  des  iuatliérnali(|ues,  l'Ana- 
lyse de  Deseartes;  on  y  r(>eonnailra  inèiue  un  ordre  général  de  (piestions  [)onr  lesquelles 
cotte  Analyse,  sous  sa  lorine  aciiieile,  paraît  insullisante,  ainsi  (jue  nous  le  ferons  voir 
dans  la  suite  (chap.  VI,  §  a).  (Nous  pensons  aussi  (pi'il  résullcrait  encore,  de  cet  examen, 
la  conviction  (|ue  l'étude  de  la  (iéoméirie  pure,  cultivée  pour  clle-inéme  et  par  ses  pro- 
pres ressources,  est  indispensable  [)oiir  bien  connaître  les  propriétés  de  l'élendiie,  pour 
parvenir  à  la  solution  d'un  grand  nombre  de  questions  importantes,  et  éclairer  la  marche 
de  l'Analyse  dans  toutes  ses  applications,  soit  à  la  (iéométric  elle-même,  soit  aux  phéno- 
mènes naturels. 

C'est  un  point  historique  digne  de  remarque,  que  les  Latins,  qui  n'ont  été  que  de 
bien  faibles  géomètres ,  avaient  néamiioins  senti  le  défaut  de  la  définition  ancienne  de  la 
Géométrie,  cl  lui  avaient  substitué  la  suivante,  que  l'on  trouve  dans  la  Géométrie  de 
Boëce  :  Geomctria  est  disciplina  mognitudinis  inimobilis,  formariimque  descriptio  con- 
templation, per  qnam  uninscujnsque  rei  termini  déclarari  soient.  Celle  définition,  que 
donne  aussi,  ù  peu  près  dans  les  même  termes,  Cassiodore  ',  parait  avoir  été  employée, 
depuis,  par  les  écrivains  du  moyen  âge  :  nous  citerons,  par  exemple,  Vincent  de  Beauvais 
(du  XIII'' siècle),  qui  la  donne  dans  son  Miroir  doctoral  (\i\.  XVI,  chap.  XXVI)  2.  A  la 
Renaissance,  elle  était  encore  en  usage.  On  la  trouve  dans  la  Margarita  philosophica  de 
Reisch  ^;  et  la  définition  que  donne  Tarlaléa,  dans  la  troisième  partie  de  son  Traité  général 
des  Xombres  et  des  IMcsurcs,  est  à  peu  près  la  même  :  «  La  Geometria  è  iina  scientia, 
oiier  disciplina,  che  contempla  la  descrition  délie  figure,  ouer  forme  délia  quaniita  continua 
immobile,  corne  che  è  la  terra,  e  altre  cose  simili.  » 

On  a  lieu  de  s'étonner  que  cette  définition  n'ait  pas  été  conservée.  Il  y  a  longtemps  déjà, 
il  est  vrai,  plusieurs  géomètres,  et  particulièrement  d'Alemberf,  dans  son  Essai  sur  les 
élémens  de  philosophie,  ont  cherché  à  y  revenir,  en  appelant  la  Géométrie  la  science  des 
propriétés  de  retendue  figurée.  Si  cette  définition  exacte  n'a  point  été  adoptée  depuis,  par 
tous  les  géomètres,  nous  en  voyons  deux  raisons. 

Les  uns  ont  sans  doute  voulu  conserver  l'étymologie  grecque  du  mot  Géométrie,  qui 
signifie  mesure  de  la  Terre.  Mais  il  est  évident  que  ce  mot,  restreint  à  la  signification 


'  Aurelii  Cassiodori,  senaloris,  elc,  Opéra  omnia.  Rotomagi,  1679,  in-fol.,  liv.  II,  pag.  583. 

'  Dibliotheca  Mundi.  Duaci ,  1624,  i  vol.  in-fol.,  tomus  secundus,  qui  Spéculum  doctrinale  inscribitur. 

s  Heidelberg,  1496,  in-4".  Réiniprinié  souvent,  à  Strasbourg,  Bàle  et  Fribourg. 
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n'jionnMi^c  de  son  ciMiiologic.  iiii  pu  convenir  qnc  «Inns  le  premier  sifrc  «le  l;i  Géomé- 
nic.  Dès  les  |)renÉiers  |)ns  (pie  etlle  science  n  fsiils,  et  du  temps  d»'  Thaïes  déjà,  ce  mol 
éiiiii  insulllsanl.  Aussi  a-t-il  élé  criliipié  sévèrement  |)ar  Platon,  (pn'  l'a  trouvé  ridicule  '. 
l)e|)nis  lors,  en  conservant  le  nom  de  Géométrie  à  la  science,  on  a  suiistitné,  dans 
sa  déliniiion,  à  l'idée  de  la  Terre,  (ju'il  exprime,  celle  de  l  étendue  en  général.  Il  fallait 
faire  jilns,  et  ren)placer  aussi  l'idée  simple  de  mesure,  par  l'idée  complexe  de  mesure 
et  d'ordre,  qui  est  indispensable  pour  donner  au  mot  Géométrie  un  sens  vrai  et  complet. 

C'est  sans  doute  sous  un  point  de  vue  pjiilosopliicpic  (jue  d'autres  géomètres  ticmicnt  à 
exprimer  un  but  um'ipie,  la  mesure  de  létendue,  dans  leur  définition  de  la  (îéomélrie; 
voulant  ainsi  ramener,  à  une  idée  unicpie  et  absolue,  cet  ordre  particulier  des  phénomènes 
de  l'étendue,  qui  forme  la  partie  la  plus  considérable  de  nos  connaissances  positives.  Mais 
(piel(|uo  utile  que  soit  toute  espèce  de  généralisation  dans  les  concci)tions, comme  dans  les 
princij)es  et  dans  les  méthodes,  et  quehjue  admiration  que  méritent  les  idées  grandes  et 
belles  que  les  principes  d'unité,  qui  font  le  caractère  de  la  philosophie  ancicimc,  ont  in- 
spirées à  Pythagorc  et  à  d'autres  philosophes,  on  peut  croire  pourtant  qu'une  unité  absolue 
n'est  pas  le  principe  de  la  nature.  Les  dualisnies  nombreux  qui  se  remarquent  dans  les 
phénomènes  naturels,  comme  dans  les  différentes  parties  des  connaissances  humaines, 
tendent,  au  contraire,  à  nous  faire  supposer  qu'une  f/Mfl///e  constante,  ou  double  unité,  est 
le  vrai  principe  de  la  nature. 

Cette  dualité,  nous  la  trouvons  dans  l'objet  même  de  la  Géométrie,  ainsi  que  nous 
venons  de  le  dire;  dans  la  nature  des  propriétés  de  l'étendue  où  le  point  et  \eplan  ont  des 
fonctions  identiques  (voir  h  note  XXXIV);  dans  le  double  mouvement  des  corps  célestes, 
où  sa  constance  reconnue  la  fait  admettre  comme  principe  2;  et  dans  mille  autres  phéno- 
mènes. 

Ainsi,  en  cherchant  à  puiser,  dans  des  considérations  d'un  ordre  plus  élevé,  la  définition 
propre  à  la  Géométrie,  on  voit  que  les  convenances  philosophiques  ne  s'opposent  pointa  y 
comprendre  les  deux  grandes  divisions,  Vordre  et  la  mesure,  qui  répondent  au  double  but 
de  celle  science. 

•  [lis  cognitis  atque  perspectis,  proxima  est  illa  quant  ridiculo  admodum  fwmine  {ysydcv  cvcutz)  Geome- 
triatn  nuncupant.  (In  Epinomide.  Plalonis  opéra  omnia  ;  traduction  de  Jean  de  Serres,  t.  Il,  p.  990.> 

Celle  critique  si  juste,  de  Platon,  a  élé  reproduite  par  plusieurs  écrivains  du  XVI"  siècle.  Le  célèbre  philologue 
el  professeur  de  malhémaliques,  Nicodème  Frischlin,  s'exprimait  ainsi  •.Amplissima  est  et  pulcherrima  scientia 
fxgurarum.  Al  quàm  est  inepte  sortita  nomen  Geometriœ!  (Ger.  J.  Vossius,  De  utiiversœ  malhesios  naturâ  el 
constitutione  Liber.) 

*  Ce  principe  est  peut-être  une  objection  contre  le  système  de  Newton  sur  la  propagation  de  la  lumière. 
Car  si  une  molécule  lumineuse  était  animée  d'un  mouvement  de  translation,  elle  aurait  probablemenl  aussi  un 
mouvement  de  rotation  sur  elle-même.  Ce  qui  ne  peut  être  admis,  car  il  s'ensuivrait  cette  conséquence  fausse 
que,  dans  la  réflexion  d'un  rayon  lumineux  sur  une  surface  quelconque,  l'angle  de  réflexion  ne  serait  poinl  égal 
à  l'angle  d'incidence. 
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IV Oïl':  VI, 


(i»nF,Mii';ni;   l'.poguK,  J^  !22.) 


Sur  le  tlukwi'mv  de  Ptolêmée ,   ralali/'  ait  IriuiK/lc  coii/xî 
par  une  transversale. 

C'est  iinpropicnioin  (|uc  ce  (héorriue  est  dit  (te  Plolcnicv,  piiisciiril  se  trouve  dans  les 
Sphériqucs  de  IMeiiehuis,  de  qui  Plolémée  Tavail  empruiilé.  IMais  VAImafjesle  étant  bcau- 
eoup  plus  répandu  et  plus  eoniiu  (jue  les  S|)liéri(pios,  e'est  toujours  dans  le  premier  de 
ces  ouvrages  (pi'on  l'a  remarqué,  et  de  là  est  venue  Terreur  qu'on  a  commise  en  l'allrihuant 
à  Ptolémée. 

Nous  trouvons  que  Pappus  a  démontré  ce  théorème,  et  s'en  est  servi,  dans  le  huitiènie 
livre  de  ses  Collections  inatlunnatiques ,  pour  démontrer  une  proposition  curieuse  siu-  le 
centre  de  gravité  de  trois  mobiles  qui  parcourent  les  trois  côtés  d'un  tiiangle;  qu'au 
XVT  siècle,  après  que  Purbarcli  et  Regiomontant  venaient  de  le  rej)ro(luire  dans  leur 
abrégé  de  l'Almageste  *,  il  parut  être  connu  de  tous  les  géomètres  :  Oronce  Finée,  dans 
son  Arit/nnétique'^,  et  Stifel,  dans  son  Traité  d'Algèbre  ~\  en  firent  usage  pour  démontrer 
géométriquement  la  règle  arithmétique  des  six  quantités.  Dans  le  même  temps,  Cardan  *, 
Gennna  Frisius  ^,  J.  Schoner  '',  sans  construire  la  figure  géonjélricpie,  l'indiquèrent  dans 
l'Almageste,  pour  le  même  usage  ";  JMaurolycus  s'en  servit,  conunc  lemme,  pour  démon- 

'  C7.  Ptolemœi  Atexandrini  in  inagnam  conslructionem,  G  Purbackii  cujusque  dIscipuU  J.  de  Regiomonlc 
astroiiomicon  epitoma.  Veiieliis,  1496,  in-fol. 

-  Aritlimelica  practica,  libris  quatuor  absolula,  elc  ,  1553,  in-lbl.,  livre  4"',  chaj).  -i. 

^  Aritlimclica  intégra.  ^oùmhevg.K,  1514,  in-4',  livr.  ô"^,  pag.  :2'J4. 

*  Pî-aclicd  arithmelice,  cl  mensurandi  singularis.  Modiolaiii,  1559,  iii-8',  cap.  XLVI.  Opus  novuin  de 
proportionibus  numerorum,  elc  ,  Basileie,  1S70,  in  toi.,  prop.  5'". 

■'  Arilhineticœ  practicœ  methodus  facilit!.  Xniwminw,  1510,  iii-8". 

"  Algoritlimus  demonslratus.  Norimbergio,  1554,  in-4n,  de  proi)Oilioiiiluis  appciidix. 

■  Il  s'agit,  dans  celle  règle  des  six  quanlilcs ,  de  résoudre  celle  question  :  Le  rapport  d'une  première  quan- 
lilé  à  utie  deuxième,  étant  composé  du  rapport  d'une  troisième  à  une  quatrième,  et  du  rapport  d'une  cinquième 
à  une  sixième^  trouver  le  rapport  d'une  quelconque  des  di-n.viémc,  troisième  et  cinquicme  quantités  à  une  quel- 
conque des  trois  autres.  Ainsi,  a,  b,  c,  d,  e,  /  elanl  les  six  quanlilés,  on  a 

a       c     e 
ï~d'~f 

et  l'on  deina'îide  d'eu  conclure  le  rapport  d'une  des  trois  (luanlilé  6,c,  c  à  l'une  des  trois  autres  n,  rf,  /".  Celle 
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liir  les  |)in|)ri('M<'>«  des  nsNiniitoics  (l;lIl^  I  li\ pci l»olc  ';  vi  liifssius  pour  la  ilùmou^lralioii 
de  plusieurs  lormules  de  Irigoiiouiéirie  ^. 

Dans  le  cours  du  XVII'  siècle,  les  usages  du  ibéoréine  fureul  encore  plus  nombreux 
et  |)liis  variés.  Mersenne  Vu  énoncé,  dans  deux  de  ses  ouvrages,  parmi  les  propositions 
principales  des  Sp/K'riqiies  de  Menelaùs  ^.  Stcvin  s'en  esl  servi,  dans  sa  Pratique  de 
l'arithmétique,  pour  composer  les  r«/.so;j5  rfesrfl/.so/».s-,  et  montrer,  |)ar  cet  exemple,  que 
la  Géométrie  peut,  (lan>  eeitaines  (jucstions,  ap|)orter  plus  de  brièveté  que  l'Algèbre; 
Siicllius  a  résolu,  au  mo}en  de  ce  ibéorème,  la  ôo"  question  des  Zetemata  Geomelrica  de 
Ludolplic  ^  an  Ceulen  *;  Beaugrand  l'a  em|)lojé,  dans  sa  Géostatique ,  pour  composer  les 
lapporis  de  lignes;  Desargues  s'en  esl  servi  pour  démontrer  une  belle  propriété  géoiné- 
iri(|ue  des  triangles,  qu'on  trouve  à  la  suite  de  son  Traité  de  Persimlive,  arrangé  par 
Bosse  (104-8,  in-S");  Pascal  l'a  mis,  dans  son  Essai  pour  les  coniques,  au  nombre  des  ibéo- 
rèmes  principaux  sur  lescjucls  dc\ail  reposer  son  Traité  complet  de  ces  courbes;  Sclioolen, 
dans  son  Traité  posibume,  Z>e  ro>ir//<»«n(//.s  demonstrationibus ,  etc.,  l'a  démontré  syn- 
tbéti(|uement  et  par  l'Analyse  :  vers  le  même  temps,  un  auteur  italien,  Guarini,  en  a  fait 
le  même  usage  (pie  Beaugrand,  poiu-  composer  des  rap|»orts  de  lignes  ^.  Peu  d'années 
après,  \\\i  autre  géomètre  italien,  (jui  a  eu  quelque  réputation  dans  les  sciences,  le  mar- 
quis Jean  Ceva,  est  parvenu  de  lui-même,  cl  d'une  manière  originale  et  ingénieuse,  à  ce 
théorème,  et  à  un  autre  du  même  genre,  qui  est  aussi  l'un  des  principaux  de  la  théorie 
des  transversales,  dont  on  avait  regardé  juscpi'ici  Jean  Bcrnoulli  comme  le  premier  inven- 
teiM".  L'ouvrage  de  Ceva,  où  se  trouvent  ces  deux  théorèmes  et  quel(|ues  autres  qui  méri- 
tent aussi  d'y  être  remarqués,  est  intitulé  :  De  lineis  se  invicem  secantihus,  statica  con- 
slructio.  Milan,  IG78,  in-4".  Nous  ferons  connaître,  dans  la  >ote  suivante,  la  méthode  qui 
dislingue  cet  ouvrage. 

qiieslion,  luésinlce  bous  c<lle  forme  algchrùiin-,  t'sl  assuréinenl  la  plus  iim|ile  <|iie  l'on  puisse  imaginer, 
cl  l'on  ne  pourrait  croire  que  Cardan,  entre  autres,  lui  ail  consacré,  dans  ses  deux  ouvrages  que  nous 
venons  de  ciler,  plusieurs  pages,  si  l'on  ne  considérail  (pie  celle  règle  est  une  exlen>ion  de  la  rc'jte  de  pro- 
portion entre  (pialre  quantités,  qui  s'en  déduit  en  supposant,  par  exemple,  c  égal  à  rf,  et  (pie  celle-ci  a 
toujours  ele  la  partie  diflicile  et  transcendante,  pour  ainsi  dire,  dans  les  Traités  d'Arithmétique,  jusqu'à 
l'invention  de  l'Algèbre,  et  depuis  encore,  grâce  à  rancienne  notation  des  proportions,  qui  fait  usage  de  trois 
signes  au  lieu  d'un,  pour  exprimer  une  simple  égalité  de  deux  rapports,  el  qui,  malgré  les  inconvénients  et  les 
desavantages  évidents  de  celle  complication,  esl  encore  employée  par  beaucoup  d'auteurs 

Cardan  attribue  celle  rèyle  des  six  quanlites  au  géomètre  arabe  Alcbindus  (du  X'  siècle),  qu'il  place  au  rang 
des  douze  plus  puissants  génies  qui  aient  paru  depuis  l'origine  des  sciences.  (Voir  De  subtilitate ;  iib.  XVI.)  On 
trouve  en  effet, dans  la  Bihiiotlieca  Arabico-Hispana,  de  Casiii,  une  liste  exirêmemeiit  nombreuse  des  ouvrages 
qu'AIcliindus  avait  écrits  sur  toutes  les  parties  des  sciences  mathématiques,  philosophiques,  morales,  etc.,  cl 
qui  étaient  encore,  il  y  a  un  demi-siècle,  dans  la  riche  Bibliothèque  de  l'Escurial. 

*  F.  Maurolijci  opuscula  mathcmatica.  Venetiis.  Io7o,  iu-4'',  p.  281. 

*  Mctricis  Astronomicœ  lihri  quatuor.  Paris,  1381,  in-fol,  liv.  4;  proposition  13. 

5  Synopsis  matliematica.Paih ,  16:26,  in-24.  Universœ  geometriœ,  mixtœque  matliematicœ  synopsis,  etc. 
Paris,  1645,  in-^". 

*  Œuvres  matliouatiques  de  Ludoijihr  \'nn  Ceulen,  traduites  du  hollandais  en  latin  el  enrichies  de  noies, 
par  Snellius.  Levde,  1619,  in-i",  pag.  1:20. 

'•>  Luclides  adauelus  el  mel/ioJicus,  uiatliemalicaqne  universalis.  Aug.  Tauriiiorum,  1671,  iu-fol.  pag  249. 
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l)('|>iiis,  MOUS  ne  (roiivoiis  |ilii>  de  irnctvs  <lii  ilic-orrinr  *\r  IMolciiii'i- ,  (|iii ,  ;i|tii'K  nvoir 
i^U''  lorl  ni  iisn^c,  cl  cdiiiiii  di'  Ions  les  groiiirlrcs,  |i('niliiiil  pirs  de  <lni\  n-iiK  mis,  rsl 
ivsir  inriiicluciiv,  cl  |»ciil-clrc  mciiic  ignore,  |)cii(l;iiil  plus  d'un  siècle,  juMinà  ce  (|iic 
(Inrnol,  i|ni  a\ail  (ronvé  ce  llié(|rcinc,  |):n-iiii  plnsienrs  anires  de  nièiiM;  nature  eoncei- 
nanl  le  (piadi'ilalcri^  plan,  i'cùl  l'ail  connaitii'  coiniiii'  IHii  des  plus  miles  ei  des  plus 
féconds  en  (îéoinéliie  lalionnelle.  Mons  (lc\ons  diic  cependani  (pie,  (piel(|nes  anin-es 
luiparavanl,  Sclinhci'l  Pavail  d(''jà  i-(>pr()(lnil ,  eoniine  leniine  pour  la  irigononiéirie  splié- 
riqiic  (le  Plolémce  ';  cl  (priin  anire  }j;(''oinclrc  du  Nord,  N.  l'iiss,  s'en  ('lail  aussi  servi, 
ainsi  que  (In  lliéorcine  analojïiie  dans  la  (iéoinélrie  d<'  la  sphère,  pour  d(''inonlrcr  (piel(|iies 
proposilions,  lelles  (pu'  celle  hclle  propri(''l(''  dn  cercle,  (pic  Knss  allrihiie  à  D'Alcinherl  : 
«  les  |)oiiils  de  concours  des  (angontcs  eoinmuncs  à  trois  cercles,  pris  deux  à  deux,  sont 
on  liji,iie  droite  '■'.  » 

Des  auteurs  (pie  nous  avons  noninu's,  JMersenne  seul  a  pr(';scnt(''  le  lli(''or('mc  en  (pics- 
lion  connue  élaiil  de  IMcnclaùs;  la  pluparl  lOnl  ailiil)U(''  à  Plol(''niée;  Maurolycus,  De- 
sargues, Pascal  cl  (iCxa  n'en  ont  point  indi(pic  l'origine  :  ce  dernier  y  est  prohablenicni 
parvenu  de  lui-inèine. 

M.  Flauli,  dans  sa  Geometria  di  silo,  avait  i\cy,\  reinartpié  l'usage  (pie  Pappus  a  fait 
de  ce  théorème  dans  le  livre  8  de  ses  Collections  ni(illu'inali(jucs.  Nous  avons  em|)rumé, 
du  Mcnioirc  de  iM.  Hrianchon  sur  les  lignes  du  second  ordre,  nos  citations  de  IMauro- 
lycus  et  de  Schubert,  et,  du  Traité  des  Propriétés  projeciiceSf  de  IM.  Poncelet,  celle  de 
Desargues.  Nous  ne  douions  point  que  l'on  n'en  puisse  trouver  beaucoup,  autres  (pie 
celles  que  nous  venons  d'ajouter  à  ces  premières,  (-ar  le  théorème  en  (pieslion  a  dû  être 
lrès-1'amilier  aux  Arabes,  (jui  avaient  commenté  et  illustré,  dans  plusieurs  écrits,  son  ana- 
logue sur  la  sphère,  (ju'il  sert  à  démontrer  :  et  les  mathématiciens  d'Iùiropc,  en  recevant 
CCS  ihéorèmes  des  Maures,  en  firent  aussi  le  sujet  de  leurs  méditations.  Tel  est  Simon  de 
Brcdon,  Anglais  du  X\\'  siècle,  dont  on  conserve  plusieurs  écrits  sur  cet  objet  dans  la 
Bibliothèque  Bodléienne,  comme  nous  l'apprend  le  savant  Halley  dans  sa  traduction  des 
Sphériques  de  ÎMcnelaùs. 

Quant  à  l'origine  des  deux  théorèmes,  elle  parait  remonter  à  llippaïqne,  qui  avait  pré- 
cédé Ptoléméc  et  Monelaiis  dans  le  calcul  des  cordes  et  la  trigonométrie.  On  conçoit  très- 
bien  que  ce  célèbre  astronome  ait  déduit  la  propriété  du  triangle  sphérique  de  celle  du 
triangle  rectiligne;  mais  quelles  spéculations  géométriques  ont  pu  le  conduire  à  celle-ci? 
Nous  serions  porté  à  penser  que  la  découverte  de  ce  théorème  remonte  à  Euclide,  et  qu'il 
a  fait  partie  de  ses  Poi'istnes;  car  il  est  dans  le  genre  de  dilTérents  lenmics  que  Pappus 
nous  a  laissés  sur  ces  porismes;  et  l'un  de  ces  lemmcs  (proposition  157  du  septième  livre 
des  Collections  mal  hé  ma  tiques),  qui  ne  diffère  du  théorème  en  question  que  par  un  rap- 
port de  deux  segments  substitué  à  un  autre,  nous  parait  avoir  pu  être  destiné  à  faciliter  la 
démonstration  de  ce  théorème. 


'  Trij-onoraelria  spli;erica  è  Plolemœo;  Sova  Acla  de  Pélersbourg,  ami.  1794,  lom.  XII,  p.  163. 
•  Nova  Acla  Petropolilana ,  anii.  1797  el  1798,  loin.  XIV. 
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INoiis  n\()iis  {'U'  ciicourîiîîc  diiiis  celle  eonjeclure,  en  \<)\.'iiil  (|iie  ce  ihéoreiiie  cnlrail 
iinliirellcnieiit  ihiiis  une  colleclion  «le  pioposilioiis,  loules  du  iiiéiue  ^eiire,  (|ue  nous  avuiis 
lémiies  coiuine  pouvanl  répoiiclie  au  picniier  Ii\rcdcs  Porismes  d'IÀiclide. 


NOTE  VU. 


(suite    de    la    note    VI.) 


Sur  l'ouvrage  de  J.  Ceva,  intitulé  .  De  li.>eis  rectis  se  invicem  secamibus. 
sTATicA  co.NSTRucTio  {in-4%  MUaii,  1678). 

L'idée  sur  hi(|uclle  repose  cet  écrit,  consiste  à  se  servir  des  propriétés  du  centre  de  gra- 
vité d'un  syslèinc  de  points,  dans  des  questions  où  l'on  doit  considérer  les  rapports  des 
segments  que  foni,  les  unes  sur  les  autres,  des  droites  qui  se  coupent,  comme  dans  plu- 
sieurs propositions  de  la  théorie  des  transversales.  On  suppose  placés,  aux  points  d'inter- 
section de  ces  droites,  des  poids  inversement  proportionnels  aux  segments  faits  sur  ces 
droites;  et  des  rapports  entre  ces  poids,  que  donne  en  stati(]ue  le  principe  i\\\  levier,  on 
conclut  les  rapports  eiilic  les  segments. 

Ainsi,  poui'  démontrer  le  théorème  de  JHolémée  de  celte  manière,  concevons  un  triangle 
ABC  doni  les  côlés  Ali,  BC,  CA  soient  coupés  respectivement  en  c,  a,  h  par  une  transver- 
sale (|uelcon(|ue.  Je  suppose  placés,  en  a,  C,  A,  trois  points  matériels,  dont  la  masse  a'  du 
premier  est  tout  à  fait  arhilraire,  et  celles  C,  A'  des  deux  autres  sont  délerminées  de  ma- 
nière que  le  point  B  soit  le  centre  de  gravité  des  points  matériels  situés  en  o  et  C,  et  que 
le  point  b  soit  le  ccntie  de  gravité  des  points  matériels  placés  en  C  et  A.  Le  centre  de  gra- 
vité des  trois  masses  sera  le  point  d'intersection  e  des  droites  ab,  AB. 

On  a,  par  la  loi  de  slalique  : 

oB  C  A^ 

—  = ,     C'  =  A' 

aC       a'  -+-  C  C6 

Les  poids  a'  et  C  peuvent  être  remplacés  par  un  poids  unique  (n'  -+-  C),  situé  en  B; 

le  comparant  à  A',  on  aura 

Af 
„'^C'  =  A'— ; 
De 
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il  vient  donc 

«n  _  Mt    Ile 


OU 


ttH.Mi.cA     (»(;.fn.6A.  c.  u  I    i> 


Passons  nu  srcond  (hroirnic.  Il  s'aj^ir  de  drinonlrcr  {\\u\  (jutiinl  trois  droilcs,  issues  des 
soiiiwcts  (l'un  lriiui(/l(',  /xisscnf  par  un  nicnic  iiaiiit ,  1rs  sftfinciils  (jii'fllcs  foui  sur  les  volés 
opposés  soiil  tels,  ipiv  le  produit  de  trois  d'entre  eux,  ipii  n'ont  pas  d'exlréutité  ronimune, 
est  èf/dl  au  produit  des  trois  autres. 

Soil  MM]  \v  irianj^lf;  soirni  Ay,  B6,  (>/  Irois  droiles  qui  se  croisent  en  un  niènie  point  D, 
cl  qui  rencontrent  res|)cctivenjent  les  côtés  du  iiiaii^île  en  a,  6,  -/.  Plaçons  en  A  ini  point 
nialériel,  dont  la  masse  A'  soit  prise  arbitrairement,  et  en  Bel  (1  deux  autres  points  maté- 
riels dont  les  masses  IV,  C  soient  telles,  (pie  le  centre  de  gravité  des  masses  A',  W  soil 
en  y,  et  (|uc  le  centre  de  gravité  des  masses  A',  ('/  soit  en  ê.  Le  centre  de  gravité  des  trois 
masses  sera  l'intersection  des  droites  BG,  Cy;  c'csf-à-dire  le  point  I).  Il  s'ensuit  que  «  sera 
le  centre  de  gravité  des  niasses  B',  G',  et  qu'on  aura 


Ba 

C 

Ca 

~B'' 

c 

A6 

B' 

Ar 

Â^ 

C6' 

Â^ 

• 

~  Br' 

B« 

:    C6 

Ar 

Ca 

;    A6 

Br 

=  i. 

Or, 


donc 

R«    C.R     A-v 

c.  Q.  F    D. 

Jean  Bcrnoulli  a  aussi  démontré  ce  théorème  (tom.  IV,  pag.  53,  de  ses  Œuvres);  mais 
il  ne  paraît  pas  qu'il  en  ait  fait  usage. 

Après  avoir  démontré  ce  théorème  par  sa  méthode  statique,  Ceva  en  donne  deux  antres 
démonstrations  purement  géométriques,  dont  l'une  dit-il,  est  de  P.  P.  Caravagio.  (Livre  1", 
Proposition  10.) 

En  considérant,  au  lieu  d'un  triangle,  un  quadrilatère,  aux  sommets  duquel  sont  placés 
quatre  points  matériels,  Ceva  parvient  à  cet  autre  théorème,  qui  est  aussi  l'un  des  princi- 
paux de  la  théorie  des  transversales  :  quand  un  plan  rencontre  les  quatre  côtés  d'un  qua- 
drilalère  (jauche,  il  y  forme  huit  segments  tels ,  que  le  produit  de  quatre  d'entre  eux,  qui 
n'ont  pas  d'extrémité  commune,  est  égal  au  produit  des  quatre  autres.  (Livre  1",  propo- 
sition 22.) 

Le  premier  livre  est  terminé  par  quelques  propriétés  de  la  pyramide  triangulaire,  ou 
quadragulaire,  démontrées  par  la  même  méthode. 

Dans  le  second  livre  sont  différentes  propriétés  des  figures  reclilignes,  et  des  courbes 
du  second  degré,  démontrées  à  l'aide  des  principes  du  premier  livre.  Nous  citerons  la  pro- 
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position  suivanie,  (jiii  n'est  aiijonrdlmi  (luiin  cas  paitirulicr  de  jiiopiiéli's  plus  pétiéralcs 
dos  coiii(jiios  :  quand  une  conùiKc  est  insnife  à  un  triangle,  les  droiles  (jui  vont  des  som- 
mets aux  points  de  contact  des  cotés  opposés,  se  croisent  en  un  même  point. 

Eiidii,  dans  un  Appendix,  (|iic  Ceva  présente  comnic  un  ouvrage  diirércnl,  sur  des 
matières  étrangères  à  celles  (jui  précèdent,  se  tronvent  résolues,  |)ar  une  Géométrie  pro- 
fonde ,  plusieurs  questions  concernant  les  aires  de  certaines  figures  planes  terminées  par 
des  arcs  de  cercles  diiïérenls,  et  les  volumes  et  les  centres  de  gravité  de  divers  solides, 
tels  que  le  paraholoïde  et  les  deux  liypcrholoïdes  de  révolution. 

Cet  Appendix  a  fait  dire  à  IMoutticla,  (pii  probablement  n'avait  pas  lu  les  {\i'M\  livres 
constituant  louvrage  annoncé ,  que  «  le  titre  exprime  fort  imparfaitement  le  contenu.  »  Le 
titre,  au  contraire,  nous  paraît  convenir  parfaitement  à  Tonvrage  au(jnel  il  se  rapporte;  et 
Ton  peut  dire,  seulement,  que  V Appendix  méritait  aussi  d'être  annoncé  sur  la  première 
feuille  du  volume. 

Un  mot  nous  suffira  pour  démontrer,  par  la  méthode  de  Ceva  ,  une  propriété  curieuse  et 
utile  du  quadrilatère.  On  a,  dans  la  (igure  dont  nous  avons  fait  usage  en  dernier  lieu, 

AD_C'  -+-B' 

or,  A6  ky 

C'=A'— .      B'=A'— ; 
ce  Br 

donc  AD       A6       ky 

Considérant  le  quadrilatère  AcDy,  dont  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  sont 
C  et  B,  on  reconnaît  que  cette  équation  exprime  le  tbéorème  suivant  : 

Dans  tout  quadrilatère ,  la  diagonale  issue  d'un  sommet,  divisée  par  son  prolongement 
jusqu'à  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  égale  la  somme  des  deux 
côtés  issus  du  même  sommet,  divisés  respectivement  par  leurs  prolongements  jusqu'aux 
côtés  opposés. 

Ce  théorème  a  son  analogue  dans  l'espace,  qu'on  peut  démontrer  de  la  même  manière, 
en  considérant,  an  lieu  d'un  triangle,  un  tétraèdre  et  quatre  droites  issues  de  ses  sommets 
et  passant  par  un  même  point;  la  figure  représente  ainsi  un  hexaèdre-octogone,  dont  les 
plans  des  faces  opposées  se  coupent  deux  à  deux  suivant  trois  droites  comprises  dans  un 
même  plan  : 

La  diagonale  issue  d'un  sommet,  divisée  par  son  prolongement  jusqu'à  ce  plan,  égale  la 
somme  des  trois  côtés  adjacents  à  ce  sommet,  divisés  respectivement  par  leurs  prolongements 
jusqu'au  même  plan. 

C'est  ce  théorème  que  nous  avons  admis  dans  rapj)lication  d'un  nouveau  systèine  de 
coordonnées,  publiée  dans  la  Correspondance  de  M.  Quelelet,  tom.  VI,  pag.  8C,  ann.  1830. 


INOTKS.  ^2Î)7 


NOTE  VIII. 


(PREMIÈnE    ÉPOQUE,    §   29.) 


Descripfion  des  spirales  et  des  (fuadratrices,  au  moïjen  d'vne  surface  héli- 
çoide  rampante.  Analoijie  de  ces  courbes  avec  celles  qui  portent  le  même 
nom  dans  le  système  de  coordonnées  de  Descaries. 

Les  eonslruetions  de  la  spirale  et  de  la  (|uadralrice,  laissées  par  Pappiis,  ne  sont  que 
de  simples  applications  de  deux  procédés  généraux  pour  construire,  par  l'intersection  de 
la  surface  héliçoïde  rampante  et  d'une  seconde  surface  déterminée  convenablement, 
toutes  les  spirales,  et  une  infinité  d'autres  courbes  aux(|uclles  je  donnerai  le  non»  de 
quadratrices,  parce  qu'elles  sont  exprimées  |)ar  les  mêmes  coordonnées  que  la  quadra- 
trice  de  Dinostrate. 

La  seconde  surface  qu'il  faudra  employer  sera,  pour  la  construction  des  spirales,  ime 
surface  de  révolution  autour  de  l'axe  de  la  surface  béliçoide;  et,  pour  la  construction  des 
quadratrices ,  ce  sera  une  surface  cylindrique,  dont  les  arêtes  seront  perpendiculaires  à 
l'axe  de  la  surface  béliçoide. 

Nos  constructions  donnent,  immédiatement,  les  tancjentes  et  les  cercles  oscillateurs  des 
courbes  que  nous  considérons.  Mais  elles  ont  pour  principal  avantage  d'établir  des  rela- 
tions géométriques  constantes  entre  ces  courbes  et  celles  qui,  dans  le  système  de  coor- 
données ordinaires,  portent  le  même  nom;  par  exemple,  entre  la  spirale  hyperbolique  et 
Vhyperbole,  entre  la  spirale  logarithmique  et  la  logarithmique.  Dans  ce  système,  la  spirale 
d'Archimède  correspond  à  la  ligne  droite. 

Jusqu'à  présent  ces  courbes  n'avaient  entre  elles  d'autres  rapports  que  la  même  forme 
d'équation  entre  des  variables  différentes,  et  cela  n'établissait  aucun  lien  de  construction, 
ni  aucune  relation  géométrique  entre  elles.  Le  procédé  qui  fait  servir  les  unes  à  la  con- 
struction des  autres  conduit,  de  la  manière  la  plus  satisfaisante,  aux  propriétés  qui  ont 
rendu  ces  courbes  célèbres,  particulièrement  la  spirale  logarithmique,  et  donne,  a  priori, 
les  raisons  géométriques  de  ces  belles  propriétés. 

Construction  des  spirales.  —  Concevons  une  surface  de  révolution ,  engendrée  par  une 
courbe  quelconque,  tournant  autour  d'un  axe  fixe  situé  dans  son  plan  ;  prenons  cet  axe  ver- 
tical :  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  de  la  courbe  sur  cet  axe  seront  ses  ordonnées, 
et  les  distances  des  pieds  de  ces  droites,  à  un  point  fixe  de  l'axe,  seront  les  abscisses. 
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Sn|i|)<)S()i)^  (|ii(-  II'  |)hiii  (le  l:i  coiiriic  loiiriic  il'iiii  nioiivciiicnl  iiiuTorinc,  (|ii'(Mi  iiièrnc 
l('iM|)s  un  poini  M  .  |il;i( c  -uv  la  couilx'  inohilr,  sf  ineiuc  sur  cclU'  courbe  coniuïC  si  elle 
éljiit  iiniuobilc,  »i  <|ii('  le  inouvcmcul  de  ce  point  se  fasse  de  manière  que  ses  abscisses 
croissent  unilorniénient.  C'est-à-dire  (jue  le  mouvement  du  point,  estimé  suivant  l'axe  de 
rotation,  est  pro|)()rtionneI  au  mouvement  de  rotation.  Le  point  M  décrira  ainsi,  sur  la 
surface  de  révolution,  uue  certaine  courbe  à  double  courbure, 

La  projection  ortliogonale  de  cette  courbe,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  révo- 
lution, sera  une  sj)irale,  dont  nous  allons  tirer  léquation  de  celle  de  la  courbe  génératrice 
de  la  surface  de  révolution. 

Soit  z  =  F{y) 

ré{|ualion  de  la  courbe  génératrice.  Considérons  celte  courbe  à  un  instant  de  son  mouve- 
ment; soit  M  le  point  générateur  sur  cette  courbe;  son  abscisse  z  sera  proportionnelle  à 
la  rotation  éprouvée  par  le  plan  de  la  courbe,  depuis  l'origine  du  mouvement;  cette 
rotation  se  mesurera  par  l'angle  que  la  trace  du  plan  mobile,  sur  un  plan  borizontal,  fera 
avec  un  axe  fixe  qui  marquera  l'origine  du  mouvement;  soit  n  cet  angle:  on  aura 

z=  au; 

et,  conscquemment  au  =  ¥{y). 

Soient  m  la  projection  du  point  iM  sui-  le  plan  borizontal ,  et  0  le  pied  de  l'axe  de-Tévolu- 

tion  sur  ce  plan.  Le  rayon  Om ,  que  je  désigne  par  r,  est  égal  à  l'ordonnée  y  du  point  M  ; 

on  a  donc,  entre  ce  rayon  et  l'angle  u,  qu'il  fait  avec  l'axe  fixe  dont  nous  venons  de 

parler,  la  relation 

au  =  F  (r). 

Cette  relation  est  l'équation,  en  coordonnées  polaires,  de  la  projection  de  la  courbe  à 
double  courbure  tracée  sur  la  surface  de  révolution. 

Remarquons  maintenant  que  la  perpendiculaire,  abaissée  du  point  mobile  M  sur  l'axe 
de  révolution,  engendre  la  surface  d'une  vis  à  filets  carrés,  qu'on  ajjpelle  aussi  surface 
héliçoïde  rampante;  car  cette  droite  est  toujours  horizontale,  et  elle  s'élève,  au-dessus  d'un 
|)lan  borizontal,  d'un  mouvement  uniforme,  en  même  temps  que  le  j)lan  vertical  qui  la 
contient  tourne  uniformément  autour  de  Taxe  de  révolution. 

Donc  la  courbe  engendrée  par  le  point  M  est  l'intersection  de  la  surface  de  révolution 
par  une  surface  héliçoïde. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

i°  Toute  spirale  (nous  entendons  par  spirale  toute  courbe  repiésentée  par  une  équation 
entre  les  deux  coordonnées  polaires  r  et  u)  petit  être  considérée  comme  la  projection  de 
l'intersection  d\uie  surface  héliçoïde  rampante  par  une  certaine  surface  de  révolution  dé- 
terminée convenablement ,  ces  deux  surfaces  ayant ,  pour  axe  commun,  la  perpendiculaire  au 
plan  de  la  spirale,  menée  par  son  oriyine  ; 
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2*  au  t=  V  (r) 

('•t<uit  rr(]U(ition  <!<•  la  spirale,  rt  i\  le  r<ij)})()rl  viilrr  h'  maurvniviiivat  aHVvasioiuicl  n  Ir  nnni- 
rvHicnt  tic  rotation  tlv  la  droite  (jenératrire  <lr  la  surface  /icli[(ndv,  rcfjaalion  ilr  la  cnmliv 
(fcacratricc  de  la  skirfacv  de  rérolation  sera 

les  abscisses  z  étant  coaiiitées  suirant  l'axe  de  rérolation,  et  les  ordonnées  >  jierpendiculai- 
renient  à  cet  axe. 

Pour  la  spirale  (rArchiiurdc,  doiU  récuialion  csl  au  =  r, 

l/ôqualioii  de  In  eoiirbe  inéridieiiDe  de  la  sui  l'ace  de  révoliiiion  sera  z  =  i/  :  celle  méri- 
dienne esl  une  droite;  ainsi  la  sinface  de  lévolnlion  seia  nn  cône;  c'esl  là  nn  des  dcn\ 
(héorènies  de  Pappus. 

Poui'  la  spirale  hyp(;rI)oli(pie,  (|ui  a  pour  écpialion  ur  =^ constante , 

L'ccpiation  do  la  scelion  méridienne  de  la  surface  de  révolulion  sera 

ry  =  a.  consl.  =  consl; 

équation  d'une  hyperbole  équilalère,(iui  a  Tune  de  ses  asynq)lolcs  dirigée  suivant  l'axe  de 
la  surface  héli<;oïde. 

Pour  la  spirale  logari(limi(pie,  dont  l'équation  est 

u  =  log.  r, 
on  aura 

z  =  a  log.  y  ; 

équation  d'une  logarithmi(jue  dans  laquelle  les  abscisses  z  sont  proportionnelles  aux  loga- 
rithmes des  ordonnées  y. 

Donc  :  Si  une  logarithmique  ordinaire  engendre  une  surface  de  révolution,  en  tournant 
autour  de  son  asymptote,  et  que  cette  asyinptotc  soit  l'axe  d'une  surface  héliçoïde  rampante, 
ces  deux  surfaces  se  couperont  suivant  une  courbe  à  double  courbure,  dont  la  projection 
orthogonale,  sur  wn  plan  perpendiculaire  à  l'asymptote,  sera  la  spirale  logarithmique. 

Tangentes  aux  spirales.  Soit  M  un  point  de  l'intersection  de  la  surface  liéliçoïde  |)ar 
la  surface  de  révolulion  déterminée,  comme  nous  avons  dit,  de  manière  à  pioduire  une 
spirale  donnée.  La  tangente  en  un  point  m  de  cette  spirale  sera  la  projection  de  l'inter- 
section des  plans  tangents,  au  point  M,  à  ces  deux  surfaces.  Le  plan  langent  à  la  surface  de 
révolution  rencontrera  l'axe  de  ré\olution  en  un  |)oinl  0;  je  suppose  tpie  le  plan  horizontal 
sur  lequel  on  a  décrit  la  spirale  passe  par  le  point  0  ;  la  droite  OM  se  projelie  sur  ce  |)lan 
en  Om  :  c'est  le  rayon  vecteur  de  la  spirale. 

Le  j)lan  tangent  à  la  surface  de  révolution  coupe  le  plan  horizontal  suivant  une  droite 
0/,  perpendiculaire  au  rayon  Om. 

Le  plan  tangent  à  la  surface  héliçoïde,  au  point  M,  passe  par  la  génératrice  de  cette 
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surfiït'c,  I.i(|iK'lle  osl  |)jiriillc'le  au  rayon  Om;  la  iracc  de  ce  |)laii,  sur  \o  plan  horizontal, 
est  donc  parallèle  au  rayon  Ont.  Il  suHil  donc,  pour  déterminer  cetU;  trace,  d'en  trouver 
un  point.  Or  ce  plan  tangent  passe  |)ar  la  tangente  à  l'hélice  conduite  par  le  point  M  sur 
la  surface  héliçoïde  ;  celle  tangente  est  dans  le  plan  vertical  perpendifulaire  au  rayon 
Oui.  Soit  0  le  point  où  elle  rencontre  le  plan  hoi'izontal;  soit  a  l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe 
de  la  surface  hélicjoïde:  on  aura,  dans  le  triangle  M///0,  rectangle  en  m,  inh  =  Mm  tang.  a. 
Mais  on  sait,  par  les  propiiétés  de  la  sinface  héliçoïde,  (ju(!  la  tangente  trigonoinélriquc 
de  l'angle  a  est  proj)ortioiuielle  à  la  dislance  du  point  M  à  l'axe  de  la  surface;  donc 
tang.  a  =  Om.  const.  Celle  constante  csl  égale  au  rapport  qu'il  y  a  entre  le  mouvement 
circulaire  el  le  mouvement  ascensionnel  de  la  génératrice  de  la  surface  héliçoïde  ;  nous 
avons  représente  ce  rapport  par  -  ;  donc  enfin 

Om  Mm.Om 

lang.  a  = ,  mO  = 

a  a. 

La  droite  niB  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  0)>i  ;  la  trace  du  plan  tangent  à  la 
surface  héliçoïde  est  parallèle  à  ce  rayon  ;  donc,  si  l'on  prend  sur  la  droite  0/,  perpendicu- 
laire à  ce  rayon  ,  une  partie 

Om .  Mm 


le  point  t  appartiendra  à  cette  trace.  Or  cette  droite  Ot  esl  la  trace  du  plan  tangent  à  la 
surface  de  révolution  ;  donc  le  point  t  appartient  à  l'intersection  des  plans  tangents  aux 
deux  surfaces;  et,  conséqucninient ,  ce  point  appartient  à  la  tangente,  en  m,  à  la  spirale 
qui  esl  la  projection  de  l'intersection  de  ces  deux  surfaces. 

La  ligne  0/  s'appelle,  comme  on  sait,  la  sous-langente  de  la  spirale  ;  la  sous-normale  esl 
la  partie  On  comprise,  sur  le  prolongement  de  la  droite  0^,  entre  le  point  0  et  la  normale 
à  la  courbe  ;  elle  esl  égale  au  carré  du  rayon  divisé  par  la  sous-tangcnte  ;  ainsi 

a .  Om 

On  = 

Mm 

Maintenant,  pour  faire  usage  de  ces  formules, nous  remarquerons  que  le  plan  tangente 
la  surface  de  révolution,  au  point  M,  passant  par  le  point  0,  la  ligne  Mm  esl  égale  à  la 
sous-langente  de  la  courbe  génératrice  de  la  surface  de  révolution;  cette  sous-tangenle 
étant  prise  sur  l'axe  de  révolution. 

Appelons  S  cette  sous-langente,  el  remarquons  que  le  rayon  vecteur  Om  de  la  spirale 
est  égal  à  l'ordonnée  //  de  la  courbe  génératrice  de  la  surface  de  révolution,  nous  aurons  : 

V-S      ^         a.  y 
Ot  =  -^—,  On=  — r- 
a  S 
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Tcllrs  sont  les  ("vpnvssioiis  de  la  sdiis-liinj^ciilc  <l  de  la  .soiis-Doniialc  d  uni-  spiialr,  en 
loiicliori  (li>  la  soiis-laiigcntc  cl  de  rordoiiiirc  de  la  coiirlx;  griMwali'icc  <l(-  la  .siiiracc  de 
iTVoliilion. 

Dans  la  s|»iiiilc  d'Arcliimrdc,  la  lij;iu'  grin'ralricr  csl  dioilc;  on  n  ^  =^  f o//.s7.;  donc 
On  =  coiisl.  Ainsi,  Dans  la  spirale  (rAir/iinii'dc,  la  sous-nonnnic  est  constantp. 

Pour  la  spirale  hy|>cil)oli(|uc,  la  coinhc  fçc  ne  ralliée  est  inic  li)|»cil)olc  ('(iMilaière,  dans 
hujuelle  on  a,  eon)ine  Ton  sail,  S.//=  coh.s/.,  donc  Ot  î=const.  : 

Daus  In  spirale  hi/perholi<iiie,  la  sous-taïKjeute  est  voiistanle. 

Dans  la  logarilluni(ine,  la  sous-lanfçenle,  eoniplée  sur  Tasyniploie,  csl  constante;  donc 
S=('o/<.s7.;  et,  eonsé(pieninienl  dans  la  spiiale  logaiidinnipic ,  on  a 

Ot  Ot 

—  =  consl.,      —  =  const. 

y  Om 

Or,  ^,-^  est  égal  à  la  tangente  trigononiélrirpie  de  l'angle  (|ue  la  tangente  à  la  spirale  fait 
avec  le  rayon  vecteur;  donc  cet  angle  est  constant;  ainsi  : 

Dans  la  spirale  loriarit/iniiffae,  la  tanfjcnte  [ail  an  (i)t(jle  constant  avec  le  nn/on  vecteur. 

Ot  étant  proportionnel  à  Ont,  on  voit  que  si  Ton  poile,  sur  le  rayon  vecteur,  une 
ligne  égale  à  la  sous-tangenie,  rexlréniilé  de  cette  ligne  sera  sur  une  spirale  logariihnii(|ue 
semblable  à  la  i)roi)oséc;  mais,  si  cette  spirale  fait  un  quart  de  conversion  anionr  de  son 
centre,  chacun  de  ses  rayons  viendra  coïncider  avec  la  sous-tangente  correspondante  de  la 
proposée;  donc  les  pieds  des  tangentes  à  cette  spirale  sont  sur  une  seconde  S|)irale  qui  lui 
est  semblable.  Or,  deux  si)irales  logarilhinicpies  send)lables  enire  elles  sont  nécessaire- 
ment égales,  parce  que  les  angles  <pie  leurs  langenies  font  avec  leurs  rayons  vecteurs  sont 
égaux,  et  qu'à  un  angle  donné  ne  correspond  cpi^ine  spirale;  nous  pouvons  donc  énoncer 
ce  théorème  : 

Dans  la  spirale  logarithmique,  les  pieds  des  tangentes  sont  sur  une  seconde  spirale  loga- 
rithmique égale  à  la  première,  mais  placée  di/féremment. 

La  même  propriété  a  lieu  pour  les  pieds  des  sous-normales. 

Rni/ons  de  courbure  des  spirales.  Une  spirale  étant  considérée  comme  la  section  droite 
d'un  cylindre  qui  passe  par  la  courbe  d'intersection  d'une  surface  de  révolution  avec  une 
surface  hélieoïde  rampante,  on  trouve  aisément,  au  moyen  des  théorèmes  d'Euler  et  de 
Meusnier,  la  valeur  de  son  rayon  de  courbure  en  un  point  quelconque,  en  fonction  du 
rayon  de  courbure  de  la  courbe  méridienne  de  la  surface  de  révolution.  l*our  abréger 
cette  Note,  nous  omettrons  ici  cette  construction,  sur  laquelle  nous  reviendrons  dans  un 
autre  moment. 

Nous  renvoyons  aussi,  à  un  autre  écrit,  la  construction  des  quadratrices,  analogue  à 
celle  des  spirales. 
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x\OTE  IX. 


(pnEMIÈRE    ÉPOQLE,    §    50.) 


Sur  la  fonction  anharmoniqne  de  quatre  points,  ou  de  quatre  droites. 

Quatre  poinls  a,  h,  c,  d  étani  en  ligne  droite,  nous  avons  appelé  la  fonclion 

ac    hc 
ad    bd 

le  l'apport  nnltarnioniqne  des  quati'e  points. 

F^ii  |)r()position  129''  du  sejjlièine  livre  de  Pappus  signifie  que  :  (piaud  f/Kutre  droites  sont 
issues  d'un  iiiènie  point ,  tonte  transversale  les  re)i(ontre  en  quatre  points  dont  le  rapport 
anharmoniqne  a  toujours  la  même  valeur,  quelle  que  soit  la  transversale. 

Cette  proj)riété  de  la  fonction  anharmoniqne  de  quatre  poinls  la  distingue  de  toute  autre 
fonction  qu'on  pourrait  former  avec  les  segments  que  ces  quatre  poinls  font  entre  eux. 

Mais  la  fonclion  anharmonique  jouit  d'une  autre  propriété  encore  plus  capitale,  et  dont 
celte  première  dérive,  c'est  que  : 

Si,  d'un  point  pris  arbitrairemeiit,  on  mène  des  droites  aboutissant  à  quatre  poinls  situés 
en  ligne  droite,  la  fonction  auharmonique  de  ces  quatre  points  aura  précisément  pour  valeur 
ce  que  deviendra  cette  fonction  quand  on  y  substituera,  aux  quatre  serjynents  qui  >/  entrent, 
les  sinus  des  angles  que  feront  entre  elles  les  droites  qui  comprendront  ces  segments. 

Celle  fonclion  entre  les  sinus  des  angles  de  quatre  droites  issues  d'un  même  point,  sera 
dite  fonction  a)diarmonique  des  quatre  droites. 

Ce  théorème  prouve  que  la  fonclion  anharmonique  de  quatre  poinls  est  de  nalui'e  pi'o- 
jective,  c'esl-à-dire  que  cette  fonclion  conser\e  la  même  valeur  cpiaiid  on  fait  la  projection 
ou  la  perspective  des  quatre  points  auxquels  elle  se  rapporte. 

On  peut  généraliser  ce  ihéoième,  en  menant,  par  les  (piatre  points,  quatre  plans  (|uel- 
conques,  pourvu  qu'ils  se  coupent  suivant  une  même  droite,  prise  arbitrairement  dans 
l'espace  :  la  fonction  anharmonique  des  quatre  points  conservera  la  même  valeur,  si  l'on  y 
substitue,  à  la  place  des  segments,  les  sinus  des  angles  dièdres  que  les  plans  qui  compren- 
nent ces  segments  font  entre  eux. 

Nous  avons  exprimé  le  rapport  anharmoni(|ue  des  quatre  poinls  a,  b,  c,  d  par  la  fonc- 
lion 

ac    bc 

l^l'bd' 
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IMiiis  (III  |)('iil ,  toill  iilissi  liicii,  |ir«'inliT  les  deux  uull<'s  roiicliniis 

«C     de         (il)      rh 
•    nh    dh        ad     rd 

On  n'en  peut  |)as  forint'i-  une  (Hiiiliic^nic  scnihhihlc ,  avec  les  (|iiiiJi('  points  a,  h,  r,  d. 
De  soilc  (pir  le  rapport  (iuhariti(tiïi<iuc  de  tiiiatrc  poiiifs  peut  s'rxpritncr  <l('  trois  nnmii'rcs. 

Si  l'un  (les  points  es»  à  linlini,  w  rappoii  se  sJinpIKJc:  il  ne  contient  (pic  deux  ser- 
ments. Ainsi,  soit  le  |)oini  d  situé  à  riniini:  le  ia|)|)()il  ariharinoniipie  «l<'s  cpialrc  points 
fl,  b,  cet  rintini,  s  exprimera  des  trois  nianières  : 

ac       ca       ha 

cl)        (d)        !)(•. 

Soient  (piatre  |)oints  a,  h,  c,  rf  situés  en  ligne  droite,  et  quatre  autres  points  a',  h',  c',  d' 
situés  sur  une  autre  droite,  et  correspondant  respeetivenicnt  aux  (piatre  j)reniiers.  Suppo- 
sons que  le  rapport  anliarnionique  de  ceux-ci,  soit  égal  au  rapport  anliarinoni(pje  des 
auliTs;  c'esl-à-dirc,  que  l'on  ait  une  des  trois  équations  suivantes  : 


I  ac    bc  _  a'c'    b'c' 
(A) 


ad  '  bd      ad'  '  b'd' 
ac    de       a'c'    d'c' 


ab  db  a'I)'  d'b' 
ab  cb  _  ab'  c'b' 
ad    cd       ad'    c'd' 

Je  dis  que  les  deux  autres  équations  s'ensuivront  nécessairement.  Ainsi,  Cune  quelconque 
des  trois  équations  (A)  comporte  les  deux  autres.  C'est  une  vérification  qu'on  pourrait  faire 
par  le  calcul.  Mais  il  est  plus  facile  de  se  servir,  pour  démontrer  celle  propriété  de  la  fonc- 
tion anliarnionique,  d'une  considération  géométrique. 

Qu'on  place  les  deux  droites  sur  lesquelles  sont  situés  les  deux  systèmes  de  points ,  de 
manière  que  les  deux  points  correspondants  d,  d'  se  confondent  en  un  point  unique  D; 
qu'on  tire  les  trois  droites  aa',  bb' ,  ce':  ces  trois  droites  se  couperont  en  un  même  point. 
Car  soit  S  le  point  d'intersection  des  deux  premières  aa',  bb'.  Tirons  SD  et  Se  ;  soit  y  le 
point  où  Se  rencontre  la  droite  a'b'c'  :  on  aura  par  la  proposition  citée  de  Pappus , 

ac     bc        a'y    b'y 
Ti^  '  bD  ^  â^  '  Vd' 

Mais  nous  supposons  que  la  première  des  équations  (A)  a  lieu;  y  mettant  D  à  la  place 
de  (/,  et  la  comparant  à  celle-ci,  on  en  conclut  que  le  point  y  se  confond  avec  le  point  c'. 
D'où  il  résulte  que  les  trois  droites  aa',  bb',  ce'  passent  par  un  même  point  S. 


3(H  NOTES. 

Consi(l('ioiil  I('s(|iialio  droilcs  Sf/«',  Shh',  Sec'  el  SD,  coupées  par  les  (Jeux  (ransvorsalos 
abc\),  a'h'v'l);  ou  conclut,  de  la  pioposilioii  de  Pappiis,  (pic  les  deux  dciiiièics  des  équa- 
tions (A)  oui  lieu. 

Ainsi,  chacune  des  écpiations  (A)  comporte  les  deux  autres. 

Uc  sorte  (pu*  l'éiialité  des  rapports  ardiarnionicpies  de  deux  systèmes  de  (piatre  points 
qui  se  correspondent  \\n  à  un,  peut  s'exprimer. de  trois  manières,  dont  Tune  quelconque 
comporte  les  deux  autres. 

Cette  propriété  importante,  de  la  fonction  anliarmoniquc  de  quatre  points, aura  plusieurs 
applications  utiles. 

Par  exemple,  on  en  peut  conclure  immédiatement  que  chacune  des  sept  équations  par 
lcs(piclles  on  exprime  la  relation  d'involution  de  six  points,  comporte  les  six  autres. 

L'égalité  des  rapports  anharmoni(pies  de  deux  systèmes  de  quatre  points  peut  s'exprimer 
par  une  équation  à  trois  termes,  qui  sera  souvent  utile. 

Ainsi,  outre  Igs  trois  écpiations  (A),  on  aura  les  trois  équations  suivantes  : 

ac    bc        a'b'     c'b' 
ad    b(l       ad'    c'd' 


^^^ (  ab''  db^  a'b''-c'b'~^' 


=  1. 


ac  de  ad'  c'd' 
ab  db  a'b'  c'b' 
ab    cb        ac'    b'e' 


ad    cd       a'd'    b'd' 


Chacune  de  ces  trois  équations  exprimant  l'égalité  des  rapports  anharmoniqucs  des  deux 
systèmes  de  points,  comporte  les  deux  autres  et  les  trois  premières. 

En  un  mot,  chacune  des  six  équations  (A)  et  (B)  comporte  les  cinq  autres. 

Les  équations  (B)  sont  faciles  à  démontrer.  La  j)rcmière,  par  exemple,  devient,  à  cause 
de  la  troisième  des  équations  (A), 

ac    bc        ab    cb 
ad    bd       ad    cd 

C'est  donc  cette  é(piation  qu'il  faut  démontrer.  Pour  cela,  faisons  la  perspective  de  la 
droite  abcd,  sur  une  autre  droite,  de  manière  que  le  point  (/  passe  à  l'infini;  soient  a,  ê,  y 
les  perspectives  des  points  a,b,  c.  >ious  aurons,  puisque  la  fonction  anharmonique  est 
projective, 

ac    bc       a.y  ab    cb       «6 

ad    bd       ty  ad    cd       yê' 

l'équation  deviendra  donc 


C'est  niic  rcliKion  i(l(ii(i(|uc  cnlrc  l«s  Intis  points  ci,  a,  /.  supposés  plmrs  diins  lordir 
où  nous  It's  corivoiis. 

Ainsi,  h's  écpintions  (IJ)  sont  drniontm's. 

H«Muarqnons  «pic  IVcpintion  ci-dossus  .  (pii  dovit'iil  ,  (pi:iiid  on  cliassi;  les  driioiniti.'iU'Uis, 

ah .  cd  —  ac .  hd  ■+■  bc .  nd  =  0 , 

cxpriiuo  une  rohuion  génc^ralc  entre  cpiatre  points  (pielconqnes  silnés  en  lij^tie  droite. 

dette  lelation  a  été  démontrée  par  Knier  ,  algéhricpieinenl  et  f(éoniélii(pi(!inetit  ;  par 
la  première  nu-ihode,  en  substituant  à  eertains  laeleurs  leurs  expressions  en  fonction  des 
autres,  de  manière  à  produire  une  é(pialion  idenlicpie;  et,  par  la  seconde  méthode,  en 
Ibrmant  la  ligure  qui  représente  les  trois  rectangles  dont  se  compose  I  c(|ualion  ;  on  voit 
aisément  que  l'un  d'eux  égale  la  somme  des  deux  autres.  (Nvvi  Commentarii  de  Pélers- 
bourg,  tom.  I",  ann.  1747  et  1748.  Varia'  (lononsimtiones  Geonietricw.) 

M.  Poncelel  a  démontré  aussi  la  même  relation  dans  son  Mémoire  sur  les  centres  des 
moyennes  harmoniques.  (Jottrnal  de  M.  (^relle,  tom.  III,  pag.  2()9.  ) 

Le  cercle  jouit,  par  rapport  à  quatre  droites  issues  d'un  même  point,  d'une  propriété 
analogue  à  celle  du  système  de  deux  transversales  droites,  exprimée  par  les  équations 
(A)  ou  (B). 

Celte  propriété  consiste  en  ce  que  : 

Quand  quatre  droites,  issues  d'un  même  point,  rencontrent  une  circonférence  de  cercle, 

ta  première  en  a,  a'  ;  la  deuxième  en  h,  h';  la  troisième  en  c,  c'  ;  et  la  quatrième  en  d  ,  d'  ;  or» 

«  la  relation  : 

.1  .     1   .  •  .^    „  , 

sm. -co    sm. -oa       sm.-co'    sin.-oa 

2  2  2  2 


11  \  \ 

sin.  — cl)    sin.  —  rf6       sin. -c'6'    sin.- d'b' 
^  -2  ^2  '2 

Cette  équation  est  analogue  à  la  première  des  équations  (A).  On  aura,  de  même,  deux 
autres  équations  semblables  aux  deux  autres  équations  (A);  et  trois  équations  semblables 
aux  équations  (B). 

Cette  propriété  du  cercle  donne  lieu  à  diverses  propositions  nouvelles. 

Nous  appelons  toute  l'attention  des  géomètres  sur  la  notion  du  rapport  anharmonique , 
qui,  bien  que  très-élémentaire,  pourra  être  extrêmement  utile  dans  une  foule  de  spécula- 
tions géométriques,  où  elle  procurera  des  démonstrations  faciles  et  simples  autant  que 
possible.  Nous  en  ferons  usage  dans  la  Note  X,  sur  l'involution  de  six  points,  et  dans  les 
Notes  XV  et  XVI,  pour  démontrer,  en  quelques  mots,  pour  ainsi  dire,  les  propriétés  les 
plus  générales  des  sections  coniques. 

Cette  théorie  ne  sera  pas  moins  utile  dans  la  Géométrie  à  trois  dimensions. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  démontrer  la  double  génération  de  l'hyperboloïde  à 
une  nappe,  par  une  droite,  que  nous  présenterons  sous  cet  énoncé  : 

La  surface  engendrée  par  une  droite  mobile,  qui  s'appuie  sur  trois  droites  fixes,  peut 
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être  enfji'fidrî'i' ,  d'une  seconde  manière,  par  taie  droite  mobile  qui  .s'appuie  sur  trois  posi- 
tions de  la  première  droite  fjcnèratrice  ;  et  cette  surface  jouit  de  la  propriété  que  tout  plan  la 
coupe  suivant  une  c.oni(iue. 

I.a  piTinièrc  partie  de  celle  pro|)Osilion  repose  sur  les  deux  lemmes  suivants,  dont  l'un 
est  la  réci|)ro(iue  de  l'autre,  et  qui  niériteiit  eux-nièmcs  d'être  énoncés  comme  théorèmes  ; 

TiH'OUKME  I.  Quand  (juatre  droites  s'appuient  chacune  sur  trois  droites  fixes,  situées 
d'une  manière  (luelconque  dans  l'espace,  le  rapport  anharmouique  des  sef/nients  qu'elles 
forment  sur  l'une  de  ces  trois  droites ,  est  ér/al  au  rapport  anhurmonique  des  segments 
qu'elles  forment  sur  l'une  quelconque  des  deux  autres. 

Soient  L,  L',  L"  les  trois  droites  données  dans  l'espace;  a,  h,  c,  d,  les  points  où  les 
quatre  droites  A,  15,  C,  D,  (|ui  s'appuient  sur  L,  L',  L",  rencontrent  L;  et  a',  h',  c',  d'  ; 
a",  b",  c",  d",  les  points  où  ces  mêmes  droites  rencontrent  L',  L".  Je  dis  que  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  o,  b,  c,  d,  est  égal  à  celui  des  quatre  points  a' ,  6',  c',d'. 
En  eiïet,  chacun  de  ces  rapports  est  égal  à  celui  des  quatre  plans  qui  ont  pour  inter- 
section commune  la  droite  L",  et  qui  passent  respectivement  par  les  quatre  droites 
A,  B,  C,  D.  Ces  deux  rapports  sont  donc  égaux  entre  eux. 

Théorème  II.  (Réciproque)  :  Si  quatre  droites  s'appuient  sur  deux  droites  fixes  dans 
l'espace,  de  manière  que  le  rapport  anharmonique  des  segments  qu'elles  font  sur  l'une 
de  ces  droites  soit  égal  au  rapport  anharmonique  des  segments  fju'elles  font  sur  l'autre, 
toute  droite  qui  s'appuiera  sur  trois  de  ces  quatre  droites  s'appuiera  nécessairement  sur  la 
quatrième. 

Soient  deux  droites  L,  L'  dans  l'espace,  et  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  qui  rencontrent  la 
première  aux  points  a,  b,  c,  d,  et  la  seconde  aux  points  a,  b',  c',  d',  de  manière  qu'on  ait 

ca    da       c'a'    d'à' 


cb    db       c'b'    d'b' 

Il  faut  prouver  que  ces  quatre  droites  sont  telles  qu'une  droite  quelconque  L",  qui  s'ap- 
puie sur  les  trois  premières  A,  B,  C,  rencontre  nécessairement  la  quatrième  D. 

Pour  cela,  par  le  point  d  de  la  droite  L,  menojis  une  droite  D'  qui  s'appuie  sur  L'  et  L"; 
soient  5',  è",  les  points  où  elle  rencontre  ces  deux  droites.  Les  quatre  droites  A,  B,  C,  D', 
s'appuyant  sur  L,  L',  L",  on  aura ,  d'après  le  théorème  I, 

ca    da       c'a'    S'a' 
Tb'db^'c^'    JT'' 

Cette  équation,  comparée  à  la  précédente,  fait  voir  que  le  point  $  se  confond  avec  le 
point  d.  Ainsi  la  droite  D'  menée  par  le  point  d,  de  manière  qu'elle  s'appuie  sur  L',  L", 
est  précisément  la  droite  D.  La  droite  L",  qui  s'appuie  sur  les  trois  droites  A,  B,  C,  s'ap- 
puie donc  sur  la  quatrième  D.  Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

Maintenant,  soient  trois  droites  L,  L',  L"  dans  l'espace,  et  soient  A,  B,  C,  D ,  etc., 


^()^I:s.  .lo? 

dos  positions  (lillV'i'ciiU's  (riiiic  <li-oilc  inoltilr  <|iii  N'ii|i|itii('  sur  ces  Irois  didilcs  :  j<-  <Iih 
(|n'tiii(>  droite  (|ii('I('oim|ii('  M,  (|iii  s':i|i|iiii(>  sur  les  droites  A,  H,  (1,  reiieoiilre  nécessiiireincnt 
une  (|tiiiirièine  droite  I).  (inr,  en  \erhi  du  diéorènie  I,  les  droites  A,  |{,  (!,  I),  font,  <>iir 
li,  li',  <l<'s  sefi;inents  donl  l(<s  nippons  iinii;irinoni(pies  sont  é^iinx  ;  donc! ,  en  \(  i  in  dn  diéo- 
rèiiio  II,  une  drniie  cpii  s";i|)pnie  Mn- le>  Mois  premières  droites  renconire  l:i  (piiitriénie. 

Ainsi,  quand  imc  droifc  iiiohilr  s'(i/)jiiiiv  sur  trois  droiles  fixes,  foule  droite  t/iti  s'aftpnicrd 
sur  trois  positions  de  la  droifc  nioliilr ,  s'appuiera  sur  tontes  les  autres  ])ositions  de  cette 
droite. 

(-elii  exprime  la  première  |»;irlie  dn  théorème  énoncé. 

Ponr  démontrer  la  seconde  partie,  coïK^evons  mi  pian  transversal  (jneiconipie  ,  (pii  ren- 
contre les  deux  droites  L,  L',  on  doux  |)()ints  1,  1',  et  les  (piatro  droites  A,  H,  C,  I),  en 
quatre  points  a,  6,  y,d.  Ces  six  points  sont  sur  la  courbe  d'intersection  do  la  surfaoiî  par 
le  plan.  Il  s'agit  do  démontrer  (pi'ils  sont  sur  imo  section  cot)i(pie.  Pour  cela  il  suffit 
do  l'aire  \oir,  d'après  ime  piopriélé  générale  dos  eonicpios,  que  nous  démontrerons  dans 
la  Note  W,  que  les  (pialie  droites  menées  des  points  a,  ê,  y,  $,  au  point  /,  ont  leur  rap- 
port anharmoniipie  égal  à  celui  des  quatre  droites  menées,  dos  mémos  points,  au  point  À'. 
Or,  ce  ra|)port  anharmoni(iue  dos  (juatro  droites  /a,  Ào,  ly,  lo,  est  le  mémo  que  celui 
des  quatre  plans  menés  par  la  droite  L,  dont  ces  droites  sont  les  traces  sur  le  plan 
transversal;  et  ce  rapport  est  le  mémo  que  celui  dos  quatre  points  où  les  droites  A,B, 
C,  D,  par  lesquelles  passent  ces  plans,  s'appuient  sur  la  droite  L'.  Pareillement ,  le  rapport 
aidiarmoniqne  des  quatre  droites  /'a,  /'ë,  /.'y,  )'d  est  égal  à  celui  des  quatre  points  où 
les  mémos  droites  A,  B,  C,  D  s'appuient  sur  la  droite  L.  Mais  ces  deux  rapports  anhar- 
moniques  des  [)oints  où  les  quatre  droites  A,  B,  C,  D,  rencontrent  les  deux  droites  L,  L', 
sont  égaux  entre  eux  (théorème  I):  donc  le  rapport  anharmoni(|ue  des  quatre  droites 
Xa,  X6,  }.y,  )3  est  égal  à  celui  dos  quatre  droites  l'a.,  l"o,l'y,  /.'d.  Donc  les  six  points 
a,  ê,  y,  $,  1,  a'  sont  sur  une  conique.  Donc  la  section  de  la  suifaco,  par  un  plan  transversal 
quelconque,  est  une  conique.  C.  Q.  F.  P. 

Ainsi,  le  théorème  de  la  double  génération  de  l'hypcrboloïde  à  une  nappe,  par  une  droite, 
est  démontré  complètement,  et  par  des  considérations  géométriques  tout  à  fait  élémentaires. 

On  démontre,  en  Analyse,  que  les  droites  menées  par  un  point  de  l'espace,  parallèlement 
aux  génératrices  de  l'hyperboloïde,  forment  un  cône  du  second  deyré.  La  théorie  du  rap- 
port anharmonique  donne  encore  une  démonstration  extrêmement  facile  de  cette  propo- 
sition. Il  suffit  d'appliquer,  à  la  section  du  cône  par  un  plan,  le  raisonnement  que  nous 
venons  de  faire  pour  une  section  plane  de  l'hyperboloïde  ;  on  voit  que  celte  section  est 
encore  une  conique. 

Corollaire.  —  Le  théorème  I,  considéré  par  rapport  à  l'hyperboloïde,  exprime  cette 
propriété  de  la  surface  : 

Quatre  génératrices,  d'un  même  mode  de  génération  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  font, 
sur  une  génératrice  ciuelconque  du  second  mode  de  génération,  quatre  segments  dont  le 
rapport  anharmonique  a  une  valeur  constante,  quelle  que  soit  la  position  de  cette  génératrice 
du  second  mode  de  génération. 


r>08  >OTKS. 

Viiisi,  M)iciii  (I,  I),  c,  (I  les  poiiii.s  où  les  «jiiiiiic  j^ciicriilriccs  A,  l{,  (>,  l) ,  du  premier 

modo  (lo  grnôtalioii,  rcn('onlr«Mil  imo  ^ciK'rairico  I.  du  second  mode;  cl  «',  //,  <■',  d'  les 

poinLs  où  elles  reneonlrenl  uoe  seconde  géiiéralricc  L',  du  second  mode  de  géiiéraiioii; 

011  aura 

ca    (la       c'a     d'à 

7h  '  di)  ~  Tb"  ' '(Fh' ' 

(ielte  é(juatioii  se  mel  sous  la  forme 


ou 


ca 

1      / 

c  a 
c'b' 

1  du    d'à' 
^  \db'  d'h' 

ca 
7b^ 

c'a' 
c'b- 

X  const. 

Ce  qui  exprime  (|ue  :  Si  l'on  a  un  (juadrilafcre  altb'a',  et  (jifon  divise  ses  colcs  opposes 
ab,  a  b  ,  aux  points  e,  c',  de  manière  (/n'on  ail 


ca        c  a 


cl>        c  b 

la  droite  ce'  enr/endre  un  hi/perfjoloïde  à  une  nappe. 

Nous  avions  démonlré  d'une  autre  manière  celte  propriété  de  l'hyperboloide,  qui  a  servi 
jusqu'ici  pour  prouver  la  double  génération  de  celle  surface  par  une  droite.  {Correspon- 
dance sur  l'École  polytechnique ,  lom.  II,  p.  446.) 


NOTE    X. 


(première  époqle,  %  34.) 


Théorie  de  Vinvolution  de  six  points. 

(I)  Nous  diviserons  cette  \ote  en  deux  parties.  Dans  la  première,  nous  allons  exposer 
les  propriétés  connues  de  Tinvolution  de  six  points.  Dans  la  seconde,  nous  donnerons 
diverses  autres  manières  nouvelles  d'exprimer  cette  involution,  qui  nous  onl  paru  pouvoir 
sinq)lificr  cette  ibéorie,  el  en  étendre  les  applications. 


^<)T^:s.  .-.od 


i»i{i;.Mii m;  i'aiitii;. 

(■2)  (^)iiiui(l  six  points,  siliics  en  ligne  dioilc,  cl  se  concsixindiinl  deux  îitlrnx,  uh  (|iir 
A  et  A',  li  e(  \V ,  Cvl  (!',  loiil  ciilro  eux  de  it'ls  scgincnls  (|iu;  l'on  in'i  l;i  nhiiion 

CACA'        C'A.  C'A' 
^   ' Cil.  Cil'""  C'Il.C'Il' 

on  (iil  (|iic  les  six  points  sont  on  inrulution  :  les  points  ipn  so  corrcspondcnl  sont  dits 
vonjugués. 

(3)  liCS  six  points  jouissent  de  deux  sortes  de  propiiétésjdont  nous  iippelleions  les  unes 
aril/nii('li(jues,  pjuTe  qu'elles  ne  eoncernenl  i\uc  des  reliitions  entre  les  sejrnients  pris  de 
diirérenles  manières  entre  ees  points;  et  les  luities,  (icomùtriquen,  parce  (pi'elles  eoueerncnt 
certaines  (igmes  (pie  l'on  peut  faire  passer  par  les  six  points  eu  (piestion,  ou  dans  lescpielles 
se  présente  l'involulioii  de  six  points. 


PROPRIETES    ARITHMETIQUES. 

(4)  L'équation  précédente  donne  lieu  aux  deux  suivantes  : 

BA.BA'       B'A.B'A' 


,  BC.BC       B'C.B'C 
(A) 

AB.AB'       A'B.Â'B' 


AC.AC       A'C.A'C 

Ainsi  chacune  des  trois  équations  (A)  comporte  les  deux  autres. 
(3)  La  propriété  des  six  points,  d'être  en  involulion,  peut  être  exprimée  par  une  équa- 
tion entre  six  segments  seulement,  formés  par  ces  points  entre  eux. 
Cette  équation  sera  : 

AB'.BC'.CA'  =  AC'.CB  .BA', 

ou  AB' .  BC .  C'A'  =  AC .  C'B' .  BA' . 

(B) { 

ou  AB.B'C'.CA'  =  AC'.CB. BA', 

ou  AB.B'C.C'A' =  AC.C'B.B'A'. 

Ainsi,  chacun  de  ces  quatre  équations  (B)  exprime  Yinvoltition  des  six  points,  et  suffit 
pour  que  les  trois  autres  aient  lieu. 

(6)  Les  équations  (B),  se  déduisent  facilement  des  équations  (A),  par  voie  de  multipli- 
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calion;  et,  i'('ci|)r()(ni('iii('nt,  celles-ci  s<;  déduisent,  aussi  nisénicni,  des  équntioris  (B). 
Mais  |)nis(|iic  clincuiie  des  sept  ('(jiiiiiions  coiisiiluc,  à  elle  seule,  l'itivolulir)!»  de  six  points, 
il  faut  (pie  d'une  (piclcon(pi(;  on  puisse  aussi  déduire  celles  du  même  groupe;  c'est-à-dire 
d'une  des  trois  étpiaiioris  (A)  les  deux  autres,  et  d'une  des  écpiations  (M)  les  trois  autres. 
C'est  en  eiïet  ee  (jue  l'on  |)eul  faire  par  le  calcid,  en  iransfonnani  les  didérents  segments 
de  ré(|uation  proposée  en  d'autres  (pii  se  prêtent  à  la  démonslration  cliercliée.  Mais  celte 
sorte  de  véiilication  a  posteriori  est  longue,  exige  des  tâtonnements,  et  n'a  rien  d'élégant. 

Aussi  l'on  se  sert ,  pour  montrer  que  l'une  des  sept  équations  (A)  et  (B)  eomporle  les  six 
autres,  de  cette  propriété  géométri(|ue  des  six  points  :  on  peut  faire  passer,  par  ces  six 
points,  les  (juafre  côtés  et  les  deux  diagonales  d'un  quadrilatère.  C'est  ainsi  ({u'onl  fait 
MM.  Brianehon  et  Poneelel. 

Mais  nous  avons  trouvé  que  la  notion  du  rapport  unharnwnique  de  (juatre  points  pro- 
cure une  démonstiaiion  encore  plus  simple  et  plus  directe,  et  conduit  à  beaucoup  d'autres 
relations  qui  auront,  comme  les  équations  (A)  et  (B),  leur  degré  d'utilité.  Nous  traiterons 
de  cet  objet  dans  la  seconde  partie  de  cette  Note. 

(7)  Les  équations  (A),  entre  huit  segments,  sont  faciles  à  former.  La  nature  des  rela- 
tions (B),  dans  chacune  desquelles  n'entrent  (juc  six  segments,  ne  parait  pas  aussi  facile, 
au  prenïier  abord,  à  saisir  ni  à  exprimer.  .>Liis  cependant  voici  une  régie  que,  croyons-nous, 
l'on  pourra  retenir  sans  efforts  de  mémoire. 

Qu'on  prenne  trois  points  A,  B,  C,  appartenant  aux  trois  couples;  chacun  d'eux  fera 
deux  segments  avec  les  conjugués  des  deux  autres;  on  aura  ainsi  six  segments  :  le  produit 
de  trois  de  ces  segments,  qui  n'ont  pas  d'extrémité  commune,  est  égal  au  produit  des  trois 
autres. 

(8)  Considérons  un  quatrième  système  de  deux  points  conjugués  D,  D',  et  supposons 

que  ces  points  forment  une  involution  avec  les  quatre  points  A,  A'  et  B,  B';  on  aura 

l'équation 

AB.AB'        A'B.A'B' 


AD.  AD'       AD.  AD' 

La  comparant  avec  la  troisième  des  équations  (A),  on  en  conclut 

AC.AC       A'C.A'C 


AD. AD'       AD. AD 


,  j 


ce  qui  prouve  que  les  six  points  A,  A',  C,  C  et  D,  D',  sont  en  involution. 

D'où  suit  celte  propiiété  générale  de  l'involulion  des  six  points  : 

Si  l'on  a,  en  ligne  droite,  plusieurs  sj/stèmes  de  deux  points,  tels  que  les  deux  premiers 
systèmes  forment,  avec  chacun  des  autres,  une  involution  ;  trois  quelconques  de  tous  ces  sys- 
tèmes forvicront  aussi  entre  eux  une  involution. 

Ce  théorème  admet  plusieurs  conséquences,  très-importantes  dans  la  théorie  de  l'invo- 
lulion. 


i\o  ri:s.  3i  i 

(*.))   Lu  siiiviinh*,  par  cxcinplc,  li-onvnii  des  ii|i|)licn(i()iis  iililrs  : 

(Juainl  OH  (t ,  ni  lit/ne  (huilv,  <iu(ilic  si/stvnivs  de  (leur  pointa,  fonnnnt  Irais  à  Irnin  une 
inroinléon;  ijunft'c  poinls,  apparfcnanl  n'sjwctivvnu'nt  aux  ([untrv  sijslèmi's,  ont  liur  rapport 
an/nirnioniquo  ctpil  à  celui  des  quatre  antres  points. 

Ainsi  A  vl  A',  H  i'(  H' ,  (1  cl  (]' ,  I)  cl  lï  clanl  les  (jualrc  syslèrncs,  otj  aura  : 


AC    BC       A'C    B'C 


Al)    BD       Air    B'D' 

En  effet,  los  trois  premiers  systèmes  formant  une  involulion,  on  a  (é(|nalions  li) 

AC       A'C    MV 


BC       B'C    A'B' 

et,  pareillement,  les  trois  systèmes  A  et  A',  H  et  B',  D  et  D',  formant  une  involution, 
on  u 

AD_A'D'    AB' 

bd""FF  Â^' 

Divisant  membre  à  membre  ces  deux  équations,  on  obtient  celle  qu'il  s'agissait  de 
démontrer. 

(10)  Examinons  quelques  cas  parlieulicrs  de  l'involution  de  six  points. 

Si  l'on  suppose  que  les  deux  points  C,  C,  se  réunissent  en  un  seul,  et  qu'on  l'appelle  E, 
les  équations  (A)  et  (B)  se  réduiront  aux  quatre  suivantes  : 

AB.AB'       aë' 


A'B.  A'B' 

A'E 

BA.BA' 

bë' 

B'A.B'A' 

B'E 

EA.EB 

AB 

EA'.EB'       A'B' 
EA.EB'       AB' 


EA'.EB       A'B 

Chacune  de  ces  quatre  équations  comporte  les  trois  autres. 
Desargues,  qui  a  examiné  ce  cas,  l'a  appelé  involulion  de  cinq  points. 
Nous  appellerons  le  point  E ,  point  double. 
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(II)  Supposons  maintonai)»  (]uc  le  point  C'soil  à  l'infini,  (•[  remplaçons  son  conjugué 
C  par  0;  les  équations  (A)  e(  (F5)  (leviendrorit  : 

OA.OA'  =OB.OB', 
HA.BA'         KO 


B'A.B'A'       B'O 
AB.AB'         AO 


A'B.A'B'       AO 
AB'_OB' 

AB'  _  OA 

â^~ôb' 

AB        OB 


A'B       OA' 
AB        OA 

ÂF~ÔB' 

Chacune  de  ces  sept  équations  comporte  les  six  autres,  et  constitue  seule  l'involution 
des  cinq  points  A,  A',  B,  B'  cl  0.  La  propriété  caractéristique  de  ce  point  0  est  que  son 
conjugué  se  trouve  à  l'infini.  Nous  rappellerons  le  point  central  des  deux  systèmes  A,  A' 
eiB,B'. 

La  position  de  ce  point  central  est  déterminée  par  chacune  des  sept  équations  précé- 
dentes. La  première  exprime  (jue  le  produit  des  distances  de  ce  point,  aux  deux  premiers 
points  conjugués,  est  éfjal  au  produit  de  ses  distances  aux  deux  autres  points  conjugués  : 
celte  relation  va  nous  conduire  à  une  propriété  remarquable  de  l'involution  de  six  points. 

(12)  Soient  A,  A';  B,  B;  C,  C  ces  six  points;  et  soit  0  le  point  central  relatif  aux 
quatre  pren)iers,  de  sorte  qu'on  ait  OA.OA'  =OB.OB'.  Appelons  un  instant  0'  son  con- 
jugué, lequel  est  à  Tinflni.  Les  six  points  A,  A',  B,B'  ei  0,  0'  forment  une  involution. 
Il  résulte  donc,  du  théorème  (8),  que  les  deux  systèmes  C,  C  et  0,  0',  et  un  quelconque 
des  deux  autres,  le  premier  A,  A',  par  exemple,  forment  une  involution.  C'est-à-dire 
que  le  point  0  est  le  point  central  des  deux  systèmes  A,  A'  et  C,  C.  Ainsi  l'on  a 
0A.0A'  =  0C.0C'.  Mais  déjà  0A.0A'  =  0B.0B'.  On  a  donc  ce  théorème  général  : 

Quand  trois  systèmes  de  deux  points  forment  une  involution,  il  existe  toujours  un 
certain  point  tel,  que  le  produit  de  ses  distances  aux  deux  points  de  cfiaque  système  est 
constant. 

Réciproquement:  quand  on  prend  sur  une  transversale,  à  partir  d'un  point  fixe  0, 
deux  points  tels  c/ue  le  produit  de  leurs  distances  au  point  0  soit  égal  à  une  quantité  con- 
stante, trois  systèmes  de  deux  points  ainsi  déterminés  seront  en  involution. 

Quand  les  deux  premiers  points  seront  pris  du  même  côté,  par  rapport  au  point  0,  il  en 
devra  être  de  même  des  deux  points  de  chacun  des  deux  autres  systèmes,  pour  que  les 
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|M(iiliiils  iiii'iil  le  inriiic  .si^^iic  :  ri  |)iir°('ill('iii('iil  i|ii:iiiil  lis  dt  ii\  |ii'niiii'i  s  |iiiiii(s  scioni  |l^i^ 
(h' ('ôl(''s  ()|)|M)s('<s  |i)ii' i':i|>|M)i'l  il  (Ml  |i()inl  (). 

(I.l)  Le  lli('-or(''iiic  iirrcrdnil,  (|iii,  jr  crois,  nu  |Miiiil  tncore  assez  ii\r  riiticiilion  des 
pcrsoiiiirs  (|iii  oui  cctil  mii°  celle  iiialière,  me  |i:iriiil  élre  l:i  |ii°o|ii'i<'li'-  la  |iliis  '<iiii|)le  de 
l'iiivoliilioii  de  si\  poiiils,  et  (U'Ile  par  lii(|uelle  se  iiiaiiilestera  le  plus  soiivciil,  dans  les 
spéeidalions  géoniélricpics,  celle  involiition. 

^0lls  (lirons  ipie  le  poinl  (K  considéré  dans  nne  involnlion  de  six  |)oitils,  csl  je  point 
vvniral  de  riiivolulion. 

(l'i)  (le  point  coniral  condnil  natnrellenient  aux  points  donhli-s,  dont  nous  avons  déjà 
parlé,  cl  l'ail  voir  (pie  ces  |)oinls  peuvent  être  iniaj;inaires. 

Kl)  ell'el,  soient  A,  A',  \i,  IV  les  cpiatre  preiuicrs  points  d'une  involnlion.  Ils  siillisenl 
pour  délerininer  le  poinl  central  O.  Si  les  deux  points  A,  A'  sont  d'un  même  côté  par 
rapport  à  ce  point  (),  il  en  sera  de  même  des  deux  points  B,  B' ,  et  des  deuxaulies  points 
(1,  (y  (pii  doivent  compléter  rinvolulion.  On  peut  donc  supposer  que  ces  deux  derniers  se 
réunissent  en  un  seul,  (pie  nous  appelons  E;  et  l'on  aura,  pour  déterminer  ce  poinl, 
l'é(pialion 

OA.OA'  =  OB.OB'=Ôè'. 

(le  poinl  E  peu!  êlie  pris  arbilrairenienl  d'un  côté  ou  de  l'autre  du  ])oinlO;  de  sorte 
(pril  y  aura  deux  points  E. 

Ainsi,  les  (piatre  premiers  points  A,  A'  el  B,  B' étant  donnés,  l'involution  pourra 
être  complétée  de  deux  manières  par  un  ciiuiuième  point,  qui  sera  considéré  comme 
double. 

iMais  si  l'on  suppose  que  les  deux  premiers  points  A,  A'  soient  placés  de  côtés  différents, 
par  rapport  au  point  O,  il  en  sera  de  même  des  points  B,  B'  et  des  points  C,  C  qui  doivent 
compléter  l'involution;  ces  deux  derniers  ne  pourront  donc  jamais  se  confondre.  Ainsi, 
dans  ce  cas,  il  n'y  aura  |)as  de  points  doubles  :  l'Analyse  donnerait,  pour  leur  construction, 
une  expression  imaginaire. 

(15)  Soient  six  points  en  involution  A,  A',  B,  B',  C,  C.  Que  les  deux  premiers  soient 
du  mên)e  côté  du  point  central  0;  on  pourra  prendre,  des  deux  côlés  de  ce  point,  deux 
points  E ,  F  ,  tels  que 

OË  =  ÔF  =  OA.OA'. 

Cette  double  équation  exprime  que  les  deux  points  E,  F  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  points  A,  A'. 
iMais  on  a  aussi 

Ôë'=Ôf'=OB.OB'; 

les  points  E,  F  sont  donc  aussi  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  B,  B',  et 
de  même  pour  les  autres  points  C,  C.  D'où  résulte  cette  propriété,  déjà  connue,  de  l'in- 
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vohilion  de  six  points  :  //  existe  deux  points  qui  sont  ronJu(/uës  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  points  de  ehacnn  des  trois  sijslènies  de  l'involnlion.  (^es  deux  points  sont  situés 
(le  pnrt  cl  d'aulrc  et  à  rgnlc  dis(;uir(î  du  point  coniriil  de  l'involnlion.  Mais  ces  points 
peuvent  êtie  iniajîirjaiies. 

(!())  Il  est  aisé  de  \oii'  (pic,  cpiand  les  j)oints  H,  H'  seront  situés  sur  le  segment  AA', 
ou  enliéremeni  au  dehors  de  ce  segment,  les  points  E, F  seront  réels; 

Au  eontraire,  (piand  l'un  des  deux  points  B,  IV  sera  sur  le  segment  AA',  cl  l'aulre  sur 
son  prolongement,  l(  s  points  en  queslion  seront  imaginaires. 

En  ciïei,  dans  le  premier  cas,  le  point  0,  qui  est  toujours  réel,  sera  évidemment  en 
dehors  des  segments  AA,  BB',  pour  (pu-  réqualion  OA.OA'  =  OB.()B'  puisse  a\oir  lieu; 
c'est-à-dire  que  les  points  A,  A'  seront  placés  du  même  côté  du  point  O;  et  dès  lors  les 
points  E,  F  seront  réels. 

Dans  le  second  cas ,  le  point  0  sera  placé  sur  la  partie  eommtme  aux  deux  segments 
AA',  BB' ,  et  les  deux  points  A,  A'  seront  de  côtés  diiïérents  par  rapport  au  point  0  : 
dès  lors  les  deux  points  E,  F  seront  imaginaires  '. 

(17)  Les  points  E,  F  jouissent  d'une  autre  propriété  caractéristique,  qui  était  démon- 
trée par  Apollonius  dans  son  traité  de  sectione  detenniîiatà,  comme  on  le  voit  par  les 
propositions  Gl,  02  et  04  du  se|)tième  livre  des  Collections  mathfonafiques  de  Pappus; 
c'est  que  chacun  des  rapports 

EA.EA         FA.  FA' 
EB.EB  '      FB.FB' 

est  un  maximum  ou  un  niininnun.  C'est-à-dire  que,  si  l'on  prend  un  autre  point  quelcon- 
que m,  le  rapport 

mX .  mA' 

»)B  /hjB' 

atteindra  son  maximum  ou  son  mininnnn  quand  le  point  m  viendra  se  confondre  avec  l'un 
des  points  E,  F  qui  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  A,  A',  et  par  rap- 
port aux  points  B,  B'. 

(18)  Deux  systèmes  de  points  A ,  A'  et  B,  B',  et  leur  point  central  0,  jouissent  de  la 
propriété  suivante,  démontrée  par  Pappus  (propositions  4o,  40, ...  et  50  du  livre  septième 
des  Collections  mathématiques)  : 

Si  l'on  prend  sur  la  droite  AB,  ou  sur  son  prolongement,  un  point  quelconque  m,  on 
aura  toujours  la  relation 

m\ . mA'  —  mB.mB'  c=  (AB  -+-  A'B') .  mO. 

*  M.  Poncetel  a  présenté,  d'une  autre  manière, celte  discussion  relative  aux  points  E,  F,  en  se  servant  de  la 
construction  géométrique  propre  à  la  détermination  de  ces  points.  (Voir  Traité  des  Propriétés  projeclives, 
pag.  201). 


Km  |in>naiil  les  points  milieux  a,  c  dos  dcox  scgiiK'iis  AA'  n  Itli',  on  cliiingc  celte  rela- 
liou  ni  celle-ci  : 

m\.in\'       m\i.iii\V  ^^'■2»f..mO. 

(lU)  Mn  Mi|»|i()siiiil  (|iie  le  |M(iiil  ni  se  euiilonde  siieeessivenii'Ml  ii\ee  \,  A  ,  |{  ,  |{,  oii 
iilil'ii  des  relations  pai'lieiilièics  eiilic  les  eiii(|  points  A,  A',  li,  H'  et  (),  (pii  ont  aiis^i  clé 
déinontrccs  pac  Pappus,  (Piopusilions  41 ,  i^  cl  iô.) 
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(20)  l.a  plus  ancienne  propriété  ji;éoniétri(|iie  de  riinoliitiun  de  ^jx  punils  se  trouve 
dans  l*ap|)us  (proposition  l-lOdu  septième  Ii\re),  où  Ton  voit  (pje.(piand  les  colés  cl 
les  diagonales  d'un  (piadrilatère  sont  renconlrés,  par  une  diagonale  (pielcoinpie,  cti  six 
points,  A,  A';  B,  B  ;  et  (1,  C,  dont  les  deux  premiers  apparlienneni  à  deux  côtés  opposés, 
les  deux  suivants  aux  deux  autres  côtés  op|)osés;  et  cnlin  les  deux  derniers  aux  deux  dia- 
gonales, on  a  ,  entre  les  segments  formés  par  ces  points,  les  é(pialions  (B). 

Il  résulte  évidennnent  de  celte  proposition  (jue,  récipro(|uement,  (|uand  ime  des  écpia- 
lions  (B)  a  lieu,  on  peut  faire  passer,  par  les  six  points,  les  quatre  côtés  et  les  deux 
«liagonales  d'un  (piadrilatère;  et  l'on  conclut  de  là,  par  la  proposition  de  Pappus,(pie  les 
trois  autres  é(iuations  (B)  ont  lieu  en  vertu  de  la  première. 

\  oilà  eomnïcnl,  au  moyen  de  la  proposition  géométri(|ue  de  l*appus,  on  démontre  celle 
propriété  arithméiiipic  de  l'involulion  de  six  points;  à  savoir,  (pie  I  une  (pielconcpie  des 
é(pialioiis  (B)  comporte  les  trois  autres. 

El  comme,  en  combinant  ces  équations  entre  elles,  on  en  déduit  immédiatement  les 
équations  (A),  il  se  trouve  aussi  démontré,  par  la  seule  proposition  de  Pap|)us,  que  les 
six  points  où  une  transversale,  menée  arbitrairement  dans  le  plan  d'un  quadrilatère, 
rencontre  ses  côtés  et  ses  diagonales,  ont  entre  eux  les  relations  exprimées  par  les  équa- 
tions (A). 

(21)  La  démonstration  du  ibéorème  de  Pappus  est  facile;  mais,  au  moyen  de  ce  que  la 
relation  dinvolution  est  projeclive,  on  peut  simplifier  cette  démonstration ,  en  projetant 
le  quadrilatère  de  manière  qu'il  devienne  un  j)arallélogramme. 

C'est  ainsi  qu'a  fait  M.  Brianchon  pour  démontrer  ce  ibéorème,  dans  son  Mémoire  sur 
les  lignes  du  second  ordre. 

(22)  Il  ne  jjaraît  })as  (pie  les  relations  (A),  (|ui  comprennent  buit  segments,  aient  été 
connues  de  Pappus.  Car,  parmi  ses  propositions  sur  le  quadrilatère  coupé  par  une  trans- 
versale, nous  n'en  trouvons  qu'une  qui  se  rapporte  à  ces  relations;  c'en  est  un  cas  parti- 
culier. La  transversale  est  menée  par  le  point  de  concours  de  deux  côtés  opposés,  paral- 
lèlement à  une  diagonale  (proposition  155).  Les  deux  propositions  qui  précèdent  celle-là 
pourraieni  être  aussi  considérées  comme  des  cas  particuliers  des  i"elalions(A);mais,  comme 
«^lles  viennent  immédialement  après  la  pro|)Osilion  150,  dont  elles  sont  aussi  des  cas  par- 
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ticulicrs,  nous  devons  los  y  rallaclicr,  et  les  rcfianlcr  coiimir  des  corolliiiics  «les  iclalions 
(B)  (iircxpriinc  celle  proposilioii  1  ÔO. 

(25)  i.es  i'(|iia(i()ns  (A)  ne  paraissenl  pas  remonler  au  ilelii  de  Desargiies;  c'csl  sous 
leur  foi  inc  que  ce  géomètre  a  caractérisé  Vinrolulioii  de  six  points,  à  roccasioii  du  beau 
théorème  suivant,  (|ui  est  devenu  si  l'éeond  dan»  I;i  (K-oinciiie  ié(;euie  : 

Un  quadrilntère  étant  inscrit  à  iitic  <uni(jUO,  les  points  oii  uni:  transversale  i/aelconriuc 
rencontre  la  ronifinr  cl  les  quatre  côtés  (la  quaclrilalère,  sont  en  inrolation. 

Il  est  extrêmement  facile  de  démontrer  ce  théorème  par  de  siniplo  considérations  de 
Géométrie  '. 

(24)  Kt  l'on  en  eonelul  successivement  les  deux  suivants,  qui  sont  plus  généraux  : 

Quand  deux  coniques  sont  circonscrites  à  un  quadrilatère,  si  l'on  tire  une  transversale 
quelconque  qui  rencontre  ces  courbes  en  quatre  points,  et  deux  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère en  deux  autres  points,  ces  six  points  seront  en  involution. 

Quand  trois  coniques  sont  circonscrites  à  un  niénie  quadrilatère ,  une  transversale  quel- 
conque les  rencontre  en  six  points  qui  sont  en  involution. 

Ces  deux  ihéorènxs  sont,  comme  on  le  voit,  une  généralisation  de  celui  de  Desargues, 
<|ui  s'en  conclut  connue  coiollaire.  M.  Sturm  les  a  démontrés,  le  premier,  par  l'Ana- 
lyse 2. 

(2o)  Le  derniei'  poiinait  servir  à  démontrer  les  diiïérentes  propriétés  de  l'involuiion  de 
six  points,  que  nous  avons  appelées  arifliinétiques.  Pour  cela,  on  considérerait  diiïérentes 
aulres  coniques  passant  par  les  quatre  mêmes  points  que  les  trois  premières;  chacune 
d'elles  j)ouvan(  être  déterminée  par  une  cinquième  condition.  Si  l'on  demande  qu'une  de 
ces  coni(|ues  soit  tangente  à  la  transversale,  on  trouvera  les  points  doubles;  si  l'on  veut 
qu'une  des  coniques  ait  une  asymptote  parallèle  à  la  transversale,  on  trouvera  le  point 
central;  etc. 

(2G)  Une  propriélt'*  hien  injporlanie  di'  riiivolulioii  de  six  |)()ints,  c'est  que  :  Si,  d'un 
point  pris  arbitrairement ,  on  mène  des  droites  à  ces  six  points,  les  relations  d'invo- 
lulion  {\)  cl  (13),  qui  ont  lieu  entre  les  segments  compris  entre  les  points,  auront  lieu 
aussi  entre  les  sinus  des  anqles  formés  par  les  six  droites  qui  interceptent  ces  segments. 

On  a  coutume  de  démontrer  cette  proposition,  en  exprimant  les  segments  en  fonction 
des  sinus  des  angles  qui  les  comprennent.  Mais  la  théorie  du  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  nous  en  fournit  une  démonstration  plus  simple.  Car  il  sulfit  de  rcmar(|uer 
que  chacune  des  relations  d'involution  (A)  et  (B)  est  une  égalité  de  deux  rapports  anhar- 
moni(|ues  (ainsi  que  nous  le  ferons  voir  dans  la  seconde  pai'iie  de  cette  Note).  Ces  rap- 
ports conservent  les  mêmes  valeurs  quand  on  y  substitue,  aux  segments,  les  sinus  des 
angles  qui  comprennent  ces  segments;  par  eonsé(|uent  la  relaiion  d'involution  a  lieu  entre 
les  sinus  des  angles  que  les  six  droites  font  entre  elles. 

Réciproquement,  quand   une  telle  relation  a  lieu  entre  les  sinus  des  angles  que  six 

'   Voir  la  Note  \V. 

*  Annales  de  Matliemaliques,  loin.  XVII,  pag.  180. 
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droites,  issues  d'iiM  iiiciik-  iioiiii .  loiii  «nii'c  rllrs,  niic  iiiiiisvt'rsiilc  (|ii('lc()ri(|ii<-  rciicoiiln' 
CCS  six  droites  en  six  poiiils  «pii  soiil  en  involnlinn. 

On  (lu  (|ii(' ces  si\  di'oiles  roinicnl  ww  fdiso'dii  ni  iin  nlulinn. 

{''27)  Telles  soni  les  six  (inij;(»nles  menées,  d  ini  même  |i(iinl,i'i  lroi>  eMni(|iiCH  inscriics 
à  nn  même  (|n:idril:itèi'e. 

("28)  On  penl  rejïitider  connue  une  des  e(tni(|iie>',  dnnl  nn  .ixe  esi  nul.  \.\  drnilr  (|ni 
joiiil  deux  côlcs  ()|)|ioscs  dn  (|mi(lriliUère;  connue  une  seconde  c()tn(|ne,  h  droih-  i|ni  joim 
les  deux  iuilres  sonnncls;  cl  eidin,  connue  nue  Iroisicmc  coni(ine,  lu  dioile  (|tii  joint  les 
points  de  concours  des  côlcs  opposes.  Ill  I Un  concliil,  dn  lliéoicmc  jîcnci;il  *\\U'  non- 
venons  (renoncer,  plusieurs  corolliurcs,  dont  l'un  csl  ce  ihéorciiic  : 

Les  six  (Inn'frs  meures,  d'un  niènie  poiitl ,  (iiix  rptafre  soiinnefs  et  aux  deux  points  de 
concours  des  côtes  opposés  d'un  (jUiidrilatèie ,  forment  ini  faisceau  en  inrolulion;  de 
sorte  ipie  toute  trans\crsalo  rencontrera  ces  six  droites  en  six  points  (jui  seront  en  invo- 
lulion. 

(20)  Nous  ne  trouvons,  dans  Pap|)us,  (pi'unc  proposition  (|ui  puisse  se  rnliaclier  à  ce 
liicorcmc;  c'est  la  lôlS"  du  septième  livre.  Il  faut  sup|)oscr  (pie  deux  côtes  du  f|ua(lrilat('rc 
sont  paridlèles  vuuv  eux,  cl  (|ue  la  transversale  leur  soit  paralk'le  et  |)asse  par  le  point 
de  concours  des  deux  autres  eôt(3s. 

(ÔO)  La  relation  (rinvolntion  nous  parait  devoir  se  piTsenler  souvent  dans  plusieurs 
théories  géoniétri(|ues,  pariiculièremcnt  dans  celle  des  coniques.  Cependani  on  ne  l'a  gu(",'re 
considérée  que  dans  le  système  de  trois  coniques  inscrites  ou  circonscrites  à  un  même 
quadrilatère,  et  dans  les  cas  particidiers  d'mi  tel  système. 

iNons  montrerons,  à  la  (in  de  la  seconde  partie  de  cette  Note,  (pie  celte  relation  peut 
se  présenter  dans  beaucoup  d'autres  circonstances. 

SECONDI-   PARTIE. 

(51)  Les  propriétés  de  l'involulion  de  six  points,  que  nous  venons  d'exposer  dans  la 
première  partie  de  cette  Note,  sont,  je  crois ,  les  seules  qui  soient  connues,  et  encore  je 
ne  sais  si  l'on  avait  remarqué  expressément  l'existence  du  point  central,  et  le  rôle  impor- 
tant qu'il  joue  dans  celte  théorie. 

Mais  rinvolntion  de  six  points  jouit  de  plusieurs  autres  propriétés,  et  peut  être  exprimée 
sous  diverses  formes,  dilîerenles  des  équations  (A)  et  (B),  et  (jui  j)ourront  être  utiles 
dans  diverses  recherches  géométriques. 

La  propriété  la  plus  importante  de  cette  relation  d'involulion  ,  celle  qui  nous  parait  être 
la  source  de  toutes  les  autres,  repose  sur  la  notion  du  rapport  anharnionique.  Cette  pro- 
priété capitale  nous  permet  même  de  donner  \me  nouvelle  définition  de  linvolution  de 
six  points,  définition  qui  comprend,  en  même  temps,  les  deux  sortes  d'équations  (A)  et 
(H),  et  (pii  conduit  naturellement  à  dillérentes  autres  expressions  de  l'involulion  de  six 
points. 
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(Ô2)  >ous  dirons  (|iic  : 

Six  points,  (jui  «oh/  <()itjufjué.s  ((eux  à  deux,  soitf  en  iiitoltition,  (juaud  quatre  d'entre 
eux  ont  leur  rapport  anharntoni(]ue  éfpil  à  celui  de  leurs  conjugués. 

Ainsi  les  six  |)oinls  A,  B,  C,  A',  B',  C  ,  dont  les  trois  A',  B',  C  sont  conjugues  res- 
peetivenu'iil  des  (rois  premiers,  sont  en  iiivohilion  si  le  riijiporl  iiiil)jirnioni(|ue  des  qualn* 
points  A,  B,  C,  el  C  est  égid  iiu  nipituri  :inliiirnioni(|nc  de  Irnr-  conjnjriiés,  A  ,  B  ,  (!' 
et  C;  e"esl-ii-dir(!  si  Ton  ii  l'une  des  trois  écpiaiions  : 

CA    C'A        C'A'    CA' 


CH    C'B        C'B'    CB' 
CA     BA        C'A'    B'A' 


ce    BC        ce      B'C 
CB     AB         C'B'    A'B' 


ce    AC         ce     A'C 
OU 

CA.CA        C'A.  C'A 


CB.CB'        C'B.  C'B' 

CA.A'B'.BC'  =  C'A'.AB.B'C, 
CB.B'A'.AC'  =  C'B'.BA.A'C. 

On  voit  qu'une  de  ces  trois  équations  conq)orte  les  deux  autres,  puisque  chaciuie  d'elles 
exprime  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  C  ont  leur  ra|)poil  anliarmonicjue  égal  à  celui 
des  quatre  points  A',  B,  C,  C,  eorrespondant,  un  à  un,  respectivement  aux  (pialre 
premiers. 

Ainsi  notre  définition  de  l'involution  de  six  points  donne  lieu  à  trois  é(|uations ,  dont 
une  quelconque  comporte  les  deux  autres,  et  suffit  pour  exprimer  l'involution. 

(35)  Il  est  aisé  de  voir  que  chacune  de  ces  trois  relations  en  comporte  quatre  autres 

qui  complètent,  avec  ces  trois  j)remières,  les  équations  (A)  et  (B). 

En  effet,  l'équation 

CA.A'B'.BC'-=C'A'.AB.B'C, 

par  exemple,  peut  s'écrire  sous  la  forme  d'mie  égalité  de  deux  rapports  anliarmoni(jues , 
de  trois  manières,  dont  la  première  est  la  seconde  des  équations  du  premier  grouj)e  ci- 
dessus,  et  dont  les  deux  autres  sont  les  équations  : 

CA     BA         C'A'    B'A 


CB'    BB'        C'B     B'B 
CA     A'A        C'A'    AA' 


CB'    A'B'        C'B     AB 
L;i  première  de  ces  deux  équations  prouNc  (juc  k>  (piatri'  points  A,  B,  (1,  B'  ont  leur 
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ni|)|i()i'l  atiliiiniu)iii(|ii(>  ('<g)il  à  ('cliii  des  (|ii;ilrr  points  corrr^poiKhintb  A',  li  ,  ('.  ,  It  ;  uti  n 
iloiic  l<'s  deux  iilllrcs  (•(|iiiili(>iis  : 

CA    IJ'A  _  ex    HA' 

en  '  Fïi  ""  crir  ■  m 

en    AU       CM'    A'B' 

cïr"  aF^  (l'M  "vïï  ' 

ou 

(:A.A'n.irc'.c'A'.An  . ne, 

BA.BA'       HA.  HA' 


nC.WC        H'C'.R'C 

Pnroilloincnl ,  la  seconde  des  deux  équations  prouve  (pie  les  quatre  points  A,  B',  C,  A', 
ont  leur  i;q)port  anharnioniipieégal  à  eeliii  dos(jua(re  points  rorrespondanls  A',  l),  C,  A; 
on  a  donc  les  deux  autres  équations  : 

CA     D'A       C'A'    HA' 


CA'    B'A'        C'A     HA 
CB'    AH'        C'B    AH 


CA'  ■  AA'        C'A  ■  A'A  ' 

ou 

AC.AC       A'C.A'C 


AB.AB'       A'B'.A'B 
CB'.BA'.AC'  =  C'B.B'A.A'C. 

Ainsi  les  sept  équations  (A)  et  (B)  résultent  de  la  définition  que  nous  avons  donnée  de 
l'involution  de  six  points. 

(34)  Nous  venons  de  voir  que  l'équation 

CA.A'B'.BC'  =  C'A'.AB.B'C 

exprime,  en  même  temps,  trois  égalités  de  rapports  anharmoniques;  savoir,  entre  les 
quatre  points  A,  B,  C,  C  et  leurs  correspondants  A',  B',  C,  C;  entre  les  quatre  points 
A,  B,  C,  B'  et  leurs  correspondants;  et  enfin  entre  les  quatre  points  A,  B',  C,  A'  et 
leurs  correspondants. 

Chacune  des  autres  équations  (B)  exprime  pareillement  une  égalité  de  rapports  anhar- 
moniques entre  trois  couples  différents  de  quatre  points;  et  l'on  reconnaît  aussi  que  cha- 
cune des  équations  (A)  exprime  une  égalité  de  rapports  anharmoniques  entre  deux  couples 
de  quatre  points.  On  conclut  de  là  que  les  six  points  A  et  \' ,  B  et  B' ,  C  et  C,  étant  en 
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invohifioH,  (jiialrc  (jucl<<))i(iuis  d'vnirc  ctix,  dont  trois  appartiennent  aux  trois  si/sli-nies, 
ont  leur  rapport  anli(irnioni(jiie  éfjal  à  celui  îles  points  correspondants. 

(ô.'i)  .Nous  (lisons  (|iio  liois  (ies  (jiuilic  premiers  |)()ims  doivenl  nppîirtenir  iiiix  trois 
systèmes;  car  anlremenl,(leiix  des  six  points  ii'eiilreraiciil  [)as  dans  ré(jualion  résultant  des 
deux  ra|)ports  anliarmonitpies.  Par  exemple,  si  les  quatre  |)remiers  points  étaient  A,  B, 
A',B',  leurs  correspondants  seraient  A',  \V,  A,  B;  cl,  (n  éj^alant  le  rapport  anliarmo- 
nique  des  quatre  premiers  à  celui  des  (piaire  autres,  on  n'aurait  pas  une  relati(tn  entre 
les  six  points  proposés,  puiscjue  C  et  C  n'y  entreraient  j)as.  Mais  l'écpiation  qu'on  obtient 
ainsi  est  identi(pic.  i\ous  pouvons  donc  énoncer  d'inie  manière  générale  le  théorème  sui- 
vant : 

Quand  six  points,  qui  se  correspondent  deux  à  deux,  sont  en  involulion ,  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  quelconques  d'entre  eux  est  égal  au  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  qui  leur  correspondent  respectivement. 

Ce  théorème  nous  semble  exprimer  la  pro|)riéié  la  plus  féconde  de  la  théorie  de  Pinvo- 
lution  de  six  points;  il  eonduit  naturellement  à  tlid'éicnles  expressions  de  l'involution, 
que  l'on  n"a  pas  encore  aperçues. 

Nous  allons  les  faire  connaître. 

(56)  Nous  avons  vu,  dans  la  Note  précédente,  (jue  l'égalité  des  rapports  anharnioniqucs 
de  deux  systèmes  de  cjuatre  points  peut  s'exprimer,  de  trois  manières,  par  une  équa- 
tion à  trois  termes;  d'après  cela  on  lrou\c  (pie  la  condition  dinvolution  de  six  points  peut 
s'exprimer,  de  douze  manières,  par  une  équation  à  trois  termes.  Quatre  de  ces  douze  équa- 
tions contiennent  le  segment  AA',  compris  entre  deux  points  conjugués,  quatre  contien- 
nent le  segment  BB',  et  quatre  enfin  le  segment  CC. 

Voici  quelles  sont  les  quatre  premières  de  ces  douze  équations  : 


AB.AC        AB'.A'C 

777^,  =  '^, 


(C) 


AA' 

.BC 

AB.AC 

AA' 

.BC 

AC. 

A'B 

AA' 

.CB 

AC. 

A'B' 

AA'.B'C 
AB'.A'C 


AA'.BC 


=  1, 


AC.A'B' 


AA'.C'B 
AC.A'B 


AA'.CB'       AA'.C'B 


=  1. 


On  formera  semblablemeni  les  quatre  équations  où  entrera  le  segment  BB,  et  les  quatre 


autres  où  entrera  le  segment  CC. 


En  tout  douze  équations ,  dont  chacune  comporte  les  onze  autres.  Chacune  de  ces  équa- 
tions contient  huit  segments,  dont  sept  sont  différents. 

(57)  On  a  encore  les  huit  équations  suivantes,  qui  diffèrent  des  précédentes,  quoi- 
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y2\ 


(|uVII('s  soicnl  aussi  i'i  trois  Icniics ,  cl  (iiicllrs  ('oiiiiniiicnl   cliiiciini    liiiil  scf^iiiciiK  ,  doiil 
st'pl  soiK  (lilTcii'iiIs  : 


i.  . 

a.  .  . 


AC.AC  ncuc 

AIL  AH  '     IIA.HA'  ^    ' 

AU.  AH  CH.CH' 

AC.AC  '    CACA'  "*    ' 


A'c .  A'C      HC .  ne 


(«) 


4. 
1' 
2' 


D 


4' 


A'B.A'B'        HA.  HA 
A'H.A'B'        CB.CB' 


A'C.  AT/        CA'.CA 
AC.AC        B'C.B'C 


AH'.AB        B'A.B'A' 
AB.AB'        C'B.C'A' 


7=^ 
=  1, 
=  1, 


AC.AC        C'A.  C'A' 

A'C.  A'C       B'C.B'C 

h  — =  1, 

A'B'.A'B       B'A'.B'A 

A'B.A'B'       CB.CB' 


AC.AC       CA'.CA 


-=  I. 


De  ces  huit  équations,  les  quatre  dernières,  numérotées  1',  2',  3',  4',  se  déduisent  rcs- 
peelivemenl  des  quatre  premières,  numérotées  1,  2,  3,  4,  au  moyen  des  équations  (A). 

Nous  donnerons  plus  loin  (45),  la  démonstration  de  ces  huit  équations. 

(58)  Voici  une  formule  d'une  autre  forme,  qui  exprime  l'involution  de  six  points,  par 
une  équation  à  quatre  termes,  entre  six  segments  dilïérenls. 

Soient  a,  o,  y,  les  points  milieux  des  trois  segments  AA',  BB',  CC  ;  supposons  ces  trois 
points  placés  dans  Tordre  a,  ê,  y  :  on  aura  la  relation 


(E), 


aA  .èy  —  ëB  .  v.y  -{-  yC  .aS  =  a6 .  êy  .  ya. 


Cette  équation  est  unique;  c'est-à-tlire  qu'il  n'en  existe  point  une  seconde  qui  ait  la 
même  forme. 

Sa  démonstration  se  déduira  (46)  d'une  autre  relation  générale,  que  nous  donnerons 
ci-dessous. 

(39)  Quand  les  deux  points  C,  C  se  confondent  en  un  seul  point  E,  la  relation  devient 

—  s  — s 

aA .  6E  —  êB .  aE  =  aê .  aE .  6E. 

Si  les  deux  points  B,  B'  se  confondent  aussi  en  un  seul  F,  il  vient  : 


«A  =  «E.  «F. 


41 
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C'est  une  des  fonniilos  qui  cx|)iiin('iil  (pu;  les  points  A,  A'  sont  conjugués  harnioniqucs 
piir  rapport  aux  points  E,  F. 

(40)  On  peut  exprimer,  eonuTie  l'on  sait,  la  relation  liarnionicinc  de  quatre  points,  au 
moyen  d'un  eincpiième  point  arbitraire,  au(piel  on  rapporte  les  quatre  points  proposés. 
Il  est  aussi  une  manière  d'exprimer  l'involulion  de  six  j)oints  en  se  servant  d'un  point 
auxiliaire,  au(piel  on  lapporte  les  six  points  jiroposés;  et  cette  manière  donne  lieu  à  un 
nombre  infini  d'écpiaiions,  dont  une  seul  suflit  |)0ur  exprimer  l'iriNolution. 

Soient  A  et  A',  H  cl  li',  C  et  C  les  six  points  en  involution,  cl  m  un  septième  point 
pris  arbitrairement  sur  la  droite  à  laquelle  appartiennent  les  premiers;  soient  a,  c,  y,  les 
points  milieux  des  segments  AA',  BB',  CC;  supposant  ces  points  placés  dans  l'ordre  où 
nous  les  énonçons,  on  aura  la  relation 

(F) »iA.mA'.6r  — »>«B.wB'.«r  H- wC.mC'.a6  =  0. 

Cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  position  du  point  m. 

En  supposant  que  ce  point  se  confonde  successivement  avec  les  points  en  involution, 
ou  avec  les  points  a,  c,  y,  ou  avec  divers  autres  points  déterminés,  on  aura  diverses  rela- 
tions qui, exprimeront,  toutes,  l'involulion  de  six  points. 

(41)  La  démonstration  de  l'équation  (F)  est  facile.  Nous  allons  faire  voir  que,  si  cette 
é(|uation  a  lieu  pour  une  position  du  point  m,  elle  aura  lieu  aussi  pour  une  autre  position 
quelconque  de  ce  point;  c'est-à-dire  ((u'cn  appelant  M  cette  nouvelle  position  du  point  m, 
on  aura  nécessairement 

(F) MA.MA'.Çr  —  MB.MH'.av -4- MC.MC'.a6  =  0; 

ensuite  nous  monireions  (pic  ré(|uation  (F)  a  elfeclivement  lieu  poui'  une  certaine  position 
du  |)oint  m. 

Pour  déduire  l'équation  (F')  de  l'équation  (F),  j'écris  : 

m  A  =  MA  —  Mm,     mX'  =  MA'  —  Mm , 


ou 

Pareillement 
et 


mX.mX'  =  MA. MA'  —  (MA  -\-  MA')  Mm  -4-  Um, 
mX.  mX'  =  MA  .  MA'  —  2M'/ .  Mm  ■+-  Mm'. 


mB  .  niB'  =  MB . MB'  —  î2M6 .  Mm  -+-  Mm, 
»>iC .  mC  =  MC .  MC  —  2Mr .  Mm  -4-  Mm.' 

L'équation  (F)  devient  donc  : 

MA .  MA' . ey  —  MB .  MB' . ay  -+-  MC .  MC .  ay 

—  2 .  Mm .  (fiy .Ma  —  «y .  MS  -+-  «Ç  .  M?')  -1-  (ey  —  ay  -+-  ciC)  Mm '—  0. 
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Or,  (»ii  il,  l'iilri-  !»•>  (|u;ilic  puiiils  a,  6,  y.  M,  In  n-liilion 

fiy.Ma  —  ay.  M<.    t-  «fi.My        0, 

ainsi  (juc  nous  I  aNons  (Icnionlir  dans  la  iNnic  |\  (paf;.  ôd.'ij;  on  a  aus^i,  cnlrc;  les  ponits 

(X,  6,  y,  la  rrlalion 

fiy  —  «y  -♦-  a6  =  0  ; 

IV'(|natioii  t'i-ilessiis  se  rciluil  donc  à  Tôiiualion  (F'),  (ju'ij  s'ugissail  de  drrnoiitrcr. 

Il  rosto  à  t'airo  voir  <|uo  rr(|uation  (F)  a  lieu  pour  une  ccriainc  position  paiticnlirre  du 
point  in.  Supposons  (pic  ///  soit  situe*  au  point  central  de  rinvointion  do  six  points  :  on 
aiiia  //'A  . ///A'    -///U.  »*H' =  m('i.mC';  cl  Tcipiation  dcvictulia 

fiy  —  «y  -H  a6  =  0 , 
équation  idcnlicpic. 

Ainsi  la  formule  (F),  ou  (F)  (pu"  lui  est  semblable,  est  démonlr(Je. 
(42)  On  peut  i-emplaeer,  dans  lï'(piation  (F),  les  segments  ac,  ay,  êy,  |»ai"  d'autres  seg- 
ments entre  les  seuls  points  A,  A',  \\,  B',  i\  et  C;  car 

BC  -^  B'C  AC  -♦-  A'C  AB  -f-  A  B' 

2  2  2 

(45)  Supposons  que,  dans  Tinvolution,  les  deux  points  C,C'  se  confondent  en  un  seul 
point  K,  cl  que  les  ))oinls  H,  B',  se  confondent  en  F;  lequation  deviendra 

(G) »(A.»(A'.EF  —  wjF.aE-i- HjE.aF  :=:  0. 

Cette  (?(jualion  exprime  une  relation  entre  quatre  points  A,  A',  F,  F,  dont  les  deux  pre- 
miers sont  conjugut3s  liarmonicpies  par  ra|)port  aux  deux  autres,  et  un  cinquième  point  tn 
pris  arbitrairement. 

En  donnant  à  ce  cinquième  point  différentes  positions  particulières,  on  aura  différentes 
expressions  de  la  relation  harmonique  de  quatre  points. 

(44)  I/équation  (F)  nous  parait  être,  jusqu'ici,  l'expression  la  pins  étendue  et  la  plus 
féconde  de  l'involulion  de  six  points;  car  on  en  conclut  toutes  les  équations  que  nous 
avons  données,  et  diverses  antres  qui  conduisent  à  des  expressions  simples  de  plusieurs 
rapports  de  produits  de  segments,  à  considérer  dans  cette  théorie. 

Par  exemple,  en  supposant  que  le  point  m  se  confonde  avec  le  point  A,  on  trouve  cette 
expression  très-simple  du  rapport  de  AC.AC  à  AB.AB'  : 

AC.AC       cLy       AC-t-A'C 


AB.AB'       aê        AB-+-A'B' 
L'expression  de 

A'C.  A'C 


A'B.A'B' 
est  la  même;  d'où  l'on  conclut  les  équations  (A). 
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(4o)  Siipposniit  que  le  point  m  soit  en  B,  il  vient 

KC .  BC  _      f,y  _      BC  -H  B'C 
BA.BA'  ~  "~  êT ~~  ~~  BA  -+^B'X' 

Ajoulani,  membre  à  membre,  eellc  équation  à  h  précédente,  cl  remarquant  que  Ton  a 
ay  —  êy  =  ac,  OU  obtient  la  première  des  huit  écpiaiions  (D). 

(4())  L'équation  (E)  se  déduit  aussi,  très-aisément,  de  l'équation  (F). 

En  eiïet ,  on  a  entre  les  trois  points  a,  S,  y,  et  un  (jualrième  point  (juelconque  m,  la  rela- 
tion suivante,  due  à  Maldiieu  Stewart  : 

»«a .  èy  —  >»Ç  .  j:y  -H  my  .  a6  =  aë .  6y  .  ■>'  a     ' . 

Kelranehant ,  de  cette  équation,  l'équation  (F),  il  vient 

\J^_  _  tni\  .m\')  %y  —  \mZ  —  f»B.»iB')  o.y  -h  \my  —  »îC.7nC')  aS  =  «g.Sy.ya. 

Mais  . 

Mja  —  «A  =  («Jy.  -+-  cA)  (wja  —  «A)  =  mA.niA'; 
d'où 

>»«  —  »iA  .  7»A'  =  aA. 
raicillenient 

»«ê  —  W4B.//<B' =  f.B,  î/»y  —  tnC.mC  =rC. 

L'équation  ci-dessus  devient  donc 

j  »  s 

«A.Sy. —  êB  .ay  -H  yC  .  aê  =  aS.êy .  >«.  C.  Q.    F.    D. 

(47)  On  conclut  aussi,  de  lécpialion  (F),  la  propriété  du  point  central ,  qui  a  été  connue 
de  Pappus  (18).  Pour  cela,  supposons  le  point  C  situé  à  rinfini,  de  sorte  que  le  point  C 
devienne  le  point  central  0;  et  écrivons  l'équation  (F)  sous  la  forme 

»jA.mA  —  mB.mB  . \-  mC.vy. =  0. 

êy  6y 

Le  point  •/  est  aussi  à  rinlini,  el  l'on  a 

«y       .                6C  -4-  6C'       mC  mC  2 

=  1,     ey  = ,      -—-  =  2. 


6y  2  êy  se  -t-  6C'  6C  êC 

1 — 

mC       mC 

>  fiVsl  le  swoikI  Jps  Sonic  gcncral  Iheorcms,  etc.  (Voir  qualriènie  Époque  .  §  28.) 
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(loin-  fttC 


cl  IVqunlion  dcN i(Mii 
ltoni|)lii(;iU)l  XQ  pai' 


6r 

»<A   mA'  —  inW.mW   »   !2aC.HiO  =»  0. 
AB  -♦-  A'B' 
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on  il  i'r(|ii:)li(>ii  de  Piippiis. 

(48)  Si  I  on  suppose  (|uo  les  deux  points  H,  II'  se  conloïKlrnl  en  I Un  des  points  doubles  E, 
do  rinvohilion,  ('(Mic  t'cpiatioii  deviendra 

(II) iii\.ni\' —Inll -V-  "laV^-mO  =  i). 

(41))   Si   les  deux  poinis  A,  A',  se  eonlondenl  au  second  point  donhle  V,  il  viendra 

'^'—  mïi  -f-  tiEF.  mO  ^  0. 

Celle  équation  exprime  une  relation  entre  trois  poinis  quelconques  vi,  E,  F,  ei  le  point 
milieu  des  deux  derniers. 

(50)  La  première  des  équations  (D),  eiré(|uation  (II),  donnent  une  (h'inonstration  dti 
cas  de  maximum  ou  de  minimum  démonlré  par  Apollonius,  dont  nous  avons  parlé  (17). 
Car,  d'après  la  première  de  ces  deux  équations,  on  voit  que  le  rapport 

AC.AC 

ab.ab' 

où  A  es!  supposé  le  point  variable,  sera  un  maximum  ou  un  minimu)n  quand  le  produit 
BA.BA'  sera  lui-même  un  )iiinimtwi  ou  un  maximum.  Or,  d'après  Téquation  (H),  on  a 

1U.BA'  =  BË'-    'iocE.BO. 

Le  produit  BA.BA'  sera  donc  un  maximum  (ou  un  minimum  à  cause  des  signes) 
quand  le  coelHeient  variable  oE  sera  nid.  Alors  les  deux  points  A,  A',  se  confondront  avec 
le  point  E;  ce  qui  est  la  proposition  d'Apollonius. 

(51)  On  peut  exprimer  Tinvolution  de  six  points  par  une  équation  où  entrent  deux 
points  pris,  l'un  et  l'autre,  arbitrairement. 

Soient  m,  n  ces  deux  points;  soient  a  le  conjugué  liarmonique  du  point  n  par  rapport 
à  A  et  A';  6  le  conjugué  liarmonique  de  n  par  rapport  à  B  et  B';  et  y  le  conjugué  liarmo- 
nique de  n  par  rapport  à  C  el  C.  On  aura,  quels  que  soient  les  deux  points  m  et  n,  pris  sur 
la  droite  où  sont  situés  les  poinis  de  l'inYolution,  la  relation 

m\ .  mA'  ihB  .  mW  mC  .  mC ' 

^  '  /(A. «A'  nB.nB'  nC.nC 
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Si  Ton  suppose  le  |)(>ii)l  /(  siiiM-  à  liiiliiii,  (•clic  ('quiitioii  devient  la  roiimile  (Kj.  Celle 
remarque  siilTit  pour  moiilrer  la  l(';};;ilimilé  de  ré(piaiioi). 

(52)  Si  le  point  m  est  |tlacé  an  poinl  central,  on  a  ?/o\.mA'= /«Ii.//(Ii'^=?uC./nC',  et 
la  relation  (I)  (le\ienl 

6y.  Ma  av.  7i6  aê .  ny 

(Jj — 1 =0. 

^  '  nk.nk'       «B.hB'      itC.nC 

Cette  é(piation  est  d'une  forme  diiïérenle  de  I  équation  (F),  et  exprime,  comme  celle-ci, 
TinNolulion  de  six  points,  au  moyen  d'un  septiènu!  point  pris  arhilrairenKMit. 

(o5)  Nous  avons  dit  (ôO)  que  la  relation  d'involution  peut  se  |)iésenter  dans  diverses 
S))éculations  où  elle  n'a  peut-être  pas  encore  été  aperçue.  Nous  tei-minerons  cette  Note  en 
citant  plusieurs  circonstances  où  cette  relation  a  lieu  : 

1"  Trois  systèmes  de  deux  diamètres  conjugués  d'une  conique  forment  un  faisceau  eu 
involution.  • 

2"  Quand  trois  cordes  d'une  conique  passent  par  un  même  point ,  les  droites  menées 
d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  leurs  extrémités  sont  en  involution. 

5°  Quand  trois  angles  circonscrits  à  lene  conique  ont  leurs  sommets  en  ligne  droite, 
leurs  côtés  rencontrent  une  tangente  quelconque  à  la  conique  en  six  points  qui  sont  en 
involution. 

i°  Qtiand  quatre  cordes  d'une  conique  passent  par  un  même  point;  si,  par  les  extré- 
mités des  deux  premières,  on  fait  passer  une  conique  quelconque,  et  par  les  extrémités  des 
deux  autres,  une  seconde  conique  quelconque ,  les  cpiatre  points  d'intersection  de  ces  deux 
nouvelles  coniques  seront,  deux  à  deux,  sur  deux  droites  passa)it  par  le  point  de  concours 
des  quatre  cordes;  et  ces  deux  droites  et  les  quatre  cordes  forineront  un  faisceau  en  invo- 
lution '. 

Si  les  deux  premières  cordes  se  confondent,  et  (jue  les  deux  autres  se  confondent  aussi, 
la  relation  d'involution  devient  un  rappoil  harmonique,  et  l'on  a  ce  ihéorème  : 

Quand  deux  coniques  ont  un  double  contact  avec  une  troisième  conique,  elles  se  coupent 
en  quatre  points  situés,  deux  à  deux,  sur  deux  droites  (pli  passent  par  le  point  d'intersec- 
tion des  deux  cordes  de  contact;  et  ces  deux  droites  sont  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  cordes  de  contact. 

o"  Par  un  point  quelconque,  pris  dans  le  plan  dune  conique,  on  |)eut  mener  deux 
droites  rcclangulaires,  de  manière  que  le  pôle  de  l'une,  pris  par  lapporl  à  la  conique,  soit 
sur  l'autre  : 

Six  droites  ainsi  menées,  par  trois  points  pris  arbitrairement  dans  le  plan  de  laconique, 
rencontroif  chacun  des  deux  axes  principaux  de  la  courbe  en  six  points  qui  sont  en  invo- 
lution. 

Le  poinl  central  de  rinvolulion  est  le  centre  de  la  courbe  ;  et  les  deux  points  doubles 

'   l'ai  démonlré.  d;>ns  la  Correspondance  polytechnique,  la  première  parlie  de  ce  Uiéorème.  (Toni.  111.  p.  55'.».) 
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CM  soiil  les  loyers,  (les  deux  |M)iiil.s  «iuiihlcs  sutil  irels  sur  Ir  grand  axe,  cl  iinagiiiairch  sur  le 
pclil. 

Pour  (Ml  point  pris  sur  la  couitpic,  les  deux  droilcs  l'eclanguiain  s,  menées  parce  point, 
sont  la  lan}>,enle  vl  la  normale. 

(!c  tliéorème  esl,  <'omnu'  r<iM  voil,  uru'  |)ropriélc  géncrale  des  foi/irs  i\cs  coni(pics,  «M 
fait  voir  eomnienl  il  existe  <iiiiiln-  foi/crs,  dont  deux  sont  imaginaires,  niais  jouissent  de 
cerlaiiies  propriéiés  <pu  leur  sont  couununes  uvcc  les  deux  loyers  réels. 

Nous  retrouverons,  dans  les  surfaces  du  second  degré,  un  lliéorcme  analogue  à  celui-là, 
qui  nous  jxMMnellra  d(!  caractériser  (crtnincs  (onrhcs  jouaiil,  dans  ces  surfaces,  le  même 
rôle  que  celui  Au  foi/cr  dans  les  c()ni(pics,  (Voir  la  Not»'  XWI.) 

La  relation  (rinvoluliou  peut  atissi  se  présenter  dans  des  questions  d'un  ordre  plus 
relevé  que  les  précédentes.  Ainsi  ; 

()"  Quand  trois  surfaces  courbes  quelconques ,  qui  ont  un  point  île  contact,  se  coupent 
deux  à  deux  en  ce  point,  si  l'on  mène  les  fanf/entes,  en  ce  point,  aux  deux  branches  de  chacune 
des  trois  courbes  d'intersection,  ces  six  tan(/entes  seront  en  involution. 

7°  Enlln  :  Quand,  par  une  génératrice  d'une  surface  réglée,  on  mène  trois  plans  quel- 
conques ,  chacun  d'eux  est  tangent  à  la  surface  en  un  point,  et  lui  est  normal  en  un  autre 
point;  on  a  (linsi  six  points  qui  sont  en  involution. 

Chacun  des  théorèmes  que  nous  venons  d'énoncer  est  susceptible  de  plusieurs  consé- 
quences qui  trouveront  leur  place  ailleurs. 

(54)  Nous  ne  pouvons  terminer  cette  Note  sans  faire  mention  d'une  propriété  curieuse 
du  cercle,  où  six  points,  pris  sur  sa  circonférence,  ont  entre  eux  des  relations  analogues  à 
celles  de  six  points  en  involution  situés  en  ligne  droite.  Cette  propriété  esl  exprimée  par  le 
théorème  suivant  : 

Quand  trois  droites,  issues  cfun  même  point,  rencontrent  une  circonférence  de  cercle 
aux  points  a,  a'  pour  la  première;  h,  b',  potrr  la  seconde  et  c,  c',  pour  la  troisième,  on  a  ta 
relation  : 


suî.  —  ca.  sm.  —  ca        sm.-  c  a  .  sm.—  c'a' 
2  2  2  2 


/  „/ 


1,1  1  1 

sin.  -  cb .  sin.  —  co        sin.  —  c'b  .  sin.  -  c'b' 
2  2  2  2 

On  voit  comment  on  formera  deux  autres  relations  semblables  ;  de  sorte  qu'on  aura , 
entre  les  six  points  a,  a'  ;  b,  b'  ;  c,  c',  trois  relations  analogues  aux  relations  (A)  de  l'invo- 
lution  de  six  points  en  ligne  droite. 

Ajoutons  qu'on  aura  pareillement,  entre  les  six  points,  des  relations  analogues  aux 
équations  (B),  aux  équations  (C)  et  aux  équations  (D). 
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NOTE    XI. 


(première  époql'e,  §  38.) 


Sur  la  question  d'inscrire,  à  un  cercle,  un  triangle  dont  les  trois  côtés 
doivent  passer  par  trois  points  donnés. 

Pappus  nous  a  laissé  une  soliilioii  facile  de  ce  problème,  pour  le  cas  où  les  points  sont 
en  ligne  droite. 

Le  cas  général ,  qui  offrait  des  diffîcuiKis,  a  été  proposé  en  1742  par  Cramer,  à  Caslillon, 
qui  avait  déjà  donné  des  preuves  d'iiahilelé  dans  la  Géométrie  ancienne.  Castillon  trouva 
une  solution  du  problème,  fondée  sur  de  pures  considérations  de  Géométrie;  elle  parut 
dans  les  Monoires  de  VAcadéntie  de  Berlin  ,  pour  1770. 

Aussitôt  après,  Lagrange  en  donna  une  solution  différente ,  purement  analytique  et  fort 
élégante.  (Même  volume  des  Mémoires  de  Berlin.) 

En  1780,  Enler,  \.  Fuss  et  Lexell  résolurent  aussi  ce  problème.  {Mémoires  de  l'Aca- 
démie de  Péter sbourçj.)  La  solution  d'Euler  nous  donne  lieu  à  cette  remarque,  qu'elle 
repose  sur  un  lenmie  qui  est  précisément  le  théorème  de  Stewart,  dont  nous  avons  parlé 
au  sujet  des  lemmes  de  Pappus  sur  le  Traité  des  Lieux  plans  d'.Apollonius.  (1'*  Epoque, 
§36.) 

Giordano  di  Ottaïano,  jeune  Napolitain  ,  conçut  la  question  d'une  manière  plus  géné- 
rale, et  la  résolut  pour  im  polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  devant  passer  par 
autant  de  points,  placés  arbitrairement  dans  le  plan  du  cercle.  Malfatti  ne  tarda  point  à  la 
résoudre  aussi  dans  cet  état  de  généralité.  (Les  Mémoires  de  ces  deux  géomètres  sont 
compris  dans  le  tome  IV  des  Memorie  délia  Societa  italiana.) 

Lbuilier  apporta  quelques  modifications  aux  solutions  de  ces  deux  géomètres,  dans  les 
Mémoires  de  Berlin,  année  1796;  et  revint  sur  cette  question  dans  ses  Èlémens  d'Analyse 
géométrique  et  d'Anali/se  algébrique ,  année  1809. 

M.  Carnot,  dans  sa  Géométrie  de  position,  reprit  la  solution  de  Lagrange,  et  en  fit,  en 
y  introduisant  des  considérations  géométriques,  une  solution  mixte,  qu'il  appliqua  au  cas 
général  d'un  polygone  quelconque. 

M.  Brianchon  introduisit  dans  cette  question  un  nouvel  élément  de  généralisation ,  en 
prenant  une  conique  quelconque  au  lieu  d'un  cercle;  et  la  résolut  pour  le  cas  du  triangle, 


NOTKS.  .V2ÎI 

«'I  »ii  sii|»|i()siiiil  1rs  li'ois  poiiils  sihu's  en  li^iM'  droilc.  (Joitrntil  dv  I'  /'^rDlr  /Kili/ln  hniiinr , 
10"  Cnhicr.) 

I\l.  (icrgoiiiH'  lit  titi  iioiivciin  piis,  en  |ir'ciiiiril  aussi  une  (■()iii(|iir,  tii:ijs  en  i'cri<i:iiil  :iii\ 
(rois  |»()iiils  leur  jj,('MirraliU'  de  posiiion,  ci  en  ne  se  sciviinl  (|ii('  de  l.i  rri/lc  pour  n'-soiidr»; 
le  proidriiic.  Los  soliicions  aiilrricurcs  cNij^caiciil  l'emploi  du  vuinpns  {Annales  tic  Mat/ié- 
nialiquvx,  loni.  I  ",  paj^.  541,  aiiiircs  I SI 0-1  Kl  I).  M.  (MT^oniic  n'avail  pas  ahordr  diicc- 
lonu'iil  ce  pi-obliMUc;  il  s'en  (Mail  proposé  un  aiilrc  (pii  lui  csl  analoi^Uit  :  celui  de 
vircunscritc,  à  luic  scrfion  coniiinc,  un  IriniK/lc  dont  1rs  soninicis  soit-jtt  placés  sur  Irais 
(iroiles  données.  \a\  conslrucdoii  (pie  doiuia  ce  j;(''oiU(''lre  ireui|)loyaii  cpie  la  rèf/le,  v.l  (•lait 
un  m(id(*l('  (r(''l(''f;aiu'(>  cl  de  sini|»lieilo,  Klle  a  ('k';  d(''u  ion  liée  |)ar  iMM.  Servois  et  Uoelial 
{Annales  de  Malheniah'tpies,  loin.  I",  pafics  557  el  54^).  iM.(Jer^onne  (Il  ohsorver  (pie,  par 
la  lliéorio  dos /ici/c.s  dans  les  seclions  ('oiii(pies,  elle  se  Iranslorinait  iiiiiu(}dialenienl  en  uikî 
solulioii  de  hrmuc  nature,  pour  la  (piestion  (rinseriro,à  une  coniipie,  un  tiiangle  dont 
les  C()tés  |)assenl  par  des  |)oiuls  doniu's. 

Il  resinil,  pour  eoinpK'Mcr  colle  inaiière,  à  r(3S()udre  aussi,  pour  une  scelion  coni(jue  au 
lieu  du  cercle,  le  cas  général  d'un  pol\gone  (pielcoiupic.  C'est  à  M.  Poncelet  qu'on  doit  ce 
dernier  eHorl.  La  solution  de  ce  géonièlre  couronnait  dignonient  les  travaux  de  ses  devan- 
ciers. Elle  oiïro,  sous  tous  les  rapporis,  un  bel  exoniple  de  la  peiTeclion  à  la(|uelle  peu- 
vent atteindre  les  théories  de  la  Géométrie  moderne,  (^'oir  Traité  des  Propriétés  projcc- 
tives ,  page  5o2.) 


NOTE    XII. 


(deuxième  époque,   §  2.) 


Cette  Note  sera  placée  à  la  suite  de  la  Noie  XXXIV. 
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NOTE    XIII. 


(dF.VXIKMK    KPOQIE,    $,    18.) 


Sui'  les  (uniques  de  Pascal. 

La  pliipnrl  des  noies  bioç;rapliicnics  coiilicnncnt  (|ii(>lc|ucs  erreurs  au  sujet  des  Coviques 
de  Pascal;  les  unes,  en  conf'ondanl  le  Traité  complet  des  coniques,  (|ui  n'a  janiais  été  mis 
au  jour,  avec  V Essai,  le  seul  qu'ait  connu  Descaries;  d'autres  en  alléguant  un  prétendu 
refus  de  ce  célèbre  j)liilosoplie  de  reconnaître  Pascal  comme  l'auteur  de  cet  Essai,  préfé- 
rant l'attribuer  d'abord  à  Desargues,  puis  au  père  de  Pascal,  très-versé  lui-même  dans  les 
niatliémati(|ues.  Et  quoique  Bayle,  dans  son  dictionnaire  historique,  ait  réfuté  une  telle 
interprétation  de  l'opinion  de  Descaries,  contraire  aux  documents  qui  nous  restent,  et  l'on 
peut  dire  aussi,  au  caractère  de  ce  grand  philosophe  qui  n'admirait  presque  jamais  rien, 
cette  interprétation  a  pourtant  été  souvent  reproduite  depuis,  notamment  par  Montucla, 
dans  V Histoire  des  Mathématiques  (tom.  II,  pag.  62). 

Dans  ces  derniers  temps  encore,  un  très-savant  géomètre  crut  devoir  attribuer  à 
Desargues,  an  moins  le  théorème  de  l'hexagone;  quoique  Pascal  le  présente,  au  commen- 
cement de  son  Essai,  connue  étant  de  sa  propre  invention,  et  faisant  la  base  de  cet  essai, 
et  qu'il  :iit  soin  de  citer  ensuite  Desargues  comme  auteur  d'un  autre  théorème  qu'il  énonce 
aussi. 

A  cette  |)reu\e,  qui  sei'ail  sufïîs.inte  pour  assurer  à  Pascal  la  propriété  de  son  célèbre 
théorème,  nous  avons  trouvé  à  ajouter  le  témoignage  de  Desargues  lui-même.  C'est  un 
passage  d'im  écrit  de  ce  géomètre,  en  1642,  rapporté  par  Curabelle  dans  son  Examendes 
ceuvres  de  Desargues  (in-4",  1644).  En  parlant  d'ime  certaine  proposition  (qui  n'est  pas 
indicpiée  par  Curabelle),  Desargues  ajoute  qu'il  «  remet  d'en  donner  la  clef  quand  la 
«  démonstration  de  celte  grande  proposition,  nonmiée  la  Pascale,  verra  le  jour  :  et  que 
»  ledit  Pascal  peut  dire  que  les  quatre  prenu'ers  livres  d'Apollonius  sont, ou  bien  un  cas, 
»  ou  bien  une  consé(pience  iinniédinte  de  cette  grande  proposition.  »  On  ne  peut  douter 
qu'il  ne  s'agisse  là  du  théorème  de  l'hexagone,  que  Pascal  avait  énoncé  au  commencement 
de  son  Essai,  comme  lemme  d'où  se  déduisait  tout  son  Traité  des  coniques.  On  voit  encore, 
par  ce  passage  curieux,  que  déjà  ce  merveilleux  théorème  portait,  comme  à  présent,  le 
nom  de  Pascal. 


^()^^:s.  .ir)i 


^()Tl:  \iv 


(deuxikmi:  iM'oguK,   ^  "27)  ci  51.) 


Sur   les   ouvracjcs  de  Dasarç/Kcs  ;  la  IcKre  de  Bcaufjrand; 
et  ri'JxanH'ii  de  Cundn'lle. 

Nous  avons  eilé  la  Ifihr  de  Hciuigraïul,  sur  le  BraulUon  projet  des  Coniques  de  Desar- 
gues, d'après  ce  qu'on  a  dit  M.  Poncelel  dans  son  Traiîé  des  Propriétés  projectiles,  \t.  9o; 
car  elle  esi  cxlrènicinenl  raie,  cl  nous  naNons  |)u  nous  la  procurer. 

Nous  trouvons,  dans  VExainen  des  œuvres  du  sieur  Desarfjues,  par  J.  (lurabelle,  (in-4" 
1644),  ouvrage  (rès-rare  aussi,  un  passage  qui  l'ail  meniion  de  celle  leltre,  et  qui  est 
assez  curieux  sous  d'autres  rapports.  Curabelle,  après  avoir  cité  l'opinion  émise  par 
Desargues,  en  KH^,  au  sujet  d'une  proposition  de  Pascal  (celle  de  l'hexagone,  probable- 
ment), dont  les  quatre  premiers  lirres  d\ipollonius  sont  ou  l)ien  un  cas,  ou  bien  une  con- 
séquence immédiate,  ajoute  :  «  Mais  quant  à  l'égard  du  sieur  Desargues,  cet  abaissement 
»  d'Apollonius  ne  relèue  pas  ses  leçons  de  ténèbres ,  ni  ses  eueneniens  aux  atteintes,  que 
ï>  fait  vn  cône  rencontrant  un  plan  droit,  auquel  a  suirisamment  respondu  le  sieiu*  de 
»  Beaugrand,  et  demonstré  les  erreurs  en  l'année  IG59,  et  imprimé  en  1642,  en  telle 
»  sorte  que  le  public,  depuis  ledit  temps,  est  privé  desdites  leçons  de  ténèbres,  qui 
»  étoient  tellement  releuées,  au  dire  dudit  sieur,  qu'elles  surpassoient  de  beaucoiq)  les 
»  œuures  d'Apollonius,  ainsi  qu'on  pourra  voir  dans  la  lettre  dudit  sieur  de  Beaugrand, 
»   imprimée  l'année  cy-dessus.  » 

Ce  passage  donne  lieu  aux  réflexions  suivantes. 

D'abord  il  semble  en  résulter  que  Desargues,  outre  son  Brouillon  projet  d'une  atteinte 
aux  événements  des  rencontres  du  cône  avec  un  plan,  avait  écrit  un  autre  ouvrage  sur  les 
coniques,  sous  le  titre  de  Leçons  de  ténèbres;  ce  que  font  supposer  aussi  quelques  passages 
du  graveur  et  dessinateur  Grégoire  Iluret,  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Optique  de  por- 
traiture et  peinture,  contenant  la  perspective  et  pratique  accomplie,  etc.;  Paris  1G70,  in-fol. 

Les  mots  et  imprimé  en  1642,  nous  avaient  paru  d'abord  se  rapporter  à  ce  qui  a  été 
démontré  en  1659;  d'où  nous  avions  conclu  que  la  lettre  de  Beaugrand  n'avait  été  impri- 
mée qu'en  1642;  mais  nous  la  trouvons  citée  dans  un  autre  écrit  de  Curabelle  contre  De- 
sargues, dont  nous  allons  parler  tout  à  l'heure,  où  il  est  dit  qu'elle  a  été  imprimée 
en  1639. 

D'après  cela,  il  nous  paraît  que  les  mots  et  imprimé  ctj  1642,  signifient  que  Beaugrand  , 
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oulre  celle  première  lettre,  avait  encore  écrit  et  iniprimr  en  1642  contre  Desargues;  peut 
être  à  l'oeciision  de  ces  Leçons  de  tvnefn'ca,  ciiécs  [);ir  Cumln'lli'  et  Grégoire  Hinct. 

Kl  en  ell'et,  il  par.iil  que  ficaiigrand  ne  nian(|uait  pas  nnc  occasion  de  se  signaler  parmi 
les  détracteurs  de  Desargiies.  (>ar  nous  trouvons  (|u'il  avait  aussi  écrit  ime  Lctlrc  sur  le 
lirouilhm  projet  de  la  Coupe  des  pierres  de  I)e>;argties  (1  040  ;  111-4°).  dette  lettre  est  arinon- 
cée,  sous  ce  titre,  dans  le  catalogue  de  la  IJiljlioiliéipHî  royale,  au  nom  de  Bratigrand  et  à 
celui  de  Desargues;  mais  malheureusement  elle  ne  se  trouve  plus  dans  la  Bibliothèque. 
Elle  y  faisait  |)artie  d'un  volume  dont  la  perte  est  bien  regrettable,  car  il  contenait  d'au- 
tres pièces  relatives  à  Desargues,  qui  avaient  paru  en  1042  *. 

L'examen  de  Cural)ellc  a  amené  des  démêlés  très-vifs  entre  lui  et  Desargues,  qui  nous 
sont  révélés  par  un  autre  écrit  intitulé  :  Faiblesse  pitoi/able  du  sieur  Desarfjues ,  emploijée 
contre  Vexamen  fait  de  ses  œuvres,  par  J.  Curabclle.  Nous  y  voyons  que  Desargues  avait 
offert  de  soutenir  la  bonté  de  ses  doctrines  sur  la  Couj)e  des  pierres ,  par  une  gageure  de 
cent  mille  livres,  qui  n'a  été  acceptée  que  pour  cent  pistoles  par  Curabclle.  Les  articles 
d'une  convention  à  ce  sujet  ont  été  rédigés,  le  2  mars  1644;  mais  la  difficulté  de 
s'entendre  sur  tous  les  points,  a  donné  lieu  à  divers  libelles  de  part  cl  d'autre;  cl  enfin 
l'affaire  a  été  soumise  au  Parlement,  le  12  mai  de  la  même  année.  Elle  était  en  cet  étal 
quand  Curabclle  publia  l'écrit  qui  nous  doime  ces  détails  2. 

La  dilïieidté  de  s'entendre  provenait  principalement  du  choix  des  jurés.  Le  passage  sui- 
vant montre  bien  l'esprit  qui  avait  dirigé  Desargues  dans  la  composition  de  ses  ouvrages 
de  Coupe  des  pierres,  et  res|)rit  dans  lequel  étaient  faites  les  critiques  de  ses  adversaires; 
c'est  là  en  quchpie  sorte  l'origine  et  l'àme  du  débat. 

Desargues  voulait  «  s'en  rapporter  au  dire  d'excellens  géomètres  et  autres  personnes 
»  savantes  et  désintéressées ,  et  en  tant  qu'il  serait  de  besoin  aussi,  des  jurés  maçons  de 
»  Paris.  »  A  cela  Cuiabelle  répond  :  «  ce  qui  fait  voir  évidemment  que  ledit  Desargues 
»  n'a  aucune  vérité  à  déduire  qui  soit  soutenable,  puisqu'il  ne  veut  pas  des  vrais  experts 
»  pour  les  matières  en  conteste;  il  ne  demande  que  des  gens  de  sa  cabale,  comme 
»  des  purs  géomètres,  lesquels  n'ont  jamais  eu  aucune  expérience  des  règles  des 
»  pratiques  en  question,  et  notamment  de  la  coupe  des  pierres  en  l'architecture,  qui  est  la 
»  plus  grande  partie  des  oeuvres  de  question,  et  parlant  ils  ne  peuvent  parler  des  sub-ec- 
»   lions  que  les  divers  cas  enseignent.  » 

Ce  passage,  ce  me  semble,  établit  parfaitement  la  nature  du  démêlé,  et  peut  faire  déci- 
der a  priori  h  question  entre  Desargues  et  ses  détracleurs. 

Quant  à  la  méthode  de  Desargues  en  elle-même,  elle  a,  depuis,  été  reconnue  bonne  et 
exacte,  et  l'on  a  su  apprécier  le  caractère  de  généralité  qu'elle  présentait.    Ne  pouvant 

'  La  icllre  de  Hoaugraiid,  sur  \e  Brouillon  projet  des  Coniques  de  Desargues,  que  M.  Poncelet  dit,  dans  son 
Traité  des  Propriétés  projcctivcs ,  exister  à  la  Bibliothèque  royale,  ne  faisait  point  partie  de  ce  volume,  et  nous 
ne  l'avons  pu  uouver  inscrite  sous  aucun  titre. 

'  Je  ne  possède  que  les  huit  premières  pages  de  cet  écrit  (in-4°,  petit  texte),  que  j'ai  trouvées  jointes  à  mon 
volume  de  l'Examen  des  œuvres  de  Desargues.  Je  désirais  en  connaître  la  suite;  mais  je  n'ai  pu  en  rencontrer 
nulle  part  un  second  exemplaire. 


ciiircr  il  rc  siijrl  (ItiMs  iiiicnn  (|('-\«'|()|)|i('inriii ,  imhis  immis  lionicrons  à  nier  Ir  jn^rinnii 
(|ir('ii  il  poilô  le  siiviml  I''i('7.i('r,  diiiis  son  J'niilc  de  In  C.oupv  des  picrn's.  De  Isi  Hue  iiviini 
(lit  (|li('  ./.  C.tirahvllc  aniil  rrlcrr  vxm'tviiiciil  fimlcs  (es  faitlcs  de  Drsdrf/iics  (diiiis  l:i  coiislnio 
(ioii  (les  l)cicc;m\  droiis  cl  ((Iditjiics),  l"'r('zi('r,  iipirs  iivoir  v'iu\  vr  pîissii^^c,  iijoiilr  :  •  Jr 
»  n'iii  |)iis  VII  cfllc  ('iili(|ii(',  cl  |>iii'  roiisôiiiiciil  je  iir  |>iiis  jii^'rr  de  m)Ii  rxjictiliKN;  ; 
»  j'iivniH'cnu  ('«'luMidiiiii ,  siiiis  l;i  (liiiiKh-c,  tnic  hi  im-lliodc  de  Dcsurmics  n'csi  du  loni 
»  point  l'i  rojclcr.  Je  coiniciis  (lu'il  y  a  des  didicullrs,  iiiiiis  coninic  elles  n«!  vienneni  <|iie 
»  (riiiM'  fiiule  d'expliciilion  du  principe  sur  liMpicl  elle  est  fondée,  el  un  peu  iiiissi  de.  \,i 
»    nouveiuilé  des  leinies,  j(>  Viiis  suppléer,  ele.   »   (Toni.  Il,  piij^.  "iOH,  (''dition  de  I7()S.) 

Puis,  diins  re\|)lieiiiion  de  lii  niélliode,  Fre/iei'  dil  (pie  l)esiir}i;ues  «  ii  rédiiil  loiis  les 
»  linils  de  h\  rorniiition  des  hereeiinx  droits,  hiiiis,  «mi  (iiliis  el  en  descente,  ii  un  seul 
»  prohième,  cpii  esl  de  clicrelier  l'iingle  (pie  (iiil  l'axe  du  eviindre  iivec  un  diiiinèlre  de  sîi 
»   base,  etc.  »  (Pag.  ^200.) 

Et  enlin  Frezier  conclut,  après  avoir  e\pli(pié  dairenieiK  et  diins  loule  sa  généralilé, 
la  niélliode  de  Desargues,  (]uV//e  ('(ait  iiif/énieiiso,  cl  oindil  dû  lui  faire  honneur,  si  Bosse 
Teùl  présentée  dinie  niiuiière  plus  inlelligible. 

Cinabello  est  un  écrivain  toialenient  ignoré  de  nos  joiu's;  cependant  il  parait  qu'il  a 
écrit  sur  la  Stéréotomie  et  diflérenles  parties  des  arts  de  construction.  Du  moins  rexlrail 
du  privilège,  cpii  esl  en  tète  de  son  examen  des  œuvres  de  Desargues,  fait  connaître  les 
litres  de  plusieurs  ouvrages  (pi'il  devait  mettre  au  jour  après  ce  dit  examen.  Nous  n'avons 
pu  trouver  aucune  trace  de  ces  ouvrages,  ni  pu  constater  qu'ils  aient  efTectivemenl  paru. 
De  la  Rue,  dtms  son  Traité  de  la  Coupe  des  pierres ,  cite  plusieurs  fois  Curabelle,  mais  à 
raison  seulement  de  l'examen  en  question. 

Desai'gues,  en  voulant  assujeitir  la  Perspective  pratique  et  les  arts  de  construction  à  des 
principes  rationnels  et  géoméiriques,  s'était  fait  beaucoup  d'autres  déiracleurs  que  Cura- 
belle,  ainsi  qu'on  le  voit  dans  les  ouvrages  du  célèbre  graveur  Bosse,  qui  passa  toute 
sa  vie  à  les  combattre.  Celte  persévérance,  qui  fait  honneur  à  son  jugement  el  à  son 
caractère,  lui  attira  aussi  des  persécutions;  et  il  lui  fut  interdit  d'enseigner  les  doctrines 
de  Desargues  à  l'Académie  royale  de  peinture,  où  il  professait  la  Perspective. 

Des  détracteurs  de  Desargues,  le  personnage  le  plus  considérable  parait  avoir  été 
Bcaugrand,  secrétaire  du  roi,  qui  avait  des  relations  avec  beaucoup  d'hommes  distingués 
dans  les  sciences,  et  qui,  lui-même,  n'était  pas  dépourvu  de  savoir  en  malbémati<jues; 
car  il  a  publié,  sous  le  litre  In  isayogeni  F.  Vietœ  Scholia,  iii-24,  1651,  un  commentaire 
sur  le  principal  ouvrage  analytique  de  Vièle,  el  il  a  joué  un  certain  rôle  dans  l'histoire  de 
la  cycloide.  Mais  sa  (iéoslalique,  dont  il  est  tant  parlé  dans  les  lettres  de  Descartes,  et  où 
il  démontrait  géotnètriciuenient  que  tout  grave  pèse  d'autant  moins  (ju'il  est  plus  près  de  la 
Terre,  suffit  pour  montrer  à  quelles  erreurs  son  esprit  était  sujel;  et  l'on  ne  s'étonne  pas 
qu'il  ait  si  mal  apprécié  les  productions  de  Desargues. 

li'estime  que  mérite  Desargues, qui  a  été  jusqu'ici  si  peu  connu  des  biographes,  nous  a 
porté  à  entrer  dans  ces  détails,  espérant  (piil  pourront  piquer  la  curiosité  de  quelques 
personnes,  el  les  engager  à  rechercher  des  ouvrages  originaux  de  cet  honune  de  génie,  el 


334  ÎNOTES. 

les  pièces  relatives  à  ses  démêlés  scionlinqucs.  Sa  corrcs|)oii(Jance  avec  les  hommes  les  plus 
illiisires  de  son  temps,  dont  il  pariiifïcait  les  tia\aux,  et  <|ui  le  voulaient  tous  pour  juge 
(le  leurs  ouvrajrcs,  serait  aussi  une  découverte  précieuse  pour  I  histoire  littéraire  de  ce 
dix-s{'|)tiénie  sicclc  (|ui  fait  tant  dhonneur  à  l'esprit  humain. 

(^)uanl  aux  ou\rage>  de  Desargues,  voici  (juehjucs  indications  qui  pourront  peut-être  en 
amener  d'autres  : 

Bosse  écrivait  en  IGOo,  dans  ses  Praliques  (jéomélraU'x ,  etc.,  (juc  «  feu  M.  Millon, 
»  savant  géomètre,  avait  fait  ini  ample  manuscrit  de  toutes  les  démonstrations  de 
»   Desargues,  lecpiel  méritait  bien  d'ètie  imprinié.   » 

On  lit,  dans  V Histoire  littéraire  de  la  vide  de  Lfjon ,  par  le  P.  Colonia,  imprimée  en 
1728  :  «  On  va  bientôt  donner  au  public  une  édition  complète  des  ouvrages  de  Desargues. 
»  M.  Richer,  chanoine  de  Provins,  auteur  de  deux  mémoires  curieux  et  délaillés  sur  les 
»  ouvrages  de  son  ami  M.  de  Lagny  et  sur  ceux  de  M.  Desargues,  sera  l'éditeur  de  cet 
»    itnportant  ouvrage  qui  intéresse  singulièrement  la  ville  de  Lyon.   » 

Puisse  un  hasard  heureux  faire  retrouver  les  mamiscriis  de  .Millon,  et  les  matériaux 
réunis  pour  l'entreprise  de  Richer  ! 


NOTE   XV. 


(deuxième  époque,  §  26.) 


Sur  la  propriété  anharmonique  des  points  d'une  conique.  —  Démonstration 
des  propriétés  les  plus  générales  de  ces  courbes. 

(1)  Représenlons-nous  un  quadrilatère  inscrit  à  une  conique,  et  une  transversale, 
comme  dans  le  théorème  de  Desargues  sur  l'involution  de  six  points. 

De  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère,  menons  des  droites  aux  deux  points  où  la 
transversale  rencontre  la  conique  :  chacun  de  ces  souimets  sera  le  point  de  départ  de 
quatre  droites.  On  reconnaît  aisément  que  la  relation  d'involution  de  Desargues  exprimera 
que  \e  ra\iport  anfiarmonique  des  quatre  points  où  les  quatre  droites,  issues  d'tm  des  som- 
mets du  quadrilatère,  rencontrent  la  tranversale,  est  égal  au  rapport  anharmoni(|ue  des 
quatre  points  où  les  quatre  droites ,  issues  du  sommet  opposé,  rencontrent  cette  transver- 
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snic;  d'où  l'on  concliil  (|iic  /<■  rapport  (iiih(irinoni(pif  (les  quntrr  proniires  (traites  est  êyal 
OH  rapport  autkarmanitpic  des  (piatrr  autres. 

(;2)  On  a  donc  ce  lliroirnic  j^rncTid ,  lii  rrciprocjuc  do  In  conclusion  (jiic  nous  venons 
de  lircrdn  ihcorcnic  de  l)('s;uf;iM's  : 

(JiKtiKt  on  n  <letix  faisceaux  de  quatre  droites,  fpii  se  correspondent  une  à  une,  si  le 
rapport  anfiannoni(iue  des  quatre  preniii-res  est  èr/al  an  rap}>ort  anliarnioniipn-  des  (piaire 
autres,  les  droites  d'iui  faisceau  rencontreront,  respectivement ,  leurs  correspo)tdantes  en 
quatre  points,  qui  seront  sur  une  coniipie  passant  par  les  deux  points,  centres  des  deux 
faisceaux. 

Ce  iliéoi'ènie  ,  cnniine  on  le  voit  pnr  In  déinonstrniion  (pie  nous  \enons  d'en  donner, 
n'esr,  nn  fond,  (pTune  e\|)i'ession  dilVérc'nle  (le  celui  de  Desnrj^ues  ;  niius  ses  corolinires, 
cMirnienienl  nondueux,  eud)r;issenl  luie  piu-lie  des  proprit'it's  des  coni(pies,  siu-  les(pielk's 
send)laient  ne  pouvoir  s'i'lendre  les  ilR'orènies  de  Desiirgucs  et  de  Pnscnl.  Kl  en  effet, 
outre  les  nvnntnges  propres  de  sn  forme  différcnle,  il  ii  (pielque  chose  de  plus  g(''nérnl  (juc 
clincun  de  ces  deux  (liéoiènies;  et  ceux-ci  s'en  déduisent,  non  plus  comme  transformation  , 
mais  comme  simples  corollaires.  C'est  ce  (|iie  nous  ferons  voir  tout  à  l'heure,  en  montrant 
la  nature  des  applications  auxquelles  se  prête  ce  ihéortMne. 

Mais  nous  devons  d'abord  en  donner  une  démonstration  directe,  puisque  nous  propo- 
sons de  substituer  ce  théorème  aux  plus  généraux  dont  on  s'est  servi  jusqu'ici,  et  de  tirer 
ceux-ci  du  premier. 

(5)  Cette  démonstration  est  d'une  facililé  et  d'une  simplicité  extrême.  Car,  le  théorème 
énon(^'anl  une  égalité  des  rapports  anharnioniques  de  deux  faisceaux  de  quatre  droites,  et 
ces  rapports  conservant  les  mêmes  valeurs  quand  on  fait  la  perspective  de  la  figure,  il 
sudit  de  prouver  que  cette  égalité  a  lieu  dans  le  cercle  qui  sert  de  base  au  cône  sur  lequel 
on  considère  la  conique.  Or,  dans  le  cercle,  les  angles  que  les  quatre  droites  du  premier 
faisceau  font  entre  elles  sont  égaux,  respectivement,  aux  angles  que  les  droites  correspon- 
dantes du  second  faisceau  font  entre  elles,  parce  que  ces  angles  sous-tendenl  les  mêmes 
arcs;  donc  le  rapport  anharmonique  des  sinus  des  premiers  angles  est  égal  au  rapport 
anharmonique  des  sinus  des  angles  du  second  faisceau;  puisque  ces  sinus  seront  égaux, 
chacun  à  chacun. 

Ainsi,  le  théorème  est  démontré. 

(4)  Imaginons  que  trois  droites  du  premier  faisceau,  et  les  trois  droites  correspon- 
dantes du  second  faisceau,  soient  fixes;  que  la  quatrième  droite  du  premier  faisceau  tourne 
autour  de  son  centre,  et  que  la  droite  correspondante,  dans  le  second  faisceau,  tourne 
aussi,  et  de  manière  que  l'égalité  des  rapports  anharnioniques  des  deux  faisceaux  ait  tou- 
jours lieu;  ces  deux  droites  mobiles  se  couperont  toujours  sur  une  conique,  qui  sera  dé- 
terminée par  les  cinq  points  fixes  de  la  figure,  c'est-à-dire  les  centres  des  deux  faisceaux, 
et  les  points  où  les  trois  droites  fixes  du  premier  rencentreront  les  trois  droites  fixes  du 
second. 

(5)  De  là  naît  une  infinité  de  manières  d'engendrer  les  coniques,  par  l'intersection  de 
deux  droites  tournant  autour  de  deux  points  fixes.  Car  on  peut,  d'une  infinité  de  manières, 
former  deux  faisceaux  de  lignes  droites,  qui  se  correspondent  une  à  une,  et  telles  que  le 
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ni|)|)()rl   :iiili:inii()nii|ii(-  de  (jiiiilrc  droites  (|ii('l('()ii(|U('>  du   piiiiiici'  l;ii>C(';iij,  soil  loiijuiirs 
é{^al  au  ruppori  aidiarnioniciue  des  (jiialrc  droiles  corrcspoiidaiilcs  du  second  faisceau. 

(6)  Par  exemple,  couccvons  un  an^le  fixe;  et  qu'aulour  d'un  poini,  coninie  pôle,  on 
fasse  tourner  une  transversale;  elle  rencontrera,  dans  chacune  de  ses  positions,  les  côtés 
de  l'angle  en  deux  j)oints.  Quatre  points  ainsi  déterniines  sur  l'un  des  côtés  auront  leur 
ra|)pori  aidiainioni(|ue  ('liai  à  celui  des  (piatre  points  correspondants  sur  l'autre  côté 
(parce  que  ce  rapport  sera  le  même  que  celui  des  (juatre  transversales  qui  déterminent  ces 
points).  Il  s'ensuit  (jue,  si  d'un  premier  point  fixe,  on  mène  des  droiles  aux  points  marqués 
sur  le  premier  côté  de  l'angle;  et,  d'un  second  point  fixe,  des  droites  aux  points  marqués 
sm*  le  second  côté,  on  aura  deux  faisceaux  de  droites  qui  se  correspondront  une  à  une  et 
qui  se  couperont  sur  une  conique  passant  par  les  deux  points  fixes.  D'où  l'on  conclut  que  : 

Quand  les  trois  côlcs  (/'/<»  Irianrjle,  de  farine  rarhdjle,  tournent  autour  de  trois  points 
fixes,  et  que  deux  des  sonintets  du  triangle  parcourent  deux  droites  fixes,  le  troisième 
souimet  engendre  une  conique,  qui  passe  par  les  deux  points  autour  desquels  tournent  les 
deux  côtés  adjacents  à  ce  sommet  '. 

Ce  théorème  est  précisément  l'hexagramme  mysti(|ue  de  Pascal,  présenté  sous  une  autre 
forme.  C'est  sous  cet  énoncé  qu'il  a  été  trouvé  par  .Mac-Laurin  et  Braikenridge,  et  qu'il  a 
conduit  le  premier  de  ces  deux  géomètres  à  l'énoncé  même  du  théorème  de  Pascal. 

(7)  INiaintenant,  soient  deux  faisceaux  de  droites,  émanées  de  deux  centres  dinérents, 
et  se  coupant,  une  à  une,  sur  une  même  droite  menée  arbitrairement  dans  leur  plan.  Le 
rapport  anharmoniciue  de  quatre  droites  quelconques  du  premier  faisceau  sera  égal  au 
rapport  aidiarmonique  des  quatre  droites  correspondantes  dans  le  second  faisceau  (parce 
que  ce  rap|)ort  sera  le  même  que  celui  des  quatre  poit)ts  où  ces  droites  se  rencontrent,  une 
à  une,  sur  la  transversale  lixe).  Maintenant,  (pi'on  tiansporle  les  deux  faisceaux  en  d'autres 
lieux  de  leur  plan,  de  manière  à  changer  leur  position  relative;  leur  droiles  correspon- 
dantes ne  se  couperont  plus  une  à  une  sur  une  droite;  usais  il  résulte,  de  notre  théorème, 
(\u  elles  se  couperont  toujours  sur  une  section  conique,  qui  passera  par  les  deux  sommets 
des  deux  faisceaux. 

(8)  Supposons  que  les  deux  faisceaux  primitifs,  dans  leur  déplacement,  aient  conservé 
leurs  centres  respectifs;  c'est-à-dire  qu'ils  aient  tourné  autour  de  leurs  centres;  alors  le 
théorème  (pie  nous  venons  d'énoncer  exprime  précisément  le  théorème  de  Newton,  sur 
la  description  organique  des  coniques. 

(9)  Si  les  rayons  des  deux  faisceaux  primitifs,  au  lieu  de  se  croiser  sur  une  même 
droite,  se  croisaient  sur  une  conique  passant  par  leurs  centres,  les  deux  faisceaux  salisfe- 

'  Le  côlé  du  triangle,  opposé  au  sommel  décrivant,  pourrait,  au  lieu  de  tourner  autour  d'un  point  Oxe,  rouler 
sur  une  conique  à  laquelle  les  deux  droiles  fixes  seraient  langenlcs;  alors  le  sommet  libre  décrirait  encore  une 
conique  passant  par  les  deux  iioinls  tixes. 

Cela  résulte  de  ce  que  quatre  tangentes  quelconques  à  une  conique  en  rencontrent  deux  autres,  chacune  en 
quatre  points  tels,  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  de  la  première  est  égal  au  rapport 
anbarmonique  des  quatre  points  de  la  seconde  (voir  la  Noie  suivante). 

Cette  généralisation  du  théorème  de  Mac-Laurin  et  de  Braikenridge  conduira  à  un  grand  nombre  de  proposi- 
tions diverses,  dont  la  plupart  seront  nouvelles. 


niictil  »  coiulilioii  (|iii'  (|iii)li'(*  dioid-s  (|iii'l<-(iii(|ii('s  id'  I Un  iiisscnl  Inir  I';i|)|miI'1  aiihiiiiiio- 
niquo  ùgnl  à  irliii  <lt's  <|iiali('  droilcs  eon<'s|»(>ii(limlis  du  second  |d'ii|»n's  !«•  lliroiriiu'  ('i)\. 
Donc,  i(|ii(\s  tiii  d(''|>li»c't'm(Mil  (|iu'lt'()ii(|iif  de  ccn  dt  ii\  faisccinix,  Iniis  rayons  corrcspon- 
(lanJs  se  coMpci-onl  encore  sur  une  c()ni(|ue. 

(10)  Si  les  deux  faisceaux  ne  r(»ii(  «pie  (ouiiier  nnlonr  de  Iniv^  cenircs  respectifs,  on  en 
conclut  ce  iliéoiènie  : 

Si  deux  aiuilcs  de  f/nindfur  iiuvIcoïKjUf,  ttiais  constnulc,  toninviil  (uiUnii  de  leurs  soni- 
mcls,  de  iiianivre  que  le  point  d'intcrscclion  de  deux  de  leurs  lolé.s  parcoure  une  conique 
passant  par  leurs  sommets,  leurs  deux  côtés  se  croiseront  sur  une  seconde  conique  qui  pas- 
sera aussi  par  les  deux  sontmets. 

(11)  Ce  théoiènie,  qui  est  une  généralisation  de  celui  de  Newton,  n'esl  lui-inéuje 
qu'une  manière  pariieidière,  entre  une  inlinité  d'autres  semblables,  pour  former  les  coni- 
ques par  l'intersection  de  deux  droites  mobiles  autour  de  deux  points  fixes,  ou  par  l'inier- 
scetion  de  deux  côtés  des  deux  angles  mobiles  autour  de  leurs  sommets;  et,  au  lieu  de 
supposer  ces  angles  de  grandeur  constante,  comme  nous  venons  de  le  faire,  on  peut  les 
supposer  variables ,  et  il  est  alors  une  infinité  de  manières  de  régler  la  relation  qu'ils  de- 
vront conserver  entre  eux. 

Par  exemple,  on  peut  supposer  que  chacun  d'eux  intercepte,  sur  une  droite  fixe,  des 
segments  de  grandeur  constante. 

Ainsi  le  théorème  de  Newton,  qui  a  eu  quelque  célébrité,  et  qui  a  paru  capital  dans  la 
théorie  des  coniques,  ne  se  trouve  plus  qu'un  cas  très-particulier  d'un  mode  général  de 
description  de  ces  courbes. 

(12)  Cette  circonstance  nous  paraît  bien  propre  à  montrer  deux  choses  :  d'abord  qu'il 
est  toujours  utile  de  remonter  à  l'origine  des  vérités  géométriques,  pour  découvrir,  de  ce 
point  de  vue  élevé,  les  difTérentes  formes  dont  elles  sont  susceptibles  et  qui  peuvent  en 
étendre  les  applications;  car  le  théorème  de  Newton,  que  quelques  géomètres  très-distin- 
gués n'ont  pas  dédaigné  de  démontrer,  comme  l'un  des  plus  beaux  de  la  théorie  des  coni- 
ques, n'a  pourtant  point  eu  de  grandes  conséquences,  parce  que  sa  forme  ne  se  prêtait 
qu'à  peu  de  corollaires.  Le  théorème  général,  au  contraire,  d'où  nous  le  déduisons,  se 
prête  à  une  foule  de  déductions  diverses. 

On  voit  ensuite  ici  une  preuve  de  cette  vérité,  que  les  propositions  les  plus  gêné  raies  et 
les  plus  fécondes  sont  en  même  temps  les  plus  simples  et  les  plus  faciles  à  démontrer; 
car  aucune  des  déinonstrations  qu'on  a  données  du  théorème  de  Nexvton  n'est  comparable, 
en  brièveté,  à  celle  que  nous  avons  donnée  du  théorème  général  en  question  (5);  celle-ci 
même  a  l'avantage  de  n'exiger  la  connaissance  préalable  d'aucune  propriété  des  coniques. 

(15)  Reprenons  les  deux  faisceaux  que  nous  avons  supposés  se  couper  sur  une  droite, 
et  supposons  cette  droite  à  l'infini;  c'est-à-dire  que  les  deux  faisceaux  aient  leurs  droites 
respectivement  parallèles.  Qu'on  les  déplace  en  les  faisant  tourner  autour  de  leurs  centres; 
alors  leurs  droites  correspondantes  se  couperont  sur  une  conique,  qui  passera  par  leurs 
centres.  On  peut  énoncer  ce  théorème  en  disant  que  :  Quand  on  a  dans  un  plan  deux 
figures  semblables,  ^nais  non   semblablement  placées,  les  droites  menées  arbitrairement, 
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par  un  point  de  la  première ,  rencontrent  respectivement  leurs  liomohnjues  dans  la  sei'ondv, 
en  des  points  situés  sur  une  coni(jue;  ihéoirtiic  (|iic  DOiis  avions  énoncé,  sans  démonslra- 
[ion,  dans  un  écrit  snr  le  déplaccincnl  d  un  corps  solide  dans  l>«p;iC('  ( Bulletin  universel 
des  sciences,  (oni  \\V ,  pag.  ô2l). 

(H)  On  peut  doiHici-,  au  théorème  général  (pii  faille  sujet  de  cette  Note,  cel  autre 
énoncé  :  Quand  un  hexar/one  est  inscrit  ci  une  conique ,  si  de  deux  sommets  on  mène  des 
droites  aux  (piatre  autres  sommets,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  premières  sera 
égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre  autres; 

C'esi-à-dirc  (|ue  :  Les  quatre  premières  droites  rencontreront  une  transversale  quel- 
conque en  quatre  points,  et  les  quatre  autres  rencontreront  une  seconde  transversale  en 
quatre  points  correspondant,  un  à  un,  aux  quatre  premiers;  et  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  premiers  points  sera  er/al  au  rapport  anharmonique  des  quatre  autres. 

Cel  énoncé  a  la  plus  grande  généralité  possible,  à  cause  de  l'indéterminaiion  de  position 
des  deux  transversales. 

(lo)  Supposons  (pie  la  première  transversale  soit  lune  des  quatre  droites  menées  par 
le  second  sommet  de  l'hexagone,  cl  que  la  seconde  iransvcr^ale  soit  l'une  des  droites 
menées  par  le  premier  sommet;  alors  le  théorème  qu'on  obtient  est  précisément  le  pre- 
mier des  théorèmes  cpie  Pascal  a  énoncés  dans  son  Essai  pour  les  Coniques,  comme  se 
déduisant  de  son  hexagrammc. 

(16)  Maintenant  supposons  que  les  deux  transvercales  se  confondent  avec  l'un  des  cotés 
de  l'hexagone  :  le  théorème  qui  en  résultera  sera  celui  même  de  Desargues  sur  l'involution 
de  six  points. 

(!7)  Dans  ce  théorème  de  Desargues,  substituons,  aux  segments  compris  sur  la  trans- 
versale entre  les  deux  points  de  la  conique  et  les  quatre  côtés  du  quadrilatère,  les  expres- 
sions de  ces  segments  en  fonction  des  perpendiculaires  abaissées,  des  deux  points  de  la 
conique,  sur  les  quatre  côtés  ;  il  en  résultera  ce  théorème  : 

in  quadrilatère  étant  inscrit  à  une  conique,  si,  d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  ses  côtés,  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  sur 
deux  côtés  opposés  sera,  au  produit  des  deux  autres,  dans  un  rapport  constant,  quel  que 
soit  le  point  de  la  conique. 

Au  lieu  des  perpendiculaires,  on  peut  prendre  des  obliques  faisant  respectivement,  avec 
les  côtés  du  quadrilatère  sur  lesquels  elles  sont  abaissées ,  des  angles  constants.  Cette  pro- 
position est  donc  le  théorème  ad  quatuor  lineas  rapporté  par  Pappus. 

(18)  Ainsi  il  est  démontré  ([ue  rhexagramme  mystique,  un  autre  théorème  de  Pascal 
aussi  sur  l'hexagone,  celui  de  Newton  sur  la  description  organique  des  coniques,  celui  de 
Desargues  sur  l'involution  de  six  points,  et  celui  des  anciens  ad  quatuor  lineas,  sont  tous 
des  corollaires  de  notre  théorème.  On  conçoit  par  là  le  grand  nombre  de  vérités  particu- 
lières sur  lesquelles  ce  théorème  peut  s'étendre,  pour  en  montrer  des  rapports  inaperçus 
jusqu'à  ce  jour,  et  une  origine  commune  et  satisfaisante. 

Nous  pouvons  donc  regarder  ce  théorème  comme  étant,  en  quelque  sorte,  un  centre, 
d'où  dérivent  la  plupart  des  propriétés  des  coniques,  même  les  plus  générales  :  il  serait 
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|)n)|>i'<-.  Il  niisoii  (le  celle  Ires  ;;niiule  leeoiidile,  el  de  lu  liicilile  eMieiiie  avec  lii(|iiel|i'  il 
se  «jéiiionli'e ,  h  servir  (!<'  roiKleiiieiil  ii  une  lliéoiie  n;é(iinelii(|iie  des  e(irii(|iu's. 

(lU)  (loiiiiiK'  e'esl  l:i  iiolion  du  ropiturl  uuhuitiioiiiiiuc  (|iii  liiil  je  eiinielère  |)niiei|i.'d  de 
ce  ihéoi'ènie,  et  (|(ii  le  rend  |M-()|)t-e  mi\  innonduiddes  dé<lueli()ns  iiiTon  en  peut  lirer,  nous 
le  désijtnerons  sous  le  nom  de  propriété  afihdrinoniiide  des  poinls  d'une  eoni(|ue  '. 

Uein!U"(|nons  (|ne,  de  intime  «iiie  les  iliéorèines  tie  Pascid,  d<'  Desar^nes ,  de  New  ion,  (  i 
la  (|ueslion  ad  (jiialKor  litieas ,  soiil  des  eoi'ollaires  de  (M'Ue  |)ro|iii('lé  aiiliariiioni(|ue , 
eello-ci  peul  aussi  se  déduire,  |»ar  la  inèine  \oie,  de  eliaeun  de  ces  ihéorènn's  ,  el  servir 
par  eonsé(|uenl  à  passer  de  l'un  à  l'anlre.  (le  tpii  prouxc  «pie  la  noiion  <lu  rapport  nnfiar- 
luouiijue  esl  vérilablemonl  le  lien  eouuuun  enire  ces  di\e)s  ihéorènies,  cl  (pi'ils  ne  diiïc- 
rcnt  l'un  de  l'anlre  (jue  par  la  l'orine. 

On  avait  déjà  reniarcpié  les  rap|)orls,  nous  pouvons  nicine  dire  la  prescpie  ideniilé  rpii 
a  lion  entre  les  ihéorènies  de  Desargnes  et  de  Pascal,  mais  non  |)oini  entre  eeux-ci  et  les 
autres  théorèmes  principaux  cpie  nous  avons  cités.  On  déinoiiiraii ,  au  contraire,  cliacun 
de  CCS  théorèmes  duiK^  manière  dillérenle,  et  toujours  incomparablement  plus  longue  «pie 
la  dénionsiralion  inluilive  (pie  nous  avons  donnée  du  ihéorème  en  (pieslion. 

(^0)  INous  pourrions  aussi  déduire  de  ce  théorème  la  belle  pro))osilion  de  (larnoi,  con- 
cernanl  le  ra[>poi't  des  segments  faits,  par  uncconiipie,  sur  les  trois  colés  d'un  triangle  trace 
dans  son  plan,  cl  qui  exprime  une  propriété  de  six  points  |)ris  sur  une  conique,  tout  aussi 
générale  que  les  théorèmes  de  Desargues ,  Pascal  et  Newton. 

(•21)  Enfin  nolvc  propriété  anharmunique  est  encore  susceptible  d'une  nouvelle  forme, 
ipii  en  fail  une  proj)osiiion  nouvelle,  diUorcnte  de  toutes  celles  qui  précèdent,  el  qui  se 
prèle  à  un  nouveau  genre  de  déductions  extrêmement  nombreuses. 

Celte  nouvelle  proposition  s'exprime  par  une  égalité  à  trois  tenues.  On  peut  renoncer 
ainsi  : 

Étant  données  dons  un  plan  deux  transversales  ;  et  étant  pris  sur  la  première  deux 
points  fixes  quelconques  0,  E ,  et  sur  la  seconde  deux  points  0',  E',  aussi  quelconques  ; 

Si,  autour  de  deux  pôles  /ixes  P,  P',  pris  arbitrairement  dans  le  plan  de  la  fiyure,  on 
fait  tourner  deux  droites  qui  Vencontrent  les  deux  transversales ,  respectivement,  en  deux 
points  a ,  a  ,  déterminés  de  manière  que  Tq»  ait  la  relation 


(A) 


Ou  O'u' 


Ett  E  a' 


y. , 


/  et  u  étant  deux  constantes; 

Le  point  de  concours  des  deux  droites  mobiles  engendrera  une  conique  qui  passera  par 
les  deux  pôles  P,  P'. 

(22)  Ce  théorème,  où  il  y  a  tant  d'élémenls  arbitraires  ,  tels  que  les  directions  des 

'  .Niuia  disons  des  points  d'une  conique,  parce  que  nous  verrons,  dans  la  Noie  suivante,  (]ue  les  coniquos 
jiiuissenl  (Tune  seconde  propriété  auliarmonniue,  analogue  à  celle  inemièio,  el  ()ui  eoncerne  leurs  taiigeiifoi. 


ôiO  >()TKS. 

transversales,  les  po^^ilinns  des  qiinlro  points  pris  sur  elles,  relies  des  deux  pôles,  et  les 
valeurs  des  deux  eoefTicients,  ne  diffère  point,  an  fond,  des  propriétés  générales  des  coni- 
ques dont  il  a  été  (picsiion  dans  cette  ^'ote;  car  nous  le  déduisons ,  eoninic  cliacune  d'elles, 
de  noire  jirojjosiiion  iinliarni()iii(jiie.  Mais  sa  forme  pcrnici  d'en  étendre  les  ap[)licalions 
beaucoup  |)lus  loin  (pic  l'on  n'a  fait  à  l'égard  de  cliacinie  de  ces  propositions. 

(23)  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  sup|)0se  les  deux  points  E,  E',  placés  sur  la  droite  (|ui 
nml  les  i\vu\  pôles  P,  V,  l'équation,  au  lieu  d'exprimer  une  conique,  devi<'nt  celle  d'une 
sinjple  ligne  droite.  De  là  résulleni,  comme  corollaires  d'autant  de  propriétés  des  coni- 
ques, une  infinité  de  [)r(>[iriétés  de  la  ligne  droilc;  et,  [)armi  ces  propositions,  se  trouvent 
divers  systèmes  de  coordonnées,  parliculièrement  celui  ilc  Descartes. 

Il  est  plusieurs  autres  manières  de  faire  que  l'équation  représente  une  ligne  droite.  Il 
suffit,  en  général,  de  satisfaire  à  unv  seule  relatior)  de  condition  cnire  les  données  de  la 
question,  exprimée  par  l'équation 

he  te 

£  Cl  î'  étant  les  points  où  les  deux  transversales  reneontienl  la  droite  (|ui  joint  les  pôles 
P,  P  . 

Nous  montrerons,  dans  tin  autre  écrit,  les  nombreux  usages  auxquels  l'équation  (A) 
nous  a  paru  se  prêter  dans  la  théorie  des  coniques ,  et  dans  celle  des  transversales. 

("24)  Je  reviendrai  aussi  ailleurs  sur  la  propriété  anharmonique  des  coniques,  exprimée 
sous  la  forme  d'une  égalité  à  deux  termes,  par  le  théorème  (2),  parce  qu'elle  se  présentera 
dans  la  théorie  des  ligures  fionior/raphiques,  dont  elle  est  une  propriété  générale.  Nous 
l'énoncerons  alors  en  ces  termes  : 

Deux  faisceaux  hotiiographiques  étant  situés  daus  un  même  plan,  les  droites  du  pre- 
mier rencontrent  respectivement  les  droites  du  second,  en  des  points  qui  sont  sur  une 
conique  passant  par  les  centres  des  deux  faisceaux. 

Cet  énoncé,  qui  substitue  à  l'idée  de  rapport  anharmonique,  déjà  très-simple,  mais  qui 
ne  concerne  directement  qu'un  faisceau  de  quatre  droites,  une  autre  notion  qui  comprend 
ex|)licilcmeni  toutes  les  droites  d'un  même  faisceau,  apportera,  dans  les  applications  du 
théorème ,  une  promptitude  et  une  facilité  nouvelles. 

(25)  On  nous  pardonnera  peut-être  la  longueur  de  cette  Note,  si  l'on  observe  qu'elle 
contient,  a\ec  lem's  démonsiralions,  la  plupart  des  propriétés  les  plus  belles  et  les  plus 
générales  de  la  théorie  des  coniques.  L'Analyse,  certainement,  n'aurait  point  été  plus 
briève,  ni  plus  facile,  dans  cette  circonstance,  que  la  pure  Géométrie. 

Nous  remarquerons,  à  cette  occasion,  ()u'aucune  de  ces  propositions,  qui  sont  pourtant 
les  plus  considérables  et  les  plus  fécondes  de  loute  la  théorie  des  coniques,  n'entre  aujour- 
d'hui dans  les  ouvrages  analytiques  où  l'on  étudie  ces  courbes.  Ces  ouvrages  ne  sont  vérita- 
blement pas  des  Traités  des  coniques;  ce  sont  des  applications  de  la  Géométrie  analytique, 
cl  une  introduction  à  la  théorie  générale  des  courbes;  et,  dans  ces  applications,  on  dé- 
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moiilK',  non  |tiis  les  propiiclo  les  |»lns  ^c'-iktiiIcs  cl  les  pliis  Mn|i(iilinil('s  (h's  ('(iiiii|nrs, 
muis  rcllrs  sciilcincnl  ipii  sont  les  plus  rlcnH-nliiiics  cl  l<'s  plus  rcsircinics,  p;ii('c  «pi'cllt's 
se  prtMcnl  mieux  aux  (oiinuh's  (U  l' Aniilysc.  Les  nulles,  (|ui  scntieni  les  plus  uiiles,  cl  sui 
Icscpicllcs  iTposcnl  les  |»i(»f;irs  inccssiuils  «le  la  ihéorie  des  e(>ni(|ues,  reslenl  jneoinuM'» 
aux  jeunes  géoinèlres  <pii  n'oni  éliidié  eelK;  iinporlnnle  lliéoiie  (pie  (I:im-<  les  Triiiiés  de 
(léoinélrie  iuiiilyliipie. 

liOlude  des  eoni(pi(>s  a  donc  rélrojriiidé,  depiiis  ini  sic-ele,  d'une  manière  exlnioicii- 
naire.  ('ela  esl  l'àelieux,  non-seulemeni  à  eaus(>  du  lole  imporlanl  (pie  ces  c(''l(''l)res  comhes 
joueni  dans  loules  les  pallies  de  la  (J«'(inu'îlii(>,  cl  (pii  rend  leur  connaissance  indispen- 
sable, mais  aussi  parce  (pie  ,  en  principe  gcMU'ial,  on  doit ,  dans  loules  parties  des  sciences, 
aeeoulumcr  res|)ril  à  toujours  établir  ses  spiH'ulalions  sur  les  v(''rit«''s  les  plus  g('n('rales 
que  pr«''senl(>  eluupie  llu'orie.  (l'est  le  j)lus  si'ir  moyen,  sinon  rum"<|ue.  de  *>implilier 
I  élude  d'une  science  cl  d'en  assurer  les  progiès. 


NOTE   XVI. 


(suite  de  la  précédente.) 


Sur  la  propriété  anharmoniqne  des  tangentes  d'une  conique. 

Les  tbéorèmes  dont  il  a  été  question  dans  la  Note  précédente  concernent  les  points- 
dune  conique.  On  sait  qu'il  correspond  à  plusieurs  d'entre  eux  d'autres  tbéorèmes  ana- 
logues, concernant  les  tangentes  de  la  courbe.  Ainsi,  à  Tliexagramme  de  Pascal  correspond 
le  tbéorèmc  de  M.  Briancbon  sur  l'hexagone  circonscrit;  au  tbéorème  de  Desargues  cor- 
respond celui-ci,  qui  a  été  donné  en  premier  lieu,  je  crois,  par  M.  Sturm  *  :  «  Quand 
un  quadrilatère  esl  circonscrit  à  une  conique,  les  droites  menées  d'un  point  quelconque 
à  ses  quatre  sommets  et  les  deux  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  courbe ,  forment  un 
faisceau  en  involulion.  »  Au  tbéorème  des  Anciens,  ad  quatuor  lineas,  nous  parait  cor- 


'  Ce  Ibeorènie  était  le  sujet  d'un  Mémoire  annoncé  connue  devant  faire  suite  à  deux  premiers  Mémoires  de 
M.  Sturm,  sur  la  théorie  des  lignes  du  deuxième  ordre,  insérés  dans  les  Annales  rie  Af allié mafiques,  lom.  XVI 
et  XVII,  mais  qui  n'a  point  paru. 
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ics[)()H(liT  lt>  suivaiii,  (\uv  rions  iivoiis  (iéinonlic  (hiiis  noire  prcniicr  Mémoire  sur  les 
fratiforiiialions  /)(ir<ilj()li(ii(i:s  •  :  «  Oiiiuid  ini  (|n;nliil;iU'n'  est  circonscrit  à  niic  conique, 
une  ijMijicnh;  (|U('lcon(|uc  à  l;i  conrhc  ii  le  produit  de  ses  disl;uices  ji  deux  sonunets  opposés 
du  quiidrihiièrc  dnns  un  rii|)porl  eonsinnl  avec  le  |)roduit  de  ses  distances  aux  deux 
autres  sommets  ;  »  enlin  M.  Poneelel  a  montré,  dans  sa  Théorie  dos  polaires  réaproriues, 
(|U('  le  théorème  de  \e\vton,  sur  la  description  orjianicpie  des  coniques,  a  pareillement 
son  corresi)on(latil;  et  (|imI  en  est  de  même  aussi  du  théorème  de  Carnol  sur  les  segments 
faits,  par  une  conique,  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle*. 

On  doit  penser  (|ue  tous  ces  nouxeaux  théorèmes,  (pii  expriment  (;hacun  une  pro- 
priété générale  de  six  tangentes  d'ime  même  coni(|ue,  doivent  dériver  tous,  de  même  que 
ceux  auxquels  ils  correspondent,  d'une  seule  et  imique  jiroposition  qui  correspondra  à 
celle  que  nous  avons  appelée,  dans  la  Note  précédente,  projiricfé  iinharnioni<iue  des 
poirUs  d'une  conique. 

C'est  ce  qui  a  lieu  en  elVet,  et  celle  nou\elle  proposition  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Quand  deux  droites,  situées  dans  un  même  plan,  sont  dirigées  chacune  en  quatre 
setjments,  cl  que  les  points  de  division  de  la  première  droite  correspondent ,  un  à  un,  à 
ceux  de  la  seconde;  si  le  rapport  anharmonique  des  quatre  premiers  points  est  ér/al  nu 
rapport  auharmonique  des  quatre  autres,  les  quatre  droites  qui  joindront  un  à  un 
les  points  correspondants,  et  les  deux  droites  données,  seront  six  tanfjentes  d'une  même 
conique  ^. 

On  conçoit  aisément  que  ce  théorème  comprend  une  inlinité  de  propositions  diverses, 
concernant  la  description  des  coniques  par  leurs  tangentes.  Car  il  existe  une  infinité  de 
manières  de  concevoir  deux  droites  divisées  de  telle  sorte  que  le  rapport  auharmonique 
de  quatre  points  quelconques  de  la  première,  soil  égal  à  celui  des  quatre  points  corres- 
pondants de  la  seconde. 

En  recherchant,  dans  les  Coniques  d'Apollonius  et  dans  les  auteurs  modernes,  les 
diverses  propositions  qui  concernent  les  tangentes  d'une  conique,  nous  avons  reconnu 
que  presque  toutes  ne  sont  que  des  applicaiions  ou  des  coiollaiies  du  théorème  (pie  nous 
venons  d'énoncer.  Les  théorèmes  principaux  cités  au  commencement  de  celte  Note,  tel 
(|ue  celui  de  M.  Brianchon,  ne  sont  que  des  expressions  diUèrentes  ou  des  transl'ormations 
de  celui-là,  (|ui,  de  la  sorte,  est  im  lien  conmum  enire  ces  divers  théorèmes,  et  sert  à 
passer  de  l'un  à  l'autre. 

Nous  appellerons  ce  théorème  la  propriété  anharmonique  des  tangentes  d'une  conique. 

Il  nous  reste  à  donner  la  démonstration  de  ce  théorème.  Quehjues  mots  suflironl. 

'  Art.  10,  pag.  :289  du  loni.  V  de  la  Correspundance  mathemnlique  de  Bruxelles. 

-  Journal  de  Mathématiques,  de  M.  d'elle,  loni   IV. 

■'  Quand  les  deux  droites  données  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  les  droites  qui  joignent,  un  à  un,  leurs 
|)oinls  de  division,  formenl  alors  un  l)yperboloide  à  une  nappe.  Ce  que  nous  avons  démontré,  sous  un  autre 
énoncé,  dans  la  Correspondance  sur  l'École  jjohilechnique ,  loni.  Il,  pag.  4i6.  C'est  de  ce  théorème  général  dans 
l'espace,  (pie  nous  axons  déduit  la  propriété  des  coniques  dont  il  s'agit  [voir  la  Correspondance  inathcmuUque 
de  M.  Quclelel,  lom.  IV,  pag.  564). 
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Kc  llicoiTiiic  cxiM'iinniil  une  ôgalilt'  dcilciix  r;i|i|i()ris  iiiitiiii'iiM>iii<|iic.s,  i|iii  se  coiiHcrvciii 
(|iiiiii(l  on  Ici'!)  lii  pci'spcclivc  de  In  li(i;urc,  il  siillil  dr  l:i  ({«'iiionlrci'  ilniis  le  cercle  (|iii  sert 
(le  biise  au  cône  sur  le(|uel  hi  ('()ui<|uc  csi  ir.irt'-e.  Il  liiul  (loue  prouver  (|ue ,  (|uaii(l  un 
iuifile  csi  eirconscrii  ii  lui  cercle,  si  loti  môfie  (pintre  iiiiij^ctilcs  (pielcouipics  iui  cercle, 
le  nippon  iiiiliiiriiioiiiipie  des  (pialrc  points  où  elles  reticotitrerotit  le  prctiiier  côté  d(.'  l'angle 
sera  cj;al  à  celui  des  (piaire  points  où  elles  reiicoiilrcroiit  le  second  côté.  Or,  cela  est 
évident:  car  la  partie  de  cliacunc  des  lanj^entes  (pii  esi  cuniprise  eiilre  les  deux  eôlés  de 
l'angle  est  \ue,  du  cenire  du  cercle,  sous  un  angle  de  grandeur  constante;  cl,  par  consé- 
(pient,  les  st>gni(Mits  (pic  deux  langcnlcs  forincnl  sur  les  deux  cùlcs  d»*  l'angh'  sont  vus,  du 
centre,  sous  des  angles  égaux.  D'où  l'on  conclut  cpic  les  (juatre  «Imites  niences  du  centre 
aux  points  où  les  (pialre  tangentes  renconireni  le  premier  coté  de  l'angle,  ont  leur  rapport 
aidianiionicpic  égal  à  celui  des  (piatre  droites  menées  du  centre  aux  points  où  ces  tangentes 
renconireni  le  sccoiul  côté;  et,  consécpiemmenl,  les  points  de  division  du  |)rcmier  côté  ont 
leur  rapport  anliaiinoni(jue  égal  à  celui  des  points  correspondants  du  second  côté. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

Ce  théorème  peut  prendre  une  nouvelle  forme,  et  s'exprimer  par  une  équation  à  trois 
termes,  qui  en  fait  une  proposition  différente,  susceptible  de  nouvelles  et  nombreuses 
applications. 

Nous  présenterons  cette  nouvelle  propriété  des  coniques  sous  l'énoncé  suivant  : 

Étant  données  dans  un  plan  deux  transversales,  et  étant  pris  arbitrairement  deux 
points  fixes  0,  E,  sur  la  première,  et  deux  points  fixes  0',  E',  sur  la  seconde;  si  deux 
points  variables,  a ,  a' ,  parcourent  ces  deux  droites,  de  manière  que  l'on  ait  la  relation 
constante 

Oa  O'a 

Ea  E'n'      ^ 

Aet  fx  étant  des  coefficients  constants; 

La  droite  aa',  dons  chacune  de  ses  positions,  touchera  toujours  une  même  conique,  qui 
sera  tangente  aux  deux  transversales  fixes. 

Cette  proposition  est  susceptible  d'un  grand  nombre  de  corollaires,  que  l'on  obtient  en 
disposant  diversement  des  données  de  la  question,  qui  sont  les  deux  transversales,  les 
quatre  points  pris  sur  elles,  et  les  coefficients  /  et  f/. 

Si  ces  données  ont  entre  elles  la  relation  : 

OS         OS 

ES  E'S       ^' 

où  S  désigne  le  point  de  concours  des  deux  transversales,  la  conique  se  réduit  à  un  point; 
c'est-à-dire  que  la  droite  aa'  passe  toujours,  dans  toutes  ses  positions,  par  un  même 
point. 
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(i'esi  ce  (|ui  ;i  lien,  [idr  exemple,  (|uaii(l  les  points  E,  E  sont  placés  ;in  |)oini  de  eon- 
conrs  S  de^  denx  iinn^versiiles.  De  sorte  qncî  réf|n;ilioM 

Oa         ()'«' 

Sa  Sa' 

nppartient  à  un  point. 

Nous  reviendrons,  dons  un  autre  moment,  sur  le  théorème  qui  fait  le  sujet  de  celte  Note. 

Nous  le  considérerons  alors  comme  une  |)ropriélé  des  fifrures  hohiofp-n])hiriue.s,  et  nous  lui 

donnerons  cet  autre  énoncé,  (|ui  est  très-propre  à  en  montrer  de  nombreuses  applications  : 

(JikdkI  deux  droites,  daiis  un  plan,  sont  divisées  homorp-aplti (pie ment,  les  droites  qui 
joignent,  nn  à  un,  les  points  de  dirision  de  la  première  aux  points  homologues  de  la  se- 
conde, enveloppent  une  conifpie  tangente  aux  deux  premières  droites. 

On  peut  remplacer,  dans  le  théorème  ci-dessus,  le  système  des  deux  transversales  fixes 
par  une  circonférence  de  cercle.  On  a  alors  ce  théorème  : 

Étant  donnés  quatre  points  pxes  quelconques  0,  E,  0',  E'  sur  une  circonférence  de  cercle; 
si  l'on  prend  sur  cette  circonférence  deux  points  variables  a,  a',  tels  que  l'on  ail  la  relation 

\  .    ^  ,  , 

sin, -aO  sin.  — a'O' 

2  -À 


), 


=  f^. 


\  .     1 

sin.-aE  sin.-aE' 

2  2 

^  e<  fx  étant  deux  constantes  ; 

La  corde  aa'  enveloppera  tme  conique  ayant  un  double  contact  avec  le  cercle,  et  qui  lou- 
chera la  droite  EE'. 

Celte  proposition,  jointe  aux  deux  qui  nous  ont  déjà  présenté  de  l'analogie  avec  le 
rapport  anharmonique  de  quatre  points,  et  l'involution  de  six  points,  donne  lieu  à  une 
théorie  dans  laquelle  une  foule  de  propriétés  du  système  de  deux  lignes  droites  se  trouvent 
transportées  au  cercle;  et  tout  cela  s'applique,  par  une  transformation  convenable,  à  une 
section  conique  quelconque;  ce  qui  offre  une  source  nouvelle  de  propriétés  de  ces  courbes. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  faire  remarquer  qu'en  prenant  pour  les  points  E,  E',  dans 
le  théorème  ei-dessus,  les  extrémités  des  diamètres  qui  passent  par  les  deux  points  0,  0 
respectivement,  on  donnera  à  l'équation  cette  forme  plus  simple 

tang.  —  aO  -+-  ).  tang.  -  a'O'  =  /x , 

qui  exprime  \m  nouveau  théorème. 

Parmi  les  corollaires  qui  dérivent  de  ce  théorème,  on  trouve  cette  propriété  du  cercle 
osculaieur  en  un  point  d'une  conique  : 

Étant  mené  le  cercle  osculateur  en  un  point  A  d'une  conique,  toute  tangente  à  cette  courbe 
le  rencontre  en  deux  points  tels,  que  la  différence  des  cotangentcs  des  demi-arcs  compris 
entre  ces  points  et  le  point  A  est  constante. 


p^ori'S  u:, 
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(Tuoisii!:Mr:  i':i'()qik,  ^  "ii.) 


Sur  MauroUcus  et  Guarini. 

IMaiirolic'us,  \c  plus  savant  géonirdr  do  son  icmps,  est  autour  d'un  grand  noinbrc 
d  onvragos,  où  se  (rouvoni  souvonl  des  innovations  heureuses  et  des  traces  de  génie. 

C'est  à  lui  qu'on  doit  celte  reniar(|ue,  qui  fut,  entre  ses  mains,  la  base  de  nouveaux 
principes  de  Gnomoniquc,  que  r()nd)re  de  rexlréniiié  d'un  slyle  décrit  chaque  jour  un 
arc  de  section  conique:  et  c'est  à  cette  occasion  qu'il  composa  son  Traité  des  coniques,  dont 
nous  avons  parlé,  et  cpii  fait  le  sujet  du  3"  livre  de  sa  Gnonioniqne,  intitulée  :  de  Lineis 
horariis  iibfi  III,  qui  parut  d'abord  en  1553,  puis  en  1575.  Mais  ce  Traité  des  coniques 
se  borne  à  ce  qui  était  nécessaire  pour  la  Gnomoniquc ,  et  ne  comprend  pas  toutes  les 
propriétés  de  ces  courbes,  qui  se  trouvent  dans  Apollonius. 

Nous  citerons  encore,  de  Maurolicns,  l'inlrodnclion,  dans  les  calculs  trigonométriques, 
des  sécantes,  dont  il  imprima  une  table  dans  le  volume  intitulé  Theodosii  sphœricorum 
lihri  m,  année  1558. 

L'Analyse  est  aussi  infiniment  redevable  à  ce  géomètre,  qui  pourlant  est  peu  cité  à  ce 
sujet.  C'est  lui  qui  introduisit  le  premier  l'usage  des  lettres,  à  la  place  des  nombres, 
dans  les  calculs  de  l'Arithmétique,  et  qui  donna  les  premières  règles  de  l'algorithme  de 
l'Algèbre.  Maurolicus  voulait,  par  cette  innovation,  élever  les  opérations  numériques  à  la 
même  généralité  et  à  la  même  abstraction  que  les  opérations  graphiques  de  la  Géométrie, 
dont  l'ensemble  est  présent  à  l'œil,  et  peut  même  être  suivi  mentalement,  et  a  le  singulier 
avantage  de  se  prêter  à  mille  applications  diverses. 

Nous  avons  cité  Guarini  à  l'occasion  du  théorème  de  Ptolémée,  dans  la  Note  VI;  et  de 
la  théorie  des  coniques  en  parlant  du  grand  Traité  de  La  Hire. 

L'ouvrage  de  ce  géomètre,  dont  nous  nous  étonnons  de  ne  trouver  aucune  mention 
chez  les  auteurs  qui  ont  écrit  sur  l'histoire  des  mathématiques,  est  intitulé  :  Euclides 
adauctus  et  methodkus ,  mathematicaqiie  univcr salis  (in-fol.  de  plus  de  700  pages,  sur 
deux  colonnes,  Turin  1671).  II  contient  trente-cinq  traités  sur  différentes  parties  delà 
Géométrie  théorique  et  appliquée.  Le  32"  peut  être  regardé  comme  un  chapitre  de  notre 
Géométrie  descriptive  actuelle.  Il  traite  de  la  projection  sur  des  plans,  des  lignes  qui  pro- 
viennent de  l'intersection  de  la  sphère,  du  cône  et  du  cylindre  entre  eux;  et  du  dévelop- 
pement, sur  un  plan,  de  ces  courbes  à  double  courbure. 
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(«Uiiiirii  est  îiiUciir  niissi  d'un  ouvrage  sur  rAstrononiio,  iiilitulr  :  Mnthcinntica  cœlestis, 
in-(ol.,  Milîin,  lOSÔ;  (pic  \\ Cidlcr  et  Liilniide  ont  cité,  le  prcniicr  avec  ces  mots  d'éloge  : 
A  pcrspicKitatr  covinnmdalur. 

Ces  deux  célèbres  écrivains  auraient  pu  comprendre  aussi,  dans  leurs  bibliographies 
aslrononii(pies,  un  autre  ouvrage  de  (ïuarini,  iMlilulé  :  Placita  pliUosophica  (in-fol.  Paris, 
IGGOj,  où,  parmi  d'auires  rnaiiéres  relatives  à  la  pbysifjue,  à  la  logi(|uc  et  à  la  métaphy- 
sique, l'auteur  détruisait  le  système  de  Ptolémée  et  y  substituait  certaines  lignes  spirales 
dans  lesquelles  il  faisait  mouvoir  les  planètes.  Il  émit  aussi  une  opinion  extraordinaire  sur 
le  flux  et  le  reflux  de  la  mer,  et  sur  divers  autres  phénomènes. 


NOTE    XVIIl. 


(troisième  époque,  %  34.) 


SurVidentité  desfiç/ures  homologiques  avec  celles  qu'on  décrit  dans  lespratiques 
de  la  perspective. —  Remarque  sur  la  Perspective  de  Stevin. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  les  figures  de  La  Hire,  celles  de  Le  Poivre,  et  les 
figures  homologiques,  sont  identiquement  les  mêmes  que  celles  que  l'on  décrit  dans  la 
niéihodc  de  perspective  qui  fait  usage  du  point  de  vue  et  des  points  de  distance.  Car 
eclles-ei  jouissent  des  deux  caractères  distinctifs  des  premières,  qui  sont  :  1°  que  leurs 
lignes  homologues  concourent  sur  une  même  droite,  qui  est  la  lifjne  de  terre;  2°  que 
leurs  points  homologues  sont  sur  des  droites  concourant  en  un  même  point  (qui  serait 
le  rabattement  du  point  de  vue  sur  le  plan  du  tableau,  si  le  plan  horizontal  mené  par 
l'œil  eût  tourné  autour  de  la  ligne  horizontale).  Mais  cette  seconde  propriété  des  figures 
qu'on  décrit,  dans  la  pratique  de  la  perspective,  par  le  point  de  vue  et  les  points  de  distance, 
est  rarement  démontrée  dans  les  Traités  de  perspective;  car,  quoique  ces  ouvrages  soient 
extrêmement  nombreux,  nous  n'avons  peut-être  aperçu  cette  propriété  que  dans  ceux 
d'Ozanam,  de  Jeaurat,  de  Lambert  (édition  de  1773),  et  dans  le  Traité  récent  de 
M.  Choquet. 

Dans  d'autres  méthodes  de  perspective,  telles  que  celles  de  Stevin,  de  S'Gravesande , 
de  Taylor  et  du  P.  Jacquier,  qui  se  servent  du  point  de  l'œil  rabattu  sur  le  plan  de  la 
figure,  l'identité  des  figures  construites,  avec  les  figures  de  La  Hire,  de  Le  Poivre,  et  les 
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figures  li<)iii(>l(»gi(|ii('s ,  csi  rvidcnlc;  |).-in'c  ijn'il  est  l'ail  iisiigc,  diiiis  ces  |>i'ali«|iio,  des 
deux  propiiÔK's  ('ai'JH'trris(i<ju«'s  (jiic  (ions  avons  rnoncrcs. 

SCiravi'sandf  cl  Taylor  sonl  (rilés  souvcnl ,  cl  à  jiisic  litre,  connnr  aynnl  Iraiu*  la  |»n- 
s|UTliv('  d'nnc  nianit^ro  noiivo  et  snvanic  :  mais  nuns  nous  étonnons  (|(i('  l'on  passe  sons 
silenee  Su^vin  cpii,  nn  sièi-Ic  anpaiavant,  avait  atissi  ituiové  dans  (•clic  inaiicrc,  (jn'il  avait 
tnulcc  en  profond  gconièlie,  cl  |)cnt-èli-e  plus  (dniplctcnicnl  (pi'aucnn  aniic,  sous  le 
rapport  ilicoritpic. 

Ainsi,  nous  ne  trouvons  que  dans  cet  auteur  la  solution  gcoinctri(pie  de  eeltc  (picsiion, 
qui  est  l'inverse  de  la  pcrspcelive  :  Étant  données,  dans  un  plan  et  dans  une  position 
quelconque  l'une  par  rapport  à  Vautre ,  deux /ii/ures  qui  sont  la  perspective  l'une  de  l'autre, 
on  demande  de  les  placer  dans  Vespace  de  manière  que  la  perpvctiw  ait  lieu,  et  de  déter- 
miner la  position  de  l'œil. 

Sicvin ,  il  est  vrai,  ne  résout  (juc  quelques  cas  particuliers  de  celle  (|nestioii ,  doiil  le  pliib 
dillicile  est  celui  on  l'une  des  ligures  est  un  quadrilatère  et  l'autre  un  parallclograninic. 

Le  cas  où  les  deux  ligures  sont  deux  quadrilatères  (|uelconques  comporte  toute  la 
question.  Mais  Sicvin  ne  |)ouvait  le  résoudre,  parce  (pi'il  ne  faisait  usage  que  des  pro- 
priétés descriptives  des  ligures  de  la  perspective,  et  qu'il  eût  fallu  considérer  aussi  leurs 
relations  mélri(iues. 

Nous  aurons  occasion  de  résoudre  cette  question  générale  dans  les  applications  de  notre 
principe  de  transformation  homographique. 


NOTE  XIX. 


(troisième  époque,  §  ÔO^ 


Sur  la  méthode  de  Newton,  pour  changer  les  figures  en  d'autres  figures 

du  même  genre. 

(Lcuinie  XXII  du  l'"'  livre  des  Principes.) 

Pour  donner  aux  figures  de  Newton  la  même  position,  l'une  par  rapport  à  l'autre,  que 
celles  de  La  Hire,  il  suffît  de  faire  tourner  la  seconde  autour  du  point  B  ',  comme  pivot, 

'  Nous  supposons  que  l'on  a  le  lexte  de  Newlon  sous  les  yeux. 
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jiis(|iiVi  ce  que  ses  ordonnées  dg  soient  devenues  pnrallèles  aux  ordonnées  l)(î  de  la 
|>reniière. 

La  ligne  «B  de  la  seconde  eonrbe  aura  pris,  pendant  (;(;lle  rotation,  une  posiiion  a'B. 
On  mènera,  par  le  point  A,  une  droite  Ao'  égale  et  parallèle  à  a'ii.  Le  point  o'  sera  le  pôle 
(ou  cciiln'  (rhomolof/ie),  et  la  droite  B«,  considérée  dans  sa  position  primitive,  sera  la 
fonnatrke  (ou  axe  (Vhoniohcjie). 

Maintenant,  pour  montrer  comment  les  procédés  de  la  perspective  ont  pu  conduire 
Newton  à  son  mode  de  transformation;  que  l'on  conçoive  dans  l'espace  une  courbe  plane, 
et  un  tableau  sur  lequel  on  fait  la  perspective  de  cette  courbe;  que,  par  l'œil,  on  mène  un 
plan  transversal,  et  qu'autour  des  droites  suivant  lesquelles  il  coupera  le  plan  de  la  courbe 
et  celui  du  tableau ,  on  fasse  tourner  ces  deux  plans,  jusqu'à  ce  qu'ils  s'appliquent,  l'un  et 
l'autre,  sur  le  plan  transversal; alors  la  courbe  proposée, sa  perpective,  et  le  point  de  l'œil, 
seront  dans  un  nièmc  j)lan,  et  représenteront  les  figures  de  ÎNewton. 

La  niétbode  de  Newton  pourrait  donc  servir  comme  mélbodc  pratique  de  perspective. 
El  en  elTct ,  nous  trouvons  qu'elle  diffère  peu  de  la  première  des  deux  règles  de  Vignole, 
démontrées  par  Egnazio  Dante,  et  reproduites  par  Sirigatt  et  divers  autres  géomètres. 


NOTE   XX. 


(quatrième  époque,  §  4.) 


Sur  la  génération  des  comptes  du  troisième  degré,  par  les  cinq  paraboles 
divergentes ,  et  par  les  cinq  courbes  à  centre. 

Les  deux  théorèmes  que  nous  nous  proposons  de  démontrer  reposent  sur  une  propriété 
des  points  d'inflexion  des  courbes  du  troisième  degré,  comprise  dans  l'énoncé  suivant  : 

Si,  autotir  tVun  point  d'inflexion  d'une  courbe  du  troisième  degré,  on  fait  tourner  une 
transvei^sale ,  et  qu'aux  deux  points  où  elle  coupera  la  courbe  on  mène  les  tangentes,  leur 
point  de  concours  engendrera  une  ligne  droite; 
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Lvs  (hoifrs  <ii(i  jin'inhinif  deux  à  ilvnx  1rs  points  ou  deux  Irunsiri  snlr^  i  rm  onhi  i  mit  In 
coiirhc,  so  rcncontrvfonf  sur  cette  droite; 

l'jii/iu  cette  droite  rencontrera  clKKjue  friinsrersdie  en  un  point,  ipii  sera  le  rotiju'/ué 
harnioniiitie  du  point  d'inflexion  par  rapport  aux  deux  points  oit  ht  transrersale  rencon- 
trera 1(1  courhc. 

Il  osl  miiiiilrsCo  (hum'oUo  droilc  pnssc  piii-  les  points  «le  conlHcl  (1rs  imis  tiirigciilcs  i'i  In 
courhc,  (lu'oii  peut  iiuMior,  ^riuTiiIcmcnl ,  |i;m'  son  |ioinl  (ritidcxioii.  Ou  voil  donc  (pio 
celte  droite  et  le  point  d'indexion  jouissent,  par  rapport  à  la  courbe,  des  inèines  propri(''l«;s 
qu'un  point  et  sa  ptdaire  par  rapport  à  une  eonicpie.  Par  celle  raison,  tjous  rappellerons  la 
polaire  du  point  d'indexion. 

IjC  théorème  que  nous  venons  (rénoneer  se  «lérnontre  aisément  par  quelques  eonsidéra- 
lions  de  (Jéométrie;  et  l'on  en  peut  déduire  diverses  propriétés  d<'s  courbes  du  troisième 
degré.  Mais  nous  ne  nous  proposons  ici  que  d'en  montrer  rusaj^c  pour  la  dèmonslralion 
des  deux  modes  de  génération  de  ces  courbes  par  l'ombre  de  ciiKj  d'entre  elles. 

On  sait  que  toute  courbe  du  troisième  degré  a  un  ou  trois  points  d'indexion.  Qu'on  la 
projette,  e'esl-à-dire  qu'on  en  fasse  la  perspective,  de  manièie  que  l'un  de  ses  points 
d'indexion  passe  à  l'inlim";  sa  polaire,  à  cause  de  la  troisième  partie  de  notre  théorème, 
deviendra  un  diamètre  de  la  courbe.  C'est  là  l'origine  des  diamètres  dans  les  courbes  du 
troisième  degré. 

iMaintenant,  que  la  perspective  soit  faite  de  manière  <pic  non-seulement  le  point  d'in- 
flexion, mais  la  tangente  à  la  courbe  en  ce  point,  passe  tout  entière  à  l'infini;  la  courbe 
aura  un  diamètre,  et  n'aura  aucune  asymptote;  elle  sera  purement  parabolique:  c'est  le 
caractère  exclusif  des  cinq  paraboles  divergentes.  Il  est  donc  démontré  qu'une  courbe 
quelconque  du  troisième  degré  peut  être  projetée  perspectivemcnt  suivant  une  des  cinq 
paraboles  divergentes;  d'où  résulte  que,  réciproquement, ces  cinq  courbes  peuvent  produire 
par  leur  otnbre  toutes  les  autres.  C'est  le  théorème  de  Newton,  le  premier  des  deux  que 
nous  nous  proposions  de  démontrer. 

Passons  au  second  :  Prenons  la  polaire  d'un  point  d'inflexion  de  la  courbe  proposée,  et 
projetons  cette  com-be,  perspeciivement,  de  manière  que  cette  polaire  passe  à  l'infini; 
il  résulte,  de  la  troisième  partie  du  théorème  ci-dessus,  que  le  point  d'indexion  sera,  en 
projection,  le  centre  de  la  courbe.  Ainsi  donc  toute  courbe  du  troisième  degré  peut  être 
projetée  perspectivemcnt  suivant  une  courbe  ayant  un  centre;  d'où  résulte  que,  récipro- 
quement, les  cinq  courbes  qui  ont  un  centre  peuvent  produire,  par  leur  ombre,  toutes  les 
autres.  C'est  le  second  théorème  que  nous  nous  proposions  de  démontrer. 

Ce  théorème  et  celui  de  Newton  peuvent  être  compris  sous  ce  seul  énoncé,  savoir  : 

Ainsi  que  les  courbes  du  second  degré  ne  peuvent  donner  lieu  (pi'à  une  seule  espèce  de 
cône,  de  même  les  courbes  du  troisième  degré  ne  peuvent  donner  lieu  qu'à  cinq  espèces  de 
cônes; 

En  coupant  ces  cônes  d'une  certaine  manière,  on  forme  les  cinq  paraboles  cubiques; 

Et  les  coupant  d'une  antre  manière,  on  forme  les  cinq  courbes  qui  ont  un  centre. 

Le  théorème  que  nous  avons  énoncé  au  commencement  de  cette  Note  donne  une  expli- 
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calioii  fncilo  de  difTcrciitcs  propriélôs  des  courbes  du  troisième  degré  (|ui  oui  uti  centre, 
et  do  diverses  autres  [)ro|)riéiés  ,  relatives  au\  points  d'inflexion  de  ces  courbes.  .Mais  nous 
ne  pouvons  entrer  ici  dans  ces  détails. 


NOTE    XXI. 


(quatrième  époque,  §  18.) 


Sur  les  ovales  de  Descartes,  ou  lignes  aplanétiques. 

>I.  Queielet,  dans  sa  belle  théorie  des  caustiques  secondaires,  qui  sont  des  dévelop- 
|ianles  des  caustiques  de  Tscliirnluuisen,  a  trouvé  que  les  caustiques  secondaires,  produites 
j)ar  la  réflexion  et  la  réfraction  dans  un  cercle  éclairé  par  un  point  lumineux,  sont  les 
ovales  de  Descartes,  ou  li<jnes  ajAanétiques  '.  .M.  Slurm  est  parvenu  aussi,  de  son  côté  et 
vers  le  même  temps  2,  à  ce  singulier  résultat,  qui  donne  à  ces  ovales,  créées  par  Descaries 
pour  la  Dioptrique,  une  seconde  application  à  cette  même  science. 

Pour  expriiîier  en  langage  géométrique  le  théorème  de  M.  Queielet,  nous  dirons  que  : 

Deux  cercles  fixes  étant  donnés  sur  un  plan,  si  le  centre  d'un  troisième  cercle  mobile,  et 
de  grandeur  variable,  se  meut  stir  la  circonférence  du  premier  cercle,  et  que  son  rayon 
soit  toujours  proportionnel  à  la  distance  de  son  centre  à  la  circonférence  du  second  cercle, 
ce  cercle  mobile  enveloppera  une  courbe  du  quatrième  degré,  qui  sera  l'ensemble  de  deux 
ovales  conjuguées  de  Descartes. 

Parmi  d'autres  propriétés  intéressantes,  que  M.  Quetelet  a  trouvées  à  ces  courbes,  nous 
citerons  les  deux  manières  dont  il  les  forme  dans  le  solide,  ou,  suivant  l'expression  des 
Anciens,  par  les  lieux  à  la  surface. 

Première  manière  :  «  Que  l'on  ait  une  sphère  et  un  cône  droit;  que  l'on  fasse  la  pro- 
»  jection  siéréographique  de  la  courbe  de  pénétration  de  ces  deux  surfaces,  l'œil  étant 
»  placé  à  l'exlrémité  du  diamètre  de  la  sphère  parallèle  à  l'axe  du  cône,  et  le  plan  de 
»   projection  étant  perpendiculaire  à  cet  axe;  la  projection  sera  une  ligne  aplanétique  ^.  » 

'  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles,  [om.  III. 
^  Annales  de  Malhématiques  de  M.  Gergonne,  toiu.  XV. 

^  Nouveaux  Mémoires  de  r Académie  de  Bruxelles,  tom.  V;  el  supplémenl  au  Traité  de  la  Lumière  de  sir 
J.  Herschel,  par  M.  Quelelel,  pag.  405. 


1^0  IKS.  r,;)1 

Sfcoiiilc  iiKintvrc  :  «  (lonccvons  deux  cours  droils,  iiyniil  Inirs  soiiiiih-K  »ii  dciiv  points 
»  (lillV'iciils,  cl  leurs  nxcs  pniiillclcs  ciilrc  eux;  riiilcis«'<'li(>ii  de  ees  deux  eôiies,  projeléc 
»    sur  lin  |)liin  |ier|)eiidieiiliiire  à  leurs  lixes,  doiiiieni  les  lignes  ii|)l:in('-lii|iies  '.   >• 

Ces  deux  modes  de  ^éiiénilioii  doiiiieiil  les  deux  ovules  eoiijii^ui'es  (|iii  fornienl  une 
lif;iie  ii|il:inéli(|ue  e()Mi|ilète;  el  ils  soni  propres  :'i  iiioiilrer  les  dillëreules  foriiies  ipie  peiiveni 
pieiidre  ees  eoiirhes,  «'I  piirtieulièreuieiil  celles  ipii  oui  é('li!ip|)é  ;i  l'Analyse  de  Desciirles. 

Nous  avons  (roiivé  (pie  le  second  lliéorèiiu'  peiil  èlre  j^énéndiséile  hi  manière  siiivanle  : 

«  Quand  deux  cônes  obliipu's  oui  |)()ur  hases,  sur  un  même  plan,  deux  circonférences 
»  de  cercle,  (>|  (pi(>  les  droites  (|ui  joij^nenl  les  centres  de  e(!s  courbes  aux  sommols  des 
»  i\cu\  cônes  respeelivcmcnl ,  se  renconircnl  en  un  point  de  Tespacc;  un  troisième  cône 
»  ayant  pour  sommet  ce  point,  vl  passant  par  la  courbe  (rintersection  des  di'iix  premiers, 
»  rencontrera  le  plan  de  leurs  bases,  suivant  une  eourbe  du  quatrième  degré  (jui  sera 
»    une  ligne  a|)lanéli(]ue  ^.  » 

Pour  décrire  sur  le  plan,  el  sans  la  considération  des  lieux  à  la  surface  ni  des  pro- 
jections, les  lignes  aplanéii(|ucs ,  on  pourra  se  servir  de  la  construction  suivante,  (jui  est 
plus  expédilivc  que  celle  de  Descartes ,  et  qui  a  aussi  l'avantage  de  donner  en  même  temps 
les  deux  ovales  conjuguées  : 

Étant  donnés  deux  cercles  datis  un  plan  ;  si ,  autour  d'un  point  fixe ,  pris  sur  la  droite 
qui  joint  leurs  centres ,  ont  fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  les  cercles  chacun 
en  deux  poifits;  les  rayons  menés  des  centres  des  deux  cercles  à  leurs  points  de  rencontre 
par  la  transversale,  respcctirement,  se  couperont  en  quatre  points,  dont  le  lieu  géomé- 
trique sera  une  ligne  aplanétique  complète,  ayant  ses  deux  foyers  situés  aux  centres  des 
deux  cercles. 

Cette  construction  résulte  immédiatement  du  théorème  de  Ptolémée  ,  sur  le  triangle 
coupé  par  une  transversale.  Car  ce  théorème,  appliqué  à  la  figure,  fait  voir  que  chaque 
point  de  la  courbe  construite  jouit  de  la  propriété  que  ses  distances  aux  deux  circonfé- 
rences de  cercle  sont  entre  elles  dans  une  raison  constante. 

Cette  description  des  ovales  a  encore  l'avantage  de  donner,  sans  construction  aucune, 
les  tangentes  à  ces  courbes;  car  chaque  point  de  la  courbe  correspond ,  d'après  la  con- 
struction, à  deux  points  des  deux  cercles;  et  les  tangentes  à  la  courbe  et  aux  deux  cercles, 
en  ces  trois  points,  concourent  en  un  même  point;  ce  qu'il  est  aisé  de  démontrer  par  un 
théorème  de  Géométrie  ^. 

On  ne  saurait  avoir  trop  de  moyens  différents  de  décrire  une  même  courbe,  parce  que 
chacun  exprime  une  propriété  caractéristique  de  la  courbe,  d'où  dérivent  naturellement 
plusieurs  autres  propriétés,  qui  n'apparaissent  pas  aussi  aisément  dans  les  autres  modes 
de  description. 

'  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles,  toni.V;  et  supplément  au  Traité  de  la  Lumière,  de  sir 
J.  Herschel,  par  M.  Quelelet,  pag.  397. 

*  On  peul  généraliser  aussi  le  premier  Ihéorème,  et  considérer  les  lignes  aplanéliques  dans  une  surface  quel- 
conque du  second  degré,  au  lieu  d'une  sphère 

»  Correspondance  mathématique  de  Bruxelles,  tom.  V,  pag.  1 16. 
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Los  dcsoriplions  pircrdciiios  des  lignes  ii|)l;m(''iiq»ies  font  usage  de  leurs  d(!U\  foyers; 
voici  ni)e  anire  ninuière  de  les  d«''crire,  (tt'i  Ton  ur  se  sert  (|iie  d'un  foyer,  et  nui  offre 
plusieins  ;i\;uitnges  pjuliculiers. 

Jetant  (tonnés  un  cercle  et  un  point  fixe,  pris  (nhitmircnient  dans  sou  plim ;  si  par 
ce  point  on  mène  un  rayon  vecteur  à  un  point  quelconque  de  la  circonférence  du  cercle, 
et  une  seconde  droite,  qui  fasse  avec  un  certain  axe  fixe  un  anfjle  double  de  celui  que  fait 
le  rayon  vecteur  avec  cet  axe,  et  qu'on  porte  s^tr  cette  seconde  droite,  à  partir  du  point 
fixe,  un  seqment  proportionnel  au  carré  du  rayon  vecteur;  l'extrémité  de  ce  seyment  aura, 
pour  lieu  (jéomélrique ,  iine  ligne  nplanétique  formée  de  deux  ovales  conjuguées,  dont  un 
foyer  est  au  point  fixe. 

Ce  théorème,  faisant  dériver  directement  les  lignes  aplanéliques  du  cercle,  est  très- 
propre  à  faire  découvrir  plusieurs  propriétés  de  ces  courbes.  Par  exemple,  les  propriétés 
connues,  du  système  de  deux  ou  de  trois  cercles,  s'appli(jueronl  immédiatement  au  sys- 
tème de  deux  ou  de  trois  lignes  aplanétiques  qui  auront  un  foyer  commun. 

Pour  faire  usage  de  ce  théorème,  il  faut  remarquer  (|ue  si,  au  lieu  dune  circonférence 
de  cercle,  rextrémité  du  rayon  vecteur  parcourt  une  ligne  droite,  on  forme  alors  une 
parabole  qui  a  son  foyer  au  point  fixe. 

Ainsi,  par  exemple,  quand  deux  droites  tournent  autour  de  deux  points  fixes  en  fai- 
sant un  angle  de  grandeur  constante,  leur  point  d'intersection  engendre  un  cercle;  on  en 
conclut  que  : 

Si  l'on  a  deux  groupes  de  paraboles  ayant  toutes  le  même  foyer,  et  dont  les  unes 
passent  par  un  point  fixe,  et  les  autres  par  un  second  point  fixe;  et  qu'on  prenne  une 
parabole  du  premier  groupe,  et  une  parabole  du  second  groupe,  de  manière  qu£  leurs  axes 
fassent  entre  eux  un  angle  de  grandeur  constante,  les  points  d'intersection  de  ces  deux 
paraboles  seront  une  ligne  aplanétique. 

Ce  théorème  est  susceptible  de  plusieurs  conséquences,  que  nous  ne  pouvons  exami- 
ner ici  '. 

Les  lignes  aplanéliques  jouissent  d'une  propriété  assez  curieuse  qui,  je  crois,  n'a  pas 
encore  été  donnée.  C'est  qu'ait  lieu  de  deux  foyers  seulement,  elles  en  ont  toujours  trois  : 
c'est-à-dire,  qu'outre  les  deux  foyers  qui  servent  à  leur  description,  elles  en  ont  un 
troisième  qui  joue  le  même  rôle,  avec  l'im  des  deux  premiers,  que  ces  deux-ci  ensemble. 
La  considération  des  trois  foyers  est  bien  propre  à  faire  connaître  toutes  les  formes  possi- 
bles des  lignes  aplanétiques. 

Quand  l'un  des  foyers  est  à  l'inlini,  la  courbe  devient  une  conique,  et  conserve  ses 
deux  autres  foyers. 

Quand  deux  foyers  se  confondent,  la  courbe  a  un  nœud;  elle  devient  le  Limaçon  de 
Pascal,  et  elle  a  encore  deux  foyers. 


'  On  en  déduit,  euire  autres,  un  Uiéorème  donl  M.  Quelelet  a  fait  usage  dans  son  Mémoire  sur  quelques 
coiistruclions  graphiques  des  orbites  planétaires.  V.  \es  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles, 
lom.  m. 


îNOTios.  y.iTt 

l'înliii,  les  lignes  >i|il,-ui«'>(ii|iii!s  pn'uiciilnii  un  cariiclôrc  g«''ii<'Ti(|tir,  <|iii  |i<)iin'n  servir  :i 
les  cliisstT  |iiiniii  les  iioiiiImimiscs  rourhcs  du  (|iiiilriciiic  dcuré;  c'rsl  i\{i'cllcs  ont  di-ur 
poinls  conJiK/m's  iiuaffinaircs,  situes  à  l'injiui.  D'où  Ion  coiichil  «jiic,|nir  un  point  pris  nu 
deiiors  d'nnc  k'Ilr  conrbo,  on  peut  lui  mener  généralcnicnl ,  il  iui  plus,  huil  (anKcnlcs. 


NOTE    XXII. 


(quatriémk  époqdk,  ^  !29.) 


Extension  donnée  à  deux  théorèmes  généraux  de  Stewart. 

Voici  quels  sont  les  deux  théorèmes  qui  présentent  une  bien  plus  grande  généralité 
que  ceux  de  Siewart,  et  desquels  ceux-ci  se  déduisent  avec  plusieurs  autres. 

Premier  théorème.  Étant  donnes,  dans  un  plan,  m  points  A,  B,  C,...  et  autant  de  quan- 
tités a,  b,  c,...; 

n  étant  un  nombre  plus  petit  que  m ,  on  pourra  trouver  (n  -i-  1  )  autres  points  A',  B', 
C',.-  tels  que,  si  l'on  prend  un  point  quelconque  M,  il  y  aura,  entre  ses  distances  aux 
points  do7iiiés,  et  ses  distances  aux  points  trouvés,  les  n  relations  exprimées  par  la  formule 

-1-6. MB  -i-...  =  UlA'  -+- MB'  -+-•••)- 


a.  M  A 


n  -t-  1 

où  <î  peut  avoir  les  n  valeurs  0,1,2 ,...  (n  —  1  ). 

Si  l'on  fait  (5  =  0,  on  a  précisément  le  théorème  44  de  Stewart. 

Les  autres  valeurs  de  d  donneront  d'autres  relations,  qu'on  pourrait  énoncer  comme 
autant  de  théorèmes  différents,  mais  qui  néanmoins  ont  lieu  toutes  ensemble.  C'est  cette 
simultanéité  de  ces  n  relations  différentes  qui  fait  le  caractère  du  théorème  énoncé. 

On  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que  le  point  M,  dans  ce  théorème,  est  indéterminé;  et 
qu'ainsi  on  aura  n  relations  pour  chaque  position  de  ce  point. 

$  sérail  susceptible  d'une  («  -+- 1  )''"'*  valeur,  égale  à  n,  mais  qui  conduirait  à  l'identité 

a  -*-  b  -*•  c... 


w  -f-  1 
voilà  pourquoi  nous  avons  réduit  à  n  le  nombre  des  valeurs  de  d. 


45 
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Second  Tm:onKME.  fUnnt  (hntiées  dans  un  plan,  m  droites,  cl  autant  de  quantités,  a, 
b,  c,...; 

Il  étant  un  nombre  quelconque  plus  petit  que  m,  on  pourra  trouver  (n-t-1)  autres 
droites  telles  que ,  si  l'on  prend  un  point  quelconque  M  dans  le  plan  de  ces  droites,  et  qu'on 
apj)elle  Ma,  Me,...  les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  les  droites  doublées,  et  .Ma', 
Mo',...  celles  qui  sont  abaissées  sur  les  droites  trouvées,  on  aura,  entre  ces  perpendiculaires, 
les  '^^j^  ou  "  relations,  déterminées  par  la  formule 

(b-îÔ)  (n-ïô)  / («-ÏÔ,  ■n-iS)  \    a    _^-   fc   -^    r   -4-    ... 

a.  Ma  -+-6.  Me  -+-...  =  \^Ma'  -H  MÇ'  ■+■■■■) 


n  -»-  1 

où  d peut  avoir  les  ^^  valeurs  0, 1 , 2, ...  ^^  »  si  n  est  impair,  et  les  ^  valeurs  0,  i ,  2, ...  "-^ » 
si  n  est  pair. 

Si  Ton  fait  ^=0,  on  aura  le  théorème  exprimé  par  les  propositions  49  et  53  de 
Stewart. 

Les  autres  valeurs  de  o  donneront  d'autres  relations,  que  l'on  pourrait  énoncer  aussi 
eomme  autant  de  théorèmes  différents,  mais  qui  cependant  auront  lieu  toutes  ensemble; 
et  cela,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M. 

Jusqu'ici  les  théorèmes  de  Slcwaii ,  compris  dans  les  deux  théorèmes  généraux  que  nous 
venons  dénoncer,  sont  restés,  je  crois,  sans  application,  et  comme  des  propriétés  isolées 
d'un  système  de  points,  ou  d'un  système  de  droites.  On  peut  penser,  cependant,  que 
ces  systèmes  doivent  jouir  d'autres  propriétés,  du  même  genre  que  ces  premières,  et  se 
rattachant  toutes  à  une  même  théorie.  J'aurais  quelques  raisons,  par  exemple,  de  supposer 
qu'un  système  de  points  donnés,  et  le  système  des  points  déterminés  suivant  le  piemier 
théorème  en  question,  joui«!sent  des  propriétés  conmiunes  aux  systèmes  de  quatre  points 
qui  sont  les  extrémités  de  deux  dianiélres  conjugués  d'une  ellipse.  Du  moins  je  formerai 
do  tels  systèmes  de  points  en  nombre  quelconque  (systèmes  particuliers,  il  est  vrai, 
e'cst-à-dirc  assujettis  à  une  loi  déterminée),  qui  présenteront  toutes  ces  propriétés. 

Malgré  cette  première  analogie,  je  puis  me  tromper  dans  mes  conjectures.  Quoi  qu'il 
en  soit,  on  reconnaiira,  je  crois,  que  les  théorèmes  de  Stewart  ne  sont  que  les  premiers 
pas  dans  un  champ  de  recherches  nouvelles  qui  mériteraient  d'occuper  l'esprit  des 
géomètres. 


[NOTKS.  Vili 


NOTE    Wlll. 


(ciNQinivMI'.    l'POyiIK,    ^    I".) 


Sîir  l'origine  et  le  développement  de  la  Géométrie  descriptive. 

En  rceonnaissaiK  Mongc  connue  le  créateur  de  la  Géométrie  descriptive,  il  est  juste  de 
convenir  que  divers  |)i()cé(lés  de  celte  science,  cl  l'usage  des  projections,  dans  diirércnles 
parties  des  arts  de  construction,  étaient  connus  depuis  longtemps,  principaUîtnenl  des 
charpentiers  et  des  tailleurs  de  pierres.  Philibert  de  Lorme,  iMaihinin  Joiissc,  Desargues, 
le  P.  Deran,  et  De  la  Hue  avaient  donné  l'art  du  trait  appli(|ué  à  la  (loupe  des  pierres  et 
à  la  Charpente,  lc(|uel  reposait  sur  la  théorie  des  projections.  Desargues  déjà,  pariTii  ces 
auteurs,  avait  montré  l'analogie  qui  existait  entre  divers  procédés  différents,  cl  les  avait 
rattachés  à  des  principes  généraux.  Knfin  Frezier,  officier  supérieiu"  du  Génie,  dans  son 
Traité  de  Stn'éotowic ,  oiwm'^e  savant  et  rempli  d'applications  curieuses  et  utiles  en  Géo- 
métrie thé(trique  et  pratique,  avait  donné  siulc  aux  idées  de  généralisation  de  Desargues, 
et  avait  traité  géométiiqucment,  d'une  manière  abstraite  cl  générale,  différentes  questions 
qui  devaient  se  présenter  dans  plusieurs  parties  de  la  Coupe  des  pierres  et  de  la  Charpente. 
Nous  citerons,  par  exemple,  tout  ce  qui  tient  au  développement,  sur  un  |)lan,  des  surfaces 
coniques  et  cylindriques;  la  théorie  de  rintcrseclion  des  surfaces  sphéri(|ues,  cylindriques 
el  coniques  entre  elles;  la  manière  de  représenter  une  coiu'be  à  double  courbure  dans 
l'espace,  par  ses  projections  sur  des  plans,  etc. 

Mais  toutes  ces  questions  abstraites,  qui  résumaient  ime  foule  de  questions  de  pratique, 
et  qui  font  aujourd'hui  autant  de  chapitres  de  notre  Géométrie  descriptive,  dépendaient 
elles-mêmes,  dans  leurs  solutions,  de  quelques  principes  et  de  quehjues  règles  plus  élé- 
mentaires encore,  qui  leurs  sont  communes,  comme  à  peu  près  les  quatres  règles  de 
l'Arithmétique  sont  les  outils  communs  à  toutes  les  opérations  du  calcul.  Ce  sont  ces  règles 
élémentaires,  abstraites  et  générales,  que  le  génie  de  Monge  a  aperçues  dans  les  opérations 
de  la  Stéréotomie,  ou  créées,  et  qu'il  a  réunies  en  un  corps  de  doctrine,  sous  le  nom  de 
Géométrie  descriptive;  doctrine  dont  la  généralité,  la  lucidité  et  la  facilité  montrent  rhomme 
de  génie  dans  l'habile  continuateur. 

A  l'aide  de  ces  principes  simples  el  invariables,  ou,  suivant  l'expression  de  Malus,  à 
l'aide  de  ces  outils,  Monge  a  pu  rectifier  plusieurs  pratiques  incertaines  et  inexactes  de 
la  Coupe  des  pierres,  et  a  appris  à  y  résoudre  des  questions  qui  avaient  semblé  jusque-là 
passer  les  bornes  de  la  science  des  stéréotomistes ,  ou  qui  n'y  avaient  reçu  que  des  solu- 
tions eiîipiriques. 


356  NOTES 

En  parlant  (le  l'oripino  de  la  G(5nm(^frir  Hrsrriptivc,  on  no  pont  passer  sous  silence  les 
services  rendus  à  celle  science  par  M.  Lacroix  et  par  .M.  [facheiie. 

M.  Lacroix  fui  le  premier  qui  développa  les  principes  de  la  (iéoniéirie  descriptive,  et  les 
mit  à  la  portée  de  tons  les  lecteurs,  dans  son  ouvrage  intitulé  d'abord  Essais  sur  les  plans 
ot  les  surfaces  (vol.  in-8",  1795),  puis  Complément  de  Gèoméfne,  où  se  trouvent  la  clarté 
et  la  précision  qui  distinguent  les  écrits  de  ce  célèbre  professeur. 

.Monge,  en  publiant  son  Traité  de  Géométrie  descriptive,  dans  la  \ue  de  rendre  cette 
science  aussi  simple  et  d'un  accès  aussi  facile  (lu'il  se  put,  en  avait  écarté  d'abord  diverses 
questions  compliquées,  mais  qui  devaient  naturellement  y  entrer  dès  que  les  esprits  se 
seraient  familiarisés  avec  cette  nouvelle  doctrine.  Ce  fut  M.  Hachette,  son  élève  à  l'Ecole 
de  Mézières,  puis  son  collègue  comme  professeur  à  l'Ecole  polytechnique,  qui  le  premier 
remplit  ces  lacunes,  dans  deux  ouvrages  portant  le  litre  de  Svppléments  à  la  Géométrie 
descriptive  (en  1812  et  1818).  Les  nouvelles  questions  générales,  ou  théories,  ajoutées 
par  ce  géomètre  h  l'ouvrage  de  Mongc,  ont  été  reproduites  dans  le  Traité  complet  de 
Géométrie  descriptive  que  lui-même  a  publié  en  1821  ',  et  ont  passé,  depuis,  dans  les 
nombreux  ouvrages  qui  ont  paru  sur  la  même  matière  en  France  et  à  l'étranger.  Sous  ce 
rapport,  !\L  Hachette  a  rendu  un  grand  service  aux  sciences  mathématiques.  Il  m'a  paru 
qu'en  Italie  particulièrement,  où  la  Géométrie  descriptive  et  ses  applications  à  la  science 
de  l'ingénieur,  sont  cultivées  dans  toute  leur  étendue,  et  enseignées  dans  d'excellents 
ouvrages 2, on  rendait  à  ce  sujet  pleine  justice  à  ce  savant,  en  citant  souvent  ses  ouvrages, 
et  en  les  prenant  même  pour  modèles.  Nous  pensons  qu'ils  ont  grandement  contribué  à 
répandre  et  à  étendre  la  connaissance  de  la  Géométrie  descriptive  '. 

Depuis,  d'autres  bons  traités  de  Géoinétrie  descriptive  ont  encore  paru  en  France.  Nous 
devons  citer  ceux  de  MM.  Vallée,  Leroy  et  Lefébure  de  Fourcy.  Les  deux  premiers  sont 
aussi  complets  que  le  comporte  l'état  actuel  de  la  science;  le  troisième,  principalement 
destiné  aux  aspirants  à  l'Ecole  polytechnique,  est  très-propre  à  atteindre  son  but,  par 
l'ordre  et  la  précision  qu'on  y  trouvent,  et  qui  caractérisent  toujours  les  ouvrages  du 
savant  professeur  qui  l'a  écrit. 

La  Géométrie  descriptive  est  encore  en  voie  de  progrès.  M.  Th.  Olivier,  pour  qui  cette 
partie  des  sciences  mathématiques  est  depuis  longtemps  une  élude  de  prédilection,  a 

•  Une  seconde  édition  a  paru  en  1828. 

-  Nous  cileions,  entre  autres,  le  Traité  de  M.  l'ingénieur  Serenus,  intitulé  :  Traltato  di  Geometria  descrit- 
tiva,  etc.,  in-4",  Rome  1826;  et  un  recueil  de  Mémoires  divers,  qui  sont  eo  partie  des  applications  de  la 
Géométrie  descriptive,  fait  annuellement,  à  l'instar  du  Journal  de  l'École  polytechnique,  par  messieurs  les 
professeurs  de  l'Ecole  des  ingénieurs  des  Étais  romains,  sous  le  litre:  Ricerche  Geomelriche  ed  idometriche 
faite  nella  scuola  degl'ingegneri  pontipci  d'acque  e  slrade. 

•'•  Depuis  que  celte  Note  était  écrite,  une  mort  prématurée  a  enlevé  M.  Hachette  aux  sciences  et  à  ses 
nombreux  amis.  Ses  anciens  élèves  à  l'École  polytechnique,  ceux  surtout  qui,  comme  moi,  ont  été  honorés 
de  son  amitié  et  qui  l'ont  connu  dans  l'intérieur  de  son  excellente  famille,  liront  avec  émotion  les  éloquentes 
paroles  que  trois  savants  illustres,  ses  confrères  à  l'Académie,  MM.  Arago,  Ch.  Dupin  et  Poisson,  et  l'un  de 
ses  disciples,  continuateur  de  ses  travaux  sur  la  Géographie  descriptive,  M.  Th.  Olivier,  oui  prononcées  sur  sa 
tombe. 


iN()'n:s.  .lî)? 

doniK^,  (Inns  Irs  (Icrnicrs  voliinuvs  du  Journal  de  l'firolf  poliftirUnitiur,  (dusinirN  Mf-rnoircs 
sur  <liiï(*i«'ii(('s  tiucslioiis  i)(>iiv(>ll('s,(|iii  ciiInToiil  iK^ccîssiiin'iiieMUlc'soriiiaiH  dntis  IcsTrailé» 
qui  pnrailroiil  sur  celte  scionce. 


NOTK   XXIV 


(cinq  II  II- ME    Kl'OQl'K,    ^    15.) 


Sur  la  loi  de  continuité,  et  le  'principe  des  relations  contingentes. 

Oïl  peut  sans  doute  employer  l'expression  de  principe  de  contimiité,  au  lieu  de  eeile  de 
relations  contingentes  :  eependiint  il  y  a  entre  l'une  et  l'autre  une  diiïérenee  assez  impor- 
tante pour  nous  décider  à  adopter  la  seconde. 

En  effet,  le  principe  de  continuité  remonte  à  Leibniz  qui,  le  premier,  l'a  proposé, 
comme  exprimant  distinctement  celle  loi  de  la  nature  que  tout  se  fait  par  degrés  insen- 
sibles, ou,  comme  le  disait  la  philosophie  scolastique  :  Nalura  abhorret  à  saltu.  C'est  dans 
celte  acception  rigoureuse  qu'on  a  employé,  depuis  lors,  le  principe  de  continuité.  Ce 
principe  lire  donc  son  origine  de  Vinfi7ii.  C'est  ainsi  que  le  repos  est  un  mouvement  inlini- 
menl  petit;  la  coïncidence,  une  distance  infininient  petite;  l'égalité,  la  dernière  des  iné- 
galités, etc.  Leibniz  ex[)rime  ce  principe  de  celte  manière  :  «  Lorsque  la  différence  de 
»  deux  cas  peut  être  dinn'nuée  au-dessous  de  toute  grandeur  donnée,  in  datis ,  ou  dans 
»  ce  qui  est  posé,  il  faut  qu'elle  se  puisse  trouver  aussi  diminuée  aunlessous  de  toute 
»  grandeur  donnée  in  quœsitis,  ou  dans  ce  qui  en  résulte;  ou,  pour  parler  plus  familiè- 
>»  rement,  lorsque  les  cas  (  ou  ce  qui  est  donné)  s'approchent  continuellement  et  se  per- 
»  dent  enfin  l'un  dans  l'autre,  il  faut  que  les  suites,  ou  événements  (ou  ce  qui  est 
»   demandé),  le  fassent  aussi  *.  » 

'  Nouvelles  de  la  République  des  lettres  ;  mai  1687,  pag.  T'ti. 

C'est  dans  ce  recueil  que  Leiliniz,  en  répondant  à  Malebianclie.  au  sujet  de  sa  doctrine  des  lois  du  mouve- 
ment, proposa  sa  toi  de  continuité ,  qui  n'avait  point  encore  été  mise  en  avant  par  personne. 

Depuis,  Leibniz  est  revenu  souvent  sur  cetle  belle  loi,  qui  lui  servit  de  critérium  ou  de  pierre  de  touche, 
dans  l'examen  de  diverses  doctrines  des  philosophes.  (Voir  Essais  de  Théodicée,  an.  5i8;  Lettre  à  M.  Faucher; 
Journal  des  Savaus,  année  lôQ'â;  Lettre  à  Varignon,  ibid.,  année  1702;  Nouveaux  essais  sur  V entendement 
humain,  pag.  11;  Recueil  de  diverses  pièces,  par  MM.  Leibniz,  Clarke,  Newton,  etc.,  troisième  édition  in-S». 
1759,  tom.  Il,  pag.  450  ;  etc.) 
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On  voit  donc  qiio  Ir  principe  de  continuilé,  coinnK,'  l'onl  cnicndu  Leibniz  et  ses  sec- 
latenrs,  iniplicpio  ri(l(''e  de  ['infini,  la(|Ufll('  n'cnlrc  nullctncnt  d.jns  le  principe  des  rela- 
tions ronlini/cnlcs ,  Ici  (|ue  nous  l'îivons  développe;  cl  c'csi  pour,  celle  raison  que  nous 
employofjs  celle  cx[)ression  de  relations  continfjcntes,  (pii  prcscnic'unc  idée  précise,  ei 
une  méthode  parfnilenient  juslifiée  par  le  raisonncincnl  que  nous  avons  basé  sur  les  pro- 
cédés de  l'Analyse. 

Mais  il  est  vrai  que  Leibniz  avait  considéré  aussi  sa  loi  de'continuité  comnne  dérivant 
d'un  principe  plus  général,  qu'il  exprime  par  ces  mots  :  Datis  ordinntis  etiarn  quœsila 
sunt  ordinata  '.  Ce  fut,  dit-il  ailleurs,  la  règle  des  conséquences,  avant  que  la  logique 
fût  inventée;  et  elle  est  encore  telle  aux  yeux  du  peuple  2. 

Jean  Bernoulli,  qui  adopta  le  premier  ce  principe  de  Leibniz,  et  s'en  servit  pour  la 
première  fois  ostensiblement  dans  la  fameuse  question  d(.'s  lois  de  la  communication  du 
mouvement,  l'exprime  en  disant  que,  quand  les  hijpolhèses  restent  les  mêmes,  les  effets 
doivent  aussi  être  les  mêmes.  {Commerce  épistolaire  de  Leibniz  et  Bernoulli;  tome  I", 
pag.  300.  ) 

Ce  principe  comprend  la  loi  de  continuité,  comme  on  a  coutume  de  l'entendre,  avec 
l'idée  de  rinfini,  et  la  loi  des  relations  contingentes. 

L'usage  du  principe  de  continuité,  en  Géométrie,  date  probablement  de  l'origine  de  cette 
science,  ainsi  que  le  remarque  .^L  Lacroix  dans  la  préface  de  son  grand  Traité  du  calcul 
différe)iliel  et  du  calcul  intégral,  au  sujet  de  la  seconde  proposition  du  livre  12  des 
Éléments  d'Euclide,  qui  a  pour  objet  de  prouver  que  les  surfaces  des  cercles  sont  entre 
elles  comme  les  carrés  des  diamètres.  «  Dans  la  proposition  précédente,  dit  M.  Lacroix, 
"  F.uc'lide  montre  que  ce  rapport  est  celui  des  polygones  semblables  inscrits  dans  deux 
»  cercles  différents;  et  il  me  parait  évident  que  le  géomètre,  quel  qu'il  soit,  qui  décou- 
»  vrit  celle  vérité,  voyant  qu'elle  était  indépendante  du  nombre  des  côtés  du  polygone, 
"  et  qu'en  même  temps  ces  polygones  différaient  d'autant  moins  des  cercles  qu'ils  avaient 
»  plus  de  côtés,  a  dû  nécessairenient  conclure  de  là,  en  vertu  de  la  loi  de  continuité , 
»    que  la  propriété  des  premiers  convenait  aux  seconds.   » 

C'est  par  des  considérations  semblables  qu'Arcbimède  s'éleva  à  des  propositions  beau- 
coup plus  dilficiles,  telles  que  les  rapports  des  surfaces  et  des  solidités  du  e\lindre  et 
de  la  spbère,  la  quadrature  de  la  parabole,  elc.  On  regarderait  aujourd'hui  comme  suttî- 
sammenl  prouvées,  par  ces  raisonnements,  les  propositions  qui  en  seraient  l'objet;  mais  les 
Anciens,  tout  en  se  servant  de  la  loi  de  continuilé,  comme  moyen  de  découverte,  ne 
l'ont  point  admise  comme  moyen  sufîîsant  de  démonstration,  et  ont  eu  recours  à  des 
procédés  souvent  très-pénibles,  pour  donner  des  preuves  tout  à  fait  convaincantes  et 
hors  d'atteinte  de  toute  objection,  des  vérités  qu'ils  avaient  à  démontrer. 

Mais  ,  depuis  Leibniz,  le  principe  de  continuité  fut  admis  comme  un  axiome,  et  pra- 
tiqué journellement  en   mathématiques.  Ainsi,  c'est  sur  ce   principe   que   reposent  la 

'  Nouvelles  de  la  République  des  lettres,  au  lieu  cité. 

-  Commerce  épistolaire  de  Leibniz  et  Bernoulli,  lom.  Il,  pag.  110. 
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iiM'lliodi'  (les  liinih's  ri  celles  des  premiéies  ei  deniit^res  misons,  repetuintil  les  f^éoinéireH 
lir  llreril  iisn);(>  de  ce  |)riiiei|ie  (|iie  liieilniinii ,  ei  sniis  riiiV(i(|U('r  coiiiiiie  iiiir  loi  absolue, 
niiisi  (|iie  Leiltiii/  rii\:iil  eoiisidéié. 

On  ne  |)eul  se  dissinnder  (|n'nii  doil  :'i  ce  reliielienienl  de  l:i  i°i;;iienr  des  Anciens,  les 
|)ro<;iès  innnenses  (|ne  les  Modeines  oni  l'aiis  d:nis  lii  (léoniélrie.  Les  Anciens,  pins  j.'doiix 
(le  eonvjn'nei'e  <|Me  d'éclnirei*,  ont  caché  Ions  les  lils(|(ii  ;ini:iieni  pii  niellre  snr  la  Irace  de 
leurs  niélliodes  de  déeouveries  eld'inveniions,  ei  (|iii  mn'aienl  pu  ^nidel' les  conlinnaleurs 
de  leurs  iravaux.  (le  lut  la  cause  de  celle  niarelie  liniide  cl  einharrassée  de  la  Géoniéirie, 
de  rincohérence  de  ses  niélliodes  dans  des  (|uesiions  de  inéine  nalure,  ou,  pour  parler 
|)lus  cxacienieni,  de  l'absence  de  niélliodes  sûres  cl  propres,  comine  celles  de  la  (iéoniélrie 
moderne,  à  des  classes  eniières  de  queslions  coinporlaiit  une  cerlaine  généralilé. 


NOTE  XXV. 


(cinquième  époqle,  §  15.) 


Application  du  principe  des  relations  contingentes  à  la  question  de  déterminer, 
en  grandeur  et  en  direction ,  les  trois  diamètres  principaux  d'un  ellipsoïde 
dont  trois  diamètres  conjugués  sont  donnés. 

Nous  allons  résoudre  d'abord  le  problème  analogue  dans  la  Géoméirie  plane,  où  il  s'agit 
de  déterminer,  en  grandeur  et  en  direction,  les  deux  axes  principaux  d'une  ellipse  dont 
deux  diamètres  conjugués  sont  donnés.  La  solution  de  ce  problème  nous  rendra  plus  facile 
l'exposition  de  celle  du  problème  de  l'espace,  et  nous  offrira  d'ailleurs,  comme  celle-ci,  un 
exemple  bien  propre  à  montrer  les  usages  du  principe  des  relations  contingentes,  et  à  en 
faire  apprécier  les  avantages. 

Problème.  Étant  donnés  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse,  construire,  en  direction 
et  en  grandeur,  les  deux  diamètres  principaux  de  la  courbe. 

Supposons  qu'au  lieu  des  deux  diamètres  conjugués  d'une  ellipse,  on  donne  les  deux 
diamètres  conjugués  d'une  hyperbole,  et  qu'on  demande  à  construire  les  axes  principaux 
de  celte  courbe.  L'un  des  deux  diamètres  conjugués  sera  réel,  et  donné  en  grandeur; 
appelons-le  a;  l'autre  sera  imaginaire,  et  son  expression  algébrique,  b  V —  1,  sera  donnée 
aussi. 
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La  consiriiclion  des  (J<'ux  axes  |)riii('ipau\  dt-  l'Iiypcrbolc!  est  exln'tiu'tncnl  facile;  car  on 
sait  (pic  si,  par  l'cMirniilc  A  du  ilcmi-diamèlre  «,  on  mené  une  parallèle  au  di:inièlre 
conjugué,  elle  xra  langenlc  à  i'Iiv  pci  holc;  e(  si  sur  celte  droil(;  on  prend,  de  part  et 
d'aiiire  du  point  de  la  courbe,  deux  segments  égaux  à  b,  leurs  exirémiié>  seront  sur  les 
deux  asymptotes.  Tirant  donc  ces  deux  asymptotes ,  et  divisant  en  deux  également  l'angle 
qu'elles  font  entre  elles ,  et  son  supplémenl ,  on  aura  les  directions  des  deux  axes  principaux 
de  1  livperbole. 

Ainsi  le  problème  est  résolu  très-simplement. 

Pour  transporter  cette  solution  au  cas  de  l'ellipse  ,  par  application  du  principe  des  rela- 
tions contingentes,  il  faut  y  remplacer  la  considération  des  parties  contingentes  de  la 
figure,  qui  nous  ont  servi,  et  qui  sont  les  asymptotes,  par  la  considération  de  quelque  autre 
propriété  de  la  figure,  qui  subsiste  dans  le  cas  de  l'ellipse. 

Regardons  les  deux  points  où  la  tangente  à  l'hyperbole  rencontre  les  deux  asymptotes, 
comme  les^deux  rayons  vecteurs  de  cette  conique;  par  conséquent  les  deux  axes  principaux 
de  l'hyperbole,  lesquels  divisent  en  deux  également  l'angle  et  son  supplémenl,  formés  par 
ces  deux  rayons  vecteurs  ,  seront,  l'un  la  tangenie,  el  l'autre  la  normale  à  celle  conique  C. 
.\insi  nous  pouvons  dire  que  la  conique  C,  menée  par  le  centre  de  l'hyperbole,  est  tan- 
gente à  l'un  de  ses  axes  principaux.  A  raison  de  celle  propriété,  la  conique  C  servira  pour 
la  consiruclion  des  directions  des  deux  axes  principaux  de  l'hyperbole,  et  remplacera, 
pour  cet  objet,  les  deux  asymptotes  qui  nous  avaient  servi  d'abord. 

Mais  celte  conique  C,  à  laquelle  nous  a  conduit  la  considération  des  deux  asymptotes, 
peut  être  construite  sans  que  l'on  fasse  usage  de  ces  deux  droites;  car  nous  connaissons  la 
direction  de  ses  deux  axes  principaux,  qui  sont  la  tangente  el  la  normale  à  l'hyperbole  au 
point  A ,  et  son  excentricité  dirigée  suivant  la  tangenie,  laquelle  excentricité  est  égale  à 
b,  c'esl-à-dire  au  diamètre  61^^—  1  de  l'hyperbole,  divisé  par  l^ — 1.  L'autre  excentri- 
cité de  la  conique  C  sera  dirigée  suivant  la  normale,  et  égale  à  la  première  multipliée 
par  \'  —  1  ;  c'est-à-dire  à  b  V —  1  *.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  l'on  regarde  la  tangente  et  la  normale  en  un  point  A  d'une  hyperbole,  comme  les  axes 
principaux  d'une  conique  qui  passerait  par  le  centre  de  l'hi/perbole,  et  qui  aurait  son 
excentricité,  dirigée  suivant  la  normale,  égale  au  diamètre  conjugué  de  celui  qui  aboutit 
au  point  A ,  cette  conique  sera  nécessairement  tangente  à  l'un  des  deux  axes  principaux 
de  l'hyperbole. 

Ce  théorème  exprime  une  propriété  générale  de  l'hyperbole,  indépendante  des  asymp- 
totes, quoiqu'elles  nous  aient  servi  à  la  démontrer.  Toutes  les  parties  de  la  figure  que 
comporte  cette  propriété  générale  se  retrouvent  dans  l'ellipse;  nous  pouvons  donc,  d'après 
le  principe  des  relations  contingentes,  appliquer  cette  propriété  à  l'ellipse;  aii>si  nous 
dirons  que  : 

'  Nous  supposons  qu'une  conique  a  quatre  foyers,  dont  deux  réels  et  deux  imaginaires;  el  deux  excentricités, 
dont  l'une  réelle  el  l'autre  imaginaire  ;  les  carrés  de  ces  excentricités  étant  égaux  et  de  signes  contraires. 
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.SV  l'on  nyanlf  lu  tanycnfv  cl  lu  tionniitr,  m  un  point  d'iinr  rtli/isr,  romitic  les  lurs  jn'iu' 
(ifxiKX  d'iinv  coniiiuc  ijid  passvrnil par  le  centre  de  l'ellipse,  et  (jni  aurait  son  excentricité, 
prise  sur  la  normale,  ei/ale  au  diamètre  conjaijnè  décelai  i/ai  ah(nilit  an  point  pris  sur 
l'ellipse,  cette  conique  sera  tanijente  à  l'an  des  deux  axes  principaux  de  l'ellipse. 

L'oxeeiilrii'iU'  siliice  sur  la  norinaliï  sera  roi'llc,  |i(iis(|iic  h;  tli;iiiu''ln' au(|U('l  «Ile  csl  égale 
csl  réel;  it's  douv  loyers  île  la  eoiiiciue  seroiil  iUuw  sur  la  normale  à  l'ellipse.  Les  rayons 
\eelenrs  menés  de  ces  deux  loyers,  au  eenlre  de  l'ellipse,  l'eronl  des  angles  égaux  avec 
eeini  des  deux  axes  principaux  autpiel  la  (!(mi(|ui!  »si  langenle.  On  en  conelul  donc  ce 
lliéorème  : 

Si,  sur  la  normale  en  un  point  d'une  ellipse,  on  prend,  de  part  et  d'autre  de  ce  point, 
deux  set/ments  égaux  au  demi-diamètre  conjuf/aé  de  celui  (pd  aboutit  à  ce  point,  cl  (jue,  des 
extrémités  de  ces  seijments,  on  lire  deux  droites  an  centre  de  l'ellipse,  ces  droites  seront 
écjalemenl  inclinées  sur  l'un  des  deux  axes  principaux  de  l'ellipse. 

Ce  ihéorèuje  donne,  connue  on  voil,  une  consiruction  extrêmement  simple  de  la  direc- 
tion des  axes  principaux  d'une  ellipse  dont  on  connaît  deux  diamètres  conjugués. 

il  nous  reste  à  liouver  la  longueur  de  ces  axes  principaux.  Plusieurs  manières  se  pré- 
sentent. 

D'abord,  on  peut  projeter  orthogonalemcnt  les  deux  demi-diamètres  conjugues  donnés, 
sur  un  des  axes  principaux  :  la  somme  des  carrés  de  leurs  projections  sera  égale  au  carré 
de  cet  axe  principal. 

On  peut  encore  se  servir  de  ce  théorème,  extrêmement  facile  à  démontrer  : 

Si,  par  îin  point  d'une  conique,  on  mène  la  normale,  le  produit  des  segments  faits  sur 
elle  par  le  diamètre  qui  lui  est  perpendiculaire,  et  par  un  des  axes  principaux,  est  égal  au 
carré  de  l'autre  demi-axe  principal. 

Cette  relation  fait  connaître  les  deux  axes  principaux. 

Mais  on  peut  obtenir  une  expression  des  longueurs  de  ces  axes,  sans  connaître  a  priori 
leurs  directions. 

Pour  cela  remarquons  que  si,  sur  la  tangente  et  la  normale  à  la  conique,  considérées 
comme  axes  principaux,  on  construit  une  seconde  conique,  qui  passe  par  le  centre  de  la 
première,  et  qui  soit  tangente,  en  ce  point,  à  un  axe  principal  de  cette  première  conique, 
les  segments  faits  sur  la  normale,  par  sa  perpendiculaire  abaissée  du  centre  de  la  première 
conique,  et  par  cet  axe  principal  qui  est  tangent  à  la  seconde  conique,  auront  leur  produit 
égal  au  carré  du  demi-axe  principal  de  la  seconde  conique,  dirigé  suivant  cette  normale; 
cet  axe  principal  sera  donc  égal  au  second  axe  principal  de  la  conique  proposée,  lequel  est 
normal  à  la  seconde  conique.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  l'on  prend  la  tangente  et  la  normale,  en  un  point  d'une  conique,  pour  axes  principaux 
d'une  seconde  conique  qui  passe  par  le  centre  de  la  première,  et  qui  soit  normale,  en  ce  point, 
à  l'un  des  axes  principaux  de  cette  première  conique ,  l'axe  principal  de  cette  nouvelle 
conique,  dirigé  suivant  la  normale  à  la  première,  so^a  égal  à  l'axe  principal  de  cette  pre- 
mière conique  auquel  la  seconde  courbe  est  normale. 
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d'csl-à-din"  (|ik!  cliiiciiiie  des  doux  coiiicincN  :i  rim  de  ses  axes  ii(»iiii:il  :i  l';nilic  coiirhc; 
cl  ces  deux  axes  soiil  égaux  eulre  eux. 

Nous  avons  vu  (|ne  si  la  |»reniière  coni(jue  est  une  ellipse,  la  seconde  conique  a  ses  deux 
foyers  réels  placés  sur  la  normale  à  la  première  conique;  son  grand  axe  est  donc  dirigé 
suivant  celle  normale,  et  il  est  égal  à  la  somme  ou  à  la  diiïérence  des  rayons  vecteurs 
menés  des  deux  foyers  au  centre  de  lellipse  proposée;  mais  cet  axe  est  égal  à  l'axe  prin- 
cipal de  celte  ellipse  au(iuel  la  seconde  conique  est  normale.  On  en  conclni  donc  enfin 
celle  conslruclion  cxtrémemenl  simple  du  problème  proposé  : 

Par  rexlrémilé  A  d'un  des  deux  demi-dlcnnèlres  co7iJurjiiés  donnés,  on  mènera  une  droite 
perpendiculaire  au  second  demi-diamètre;  on  portera  sur  cette  droite,  à  partir  du  point  A, 
deux  segments  égaux  à  ce  second  demi-diamètre  ; 

On  joindra,  par  deux  droites,  les  extrémités  de  ces  segments  au  centre  de  la  courbe; 

On  divisera  en  deux  également,  par  deux  nouvelles  droites,  l'angle  que  ces  deux  pre- 
mières feront  entre  elles  et  son  supplément; 

Ces  deux  nouvelles  droites  seront ,  en  direction,  les  deux  axes  principaux  de  l'ellipse; 

La  somme  des  deux  premières  droites  sera  égale  au  grand  axe,  et  leur  différence  sera 
égale  au  petit  axe. 

La  seconde  partie  de  celte  solution  ,  relative  à  la  longueur  des  axes  ,  offre  une  construc- 
tion de  deux  quanlilés  radicales  qu'on  trouve  dans  quelques  solutions  analytiques  de  la 
question ,  mais  qui  n'avaient  point  été  consiiuiles  aussi  simplement. 

La  marche  que  nous  avons  suivie  paraît  longue,  parce  que,  ayant  pour  but  de  faire  une 
apj)Iication  du  principe  des  relations  coniingentcs,  nous  avons  dû  aller  pas  à  pas  et  énoncer 
des  ihéorèmes  auxiliaires,  pour  bien  montrer  le  passage  du  contingent  à  l'absolu,  dans  les 
propriétés  des  foyers;  ce  qu'on  n'aura  point  à  faire  généralement  dans  les  applications  du 
principe,  quand  on  sera  familiarisé  avec  lui. 

Ainsi  nous  résoudrons  plus  brièvement  le  problème  de  l'espace,  quoiqu'il  présente 
quelques  difficultés  en  comparaison  du  premier,  qui  n'en  offrait  aucune. 

Problème  :  Étant  donnés  trois  diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde,  on  demande  de 
déterminer,  en  grandeur  et  en  direction,  les  trois  axes  principaux  de  cette  surface. 

Concevons  un  byperboloïde  à  une  nappe,  et  son  cône  asymptote.  Le  plan  langent  à 
rhyperboloïde,  en  un  point  m,  coupera  le  cône  suivant  une  hyperbole  2,  dont  les  diamètres 
auront  leurs  carrés  égaux,  au  signe  près,  aux  carrés  des  diamètres  de  l'hyperboloïde,  qui 
leur  seront  parallèles  respectivement  '. 

Maintenant  regardons  cette  hyperbole  comme  la  conique  excentrique  ^  d'une  surface 


'  Cela  résulte  de  ce  qu'un  diamètre  de  l'hyperbole  sera  la  partie  d'une  tangente  à  l'hyperboloïde,  comprise 
entre  deux  arêtes  du  cône  asymptote,  laquelle  partie  a  son  carré  égal,  au  signe  près,  au  carré  du  diamètre 
de  l'hyperboloïde,  parallèle  à  celle  tangente;  parce  que  le  plan  mené  par  cette  tangente  et  ce  diamètre  coupe 
l'hyperboloïde  suivant  une  hyperbole. 

5  1!  est  nécessaire,  pour  l'intelligence  de  ce  qui  va  suivre,  de  prendre  une  connaissance  préalable  de  la 
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(lu  second  dcgir  (|ili  piisscriiil  |)iii'  le  ('ciilic  df  I  li\|iri  lnilnidc.  <irHr  Mirl'iicr  scni  iioiliiidc 
à  rnn  des  iixcs  |)riiiri|i!iii\  du  rôiic  *,  <|iii  sniii  l<'s  iim'iiics  (|iic  ceux  de  riiy|)crl)<>l(iid<'.  .M:iis 
1(111  dfs  :i\('s  |iriii(-i|)iiu\  de  criic  nouvelle  siuliice  est  diii^i'  suiviitil  In  norniide  iiu  point 
ni ,  Il  riiyperlioloide,  et  les  deux  . ■mires  suiviuil  les  diiunètn's  prineipiiiix  de  l.i  eonitpie  £, 
lesipiels  sont  les  (.ingénies  ;iiix  li};iies  de  eonihnre  de  I'Iin  peiholoïde.  Nous  pouvons  donc 
énoiieerjunsi  le  théoivnio,  en  i'iiisiinl  ahstraction  du  eone  :i>\inplnie  : 

Si,  en  un  jHÙnl  il'un  hi/pcrholoKlc  à  une  napiic,  on  nirnr  In  nornialc,  cl  1rs  Itint/enlcH 
à  ses  h'i/ncs  de  conrhiirc,  cl  (jn'on  rot/nnlc  ces  Irois  d miles  comme  les  axes  principaur 
(Vnne  surface  du  second  det/ré  (pd  passerail  par  le  centre  de  riiijperliohnde,  cl  (pii  aurait 
pour  normale,  en  ce  poinl,  rnn  des  trois  axes  principaux  de  eel  lujperboUnde ,  la  eoniipie 
excenlricpic  de  eette  sur/'aee ,  comprise  dans  le  plan  lan(jenl  à  r/u/perholoïde ,  aura  les 
carrés  de  ses  diamètres  éf/aux,  et  de  sif/nes  contraires ,  aux  carres  des  diaméires  paral- 
lèles de  r/ii/perboloide. 

(lo  théoiènio ,  par  le  pniR'i|)('  des  rehitions  eonlin^'enles,  s'îtppli(|ue  aux  deux  autres 
sui laces  douées  d'un  coiilie;  ou  a  donc  celte  propiiélé  de  rellipsoïde  : 

Si  l'on  regarde  la  normale  en  un  point  m  d'un  ellipsoïde ,  et  les  deux  tangentes  à  ses 
lignes  de  courbure  en  ce  point ,  comme  les  trois  axes  principaux  d'une  surface  du  second 
degré  qui  passerait  par  le  centre  de  rellipsoïde,  et  aurait  pour  normale,  en  ce  point,  l'un  des 
trois  axes  principarix  de  cet  ellipsoïde^  la  conique  excentrique  de  cette  surface,  comprise 
dans  le  plan  langent  à  rellipsoïde,  aura  les  carrés  de  ses  diainèlres  égaux,  et  de  signes 
contraires,  aux  carrés  des  diainètres  parallèles  de  l'ellipsoïde. 

(iClte  coui(pie  excentrique  sera  imaginaire;  mais  elle  servira  néanmoins  pour  construire 
les  deux  autres  coniques  e.xceniriques,  qui  seront  réelles. 

En  ellet,  soient  —  b^  et  — c"^  les  carrés  des  deux  demi-axes  principaux  de  cette  coni(|ue 
(6  et  c  étant  les  deux  demi-axes  principaux  de  la  courbe  d'intersection  de  rellipsoïde  par 
un  plan  parallèle  à  son  plan  langent  au  point  m);  soit  6  >  c;  —  c-  est  plus  grand  (|ue 
^  b-,  et  les  loyers  de  la  conicpie  imaginaire  sont  situés  sur  l'axe  c. 

Sur  la  normale  à  rellipsoïde,  on  portera,  à  partir  du  point  ni,  deux  segments  égaux, 
respectivemenl,  à  b  et  à  c; 

Dans  le  plan  déterminé  par  cette  normale  et  une  |)arallèle  à  l'axe  c,  on  décrira  une 
ellipse  qui  ait  pour  demi-grand  axe  le  segment  égal  à  b,  et  pour  excentricité  le  segment 
égal  à  c; 

Dans  le  plan  déterminé  par  la  normale  et  une  parallèle  à  l'axe  b,  on  décrira  une 
hyperbole  qui  ait  pour  demi-axe  iransversc  le  segment  c,  et  pour  excentricité  le  seg- 
ment b. 

L'ellipse  cl  l'hyperbole  ainsi  construites  seront  les  deux  courbes  cherchées,  c'est-à- 

Nole  XXXI,  où  nous  expliquons  ce  que  nous  entendons  par  coniques  excentriques  d'une  sui  l'ace  du  second  degié, 
el  où  nous  faisons  connaître  diverses  proi»riélés  de  ces  courbes. 
'   Voir  Note  XXXI,  art.  11. 
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dire  les  deux  coniques  cxcriilii(|U('s  d'une  surface  du  deuxième  dcprrc  qui,  passant  par 
le  centre  de  rdlipsoïdc,  aurait  pour  normale  en  ce  point  l'un  des  axes  principaux  de 
rdlipsoïde.  Par  conséquent,  les  deux  cônes  (|ui  auront  pour  bases  ces  deux  coniques, 
et  pour  sommet  comnmn  le  centre  de  l'ellipsoïde,  auront  pour  axe  principal  commun  cet 
axe  princij)al  de  l'ellipsoïde  (Note  XXXI,  ailicle  H).  Les  deux  autres  axes  principaux 
eonmiuns  aux  deux  cônes  seront  pareillement  les  deux  autres  axes  principaux  de  l'ellip- 
soïde, parce  (jue,  par  son  centre,  on  peut  l'aire  passer  deux  autres  surfaces  du  deuxième 
degré  ayant  poin-  coniques  excentriques  les  deux  mêmes  courbes  trouvées,  et  qui  seront 
normales,  respectivement,  à  ces  deux  axes  principaux  de  rellipsoïde.  La  question  de  la 
construction  des  directions  des  trois  axes  princi|)aux  de  rdlipsoïde  se  réduit  donc  à 
trouver  les  trois  axes  principaux  communs  aux  deux  cônes  qui  ont  pour  bases  les  deux 
coniques  en  question;  ces  trois  axes  principaux  forment,  dans  l'un  et  l'autre  cône,  un  sys- 
tème de  trois  axes  conjugues;  il  faut  donc  clierclier  le  système  de  trois  axes  conjugués 
communs  aux  deux  cônes. 

On  conclut  de  là  que  : 

Étant  donnés  trois  diamètres  conjvr/ués  d'un  ellipsoïde;  pour  trouver  les  directions  de 
ses  trois  axes  principaux,  par  l'extrémité  A  d'un  des  diamètres  donnés,  on  mènera  une 
droite  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres,  sur  lacpfelle  on  prendra,  à  partir  du 
point  A,  deux  seg)nenls  éfjaux  respectivement  aux  deux  demi-axes  principaux  de  l'ellipse 
construite  sur  ces  deux  diamètres  conjugués.  Soit  h  le  plus  grand  de  ces  deux  axes ,  et  c  le 
plus  petit; 

On  mènera,  par  la  normale,  deux  plans,  dont  l'un  parallèle  au  diamètre  c,  et  l'autre 
parallèle  au  diamètre  h; 

On  construira ,  dans  le  premier  plan,  une  ellipse  qui  ait  pour  demi-grand  axe  le  seg- 
ment b  et  pour  excentricité  le  segment  c;  et  dans  le  second  plan,  une  hyperbole  qui  ait 
pour  demi-axe  principal  le  segment  c,  et  pour  excentricité  le  segment  b; 

On  regardera  le  centre  de  l'ellipsoïde  comme  le  sommet  commun  de  deux  cônes  ayant 
pour  bases,  respectivement,  cette  ellipse  et  cette  hyperbole; 

Ces  deux  cônes  se  couperont  suivant  quatre  arêtes,  qui  seront  deux  à  deux  dans  six 
plans;  lesquels  plans  se  couperont  deux  à  deux  suivant  trois  autres  droites; 

Ces  trois  droites  seront  les  trois  axes  principaux  de  l'ellipsoïde. 

Pour  déterminer  les  longueurs  de  ces  axes  principaux,  on  peut  projeter  orthogonale- 
ment  sur  chacun  d'eux  les  trois  diamètres  conjugués  donnés;  le  carré  de  chaque  axe  sera 
égal  à  la  somme  des  carrés  des  trois  projections  faites  sur  lui. 

Mais  il  sera  plus  simple  de  faire  usage  du  théorème  suivant,  que  Ton  démontre  très- 
aisément  : 

La  normale  en  un  point  m  d'une  surface  du  deuxième  degré  rencontre  le  plan  diamé- 
tral qui  lui  est  perpendiculaire,  et  «n  des  plans  principaux  P,  en  deux  points  dont  le 
produit  des  distances  au  point  m  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  de  la  surface,  normal 
au  plan  principal  P. 
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Oïl  |»cul  encore  (Irh'rmiin'r  les  lonmieiirs  des  axes  |(riiiei|»;m\  de  rellipsoide,  sans  eon- 
nailre  leiu's  «lireelioiis,  en  consinrisnnt  trois  suifiiees  donl  les  ax<'s  niajeuis  soient  égaux, 
respeelivenienl,  à  ces  (rois  iixcs  |)i'inei|)aiix.  (iciii  (lé|)«>nd  d'un  ihéorènie  <|ne  nous  allons 
dénionlier. 

La  surface  (|ni  n  poni'  axes  piincipaux  la  normale  cl  les  langenles  aux  lignes  d**  cour- 
bure de  rellipsoide  au  point  /// ,  (pii  |)asse  par  le  eenlr«^  de  cet  ellipsoï(l(!  el  lonelie  en  ee 
point  l'tin  de  ses  |)lans  principaux  ,  celle  surface,  dis-je,  a  le  carré  de  son  demi-axe,  dirigé 
suivant  la  normale,  égal  au  produit  des  segments  faits  sur  cette  normale,  à  partir  du 
point  m,  par  le  plan  principal  et  le  plan  diamétral  pcrp<'n(licidaire  à  cette  normale  '. 
Donc,  d'après  le  tliéoième  «pie  nous  venons  d'énoncer  ci-dessus,  cet  axe  de  la  surface 
est  égal  à  l'axe  de  rellipsoide,  per|)endiculaire  au  plan  principal.  On  a  donc  <(^  théorème  : 

(Juaiid  (feux  surfaces  du  second  detp'é  sont  telles  (fiie  chacune  d'elles  ail  son  centre 
sur  l'autre  et  ses  trois  axes  principaux  dirif/ès  suivant  la  normale  et  les  deux  fanf/entes 
aux  lignes  de  courbure  de  cette  autre,  l'axe  de  la  première  surface,  dirigé  suicant  la 
nonnale  à  la  seconde,  est  égal  à  l'axe  de  la  seconde  surface  dirigé  suivant  la  normale  à  la 
première. 

On  conclut  de  là  (pie  : 

iSt  l'on  regarde  la  normale  en  un  point  d'une  surface  du  second  degré,  et  tes  tan- 
gentes aux  deux  lignes  de  courbure  en  ce  point,  comme  les  trois  axes  principaux  com- 
muns à  trois  surfaces  passatit  par  le  centre  de  la  proposée,  et  tangentes  respectivement 
à  ses  trois  plans  diamétraux,  les  axes  principaux  de  ces  trois  surfaces,  dirigés  suivant 
la  normale  à  la  proposée,  seront  égaux  respectivement  aux  trois  axes  principaux  de  cette 
surface. 

Quand  la  surface  proposée  est  im  ellipsoïde  détermine  seulement  par  trois  diamètres 
conjugués,  nous  avons  vu  comment  on  détermine  les  coniques  excentriques  communes 
aux  trois  autres  surfaces,  ce  qui  suffit  pour  la  construction  de  ces  surfaces;  ce  dernier 
théorème  pourrait  donc  servir,  à  la  rigueur,  pour  résoudre  la  question  de  déterminer  les 
longueurs  des  trois  diamètres  principaux  de  Tellipsoïde,  sans  connaître  leurs  directions. 
Mais  celte  manière  serait  difficile  et  peu  praticable.  Néanmoins,  le  théorème  sur  lequel 
elle  repose  nous  a  paru  mériter  d'être  connu,  comme  exprimant  une  belle  propriété 
générale  des  surfaces  du  deuxième  degré. 

Les  théorèmes  précédents  conduisent,  sans  difficulté,  à  plusieurs  autres  qui  oftVent 
quelque  intérêt. 

Par  l'extrémité  m  d'un  des  trois  diamètres  conjugués,  menons  deux  droites  égales  et 
parallèles  aux  deux  autres,  et  décrivons  une  ellipse  E  qui  ait  ces  deux  droites  pour  dia- 


'  Cela  résulte  de  ce  théorème ,  connu  dans  la  théorie  élémentaire  des  surfaces  du  second  degré,  que  :  le  plan 
tangent  en  un  point  de  la  surface,  et  le  plan  mené  par  ce  point,  perpendiculairement  à  l'un  des  trois  diamètres 
principaux,  font  sur  ce  diamètre,  à  partir  du  centre  de  la  surface,  deux  segments  dont  le  produit  est  égal  au 
carré  du  demi-diamèlre. 
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nirlics  conjii<;iics.  I.c  coiic  (|iii  a  son  >(jiiiiii(t  an  (•(îiilie  de  I  cHijiNdidc  cl  pour-  l)a>c  celle 
t'ilipso,  rcncoiilrc  rellipsoïdc  snivaDt  iiiic  second»-  ellipse  li' ,  située  dans  un  plan  paiallèlc 
à  celui  de  la  première.  Ainsi  les  deux  ellipses  sont  lionjollieli(pies.  La  seconde  a  son  cenlrc 
sur  le  dianièlre  qui  ahoulil  au  point  7/t,-  soil  tu'  ce  centre  :  on  trouve  aisément  qu'on  a 
toujours  om  =  om'  VZ. 

Celte  seconde  ellipse  jouit  de  la  |)ropriété  que,  si  l'on  prend  sur  elle  trois  points  A',  IV,  (7, 
tels  <pie  l(!  cenlre  de  leurs  moyennes  dislances  soil  situé  au  centre  de  rellipse,les  trois 
droites  OA  ,  OB',  OC  seront  trois  diamètres  conjugués  de  rdlipsoïde.  C'est  là  une  pro- 
j)riétc  des  smjaces  du  second  degré,  «ju'il  estextrèment  faeile  de  démontrer. 

Maintenant  regardons  le  point  m'  con)me  riiomologue  du  |)ointm  par  rapport  an  |)()int 
(),  jtris  pour  centre  de  similitude,  et  concevons  trois  surfaces  homolhélifjues  aux  trois 
surfaces  {\\\  tliéoième  piécédent,  qui  ont  leur  centre  commun  en  m,  et  qui,  passant  par 
le  cenlre  0  <le  relli|)Soïde,  sont  normales  respectivement  à  ses  trois  axes  principaux.  Ces 
trois  nouvelles  suilaces  auront  lem"  cenlre  de  figure  en  tu'  ;  elles  passeront  par  le  point  O 
qui  est  le  centre  de  similitude;  elles  seront  tangentes,  en  ce  point,  respectivement  aux  trois 
premières  smfaces;  par  conséquent  elles  seront  normales  respectivement  aux  trois  axes 
principaux  de  l'ellipsoïde;  et  elles  auront  toutes  trois  les  mêmes  coniques  excentriques, 
situées  dans  des  plans  parallèles  aux  plans  des  coniques  excentriques  des  trois  premières 
sm-faces. 

Soient  h  et  c  les  deux  (lemi-diamèlr(!S  |)rincipaux  de  la  conicpie  E;  h'  et  r'  les  deux 
demi-diamètres  principaux  de  la  conique  VJ  ;  ils  seront  parallèles  respectivement  aux  pre- 
miers ,  cl  Ton  aura 

b  c 

//  =  —=,     c'=— ^• 
1/5  1/3 

Pour  former  les  deux  coni(|ues  excentriques  des  trois  nouvelles  surfaces,  il  faut  donc 
élever,  par  le  centre  m'  de  la  conique  E  ,  une  pcri)endiciilaire  au  plan  de  cette  courbe,- 
prendre  sur  cette  droite  deux  segments  égaux  à  b'  et  c';  et  décrire,  dans  les  deux  plans  rec- 
tangulaires menés  parla  normale  et  par  les  deux  axes  6'  et  t'  respectivement,  une  ellipse 
et  une  hyperbole  dont  la  première  ait  pour  grand  axe  b' ,  et  pour  excentricité  c'  ;  cl  dont 
la  seconde  ait  pour  demi-axe  iransverse  c'  et  pour  excentricité  b' .  Cette  ellipse  et  cette 
hyperbole  seront  les  deux  coniques  excentriques  des  trois  nouvelles  surfaces. 

Les  cônes  qui  auront  pour  sommet  le  point  0,  et  pour  bases  ces  deux  coniques,  auront 
leurs  axes  j)rincipaux  dirigés  suivant  les  axes  principaux  de  rdlipso'ide. 

On  conclut  de  là  le  théorème  suivant  : 

Êlant  donnés  trois  diamètres  conjugués  OA,  OB,  OC  d'un  ellipsoïde;  pour  déterminer, 
en  direction  et  en  grandeur,  les  trois  axes  principaux  : 

On  cherchera,  en  direction  et  en  grandeur,  les  deux  denri-axes  principaux  de  l'ellipse 
qui  passerait  par  les  trois  points  A,  B,  C,  et  aurait  pour  centre  le  centre  des  moijennes 
distances  de  ces  trois  points.  Soient  h  et  c  ces  deux  demi-axes  principaux; 
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l'in  Ir  ifiific  (te  l'vllijtsv  on  vlvrntt ,  sur  smi  pl(Ut,  inir  f^-rpondicitlairr,  sur  hu^nrllr  un 
portera  dviix  srt/invnls  l>  ,  <•',  ri/aux  rfs/H'Clin-ntcnf  à  h  cf  n  c; 

Ihuis  Ivs  (Irnx  plans  rvtlantpilairvs  dilvr  mines  par  n'Ilc  prrprndirnlairc  et  les  tlt-ux  axes 
I),  (' ,  resptrlironicnt  ,  on  ihrrirn  <leax  vonitinrs  ,  ilonl  l'une,  (/iii  sera  une  ellipse,  nil  ponr 
denii-tjrand  axe  le  seynienl  I»  ef  poar  exeenlrieilè  le  se(/nienl  c',  el  dont  l'antre,  (pii  sera 
une  lii/perliole,  ait  poar  demi  -axe  fransrerse  le  set/nienf  c' ,  el  pour  ex.eentriritê  le  seij- 
menl  h'  ; 

I"  Les  deux  vôncs  (pii  amont  pour  sommet  commun  le  point  (),  et  pour  hases,  respec- 
tirement,  cette  ellipse  et  celte  In/perhole,  auront  mêmes  axes  principaux  que  Vellipsoïde; 

!2''  Les  trois  surfaces  qui  auront  pour  coniques  excentriques  cette  ellipse  et  cette  hjiperhole, 
et  qui  passeront  par  le  centre  de  l'ellipsoïde ,  auront  leurs  trois  axes  majeurs  éf/aux  aux 
trois  axes  principaux  de  l'ellipsoïde,  Uirisés  par\    ô. 

(le  tlicoiTino  ollVc,  coiiiiiu*  ou  voit,  uno  sct'Oiidc  soliKioii  de  l:i  (|ii('sii<)n  de  lioiivcr,  en 
direclioii  ol  eu  grniuleiir,  les  trois  axes  luineipaux  d'un  ellipsoïde  donl  trois  diamètres 
conjugués  seul  donnés.  l'^t  eclte  solution  est  aussi  simple  (jue  la  première.  Mais  l'avantage 
du  théorème  est  de  eonduire  à  diverses  consé(|ueuces  (|ue  ne  donnait  point  la  première 
solution. 

Ainsi  on  en  eonclut  immédiatement  que  : 

Quand  trois  diamètres  conjuyuês  d'un  ellipsoïde  doivent  aboutir  à  trofs  ])oints  donnés,  et 
qu'un  des  trois  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  doit  avoir  une  longueur  donnée,  le  centre  de 
l'ellipsoïde  est  indéterminé  et  a  pour  lieu  géométrique  une  surface  du  second  degré,  dont  le 
centre  est  situé  au  centre  des  moi/ennes  distances  des  trois  points  oii  doivent  aboutir  trois 
diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde. 

On  peut  donner  les  longueurs  de  deux  des  trois  diamètres  principaux  de  l'ellipsoïde,  et 
le  centre  de  l'ellipsoïde  est  encore  indéterminé;  alors  il  a  pour  lieu  géométrique  la  courbe 
à  double  courbure  (jui  provient  de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré  ayant 
les  mêmes  coniques  excentriques;  cette  courbe  est  une  ligne  de  courbure  de  l'une  et  de 
l'autre  surface. 

Quand  les  trois  diamètres  principaux  de  l'ellipsoïde  sont  donnés  en  longueur,  huit  ellip- 
soïdes satisfont  à  la  question;  leurs  centres  sont  les  points  communs  à  trois  surfaces  du 
second  degré,  qui  ont  les  mêmes  coniques  excentriques. 

Quant  à  la  direction  des  diamètres  principaux  des  ellipsoïdes,  on  a  ce  théorème  : 

Quand  trois  diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde  doivent  aboutir  à  trois  points  donnés, 

Quel  que  soit  le  point  de  l'espace  qu'on  prenne  pour  le  centre  de  cette  surface,  ses  trois 
axes  principaux  seront  les  trois  axes  principaux  communs  à  deux  côiies  cpii  auront  ce  centre 
pour  sommet,  et  qui  passeront  respectivement  par  deux  coniques  fixes,  dont  la  construction 
dépendra  uniquement  de  la  position  des  t7'ois  points  donnés. 

Ces  deux  coniques  sont  telles  que  le  cône  qui  a  pour  base  l'une  d'elles,  et  pour  sommet 
un  point  de  l'autre  courbe,  est  de  révolution;  l'ellipsoïde  qui  aurait  son  centre  au  sommet 
du  cône  sera  aussi  de  révolution;  on  en  conclut  donc  ce  théorème  : 
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Sil'oti  (Jonéfiitde  un  ellipsoïde  de  rèiohtdou  dont  Irais  diamèfres  amjiujuês  aboutissent  à 
trois  points  donnés,  une  infinité  d'ellipsoïdes  satisferont  à  cette  tpiestion  ;  leurs  centres  seront 
situés  sur  deux  coni(fues ,  ellipse  et  lujpn'ljole,  situées  dans  deux  plans  rectanrjulaires ,  et 
dont  l'une  aura  pour  sommets  et  pour  foyers  les  foyers  et  les  sommets  de  l'autre. 


NOTE   XXVI. 


(ciNgilKME    ÉPOQUE,    §    17.) 


Sur  les  imayinaires  en  Géomélrie. 

La  considération  des  relaiions  cl  des  propriétés  contingentes  d'une  figure,  ou  système 
géométrie) ue,  est  propre  à  donner  l'explication  du  mol  imaginaire ,  employé  maintenant 
assez  fréquemment,  et  avec  avantage,  dans  les  spéculations  de  la  Géométrie  pure. 

En  effet,  on  ne  peut  regarder  l'expression  ^'imaginaire  que  comme  indiquant  seulement 
un  état  d'une  figure  dans  lequel  certaines  parties,  qui  seraient  réelles  dans  un  autre  étal 
de  la  figure,  ont  cessé  d'exister.  Car  on  ne  peut  se  faire  l'idée  d'un  objet  imaginaire  qu'en 
se  représentant  en  même  temps  un  objet  de  l'espèce,  dans  un  état  d'existence  réelle;  de 
sorte  que  l'idée  d'imaginaire  serait  vide  de  sens,  si  elle  n'était  loujoin's  accompagnée  de 
l'idée  actuelle  d'une  existence  réelle  du  même  objet  auquel  on  l'applique.  Ce  sont  donc 
les  relations  et  propriétés  que  nous  avons  appelées  contingentes,  qui  donnent  la  clef  des 
imaginaires  en  Géométrie. 

Mais  on  voit  par  là  qu'on  pourrait  très-facilement  éviter,  si  l'on  voulait,  la  considéra- 
tion des  imaginaires,  dans  le  raisonnement;  il  suffirait  de  supposer,  à  côté  de  la  figure 
dont  on  a  à  démontrer  quelcjue  propriété,  une  seconde  figure  de  même  nature,  mais  dans 
un  état  général  de  construction  où  les  parties  contingentes,  qui  sont  imaginaires  dans  la 
figure  proposée,  seraient  réelles.  C'est  là  effectivement  ce  que  l'on  fait  tacitement,  en  rai- 
sonnant sur  les  imaginaires  comme  sur  des  objets  réels;  de  sorte  que  l'on  peut  dire  que 
l'emploi  du  mot  imaginaire  est  une  manière  abrégée  de  s'exprimer,  et  qui  signifie  que 
les  raisonnements  que  l'on  fait  s'appliquent  à  un  autre  état  général  de  la  figure,  dans 


l('((ii('l  |«'s  |i;iiii»'s  sur  l('s(|ii<'llcs  on  rnisomic  cxisirriiimi  rrcllcinciil ,  ;iii  lini  d'y  «''in* 
iiii:i;;iii:iit'('s  i-oiiiinc  d.'iiis  l:i  li^iiic  iiropoNrc.  lil  coiiiiiic,  (r.iprrs  le  |ii-iiici|ir  des  irliilioiis 
('(iiiliiif!;('iil(>s,  ou  si  l'on  veut,  (riiprrs  le  itrincipc  dr  coniinniii-,  les  V('Ti(<'-s  drnionlrrcs 
|»our  l'un  i\vs  dt'iix  riiils  f^i'-tioianv  di'  la  lij^inc  s'ii|)|)li(|n(nl  ;'i  riiiilic  l'iat ,  on  \oil  (|iie  {'0111- 
|)Ioi  ot  la  considci'iUion  des  iniiif^inairi's  se  HoiivcmI  coniidclcnKiM  jiisiiliés. 

INous  (levons  f'aiiT  ici  uno  ohscrvalion  ini|)()r(anl('.  La  \oi(i  : 

IClani  <lonnoo  une  li}i;in r ,  dans  la(|n<'ll«'  se  tronvonl  des  parties  imaginaires,  on  pcnl 
((Hijonrs,  d'après  ce  qiu'  nous  venons  de  dire,  en  concevoir  imic  aiiire,  de  eonsiniction 
aussi  générale  (pie  la  première,  et  dans  hicpiellc  ces  parties,  (jui  étaient  d'abord  imagi- 
naires, sont  réelles;  mais,  el  c'est  en  cela  (pie  consiste  notre  observation,  il  n'est  jamais 
permis  de  raisonner,  ni  d'opérer  sur  la  premiér(î  ligure  elle-même,  en  y  regardant 
comme  réelles  certaines  parties  (|ui  y  sont  imaginaires.  Par  exemple,  si  une  expression 
donnée  par  le  calcul,  pour  déterminer  un  point  sur  une  droite,  est  imaginaire,  ce  point 
sera  lui-même  imaginaire;  et  l'on  comiiKMlrait  une  faute  très-grave  en  construisant  ce 
j)oint  comme  si  son  expression  était  réelle.  [jV  point  ainsi  construit  n'apjjarlicndrait  point 
à  la  figure,  ni  à  la  question  |)roposée;  et  tous  les  résultats  déduits  de  la  considération  de 
ce  point  seraient  empreints  d'erreurs. 

Ainsi,  dans  chaque  système  de  diamètres  conjugués  de  riiyperbole,  les  directions  des 
deux  diamètres  sont  réelles  ;  mais  la  longueur  de  l'un  des  deux  diamètres  est  toujours 
imaginaire;  le  carré  de  cette  longueur  est  réel,  et  les  propriétés  générales  de  l'ellipse,  où 
n'entrent  que  les  carrés  des  diamètres  conjugués,  s'appliqueront  à  l'hyperbole  comme  à 
l'ellipse;  niais  celles  des  propriétés  dont  il  s'agit,  où  ces  longueurs  ne  sont  employées 
qu'au  premier  degré,  n'auront  plus  d'ai)plication  dans  l'hyperbole,  parce  que,  si  Ton  vou- 
lait construire  l'axe  imaginaire  de  l'hyperbole  en  le  supposant  réel,  on  commettrait  une 
erreur;  la  ligne  ainsi  construite,  et  le  point  qui  serait  son  extrémité,  n'appartiendraient 
pas  à  la  figure,  ni  à  la  question  proposée,  mais  bien  à  une  autre  figure  et  à  une  autre 
question. 

Ce  serait  une  chose  intéressante,  de  rechercher  les  rapports  et  la  corrélation  qui  peuvent 
avoir  lieu  entre  les  propriétés  de  deux  figures,  dans  l'une  desquelles  on  a  construit, 
comme  étant  supposées  réelles,  des  parties  qui  dans  l'autre  sont  imaginaires  '.  Tels 
sont  l'hyperbole  équilatère,  et  le  cercle  décrit  sur  son  axe  principal  comme  diamètre. 
Toute  corde  du  cercle,  perpendiculaire  à  cet  axe,  a  son  carré  réel  :  si  son  pied  sur  l'axe 
est  dans  l'intérieur  du  cercle,  cette  corde  a  aussi  sa  longueur  réelle;  mais  si  son  pied  est 
au  dehors  du  cercle,  cette  longueur  est  imaginaire,  bien  que  son  carré  soit  réel;  si  on  la 
construit  en  la  supposant  réelle,  son  extrémité  déterminera  un  point  qui  appartiendra  à 
une  hyperbole  équilatère.  Et  la  corde  en  question  jouira  de  propriétés  différentes,  suivant 
qu'elle  sera  prise  dans  le  cercle  ou  dans  l'hyperbole.  Par  exemple,  dans  le  cercle,  les 

*  Ce  qui  revient,  en  Analyse,  à  changer  V^Tl  en  V—l,  ou,  plus  généralement,  l'unité  en  l'une  de  ses 
racines,  dans  certains  termes  des  formules  appartenant  à  la  question  proposée. 
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dioiles  iiioïK'Os  do  rcxlrcniilé  de  la  corde  îiiix  deux  exlréinilés  dn  dinmclro,  foui  cnlic 
elles  un  iiii<rle  dioil;  ei ,  dans  riiypcihole,  ces  deux  droites  font  entre  elles  nn  iingle  de 
grandeur  vaiial)le. 

M.  Carnol  a  déjà  fait,  dans  son  Traité  de  la  Corrélation  des  figures  de  Géométrie,  et 
dans  sa  Géométrie  de  position ,  des  réflexions  sur  la  corrélation  des  figures  dont  nous 
parlons,  et  sur  celle  des  formules  algébriques  qui  leur  correspondent,  en  Analyse.  Mais 
l'objet  principal  des  travaux  de  cet  illustre  savant,  dans  cette  matière,  étant  la  corrélation 
des  liguies  qui  ne  dill'èrent  que  j)ar  de  simples  ebangements  de  signes  des  variables  elles- 
mêmes,  et  non  de  leurs  fonctions  dans  les  expressions  algébri(|ues,  la  corrélation  des 
figures  qui  diflërenl,  comme  nous  venons  de  dire,  en  ce  que  l'on  construit  dans  l'une, 
comme  étant  réelle,  une  expression  imaginaire  dans  l'autre,  cette  corrélation,  dis-je,  est 
un  objet  de  recbercbes  tout  nouveau ,  et  qui  nous  paraîtrait  susceptible  de  conduire  à 
quehjues  lois  générales  de  l'étendiic,  lesquelles  pourraient  accroître  la  puissance  des  doc- 
trines géométriques. 

Nous  citerons  encore  à  ce  sujet  le  célèbre  Lambert,  qui  a  fait  un  usage  très-curieux 
et  très-utile  des  rapports  imaginaires  déduits  de  la  comparaison  de  l'byjx'rbole  équilalère 
et  du  cercle  ayant  un  centre  commun;  et  qui  a  imaginé  une  espèce  de  trigonométrie 
byperbôlique,  au  moyen  de  laquelle  il  trouve  des  solutions  réelles  dans  des  cas  où  la 
trigonométrie  ordinaire  en  fournit  d'imaginaires,  et  récipro(juemcnt. 


NOTE  XXVII. 


(CINQIIKMR    ÉPOQUE,    §    23.) 


Sur  Vorigine  de  la  théorie  des  polaires  réciproqnes,  et  celle  des  mots 

PÔLE   et  POLAIRE. 

Après  que  Monge  eut  démontré,  dans  sa  Géométrie  descriptive,  que,  quand  le  sommet 
d'un  cône  eirconsciii  à  une  surface  du  second  degré  parcourt  un  i)lan,  le  j)lan  de  la  courbe 
de  contact  passe  toujours  par  un  même  point;  et  que,  quand  le  sommet  du  cône  parcourt 
une  droite,  le  plan  de  contact  passe  toujours  par  une  seconde  droite,  AIM.  Livet  et  Brian- 
elion  [lient  voir  que,  quand  le  sommet  du  cône  parcourt  une  surface  du  second  degré,  le 


iNOTKS.  r,71 

|iliin  (le  (.'onlacl  ciivclopiM'  iiiir  iiiilic  siii-riicc  du  scniihl  (Icf^n*.  (Mil  Ciiiiirr  dii  Joiiriinl 
(le  rtùolv  jioh/tn/iiiitiiir,  iiiiin'-c  ISdC».  ) 

Diiiis  le  iii('>ni('  IMi'iiiiiiiT,  ^1.  itiianciiitii  lil  u-siigc  «le  ci'llc  llirorii'  pour  driliiirc,  du 
l'aiiKMix  lliroivinc  de  Pasral  sur  riicva^^oiic  irisnii  aii\  (((iiiciiH's,  je  ilMMurriic  non  nioini 
l)('a(i  ni  n>uins  utile  sui'  riicxaf^onc  ciicousciil  à  une  c-onii|U(',  cl  ijni  i-onsislc  en  ce  (pu: 
los  Irais  <h'a</oii(il('s  (le  ici  licxat/onc,  <iiti  j(ii(/n('iit  ((vux  à  deux  ses  .soniinef.s  Ojiposi's ,  pas- 
sriif  jKU-  ini  tiK'nic  point.  Prciiiicr  r\('ni|>l('  d'un  U'I  usage  de  la  ihroric  dt's/>o/«/;r.s,  cl  dans 
lc(|ucl  se  préseulail,  d'une  manière  hien  leniaïquahie,  par  l'analogie;  de  ce  ihéoièiuc!  avec 
celui  de  Pascal,  la  (hialilr  des  (ijj:iM'es  planes. 

Ensuite  !MiM.  encontre  cl  deS(ain\illc  se  servirenl  de  celle  ihéorie  pour  faire  une  véri- 
laMe  transforuialion  de  ligure.  Il  s'agissait  de  circonscrire,  à  inie  coni(pu',  un  polygone  dont 
les  sommets  fussent  placés  sur  des  droites.  Ces  géomètres  remanpièrenl  (pu;,  d'a|)rès  la 
théorie  des  pôles,  ce  proMème  pouvait  èlrc  ramené  à  celui  où  il  s'agil  (l'inscrire,  à  une 
coni(]ue,un  polygone  dont  les  C(') tés  passent  par  des  points  donnés;  problème  qu'on  savait 
résoudre.  {Voir  Annales  ik  Mathématiques,  lom.  I"%  pag.  I^^  el  190)  '. 

C'est  dans  cet  excellent  recueil,  qui  a  si  |)uissammenl  contribué  depuis  vingt  ans  aux 
progrès  des  matliémaii(iues,  et  de  la  Céoméiric  pariiculièremenl,  cpie  les  dénominations 
tic  pôles,  plans /;o/rt//Y\s  et  droites  polaires,  qui  ont  facilité  l'usage  de  cette  tlicorie,  ont  pris 
naissance. 

M.  Servois  a  d'abord  appelé  pôle  d'une  droite,  le  point  par  où  passent  toutes  les  lignes 
de  contact  des  angles  circonscrits  à  une  conique,  et  qui  ont  leur  sommet  sur  la  droite; 
puis  M.  Gergonne  a  appelé  cette  droite  la  polaire  du  point;  et  a  étendu  ces  dénominations 
au  cas  de  l'espace.  (Voir  Annales  de  Malhéniatiques,  tom.  I'"'',  pag.  557,  cl  lom.  III, 
j)ag.  !297.)  Elles  ont  clé  adoptées  par  tous  les  géomètres  qui  ont  écrit  sur  les  surfaces  du 
second  degré. 

'  Nous  avons  donné  rbislori(iue  de  ce  problème  dans  la  Noie  XI. 
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NOTE  XXVIII. 


(cinquième    ÉPOQIE,    %   27.) 


Gènévalisatwn  de  la  théorie  dea  projeclions  sféréofiraphiques.  —  Surface 
du  second  degré  tangente  à  quatre  autres. 

Les  deux  ihôorènics  dont  on  fait  usage  dans  la  ihéoriedes  projections  stéréographiques, 
considérée  comme  méthode  de  recherche,  deviennent  les  suivants,  dans  cette  théorie  géné- 
ralisée comme  nous  l'avons  dit,  c'est-à-dire,  quand  on  prend  le  lieu  de  l'œil  en  un  poini 
quelconque  de  l'espace  : 

Si  l'oh  fait  la  perspective  d'une  surface  du  second  de(jré  sur  un  plan  quelconque,  l'œil 
étant  placé  en  un  point  de  l'espace,  pris  arbitrairement  au  dehors  de  la  surface  : 

I"  Los  projections  des  courbes  planes  tracées  sur  la  surface  seront  des  coniques  ayant 
toutes  un  double  contact,  réel  ou  iinar/inaire,  avec  une  conique  unique,  qui  sera  lapei^spec- 
tive  du  contour  apparent  de  la  surface; 

2"  Le  pôle  de  la  corde  de  contact  de  chaque  conique  avec  la  conique  unique  sera  la  pro- 
jection du  sommet  du  cône  circonscrit  à  la  surface,  suivatit  la  courbe  plane  dont  celte  pre- 
mière conique  sera  la  projection. 

A  ces  deux  premiers  principes,  il  sera  utile  de  joindre  ce  troisième  : 

Les  projections  de  deux  droites,  polaires  réciproques  par  rapport  à  la  surface,  sont  deux 
droites  dont  chacune  passera  par  le  pôle  de  l'autre,  ces  pôles  étant  pris  par  rapport  à  la 
conique  unique. 

An  moyen  de  ces  trois  théorèmes,  on  parvient,  avec  une  facilité  extrême,  à  la  découverte 
des  nombreuses  propriétés  d'un  système  de  coniques  inscrites  à  une  même  conicpie 
uni(pie;  et  il  n'est  besoin,  pour  ainsi  dire,  d'aucune  démonstration,  parce  qu'il  suffit  de 
contempler  dans  l'espace,  et  de  traduire  sur  le  plan,  les  relations  apparentes  des  courbes 
tracées  sur  la  surface  du  second  degré. 

De  cette  théorie  des  coniques  décrites  sur  le  plan,  il  est  facile  de  s'élever  à  la  théorie 
analogue  dans  l'espace,  cest-à-dirc  aux  propriétés  d'un  système  de  surfaces  du  second 
degré,  inscrites  à  une  même  surface  unique  du  second  degré.  >'ous  appelons  surfaces 
inscrites  l'iuie  à  l'autre,  deux  surlaces  se  louchant  suivant  toute  l'étendue  d'une  courbe. 
Pour  deux  surfaces  du  second  degré,  cette  courbe  de  contact  est  plane. 

On  |unvient  ainsi  à  de  nombreuses  |)ropriélés  des  surfaces  du  second  degré, et  à  la  solu- 


INOTKS.  .17r> 

(ion  (11111  grand  nonihic  de  (|ii('s(i(»ns  rcliilivcs  iin\  coniiicls  (h;  ces  snrfnccs,  ri  doni  lonics 
celles  <|iii  l'onconienl  les  conlncls  des  sphères  sont  d<'s  eus  |»)irlii,'uliers.  Kl  ee  (pie  celU; 
lliéorie  peut  olVrir  d(^  siilisriiisanl  aux  géoiiièlres  (pii  iiinieiil  à  reelierelier  la  pins  grande 
généralisalion  p()ssilde,e'esl  «pie  lonles  ces  (piesiions  ne  sonl  i'Iles-niènies,  dans  leur  géné- 
ralité, «pie  les  eorollaires  «l'une  seule,  «pii  les  e()ni|)reml  lonles  «lans  son  énoncé  cl  dans  sa 
solution;  la  voici  : 

Puom.i-Mi:.  Ef<int  données  qualre  sui/'accs  du  strond  dot/ri',  inscrifcx  à  une  même  surface 
du  second  det/ré  K,  décrire  une  surface  du  même  deijré  <fui  louche  les  <juulre  premières,  el 
qui  soil ,  comme  elles,  inscrite  à  la  surface  K. 

La  solution  de  ce  problème  esl  extrèincnicnt  siniple;  mais,  pour  la  présenter  avec  ncl- 
lelé  el  précision,  il  nous  sera  utile  (radmcltrc  «piehpies  délinitions  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  <lcgré  sont  inscrites  à  ime  même  surface  du  second 
dciïré,  elles  se  cou|)ent  suivant  dctix  courbes  planes,  réelles  ou  imaginaires,  mais  dont  les 
plans  sont  toujours  réels;  nous  appellerons  ces  plans,  par  analogie  avec  la  dénomination 
d'axes  de  symplose  dans  les  com'(jues,  plans  de  si/mplose  des  deux  surfaces. 

Les  deux  surfaces  jouissent  aussi  de  la  propriété  (ju'on  peut  leur  circonscrire  deux 
cônes  du  second  degré,  réels  ou  imaginaires,  mais  dont  les  sommets  sont  deux  points  tou- 
jours réels.  Nous  nous  servirons,  pour  désigner  ces  deux  points,  de  l'expression  i\c  centres 
dliomologie  des  deux  surfaces,  employée  par  M.  Poncelet. 

Nous  appellerons  droite  de  sijniptose  des  deux  smi'aces,  toute  droite  comprise  dans  Tmi 
de  leurs  deux  plans  de  symplose,  et  plan  d'/iomologie,  tout  plan  mené  par  l'un  de  leurs 
deux  centres  d'bomologie. 

Maintenant,  concevons  trois  surfaces  du  second  degré,  inscrites  aune  même  surface 
du  même  degré  :  elles  auront,  deux  à  deux,  deux  plans  de  symplose;  en  tout  six  plans  de 
symptose. 

On  démontre  que  ces  six  plans  passent,  trois  par  trois,  par  quatre  droites  ;  et  que  ces 
quatre  droites  concourent  en  un  même  point  de  l'espace. 

De  sorte  que  les  six  plans  de  symplose  sont  les  quatre  faces  au  sommet,  et  les  deux 
plans  diagonaux  d'une  pyrann'de  quadrangulaire. 

Nous  dirons  (pie  chacune  des  quatre  droites  par  lesquelles  passent,  trois  à  trois,  les  six 
[)lans  de  symptose,  est  une  droite  de  symplose  conimune  aiw  trois  surfaces;  et  qu'un  point 
quelconque  de  l'une  de  ces  quatre  droites  est  un  point  de  sijmptose  commun  aux  trois  sur- 
faces. 

Considérons  les  centres  d'bomologie  des  Irois  surfaces  :  prises  deux  à  deux,  elles  en  ont 
deux;  ce  qui  fait  six  centres  d'bomologie. 

On  démontre  que  ces  six  centres  d'homologie  sont,  trois  par  trois,  sur  quatre  droites,  et 
que  ces  quatre  droites  sont  dans  un  même  plan. 

De  sorte  que  les  six  centres  d'bomologie  sont  les  quatre  sommets  el  les  deux  points  de 
concours  des  c(')lés  opposés  d'un  quadrilatère. 

Nous  appellerons  droite  d'honioloyie  conimune  aux  trois  surfaces,  chacune  des  quatre 
droites  sur  les(|uelles  sont,  trois  à  trois,  les  six  centres  d'bomoloa,ie  dvs  trois  surfaces,  et 
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phm  d'honioluf/it'  ('01111111111  ;Mi\  trois  Miiliiccs,  (oui  |)l;iii  iik/k';  p.'ir  riiiic  de  ces  fuiatrc 
droites. 

Concevons  (jiialre  surfaces  du  second  degré,  inscriles  ii  une  même  surlace  du  second 
degré. 

On  démontre  <|ue  ces  qunlre  surfaces  ont  huit  points  de  si/mptosc  (jui  leur  sont  com- 
muns; c'csl-à-dire  i\yx\\  existe  dans  resjiace  huit  points,  dont  chacun  se  trouve  sur  un  plan 
de  sym|)lose  de  cha(|ue  comhinaison  des  quatre  surfaces  deux  à  deux. 

De  sorte  que  chacim  de  ces  huit  points  est  le  point  dintcrseclion  comniun  à  six  des 
douze  plans  de  symptose  qu'on  ohtienl  en  comhinanl  les  quatre  surfaces  deux  à  deux. 

De  mènïc,  on  démontre  (|ue  les  quatre  surfaces  ont  huit  plans  d'/iotnolofjie  communs; 
c'est-à-dire  qu'il  existe  huit  i)lans,  dont  chacun  passe  par  un  centre  d'homologie  des  quatre 
surfaces  prises  deux  à  deux. 

De  sorte  que  chacmi  de  ces  huit  plans  contient  six  des  douze  centres  d'homologie,  (pi'on 
ohtient  en  comhinant  les  quatre  surfaces  deux  à  deux. 

Tout  ceci  admis,  nous  pouvons  donner  un  énoncé  facile  de  la  solution  du  prohième 
proposé. 

Première  solution.  On  construira  les  huit  plans  d'homologie  comtuuns  aux  quatre  sur- 
faces, cl  leurs  huit  points  de  sj/mptose  communs. 

On  prendra,  pai-  rapport  à  l'une  quelconque  A  des  quatre  surfaces,  les  pôles  des  huit 
plans  d'homologie,  et  l'on  joindra,  par  une  droite,  chacun  de  ces  pôles  à  chacun  des  huit 
points  de  symptose;  on  aura  ainsi  soixante-quatre  droites,  qui  rencontreront  la  surface  A 
en  cent  vingt-huit  j)oints,  dont  chacun  sera  h'  point  de  contact  d'une  surface  cherchée  avec 
la  surface  A. 

Seconde  solution.  Après  avoir  construit,  comme  pour  la  première  solution,  les  huit  points 
de  symptose,  et  les  huit  plans  d'homologie  communs  aux  quatre  surfaces,  on  prendra  les 
plans  polaires  de  ces  huit  points  de  symptose,  par  rapport  à  l'une  (|uelconque  A  des  quatre 
surfaces;  ces  huit  plans  polaires  rencontreront  chacun  des  huit  plans  d'homologie  suivant 
huit  droites;  on  aura  ainsi  soi\ante-(|uatre  droites,  |)ar  chacune  descjuclles  on  mènera 
deux  plans  tangents  à  la  surface  A.  Chaciue  point  de  contact  des  cent  vingt-huit  plans 
tangents  ainsi  menés,  sera  le  point  où  l'une  des  surfaces  cherchées  loucheia  la  surface  A. 

On  voit,  par  chacune  de  ces  deux  constructions,  que  le  prohleme  admet,  dans  sa  plus 
grande  généralité,  cent  vingt-huit  solutions. 

Il  est  utile  de  remanjuer,  pour  la  discussion  des  cas  particuliers,  très-nombreux,  ren- 
fermés dans  ce  problème  général,  et  pour  les(juels  le  nombre  des  solutions  peut  diminuer 
considérablement,  que  ces  solutions  sont  données  seize  à  seize  par  chaque  plan  (riiomo- 
logie,  ou  par  chaque  point  de  symptose  commun  aux  trois  surfaces.  De  sorte  qu'il  s'éva- 
nouira autant  de  fois  seize  solutions,  (|u'il  maïKjuera  île  plans  d'homologie,  ou  de  points 
de  symptose  conmmns  aux  quatre  surfaces. 

Par  exemple,  si  les  quatre  surfaces  sont  des  sphères,  elles  n'auront  (pi'un  point  de 
symptose  (c'est  le  point  (jue  M.  Gaultier  a  appelé  centre  7-adical  des  (juatre  sphères).  11  n'y 
aura  donc  que  seize  solutions. 
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Il  |HMi(  piiinilii'  ridiiiiiml ,  un  proinior  .ihord,  «iiic  (jiinln'  splirn-s,  silures  (riinc  mnnirro 
<|ii(>lc()ii(|ii<>  (liiiis  r<'s|)ii(-(\  cl  iiiic  ('iii(|iiirrii('  i|iii  leur  scniil  l;iiigciilc,  soirril  i-onsiiir-n'-cs 
coniinc  (-iiH|  siirliiccs  du  second  dc^ic,  inscrites  h  inic  incnic  snrfiicc  nni(|nc  du  nicnic 
tlej^rc.  IMiiis  il  csl  facile  d'en  voir  la  niison. 

Une  sinliiec  du  second  dcj!;ré,  doni  nn  des  a\es  dcvieni  nid,  se  rcdnil  à  inie  coni(|nc; 
lonl(>  aiilre  snrl'ace  dn  second  dcf^ié,  passanl  par  celle  conicpie,  la  lonclic  en  Ions  ses 
poinls,ei  pcnl  èlre  regardée  connne  lui  clani.  circonscrile.  Donc  plusieurs  surfaces  du 
second  de};ré,  (pii  passent  par  uni  niénie  coni(pie,  jouissonl  des  propriétés  d'un  système; 
(l(>  stnïaces  eireonscrites  à  inio  même  surface  du  second  degré;  celle  surface  ayant,  dans 
ce  cas,  l'ini  de  ses  axes  nuls  cl  se  rétiuisani  à  une  conicpic. 

Hemarcpions  (|ue  le  plan  de  celle  coni(pie  csl,  par  ra|)p()rl  à  deux  (|uclcon(pies  des 
surfaces,  uu  plan  de  symplose,  cl  (|ue  la  conicpie  pcul  «Icvenir  imaginaire,  (pioicpic  ce 
plan  rcsle  réel;  on  en  conelnl ,  par  le  principe  dviontinuitù,  ou  des  relations  contiuffentes, 
(pie  plusieurs  surfaces  du  second  degré,  (pii  onl  un  plan  de  syinptosc  comnnni,  peuvent 
être  considérées  comme  autant  de  surfaces  inscrites  à  une  même  surface  du  second  degré. 

Maintenant  on  peut  supposer  que  le  plan  de  symplose,  conmnm  aux  surfaces,  soii  à 
Tinlini;  alors  les  surfaces  seront  semblables  et  scmblablement  placées.  Donc  plusieurs 
surfaces  du  second  degré,  se)iihl((bles  entre  elles  et  semblablement  placées,  peuvent  être 
considérées  comme  un  système  de  surfaces  du  second  degré ,  toutes  inscrites  à  une  même 
surface  unique,  du  même  degré. 

Ainsi  il  est  démontré  que  les  solutions  que  nous  avons  données  d'une  surface  du  second 
degré,  langcnle  à  quatre  autres  et  inscrite,  comme  elles,  à  une  même  surface  du  même 
degré,  s'appliquent  à  la  consiruclion  d'une  splière  tangente  à  quatre  autres,  et  plus  géné- 
ralement d'une  surface  du  second  degré  tangente  et  homotliéti(jue  à  quatre  antres. 


NOTE  XXIX. 


(cinquième  époque,  §  30.) 


Démonstration  d'un  théorème  d'où  résulte  le  principe  de  dualité. 

Le  théorème  en  question  ne  peut  pas  se  déduire,  comme  dans  le  cas  des  figures  planes , 
des  propriétés  des  figures  supplémentaires  tracées  sur  la  sphère;  mais  sa  démonstration 
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(liicclc  (x|  cMirinomciil  facile.  Kllc  repose  sur  celle  proposiiioii  de  (Jéornéirie  ('lénieii- 
liiiie  ;  Si  (riin  poiiil  (i\e  on  mène  des  inyoïis  aii\  (liiï(''renls  points  d'un  plim,(|ne  sur- 
»  ces  rajoiis  (on  bien  sur  leurs  prolougeincnls)  ou  porte,  à  partir  du  point  five,  des 
»  lifrnes  proportionnelles  aux  valeurs  inverses  de  ces  rayons,  les  extrémités  de  ces  lignes 
»  seront  sur  une  sphère  qui  passera  par  le  point  fixe,  et  qui  aura  son  centre  sur  la  per- 
>'    pcridieulaire  abaissée  de  ce  point  sur  le  plan.   » 

Il  résulte  de  là  que  les  plans  menés  par  les  extrémités  de  ces  lignes,  per[)endi(ulaire- 
ment  aux  rayons,  |)asseront  tous  par  un  même  point  situé  sur  cette  perpendiculaire, 
lequel  sera  l'extrémité  du  diamètre  de  la  sphère. 

Pour  un  autie  plan,  on  aura  un  autre  point  correspondant. 

11  faut  prouver  maintenant  que  si  plusieurs  plans  passent  par  un  même  point,  leurs 
points  CORRESPONDANTS  seront  sur  un  même  plan.  Or,  à  chacun  de  ces  plans  correspondra 
une  sphère,  et  toutes  ces  sphères  passeront  par  un  môme  point  0  situé  sur  la  droite  me- 
née du  point  fixe  S  au  point  d'intersection  de  tous  les  plans. 

La  droite  SO  est  donc  une  corde  connnune  à  toutes  les  sphères;  par  conséquent  le 
plan  perpendieidaire  à  cette  droite,  mené  par  le  point  0,  passera  par  l'extrémité  du  dia- 
n)èire  de  chaque  sphère,  issu  du  point  S.  Or  rcxtrémité  de  ce  diamètre  est,  sur  chaque 
sphère,  le  point  correspondant  au  plan  auquel  cette  sphère  correspond;  donc  tous  ces 
points  correspondants  sont  sur  un  même  plan.  Ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Il  suit  de  là  que  les  figures  construites  dans  l'espace,  conmie  nous  l'avons  dit  dans  le 
texte  de  cet  écrit,  jouiront  des  propriétés  de  la  dualité,  comme  celles  dont  la  construc- 
tion sur  le  plan  avait  résulté  des  figures  supplémentaires  de  la  sphère. 


NOTE  XXX. 


(cinquième  époque,  §  31.) 


Sui'  les  courbes  et  sttrfaces  réciproques  de  Monge.  —  Généralisation 

de  cette  théorie. 

Voici  quelles  sont  ces  courbes  et  ces  surfaces  réciproques  : 

X,  y  étant  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  plane ,  celles  du  point  correspon- 
dant de  la  courbe  réciproque  sont  x'  =  p,  y'  =px —  y,  p  étant  égal  à  •^.  La  récipro- 
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filr  (les  «Umi\  rtuirhcs  coiisislc  en  ce  (|iif  la  piciiiirrr  sr  luriiic  de  l;i  scrdiidc,  i-oiiiiiii* 
l'clli'-t'i  sVsl  lorm»'»'  de  la  |)r<'mii''iT.  (  \ Oii'  i'.onvsjHmdanca  sur  l'Iùolr  /xtlijtctlinii^ui', 
loin.  1'^  paji;.  77),  ami.  180:;.  ) 

Lo  Mêiuoirc  iW  IMoiig»',  .s(//'  /«'.s  snr/acrs  riripruiiucs,  se  iroiivr  iii(li(|iir  dans  une  liste 
(le  ses  tlilVén'nls  IMiMuoires,  piacrc  an  connncncrrncnl  de  son  Ajtpliiation  de  rAnnlifse  à 
la  (ivoinéln'c  (troisième  édil.,  ann.  IHOD).  Il  devait  l'aire  pallie  des  !\l«''inoires  de  rinsliint 
(année  180S);  mais  je  erois  qn'il  n'a  point  été  pnidié.  An  titre  de  ee  Mémoire  est  jointe, 
en  ces  termes,  la  délinilion  des  .si//-/r»(e.s  rëiiprofjiirs  : 

«  X,  y,  z  étant  les  coordonnées  d'un  point  il'nne  surface  eourhc,  pour  lecpiel  on  a 
»  l'équation  difl'érenlielle  dz  =  pdx  -+-  r/f///,  les  coordonnées  x',  //',  z'  d(!  son  ()oint  révi- 
»    proquc  ont  pour  expressions 

^'  =  Pi    !/'  =  '/»     z' =  px -y- qy  —  z. 

»  Le  lieu  de  tous  ces  points  réciproques  est  la  surface  réciproque  de  la  surface  pro- 
»  posée.  La  réciprocité  de  ces  deux  surfaces  consiste  en  ce  (pic  la  première  surface  est 
»  le  lieu  des  points  récipro(iues  de  la  seconde ,  comme  la  seconde  est  le  lieu  des  points 
»   réciproques  de  la  première.  » 

C'est-à-dire  que  les  valeurs  de  x,  y,  z  en  x,  y',  z'  auront  la  même  forme  que  celles  de 
x\  </',  z'  en  X,  y,  z.  Et  en  efl'et  on  trouve 

X  =  p',     y  =  q',     z  =  p'x'  -4-  q'y'  —  z'. 

On  reconnaît,  à  l'inspection  de  ces  formules,  que,  à  chaque  plan  tangent  de  la  première 
sur/ace,  correspond  an  point  de  la  seconde  ;  et  que,  quand  ces  plans  tangents  passent  par 
un  même  point,  ces  points,  qui  leur  correspondent ,  sont  sur  un  même  plan. 

En  effet,  le  plan  tangent  au  point  (x,  y,  z)  de  la  première  surface,  est  déterminé  par  les 
valeurs  des  coordonnées  de  ce  point  et  les  valeurs  des  deux  coelficients  différentiels  p  et  q. 
Ces  valeurs  donnent  aussi  la  position  du  point  {x',  y',  z)  qui  correspond  à  ce  plan  tangent. 

Maintenant,  si  ce  plan  tangent,  dont  l'équation  est 

z-Z==p{x-X)  +  q{y-Y), 

passe  par  un  point  fixe  (a,  ê,  y),  on  aura,  entre  les  coordonnées  de  son  point  de  contact 
(x,  y,  z),  la  relation 

z  —  y  =p  [x  —  «)  -+-  9  (2/  —  S). 

Substituant  dans  celle  équation  les  valeurs  de  x,  y,  z  en  x',  y',  z',  p'  et  q',  on  a 

z'  -y-  'y  =  olx'  -4-  êy', 

équation  d'un  plan  ,  comme  il  fallait  le  trouver. 

Ainsi  les  surfaces  réciproques  de  Monge  peuvent  être  considérées  comme  des  trans- 
formées l'une  de  l'autre  suivant  le  principe  de  dualité. 

48 


r,7S  iNOTES. 

Km  cfrcl,  CCS  surfaces  sont  (ont  si/nftlentcnt  polaires  réciproques  par  rupporl  au  para- 
/joluïde  de  révolution  (piia  pour  ùipiation 

X*  -4-  »/'  =  a. 

Celle  construction  géométrique  des  surfaces  de  Monge  fait  voir  qu'elles  ne  sont  qu'un 
cas  particulier  d'une  classe  généiale  de  surfaces  réciproques,  qu'on  j)cul  exprinjci"  analyti- 
quement  comme  celles-là,  et  qui,  considérées  géométriquement,  sont  des  polaires  réci- 
proques par  rapport  à  une  surface  du  second  degré  quelconque. 

Il  est  à  regretter  que  le  Mémoire  de  Monge  n'ait  pas  été  publié.  Il  eût  été  intéressant 
de  connaître  la  voie  qui  l'a  conduit  à  l'invention  de  ses  surfaces  réciproques ,  et  préci- 
sément de  celles  dont  l'expression  analytique  est  la  plus  simple  paimi  une  infinité  d'au- 
tres ;  de  savoir  si  c'est  la  théorie  des  pôles  dans  les  surfaces  du  second  degré  qui  a  guidé 
ce  grand  géomètre,  et  surtout  quel  usage  il  faisait  de  la  considération  de  ses  surfaces 
réciproques. 

Nous  savons  que  les  courbes  récipi^oques  lui  ont  offert  un  moyen  de  ramener  aux 
quadratures  l'intégration  des  équations  différentielles  à  deux  variables ,  de  la  forme 
y=xF  {p)  +  f{p],F  et  /"étant  des  fonctions  quelconques  de  p=  ^  • 

D'après  cela,  il  est  naturel  de  penser  que  Monge  a  imaginé  pour  le  même  usage  les 
surfaces  réciproques;  et  qu'elles  lui  ont  servi  à  intégrer  les  équations  aux  différences 
partielles  à  trois  variables. 

En  effet,  on  reconnaît  qu'elles  peuvent  être  propres  pour  cet  usage. 

Soit,  par  exemple,  à  intégrer  l'équation  aux  différences  partielles 

F(.r,  jy,  z,p,q)  =  0. 

On  la  regardera  comme  appartenant  à  une  surface  A,  c'est-à-dire,  que  son  intégrale  serait 
l'équation  de  la  surface  A. 

A  l'équation  différentielle  proposée  correspondra  une  équation  appartenant  à  une  sur- 
face A'  réciproque  de  A;  cette  équation  sera 

¥{p',q',p'x'  +  q'y'-z',x\y')  =  0. 

Si  cette  équation,  qui  est  différente  de  la  proposée,  est  intégrablc,  on  obtiendra  par 
l'intégration  une  équation  f(x',  y',  z')  =  0,  qui  sera  l'équation  finie  de  la  surface  A'. 

On  passera  de  celte  équation,  par  la  voie  de  l'élimination,  à  l'équation  de  la  surface 
réciproque  de  A',  qui  sera  la  surface  A;  cette  équation  sera  donc  l'intégrale  de  l'équation 
proposée. 

Si  ré(pjalion  proposée  contenait  les  coefficients  différentiels  du  second  ordre  : 

_(Pz        _  dfz         _fPz 
f/x*  flrdy  r/?/* 


iNoriis.  r>7!) 

Ih  mrlhodc  serait  l:i  même.  (  )ii  passcriiil  ;i  IV'(|iiiili(»ii  (lilïV'n'UlirlIc  cii.i  ',  //',  z' ,  //,  ((' ,  r',  s' ,  t' , 
vu  iTiiipliiriiiK  les  coclliciiMils  ililVrrctilicIs  /*,  s,  t,  piir  li'drs  cxprcï^hions  vu  foricliuii  (1<- 
>•',  s',  t'.  On  iroiivo,  pour  ces  cx|U'('ssions  ; 


t' 

s 

= 

— 

8' 

r' 

r't'  —  s" 

r't'  —  s'* 

rr->"' 

t 

*•' 

s 

rt  —  s* 

ri  —  .s'* 

rt  —  s' 

el,  l'Ccipiixiuoniciil  : 

r' 


On  ngirait  de  luvmv  pour  des  équations  aux  différences  partielles  d'iuj  ordre  supérieur. 

Mais  ce  procédé  d'intégration  ne  parait  |)as  pro|»re  à  prociuer  des  intégrales  générales, 
admettant  les  Ibnelions  arbitraires  que  eoinporle  réipialion  dillérenliclle  proposée.  Car 
si  Ton  l'aisail  entrer  ces  Ibnelions  arbitraires  dans  rinlégration  de  l'écpialion  en  x',  //',  z', 
qui  représente  la  surface  A',  elles  empêcheraient  d'en  déduire,  par  la  voie  de  l'élimination, 
I  Ciiualion  de  la  surface  réciproque  A. 

"  Le  calcul  de  ces  expressions  est  facile. 

Que  Ton  ditlérentie  l'équation  a;  —  p',  puis  réciuation  y  =  5',  par  rapport  à  a;  el  à  y  successivemonl,  en 
regardant  p'  el  q'  comme  fondions  de  x'  et  y\  on  aura  les  quatre  équations  : 

dp'  dx'  dp'  dij' 

dx'  dx  dy'  dx  ' 

dp'dx^  dp'  dy' 

dx'  dy  dy'  dy  ' 

dq'  dx'       dn'  dii' 

0=  — h—  —  , 

dx'  dx       dy'  dx 

dq'  dx'       dq'  dy' 

dx'  dy        dy'  dy  ' 


Or , on  a 


et 


dx'       '  '    dy'       dx'       *  '     dy'         ' 

dx'       dp  dy'       dq  dx'       dp  dy'       dq 

dx        dx         ^      dx       dx         '      dy        dy         '      dy        dy 

Les  quatre  équations  ci-dessus  deviennent  donc 

1  =  r'r  ■+■  s' s , 
0  =  r's  -4-  s't , 
0  =  s'r  -+-  t's , 
i  =s's  -h  l'I. 

De  CCS  équations,  on  lire  les  valeurs  der,A,  (,  en  fonction  de  r',  s' ,  t'\  et  réciproquement. 


580  NOTES. 

Celle  (lidicnllc  doii  Caire  legreUer  vivement  que  le  travail  de  Moiige,  qui  avait  d«''jà  tar»l 
('oiilril)ué  aux  progrès  de  la  seicnee  dans  ce  genre  d'Analyse  si  épineuse,  ne  nous  soit 
point  parvenu. 

Nous  avons  dit  que  les  surfaces  réciproques  de  Monge  étaient,  parmi  les  surfaces  po- 
laires réciproques ,  celles  dont  l'expression  analytique  était  la  plus  simple.  Nous  devons 
njouler  qu'il  est  une  autre  espèce  de  surfaces  récipro(pies,  analogues  à  celles  de  Monge, 
(pii  sont  d'une  égale  simj)licilé  dans  leur  expression  analyti(iue,  mais  qui  ne  font  point 
partie  des  surfaces  polaires. 

Voici  les  relations  de  ces  nouvelles  surfaces  récipioques  : 

X,  y,  z  étant  les  coordonnées  d'un  point  d'une  première  surface,  et  x' ,  ij' ,  z'  les  coor- 
données du  point  correspondant  de  la  surface  réciproque,  on  aura 

^'  =  7'    .!/'  =  — ;^'    z'  =-  —  px  —  qy  -\-  z, 
et 

a;  :=(/',     y= — p\     z  =  —  p'x'  —  q'y'-^z. 

Ces  formules  pourront  servir,  comme  celles  de  Monge,  pour  l'intégration  des  équations 

aux  différences  partielles  ;  et  il  pourra  arriver  qu'elles  conviennent  dans  des  cas  où  les 

autres  ne  conviendraient  pas,  c'est-à-dire,  ne  conduiraient  pas  à  une  équation  intégrablc. 

Car  l'équation  proposée  étant 

F(x,  y,  z,/j,9)  =  0, 

on  la  transforme,  par  les  formules  de  Monge  en  celle-ci  : 

F (p,  7', p V -4- qry  _  z', X',  y')  =  0 ; 

et,  par  les  nouvelles  formules ,  en  la  suivante  : 

F  (7',  -  p\  -  p'x'  -  q'y'  -+-  z,  -  y',  x')  =  0. 

11  est  possible  que  cette  seconde  équation  se  prête,  plus  facilement  que  la  précédente,  aux 
méthodes  d'intégration. 

Les  relations  des  coefficients  différentiels  du  second  ordre  sont  aussi  simples  que  dans 
les  formules  de  Monge.  On  les  obtient  en  différentiant  successivement  les  deux  équations 
X  =  f/',  y=  —  p',  j)ar  rapport  à  x,  puis  par  rapport  à  y,  et  en  regardant  q'  et  p'  comme 
fonctions  de  x'  et  y'.  On  a  ainsi  quatre  équations ,  dont  trois  comportent  la  quatrième , 
et  d'où  l'on  tire  les  expressions 

r  s  t 

r'  = -,       .s'  = -,      r=- 


rt  —  s*  rt  —  s*  rt  —  s* 

et 

r'  s'  _  t' 


r't'  -  s"  r't'  —  s'»  r'f—  s" 
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INos  noiivollcs  siirliurs  iTri|in)(|iM's  oui  vutiv  rllcs,  comiiM'  ccllrs  de  Mongr,  uiic  nliiiion 
gôoin('>li-i(|ii(>  (in'oii  peut  (>\|ii'iin('r  de*  (livctses  inaitiùres. 

Nous  nous  bornerons  i\  présenter  h  suiv.uile  : 

Ihii'  siirf'acv  ('•tant  donncf,  on  pourin  lui  iniprinicr  un  monri-tHcnt  in/ininènit  pclil ,  Irl 
que  loti  plans  nornianx  (in.r  directions  <iuv  prendront  ses  différents  points ,  pendant  <e  mou- 
vement,  seront  pr(>cisénient  les  plans  tanf/ents  à  la  surface  m'cn'HoyiiE; 

Le  nionrement  à  imprimer  sera  le  résultat  des  deux  mouvements  élémentaires  simultanés, 
dont  le  premier  sera  de  rérolution  autour  de  l'axe  des  z  ret/ardé  comme  fixe,  et  le  second 
de  translation  dans  la  direction  de  cet  axe. 

Les  surfilées  réci|)roqnes  de  IMonge,  et  les  nouvelles  dont  nous  venons  de  doruier  l'ex- 
pression analytique  et  la  eonstruetion  f!;éoiuétri(|ue,  sont,  les  inies  et  les  autres,  des  eas 
parlieuliers  de  surlaees  d'iuic  expression  aualyii(|ue  beaucoup  |)lus  générale,  et  dont  la 
considération  pourra  servir,  comme  ces  premières,  -h  rinlégration  des  équations. 

Voici  quelles  sont  les  formules  générales  qui  coriespondent  à  ces  surfaces  : 

x,y,  z,  étant  les  coordonnées  d'un  |)oint  de  la  première  surface,  ctyj,  q  les  deux  coeffi- 
cients dilTérentiels 

dz      dz 
dx     dy  ' 

les  coordonnées  du  point  réciproque  de  la  seconde  surface  seront 

A'"  [px  -^  qy—z)-^  A"  —  A'q  —  Ap 


X  = 


(i) \  y'  = 


Z-  =  *" 


D'"  {px-^qy  —  z)-^  D"  —  D'^  —  Dp 
B'"  {px  -h  gy  —  z)-^  B"  —  B'q  —  Bp 
D'"  [px  ^qy  —  z)-\-  D"  —  D'q  —  Dp 
C"  {px  H-  qy  —  z)  -t-  C"  —  C'q  —  Cp 


D"' (px -+- 7?/ —  z) -+- D"  —  D'7  —  Dp  ' 

A,  B,  C,  D;  A',  B',  C,  D';  A",  B",  C",  D"  et  A'",  B'",  C",  D'",  étant  des  coefficients 
arbitraires. 

Et  l'on  a,  réciproquement  : 

_  D     {p'x'  H-  q'y'  —  z')  H-  C     —  Bq'     —  Ap' 


(2) !/  = 


D'"  {p'x'  -H  q'y'  —  z')  -f-  C"  —  B"'q'  —  A"'p' 
D'    {p'x'  -t-  q'y'  —  z')  h-  C    —  B'q'    —  k'p 


z  = 


D'"  {p'x'  -+-  q'y'  —  z')  -+-  C"  —  B"'q'  —  k"'p' 
D"  {p'x'  -t-  q'y'  —  z')  -\-  C"  —  B'q'  —  k"p' 


D"  {p'x'  -»-  q'y'  —  z')  -\-  C"  —  B"'q'  —  k"'p' 
Les  expressions  de  p',  q,  en  x,  y,  z,  et  celles  de  p,  r/,  en  x',  y',  z',  sont  d'im  calcul 
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assez  long.  Pour  les  former,  nous  représenterons  par  le  symbole  (A'  B"  G")  le  polynôme 

A'  (B"C"'  —  B"'C")  -t-  A"  (B"'C'  —  B'C")  -+-  A'"  (B'C"  —  B"C')  ; 

par  (B'  C"  A'")  ce  que  devient  ce  polynôme  quand  on  y  change  A'  en  B',  B"  en  C",  C" 
en  A'";  et  ainsi  des  divers  autres  polynômes  semblables,  faits  avec  les  seize  coefficients 
A,  B,  C,  D;  A',  B',  C,  D';  A",  B",  C",  D"  et  A'",  B",  C",  D'",  pris  trois  à  trois.  On  aura, 
d'après  celte  notation  abrégée,  les  expressions  suivantes  de/>',  </',/)  et  q  : 


(1) 


,_       [WC'D'")  X  —  (B"C"'D)  y  -+-  (B'"CD')  z  —  {BCD") 
^  "  ~  (D'A"B"')  X  —  (D"A"'B)  y  h-  (D"'AB')  z  —  (DA'B") 
(C'D"A"')  X  —  (C"D"'A)  y  -t-  (C"'DA')  z  —  (CD'A") 


(2)  . 


7  = 

P  = 
7  = 


(D'A"B"')  X  —  (D"A"'B)  y  ■+-  (D"'AB')  z  —  (DA'B") 

(B'C'D"')  x' -  {C'\i"K"')tj'  -t-  (D'A"B"') z'  -  (A'B"C'") 
(B"'CD')  x'  —  (C"'DA')  ij'  -+-  (D"'AB')  z' —  (A"'BC') 
(BC"D'")  x'  — (CD"A'")y'  -h  (DA"B'")  z' —  (AB"C") 
(B'"  CD'  )  x'  —  (C'DA')  y'  -h  (  D"'AB'  )  z'  —  {A"'BC') 


Pour  mieux  apercevoir  les  rapports  qu'ont  entre  elles  les  expressions  de  p',  q',  /?,  ry, 
représentons  par  les  lettres  a,  b,  c,d;  a',  b',  c',  etc.,  les  différents  polynômes  qui  sont  les 
coefficients  de  ces  expressions;  de  manière  que  Ton  ait  ; 

a    =      (B'C'D"'),  6     =  — (C'D"A"'),  c    =      (D'A"B"'),  d   =      (A'B"C"'), 

a'    =  — (B"C"'D),  6'    =-      (C"D"'A),  c'    =-(D"A"'B),  rf'  =  —  (A"B"'C), 

rt"  =      (B"'CD'),  6"  =  — (C'DA'),  c"  =       (D"'AB'),  rf"  =      (A"'BG'), 

rt"'=      (BC'D"),  6"'= -(CD'A"),  c"'=      (DA'B"). 

D'après  cela ,  les  expressions  de  ;/,  q',  p,  q  seront 

ax     -+-  a'y    -+-  a"z  —  a'" 

7'=- 


ex 

H-  c'y 

-t-  e"z 

c'" 

bx 

-^b'y 

-h  b"z 

—  b'" 

ex 

-t-  c'y 

-+-  c"z 

—  c'" 

ax 

-^by' 

-+-  ez 

—  d 

a  X 

-^  à"y' 

-+-  c"z' 

d" 

a'x' 

+  b'y' 

-+-  c'z 

—  d' 

^  a"x'  +  b"y'  -+-  c"z'  —  d" 

Dans  les  formules  de  Mongc,  il  y  a  une  parfaite  réciprocité  entre  les  valeurs  de  x',  y',z\ 


INO'JES. 


.>n. 


j)' ,  q',  (Il  lonclioii  de  jt',  //,  z,  i>,<j,vl  les  valeurs  de  x,  //,  z,  p,  7  en  l'onelioii  «le  j',ij',  z',  f)',t/'  ; 
e'est-à-(liie  «in'oiiln!  la  même  lormc ,  ces  valeurs  oui  les  mêmes  eoeHieienls.  (>ela  a  lieu 
pareillement  dans  les  formules  pailieuliêres (|ue  nous  avons  données  après  c(!lles  de  Monge. 
Mais  une  telle  réeiproeilé  parlaiie  n'a  pas  lieu  dans  les  formules  générales  où  les  expres- 
sions de  x',  y',  z',  p',  q',  sont  bien  <le  même  forme  (pie  celles  de  x,  y,  z,  p,  q,  mais  onl 
des  coellieients  din'érents.  Pour  donnera  ces  formules  fçênérales  la  réeipro<'ilé  parfaite  do/il 
il  s'agit,  il  sullil  de  disposer  de  six  des  seize  coeflicienis  arbitraires  A,  li,  C,  D;  A',B',  etc.; 
et  de  faire 

D=A"',     D'  =  B",     I)"  =  C".     B  =  A',     C  =  A",     C  =  B  "  ; 


il  en  résultera 


(/  =  «"',     d'  =  b"',    d"  =  c"',    b  =  a%    c  =  a'\    c'  =  6"; 


et  les  expressions  de  x',  ?/',  ^',  p',  q',  restant  les  mêmes,  celles  de  x,  y^  z,  p,  q  devien- 
dront 

A'"  {p'x'  -4-  q'ij'  —  z)  -+-  A"  —  X'q'  —  Xp' 


(3) 


x  = 


y 


D'"  {p'x'  -t-  q'y'  —  z')  -+-  D"  —  D'q'  —  Dp' 
B'"  {p'x'  -4-  q'y'  —  z')  +  B"  -  BY  —  Bp 
D'"  {p'x'  -^  q'y'  —  z')  -4-  D"  —  D'9'  —  Dp  ' 
C"  {p'x'  -H  q'y'  —  ;;')  -+-  C"  —  Cq'  —  Cp 
D"  {p'x'  -t-  q'y'  —  z')  -+-  D"  —  D'q'  —  Dp  ' 


ax'  -+-  a'v' 

+  a"z'  —  a"' 

v  — 

'^           ex'  -+-  c'y' 

+  c"z'       c!" 

bx'  -t-  b'y' 

-♦-  b"z'  -  b'" 

9—    ■    „'    .    V..' 

.          ^Il^l                       y,"' 

ex   -^  cy  -\-  e  z  —  c 


Il  faudra  se  rappeler  que,  des  seize  coefficients  A,  B,  C,  D;  A',  etc.,  que  contiennent  les 
formules  (1)  et  (3),  dix  seulement  sont  arbitraires,  à  cause  des  six  égalités  que  nous  avons 
supposées,  D=A'",  D'=B"',  etc.  On  disposera  des  dix  coefficients  arbitraires,  de  manière 
à  simplifier  les  formules,  et  à  les  approprier  aux  différentes  questions  auxquelles  on  voudra 
les  appliquer. 

Pour  obtenir  les  formules  de  Monge,  il  faut  faire  tous  les  coefficients  nuls,  excepté  les 
trois  A,  B',  C",  auxquels  on  donnera  les  valeurs 


A=— 1,    B'=  — 4,    C'=l. 
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NOTE  XXXI. 


(CINQLIÈME    ÉPOQUE,    §    48.) 


Propriétés  nouvelles  des  surfaces  du  second  degré,  analogues  à  celles  des  foyers 

dans  les  coniques. 

§  I,  Propriétés  des  coniques  excentriques  d'une  surface  du  second  degré. 

(1)  «  La  tangente  et  la  normale,  menées  par  chaque  point  d'une  conique,  vont  rencon- 
»  trer  chacun  des  deux  axes  principaux  de  la  courhe  en  deux  points,  qui  sont  conjugués 
»  harmoniques  par  rapporta  deux  points  lixes; 

»  Ces  deux  points  lixes  sont  réels  sur  le  premier  axe  de  la  courbe;  ce  sont  les  deux 
»  foyers;  et  ils  sont  imaginaires  sur  le  second  axe  *.  » 

Voici  le  théorème  analogue  dans  les  surfaces  du  second  degré  : 

La  normale  et  le  plan  tangent,  menés  en  un  point  quelconque  d'une  surface  du  second 
degré,  rencontrent  chacun  des  trois  plans  diamétraux  principaux  de  la  surface  2,  en  un 
point  et  suiimnt  une  droite; 

Ce  point  est  toujours  le  pôle  de  la  droite,  par  rapport  à  une  certaine  conique,  située 
dans  le  plan  principal; 

Sur  le  plan  du  grand  et  du  moyen  axe  de  la  surface,  cette  conique  est  une  ellipse; 

Sur  le  plan  du  grand  et  du  petit  axe,  elle  est  une  hyperbole  ; 

Et  sur  le  plan  du  moyen  et  du  petit  axe,  elle  est  toujours  imaginaire. 

(2)  On  peut  encore  considérer  comme  correspondant,  à  la  propriété  des  coniques  que 
nous  avons  énoncée ,  le  théorème  suivant  : 

Si,  en  chaque  point  d'une  surface  du  second  degré,  on  mène  la  normale  à  la  surface,  et 
les  tangentes  aux  deux  lignes  de  courbure  qui  se  croisent  en  ce  point,  ces  trois  droites  iront 
rencontrer  chacun  des  trois  plans  diamétraux  principaux  de  la  surface  en  trois  points,  qui 
seront  tels  que  la  polaire  de  chacun  d'eux,  prise  par  rapport  à  une  certaine  conique  située 
dans  ce  plan,  passera  par  deux  autres. 

•  Ces  deux  points  donnent  lieu  à  deux  foyers  imaginaires  sur  le  second  axe.  De  sorte  qu'on  peut  dire  que  la 
conique  a  quatre  foyers ,  dont  deux  toujours  réels,  situés  sur  le  grand  axe,  et  deux  toujours  imaginaires,  situés 
sur  le  petit  axe. 

*  Nous  supposons  que  la  surface  a  un  centre;  mais  les  théorèmes  que  nous  allons  énoncer  s'appliqueront 
d'eux-mêmes  aux  paraboloides. 


iNorivs.  r,.s;, 

(5)  Les  Irois  coiiiinics  (|iic  l'on  ohlinil,  suil  |):ii  <■(•  lliriilf'iiir,  soji  piif  |r  pn'iMMlnil , 
soiil  |iiii  rniU'inriil  (It'U'i'iniiM'cs;  cl  roii  rccontiiijl  iiisriiiciil  (jn'il  txisic,  ciiiic  cliiii-iiiic  (relies 
cl  l:i  smiiicc,  ('('S  iii|ij)(iils  irès-sini|>l«'s,  el  (|(ii  siilliseni  |i()(ii-  hi  coiislrnclioii  «le  t'«'s 
i'()iiil)i's  : 

ChitcitHc  (les  (rois  n)ni(iiirs  on  qucsliou  rsl  sitm-c  ihins  le  plan  d'une  section  principale  de 
la  surface;  elle  a  pour  foyers  ceux  de  celle  section,  et  pour  sont  mets  les  foi/ers  des  deux 
antres  sections  prinripales  de  la  surface. 

(4)  Il  résulte  de  In,  «|iio  le  grand  ii\e  de  rellipse  ei  l'nxe  (r.iiisNerse  de  IliNperbolc  sont 
siliiés  sur  lo  grand  axe  do  la  surface; 

Kt  que  les  sornnïcls  do  l'ellipse  sonl  les  loyers  d«!  riiyperhole,  cl  rcciprocpionicnl  ;  d'où 
il  suit  (jue  les  deux  autres  axes  |»rincipaux  dos  deux  courbes,  lesquels  sonl  à  angle  droit, 
ont  leiMs  carrés  égaux  entre  eux,  au  signe  près. 

Quant  à  la  troisième  coni(|ue,  imaginaire,  elle  aura  deux  lb\ers  réels,  situés  aux  extré- 
mités du  petit  axe  de  l'ellipse;  el  ses  deux  axes  princijjaux  imaginaires,  leurs  carrés  étant 
égaux ,  aux  signes  près,  aux  carrés  du  grand  axe  de  l'ellipse  el  de  l'axe  Iransvcrsc  de  l'iiy- 
porbole. 

(5)  En  supposant  «ju'uno  eoni«iue  ait  quatre  foyers,  situés  deux  à  deux  sur  les  deux 
axes  principaux,  donl  deux  réels  et  deux  imaginaires,  on  pourra  énoncer  ainsi  les  rela- 
tions entre  les  irois  courbes  : 

Une  des  trois  courbes  étant  donnée,  chacune  des  deux  autres  sera  dans  un  plan  mené, 
perpendiculairement  à  celui  de  la  première,  par  l'un  de  ses  axes  principaux,  et  aura  pour 
sommets  les  foyers,  et  pour  foyers  les  sommets  de  cette  première,  située  sur  son  axe 
principal. 

Cola  sullit  pour  construire  les  deux  autres  coniques ,  quand  l'une  dos  trois  est  donnée. 
(G)  Pour  lixer  les  idées ,  soit 

X^  U^  £* 

-  ■+-  Ti  ■*-  3  =  '' 
a        b         c 

l'équation  do  la  surface;  les  trois  conicpics  en  question  auront  pour  équations 


x' 

■+- 

y' 

1, 

a* 

— 

c' 

b' 

— 

c' 

x^ 

-+- 

A. 

1 

n' 

'  — 

b' 

c' 



b' 

'  > 

f 

-+- 

z* 

1. 

h^  _  a'       c'  —  a* 

Si  fî  >  6  >  c,  la  première  courbe,  située  dans  le  plan  des  xy,  sera  une  ellipse;  la  se- 
conde, située  dans  le  plan  dos  xz,  une  byperbole;  et  la  troisième,  située  dans  le  plan  des 
yz,  sera  imaginaire. 
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(7)  iXoils  îi|»|)cll('i(ms  CCS  irnis  coui'bcs  les  coniques  c.rcoilrifjKcs ,  ou  les  rotilqnes  forjtlfs 
(le  lii  .sm-nicc  '. 

Ainsi,  (le  incnic  (|iriiii('  section  c()ni(|uo  a  deux  couples  de  (oyis,  ou  deux  exccntri- 
cilés,  dont  l'une  iniagiiiaire;  de  même  une  surface  du  second  degré  a  trois  coniques  focales, 
on  excentriques,  don!  deux  réelles  et  la  troisième  imaginaire  ^. 

(8)  On  voit,  par  la  construction  que  nous  avons  donnée  des  coniques  excentriques  d'une 
surface  du  second  degré,  que  : 

Quand  deux  smfaces  du  second  deqré  ont  leurs  sections  principales  décrites  des  7nênu'S 
foi/ers,  elles  ont  les  mêmes  coniques  excentriques;  et  réciproquement ,  quand  deux  surfaces 
ont  une  même  conique  excentrique ,  elles  ont  leurs  sections  principales  décrites  des  mêmes 
foijers. 

(D)  IMainlcnanl  que  la  défiiniion  et  la  construction  des  coniques  excentriques  d'une 
surface  du  second  degré  sont  bien  entendues,  nous  allons  exposer  plusieurs  propriétés 
de  CCS  courbes,  et  montrer  leur  analogie  avec  certaines  |)ropriélés  des  foyers  dans  les 
coniques. 

«  Quand  un  angle  est  circonscrit  à  une  conique,  les  deux  droites,  dont  l'une  divise  en 
»  {\q\[\  également  cet  angle,  et  l'autre  son  supplément,  vont  rencontrer  chacun  des  deux 
»  axes  principaux  de  la  courbe  en  deux  points,  (jui  sont  conjugués  harmoniques  par 
«   ia|)port aux  deux  foyers  situés  sur  cet  axe.  » 

'  J'emploierai  la  première  de  ces  deux  expressions,  quoique  j'eusse  préféré  la  seconde,  à  cause  de  sa  plus 
parfaite  anaioj^ie  avec  les  foijers  dos  coniques  et  les  lignes  focales  des  cônes.  Mais  le  nom  de  focale  ayant  été 
donné  par  M.  Queteiel  à  une  courbe  du  troisième  degré,  qui  est  le  lieu  des  foyers  des  sections  planes  faites  d'une 
certaine  manière  dans  un  cône  du  second  degré,  je  ne  puis  me  servir  ici  de  ce  mol  pour  désigner  d'autres  lignes 
courbes. 

Je  proposeiais  d'appeler  ces  focales  du  troisième  degré  focoides  ou  plutôt  focoiqiies ,  conformément  aux  idées 
de  M.  Cl).  Dupin  sur  la  nomenclature  de  la  Géométrie  (Développements  de  Géométrie;  Notes  à  la  suite  du 
quatrième  Mémoire). 

Alors  on  consacrerait  l'expression  de  coniques  focales,  ou  siniplemenl  de  focales,  aux  deux  courbes  qui  jouent, 
dans  les  surfaces  du  second  degré.  le  même  rôle  que  les  foyers  dans  les  coniques. 

El,  lorsciue  l'on  considérerait  ces  deux  courbes  l'une  par  ra|>port  à  Taulre,  el  sans  parler  de  la  surface  à  laquelle 
elles  appartiennent,  on  pouriait  les  appeler  focales  conjuguées. 

'  Il  paraîtra  sans  doute  extraordinaire  de  nous  entendre  dire  que.  de  deux  excentricités  des  coniques, /'une  est 
imaginaire;  el  de  trois  coniques  excentriques  des  surfaces  du  second  degré,  u?ie  seu/e  aussi  est  ima</inaire, 
quand  on  sait  fort  bien  <iue  les  imaginaires  ne  peuvent  jamais  marcher  que  par  couples.  Aussi  nous  devons  dire 
qu'il  existe  dans  les  coniques  un  troisième  couple  de  foyers,  qui  sont  toujours  imaginaires  el  toujours  situés  à 
l'infmi. 

Ces  foyers  n'onl  point  encore  été  aperçus,  parce  que  l'on  n'a  point  cherché  à  remonter,  dans  l'étude  des 
coniques,  à  la  véritable  origine  de  leurs  foyers  proprement  dits,  et  à  l'analogie  qui  peut  avoir  lieu  eulre  leurs 
propriétés  spéciales  et  les  propriétés  générales,  relatives  à  tout  autre  point  pris  dans  le  plan  de  la  courbe. 

Pareillement  il  existe,  dans  chaque  surface  du  second  degré,  une  quatrième  conique  excentrique,  toujours 
imaginaire,  et  située  à  l'inlini. 

Il  nous  est  inutile  ici  de  considérer  le  troisième  couple  de  foyers  des  coniques,  ni  la  quatrième  conique 
excentrique  des  surfaces. 

Nous  essaierons,  dans  un  autre  moment,  de  présenter  les  propriétés  générales  des  coniques,  et  celles  des 
surfaces  du  second  degré,  d'où  dérivent  les  propriétés  particulières  aux  foyers  el  aux  coniques  excentriques. 


i\()TI<:S.  ÔM? 

l'iii'cilIciiM'iK  : 

(JiKiiul  un  (ànr  est  ilrvttns(rit  à  uiw  ski  fuir  du  sccoiul  <t<'i/rf,  s<-s  finis  u  us  jii  iiu  ijitiu  r 
roui  n'iuoiilivr  i/kiiuii  (tes  /iluiis  iliumvlruu.r  iiriiin'jniu.r  dv  lu  surfine  ru  finis  itnints, 
ijui  snirf  fils  ijur  lu  iioliiirr  ilr  cliinuii  ilrur,  priso  pur  ruppuit  ù  lu  roniipir  cjxvntriijiie 
sifucr  iliiiis  II' plu  II  diuiiii'frul ,  pusse  pur  les  ilru.i  uufrcs. 

(10)  «  Si  (ruii  |)()iiit,  |ii'is  (liiiis  le  pinti  (riinc  cniiiiiiK',  on  riirtic  deux  droilcs  .'iii\  dmix 
»  l'oyors,  elles  seroul  éjialenienl  inclinées  sni'  h  dioile  (|ni  divise  en  i\v\\\  ('^Ndenienl 
»    riuijj;le  des  doux  l;>nj;('n(es  menées  de  ce  |)oinl  à  hi  eoniJje.   » 

Diuis  les  surfaces,  on  a  ce  lliéorèiue  analoij;ne  : 

Vn  poiiif  ilr  l'ospucr  vfuiif  pris  pour  le  soninirf  coiiiiiiuii  ilv  (leur  cônes,  doiif  l'un  eir- 
vonscrit  ù  une  surfaee  du  seconil  degré,  et  l'uutre  <ii/unt  pour  huse  iunc  des  coniques 
exrenfriques  île  lu  siirfuee,  ees  deux  cônes  aiironf  mèiiies  uxes  principaux  et  inènies  litjnes 
focales. 

(11)  M  Si  d'un  point,  pris  sur  une  conique,  on  mène  deux  droites  à  ses  foyers,  ees 
»  deux  droites  sont  également  inclinées  sur  la  normale  à  la  com^juc  en  ce  point,  ou  bien 
»  sur  sa  tangente.  »  C/esl  là  l'une  des  plus  anciennes  propriétés  des  coni(|ues;  voici  son 
analogue  dans  les  surfaces  : 

Si  un  point,  pris  sur  une  surface  du  second  defjré,  est  regardé  comme  le  sommet 
irun  cône  qui  ait  pmir  hase  une  de  ses  coniques  excentriques  ;  la  normale  à  la  surface, 
et  les  funyentes  à  ses  lignes  de  courbure  en  ce  point,  seront  les  axes  principaux  du 
cône  '. 

Et  si  la  surface  est  un  hijperbolo'ide  à  une  nappe,  les  deux  lignes  focales  du  cône  seront 
les  deux  génératrices  de  cet  hijperboloïde ,  qui  passent  par  le  sommet  du  cône. 

(12)  De  la  première  partie  de  ce  théorème  on  conclut  que  : 

Si,  par  une  tangente  en  un  point  quelconque  d'une  surface  du  second  degré,  on  mène 
deux  plans  tangents  à  l'une  des  coniques  excentriques  de  la  surface,  ils  seront  également 
inclinés  sur  le  plan  tangent  à  la  surface,  mené  par  sa  tangente. 

(13)  Le  théorème  (10)  est  susceptible  de  i)lusieurs  consé(|uences. 

Kn  cflet,  quand  deux  cônes  du  second  degré  ont  les  mêmes  axes  principaux  et  les 
mêmes  lignes  focales,  ils  se  coupent  à  angles  droits  2;  on  conclut  donc  du  théorème  (10) 
que  : 

Pour  un  œil  placé  en  un  point  cptelconque  de  l'espace,  le  contour  apparent  d'une  sur- 
face du  second  degré,  et  l'une  des  coniques  excentriques  de  la  surface,  paraissent  se  couper 
à  angles  droits. 

(14)  Les  deux  cônes  qui  ont  un  même  sommet,  et  pour  bases  les  deux  coniques  excen- 
triques d'une  surface,  ont  les  mêmes  axes  princi|)aux  et  les  mêmes  lignes  focales  ;  donc  ces 
deux  cônes  se  coupent  à  angles  droits;  ce  (pi'on  peut  exprimer  ainsi  : 

'  De  sorte  que,  un  cône  ayant  pour  base  une  conique,  si  celle  courbe  est  prise  pour  conique  excentrique 
d'une  surface  du  second  degré,  menée  par  le  soniniel  du  cône,  celle  surface  sera  normale  à  l'un  des  trois  axes 
principaux  du  cône. 

*  mémoire  sur  les  propriétés  générales  des  cônes  du  second  degré ,  paji.  28. 
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Do  nuolniif  jioinf  de  t'csjxicc  (jiit'  l'on  vouskUtc  les  dciu  c(jiii(ji(cs  c.KrnlrifjUc.s  d  une  sur- 
face du  .second  dcfjré,  elles  paraissent  se  couper  à  antjles  droits  '. 

(1M)  Si,  au  lieu  d'un  cône,  on  circonscril  ;i  la  surface  un  cylindre,  le  lliéorènie  (10) 
deviendra  celui-ci  : 

Un  cylindre  étant  circonscrit  à  une  surface  du  second  der/ré;  si ,  par  l'une  des  coni<pies 
excentriques  de  la  surface,  on  fait  passer  un  second  cylindre  af/ant  ses  arêtes  parallèles  à 
celles  du  premier,  les  bases  de  ces  deux  cylindres,  sur  un  plan  perpendiculaire  à  leurs 
arêtes,  seront  deux  coniques  décrites  des  mêmes  foyers. 

(10)  El  on  conclut  de  là  que  : 

Les  projections  orthogonales  des  deux  coniques  excentriques  d'une  surface  du  second 
deqré,  sur  un  même  plan  quelconque ,  sont  deux  coniques  ayant  les  mêmes  foyers. 

(17)  Le  même  ihcorème  (10)  donnerait  lien  à  beaucoup  d'autres  conséquences,  rela- 
tives aux  systèmes  des  surfaces  qui  ont  les  mêmes  coni(|ues  exc^-ntriqucs;  mais  nous  devons 
nous  borner  ,  en  ce  moment,  aux  propriétés  de  ces  courbes  mêmes. 

(18)  Les  foyers  d'une  conicjue  jouissent  d'une  |)ropriété  générale,  qui  pourrait  servir 
à  les  définir,  car  elle  est  caractéristique;  c'est  que  : 

«  Si  par  un  })oint,  pris  arbitrairement  dans  le  i)lan  d'une  conique,  on  mène  deux 
»  droites  rectangulaires,  de  manière  que  le  pôle  de  l'ime,  pris  par  rapport  à  la  conique, 
»  soit  sur  l'autre,  ces  deux  droites  rencontreront  cliacun  des  deux  axes  principaux  de  la 
»  courbe  en  deux  points,  qui  seront  conjugués  barmoniques  par  rapport  à  deux  points 
»  fixes;  ces  deux  points  fixes  sont  réels  sur  le  grand  axe  de  la  courbe;  ce  sont  ses  deux 
»   fovcrs  ;  ils  sont  imaginaires  sur  lé  petit  axe.  » 

On  a  |)arcillemenl,  dans  les  surfaces,  cette  propriété  caractéristique  des  coniques  ex- 
centri(|ues  : 

Etant  donnée  une  surface  du  second  degré;  si  par  un  point,  pris  arbitrairement  dans 
l'espace,  on  mène  trois  droites  rectangulaires  telles,  que  la  polaire  de  chacune  d'elles, 
prise  par  rapport  à  la  surface,  soit  située  dans  le  plan  des  deux  autres,  ces  trois  droites 
rencontreront  chacun  des  trois  plans  principaux  de  la  surface  en  trois  points,  qui  seront 
tels  que  la  polaire  de  chacun  d'eux,  prise  par  rapport  à  la  conique  excentrique  située  dans 
ce  plan  ,  passera  par  les  deux  autres. 

(19)  Pour  saisir  l'analogie  entre  certaines  propriétés  des  coniques  excentriques,  qui 
vont  suivre,  et  certaines  propriétés  des  foyers,  il  faut  regarder  la  double  excentricité 
d'une  coni(pie,  c'est-à-dire  la  droite  qui  joint  ses  deux  foyers,  comme  étant  elle-même  une 
conique  dont  le  petit  axe  est  ind;  de  cette  manière  on  regardera  toute  droite  menée  par 
un  foyer  comme  une  tangente  à  celle  conique. 

(20)  On  sait  que  «  toute  transversale,  menée  par  un  foyer  d'une  conique ,  a  son  pôle,  pris 


'  J'avais  déjà  eu  occasion  d'énoncer  ce  théorème  dans  mon  Mémoire  sur  les  propriétés  générales  des  sur- 
faces de  révolution^  inséré  au  tome  V  des  iYo«i\  Mém.  de  VAcadémie  de  Bruxelles  (ann.  1829);  el  j'avais  dil 
alors  (|ui'  les  doux  coiiii)ues  en  question  jouissaient  de  beaucouji  d'autres  propriétés,  (jui  n'avaient  |ioinl  encore 
élé  découvertes.  Cette  Note,  en  ellet.  eu  coulient  plusieurs  qui  me  i>ar;tissenl  nouvelles. 
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»  |)ni' ni|»|t(>r(  «  ('('(le  ctmrlK',  sur  la  |»('i|i('n(liiuliiirr  i\  (clI»'  iiaiis\«'iMilr,  iiinirc  par  le 
»    foyer.  » 

Parcillciiiciit  : 

T(Hif  plan  tidiisrcrsal,  (((Hf/t'iifà  la  (inii<iiir  c.iiriitriiiiic  d'inir  surface  du  second  tfe(/re,  ii 
son  pôle,  pris  par  rapport  à  la  sar/ace,  sar  la  perprndicidain'  à  ce  plan,  ineno'  par  s(ni 
point  de  contact  arec  la  coni<piv. 

(■21)  Lo  llioorômc  iHTcrdcnl ,  n'IaliCà  iitic  conifpic,  csl  un  ras  parliciilirr  de  rclni-ci, 
(Hii  na  |nMilôliT  pas  encore  élé  reiiianpié,  mais  (pi'il  esi  l'aeilc  de  dénionlier  ; 

«  tjlani  menée  une  transversale  (|nel('on(|ne  dans  le  plan  d'ime  {'onicpie,  si  l'on  prerxl  son 
»  pôle  pai'  rapport  à  la  eourhe,  et  le  poini  eonjoi^iK-  liarmoni(pie  de  celui  où  celle  droite 
»  rencontre  le  jiiand  axe,  pai'  rapitorl  aux  deux  loyers,  la  droite  (pii  joindra  ces  deux  points 
»   sera  perpendiculaire  à  la  transversale.  » 

Pareillement  : 

Étant  donnée  une  surface  du  second  defjrc,  si  Ton  mène  un  plan  transversal  <pielcon(iae , 
que  Von  prenne  son  pôle  par  rapport  à  la  surface,  el  le  pôle  de  sa  trace  sur  le  plan  d'une 
(oni<iue  excentrique,  par  rapport  à  celte  courbe,  lu  droite  qui  joindra  ces  deux  pôles  ser(( 
perpendiculaire  au  plan  transversal. 

Ç2T}  «  Le  produit  des  distances  des  loyers  d'une  coni(iue,  à  mie  tangente  (|uelcon(|ue, 
»  esl  constant.  »  Menons  par  les  foyers  deux  droites  |)arallèles  à  la  tangente,  et  regardons- 
les  comme  les  tangentes  à  la  double  excenlricitc  de  la  conique,  suivant  ce  cpie  nous  avorjs 
dit  plus  haut  (10);  le  produit  des  distances  de  ces  deux  droites  à  la  tangente  sera  con- 
stant. 

Pareillement  : 

Pour  chaque  plan  tanr/en'f  à  une  surface  du  second  der/rc,  le  produit  de  ses  dislances  aux 
deux  points  d'une  des  coniques  excentriques  de  la  surface,  pour  lesquels  les  lanqenles  à  celle 
courbe  sont  parallèles  à  ce  plan ,  est  constant. 

(25)  «  Le  produit  des  distances  d'un  foyer  d'une  conicjuc,  à  deux  tangentes  parallèles 
»   entre  elles,  esl  constant.  » 

Pareillement  : 

Le  produit  des  distances  de  chaque  point  d'une  conique  excentrique  d'une  surface  du 
second  degré,  à  deux  plans  tangents  à  la  surface,  parallèles  entre  eux  et  parallèles  à  la  tan- 
gente à  la  conique  au  point  pris  sur  elle,  est  constant,  quel  que  soit  ce  point. 

(24)  «  Si,  par  un  foyer  d'une  conicpie,  on  mène  une  droite  parallèle  à  une  tangente 
»  quelconque  à  la  courbe,  la  dilTérence  des  carrés  des  distances  de  ces  deux  droites,  au 
»  centre  de  la  conique,  sera  constante.  »  Cela  se  conclut  immédiatement  de  ce  que  le  pro- 
duit des  distances  des  deux  foyers,  à  une  tangente,  est  constant. 

Pareillement  : 

Étant  mené  un  plan  tangent  quelconque  à  une  surface  du  second  degré,  el  un  plan  tan- 
gent à  l'une  de  ses  coniques  excentriques ,  parallèle  au  premier,  la  différence  des  carrés  des 
distances  de  ces  deux  plans,  au  centre  de  la  surface,  sera  constante. 


590  .NOTKS. 

Ce  llicoifiiii'  cl  le  |nécc(lcni  pomrîiit'iil  s('r\ir  ii  ia  (joiibliiielion  des  coiiicjiics  (;\(jcnlri- 
<|iics  d'une  smliico. 

(!2.-))  «  Le  soiDiiu'l  d'im  ;iiigl('  droit,  doiil  un  cùlé  glisse  sni  imc  vdu'uhw,,  cl  riiiilrecôté 
■  sur  un  loyer,  engendre  la  circonférenee  de  eercle  déerile  sur  le  jirand  axe  de  la  coinhe, 
»   connne  diamètre.  » 

Pareillement  : 

l.c  soiiniicf  d'un  (ni(/lc  fricdrr  li  irccNnifjlt',  (lo)il  une  des  faces  tjlis.sr  sur  iiiir  surface,  du 
second  de(/ré ,  el  dont  les  deux  autres  faces  ç/lissent  respectivement  sur  les  deu.r  coni(jues 
excentriques,  parcourt  la  sphère  décrite  sur  le  f/rnnd  axe  de  la  surface  coninie  diami-tre. 

('2())  Deux  l'aees  de  l'angle  irièdre  irirectangle  |)ourraienl  glisser  sur  la  surface,  et  la 
troisième  sur  l'une  des  deux  coni(jues  exeen(ri(|nes;  on  l)ien  deux  faees  pourraient  roider 
sur  une  conique  exeentri(|ue  et  la  troisième  sur  la  surface,  ou  sur  la  seconde  coni(juc 
excentrique  :  dans  chacun  de  ces  trois  cas,  le  sonnnet  de  Tangie  trièdre  engendrerait  encore 
uiK'  s|)lière,  qui  serait  dilfèrente  dans  chacun  de  ces  cas. 

('27)  On  aura  recomiu,  par  la  construction  el  par  les  équations  ()ue  nous  avons  don- 
nées des  deux  coniques  excentri(|ues  d'inie  surface  du  second  degré,  les  deux  courbes 
déjà  trouvées,  depuis  longtemps,  |)ar  plusieurs  géomètres;  par  M.  Ch.  Dupin,  connne  lieu 
géométrique  des  centres  d'une  infinité  de  sphères  langentes  à  trois  sphères  données  ',  et 
ensuite  comme  limites  de  deux  séries  de  smfaccs  du  second  degré,  trajectoires  orthogo- 
nales entre  elles  ^;  par  M.  Binet,  conmic  lieux  de  l'espace  jxtur  lesquels  un  corps  solide  a 
deux  de  ses  moments  d'inertie  princi|)aux  égaux  entre  eux  "';  par  M.  Anq)ère,  comme  le 
lieu  des  points  d'im  corps  qui  admettent  une  infinité  d'axes  j)ernianents  de  rotation  '*;  par 
MM.  Quelclet  ",  Demonferrand  ^  et  Morlon  7,  conmie  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de 
révolution  qu'on  peut  faire  passer  par  une  conique;  par  MM.  Sieiner  ^  el  Bohillier  ", 
connne  le  lieu  des  sonnnets  des  cônes  de  révolution  (|u'on  peut  circonscrire  à  une  surface 
(lu  second  degré. 

Mais,  dans  les  diverses  recherches  de  ces  géomètres,  rien  n'avait  pu  faire  soupçonner, 
je  crois,  l'analogie  que  nous  avons  montrée  entre  les  pro|)iiétés  des  coiwbcs  en  question, 
considérées  par  rapport  à  la  surface  à  lacjuelle  elles  apparliennent,  el  les  propriétés  des 
foyers  dans  les  coniques. 

Plusieuis  de  ces  propriétés  ont  été  énoncées  d'une  manière  plus  complète  que  celles  des 
foyers;  cela  provient  de  la  forme  plus  complète  aussi  des  surfaces  du  second  degré,  (|ui 

*  Correspondance  sur  l'École  polyteclinique,  loin.  1",  \).  2b,  el  loin.  H,  p.  42t. 
'  Développements  de  GéorniHrie,  p.  280. 

'  Journal  de  l'École  polytechnique,  IG'  Cahier,  p.  63. 

*  Mémoire  sur  les  axes  permanents  de  rotation  des  corps,  p.  55. 

^  Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles,  lom.  Il,  p. lot, année  1820;  cl  Correspondance  mathéma- 
tique, tom.  III,  p.  274. 

•'  Hulletin  delà  Société philomatique y  iun.  I8ib. 

'  Transactions  de  la  Société  philosophique  de  Cambndye  ,  loni.  III,  première  pailie,  p.  185. 

Journal  de  M.  C relie,  wm.  I"-,  p.ô8;  et  Bulletin  de  M.  de  Férussac ,  numéro  de  j'invier  1827,  p.  2. 
■•'  Correspondance  mathématique  de  M.  Quetelel .  loni.  IV,  p.  157. 
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oui  (rois  (lintnisioiis,  «■(  (|iii  ne  <lr\i(>iiii('iii  îles  n)iiii|iM'^  (|ir(>ii  |icnliiiii  iinr  ili-  ces  tlinirn- 
sioiis.  Il  rrsiillc  iiiissi  de  lii  (juc  |iliisinii's  <-i>i-()lliiir(-s,  on  <-:is  piiiliciilicrs  des  |)i'(>|)rirti*ii 
géiirialcs  des  (■oiii(|ii(>s  ('\r<'iili-i(|(irs ,  itcnvciil  liirri  n  .iNoii'  pii^  leurs  iiii.ilo^ncs  ihiiis  1rs 
foyers,  paicc  (|uc  ce  (luCllcs  auront  pcnln  de  leur  lararlcrc  d<*  ^ônrralilc,  en  drvcninil 
cas  parlicidicrs,  riail  iirrcisrnicnl  vc  (|ni  rlahlissiiil  Irni'  analogie  on  U'.uv  lien  asrc  les  pro- 
priéfés  des  loyers. 

(^8)  Toiiles  les  propriélés  des  eoni(|nes  onl  aussi  leurs  analogues  dans  les  eones  du 
second  degré,  où  les  deux  ligues  locales  joueni  le  uièuie  rôle  (|ne  l<'s  loyers.  Mais  il  esl, 
dans  ces  cônes,  une  |)ro|)iié(é  cara<'lérisii(|ue,  qui  nous  a  sersi  à  délinir  cesdroih's  ',el  <|ui 
DC  peut  avoir  lieu  dans  les  conitpies,  (pioiiprelle  conduise  inuncdiatcineut  à  Ix-aucoup  de 
propriélés  des  foyers  dans  ces  coui'bes;  c'est  (juc  :  loul  plan,  pcrpcitdiculfiirt'  à  utic  lif/iic 
fmalv,  coupe  le  càiic  sniraiil  nue  (•(mi(fue  qui  a  l'un  de  nés  foijers  un  point  oà  ce  plan  coupe 
la  ligne  focale. 

Il  était  naturel  de  \\cusci  (pie  ce  lliéorènie  devail  avoir  son  analogue  dans  les  sni'faces 
du  second  degré.  En  elfel  on  trouve  (pie  : 

Cha(pn'  coni(iue  excentrique  d'une  surface  du  second  deqrè  jouit  de  la  propriété  que  le 
plan  normal,  en  un  quelconque  de  ses  points,  coupe  la  surface  suivant  une  coniciue  qui  a  l'un 
de  ses  foijers  en  ce  point. 

Ce  théorème  établit  parfaiiemenl  Tanalogic  (pii  a  lieu  entre  les  coni(jues  excentriques 
d'une  surface  du  second  degré ,  el  les  lignes  focales  d'un  eonc  du  second  degré. 

(29)  Il  est  une  propriété  principale  des  coniques,  qui  se  retrouve  dans  les  cônes,  et 
dont  nous  n'avons  point  encore  fait  mention  relativement  aux  surfaces  du  second  degré, 
(j'estque:  «  la  sonune  ou  la  din'ércnce  des  rayons  vecteurs  menés  d'un  point  d'une  conique 
»  aux  deux  foyers  est  constante.  »  Nous  avons  fait,  pendant  longlenq)s,  des  tentatives 
pour  trouver  quelque  chose  d'analogue  dans  les  surfaces  ;  mais  sans  obtenir  aucun  succès. 
Aussi  désirons -nous  vivement  que  celte  matière  offre  assez  d'intérêt  pour  provoquer 
d'autres  recherches.  Nous  avons  bien  quelques  raisons  de  penser  que  le  théorème  que 
nous  cherchions  ne  sera  pas  exprimable  explicitement  comme  celui  des  coniques,  parce 
qu'il  dépendra  d'une  équation  du  troisième  degré;  mais  nous  n'en  pensons  pas  moins 
qu'il  y  a  là  quelque  chose  à  tiouver,  et  que  cet  objet  doit  exciter  l'intérêt  et  la  curiosité 
des  géomètres. 


£  II.  Propriétés  de  deux  ou  de  trois  surfaces  qui  ont  les  mêmes  coniques 

EXCENTRIQUES. 

(30)  Nous  venons  de  considérer  les  rapports  qui  existent  entre  une  surface  du  second 
degré  et  ses  coniques  excentriques.  Nous  allons  maintenant  parler  des  propriétés  com- 
munes à  deux  ou  à  trois  surfaces  qui  ont  les  mêmes  coniques  excentriques. 


s 


'  Mémoire  sur  les  propriétés  générales  des  cônes  du  second  degré  ^  p.  13. 


ôîri  ^()T^:s. 

"  l*!ir  lin  |)((inl  on  pciil  luire  pa-^scr  deux  (.•oiii(|ii(>s  (|ui  îiioiil  pour  Coycrs  coiniiiims 
»  (l('ii\  points  (lounc's;  riiiic  <s(  une  ellipse,  l'iiiilre  une  li)|)erl)ol<"  ;  elles  se  coiipenl  à 
»  iinjiks  (lioils,  el  les  Iniigenles  à  ces  combes,  eu  eliîKpie  poinl  (ritilcrscclion,  cli\iscnleii 
»  deux  éjialciiieiU  l'aiifile  el  son  supplément,  formés  par  les  deux  droilcs  menées  de  ce 
»    poinl  aux  foyers  des  eouihes.  » 

Pareillement  : 

Par  un  point  (/uclconquc  de  rc.sjjacc,  on  pcitl  faire  passer  trois  surfaces  du  second  deyré, 
(fui  aient  pour  coni<ptc  excentriijue  commune  une  conique  donnée;  la  première  est  un  ellip- 
soïde, la  deuxième  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  et  la  troisième  un  kyperboloïde  à  deux 
)iappes; 

Ces  trois  surfaces  se  coupent  deux  à  deux  à  anf/le  droit;  les  trois  tanrjentes  à  leurs 
courbes  d'intersection,  au  point  donné,  sont  les  axes  principaux  du  céme  qui  a  son  sommet 
en  ce  point,  et  pour  base  la  conique  excentrique; 

Et  les  lignes  focales  du  cône  sont  les  deux  (jénératrices  de  r/ii/perboloïde  à  une  nappe  qui 
se  croisent  en  son  sommet. 

Ajoutons  que  les  courbes  d'intei-scction  de  ces  surfaces,  prises  deux  à  deux,  sont  des 
lignes  de  courbure  de  ces  surfaces.  C.e  cpii  a  déjà  été  démontré  par  MM.  Duj)in  el  IJinet. 

(51)  Ce  théorème  est  susceptible  de  nombreuses  conséquences.  Car  il  eu  résulte  que 
la  plupart  des  propriétés  relatives  à  une  surface  et  à  sa  conique  excentrique,  donnent  lieu 
à  des  propriétés  relatives  à  deux  ou  à  plusieurs  surfaces  qui  ont  la  même  conique  excen- 
trique. 

(32)  Ainsi  du  tbéorème(M)  on  conclut  que  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  une  même  conique  excentrique ,  si  l'on  prend 
un  point  quelconque  de  Vespace  pour  sommet  commun  de  deux  cônes,  circonscrits  respect i- 
rement  aux  deux  surfaces,  ces  deux  cônes  auront  les  mêmes  axes  principaux  et  les  mêmes 
lignes  focales; 

Ces  trois  axes  principaux  seront  les  normales  aux  trois  surfaces  qu'on  pourrait  faire 
passer  par  le  sommet  commun  des  cônes,  et  qui  auraient  les  mêmes  coniques  excentriques 
que  les  deux  surfaces  proposées; 

Et  tes  deux  lignes  focales  seront  les  génératrices  de  V hyperboloïde  à  une  nappe  qui  sera 
l'une  de  ces  trois  surfaces. 

(55)  On  conclut  de  ce  théorème  que  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  une  même  conique  excentrique,  de  quelque  point 
de  respace  cpi'on  les  considère,  leurs  contours  apparents  semblent  se  couper  à  angles  droits  '. 

(34)  Et,  par  conséquent,  deux  telles  surfaces  sont  propres  à  former  les  deux  nappes,  lieu 
des  centres  de  courbure  d'une  certaine  surface  unique. 

(35)  Quand  le  sommet  des  cônes  est  à  linlini,  le  théorème  (32)  donne  lieu  au  sui- 

'  J'ai  déjà  démontré  ce  tfiéorème,  pour  deux  surfaces  de  révolution,  dans  mon  Mémoire  sur  tes  propriétés 
générales  de  ces  surfaces,  et  pour  deux  surfaces  quelconques,  ainsi  que  je  l'énonce  ici,  dans  un  Mémoire  sur 
la  Construction  des  normales  à  diverses  courbes  mécaniques,  présenté  à  la  Société  philomathique,  en  avril  1850. 


Quanti  (leur  siir/nccs  du  second  drf/rc  ont  lOir  inihno  ronifiiio  cin')itn'i/ii(',  si  l'on  niin ml 
deux  ri/lindrcs  n'ironsvrils  à  ces  siir/avrs  rvsjmlivvnifut ,  cl  (ti/diil  (vins  an-lcs  ptirullclcs 
entre  elles,  les  sections  de  ces  ci/lintlres,  /xir  un  /)l<ni  iieriiendiciilolre  à  Imrs  arêtes,  seront 
deux  conitfnes  <ini  auront  les  mentes  foi/ers. 

On  voil  (HIC  In  proprii'lt'  des  deux  suiriiccs,  diiNoir  leurs  scctidiis  principiilcs  (  Ire  ri  tes 
(les  luùiiu's  foyers,  t'si  mio  constMiiiencc  parlieiilièrc  de  ce  lliéorèmc. 

(.K))  «  Si,  sur  la  lan^ciilc  cl  la  Monnaie  en  un  point  d'une  eoni(pic,  |)rises  pour  nxes 
»  principaux,  on  consiruil  deux  autres  eoin(|ues,  passant  par  le  ccnlre  de  la  eoni(|ne 
»    proposée,  cl  noiinalcs  respcctivenicnl  i\  ses  deux  axes  principaux  : 

»    I"  CiCS  deux  coniques  auront  les  nicines  loyers; 

»  2°  Leurs  axes,  dirigés  suivant  la  normale  ù  la  coni(pie  proposée,  seront  égaux  respec- 
tivement aux  axes  de  celle-ci ,  aux(|uels  ces  deux  conicpies  sont  normales  respeciivement.  » 

Pareillement  : 

Si  la  normale  en  un  point  d'une  surface  du  second  der/rë,  et  les  deux  tangentes  aux 
lignes  de  courbure  en  ce  point  sont  prises,  en  direction,  pour  les  trois  axes  principaux  de 
trois  autres  surfaces  du  seco)id  degré,  passant  toutes  trois  par  le  centre  de  la  proposée,  et 
normales,  en  ce  point,  respectivement  aux  trois  axes  principaux  de  cette  surface  : 

i"  Ces  trois  surfaces  auront  les  mêmes  conicpies  excentricpies; 

2»  Les  diamètres  de  ces  surfaces,  dirigés  suivant  la  normale  à  la  surface  proposée, 
seront  égaux,  respectivetncnt ,  aux  trois  diamètres  de  la  proposée,  auxquels  ces  surfaces 
seront  normales. 

(37)  Le  caractère  par  lequel  on  exprime,  en  Analyse,  que  deux  surfaces  ont  leurs  sec- 
lions  principales  décrites  des  mêmes  foyers,  consiste  en  ce  que  la  différence  des  carrés  de 
leurs  diamètres  principaux  est  constante. 

Ainsi  a^,  U^,  c^  étant  les  carrés  des  trois  demi-diamètres  principaux  de  la  première  sur- 
face, et  a'^,  b"^,  c'^les  carrés  des  trois  demi -diamètres  principaux  de  la  seconde,  on  a 
«s  _  a'2  =  62  _  o'i  ==^(.2  _  c'-2. 

Cette  relation  entre  les  deux  surfaces,  qui  suffît  pour  exprimer  qu'elles  ont  les  mêmes 
coniques  excentriques,  peut  être  généialisée  de  deux  manières,  et  dériver  de  propriétés 
relatives  à  tous  les  points  des  deux  surfaces,  et  non  pas  seulement  à  leurs  sommets. 
Nous  exprimerons  l'une  de  ces  propriétés  générales  par  le  théorème  suivant  : 
Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  une  même  conique  excentrique,  si  l'on  mène 
deux  plans,  tangents  à  ces  deux  surfaces  respectivement,  et  parallèles  entre  eux,  la  diffé- 
rence des  carrés  de  leurs  distances  au  centre  des  deux  surfaces  sera  constante,  cpielle  que 
soit  la  direction  commune  de  ces  deux  plans  tangents. 

(38)  Il  résulte  de  là  que  : 

Quand  un  ellipsoïde  et  un  hi/perboloïde  ont  mêmes  coniciues  excentriques,  les  plans 
tangents  à  l'ellipsoïde,  menés  parallèlement  aux  plans  tangents  au  cône  asymptote  de 
Vhyperboloïde ,  sont  tous  à  la  même  distance  du  centime  commun  des  deux  surfaces. 

(59)  La  seconde  propriété  générale  en  question  concerne  deux  surfaces  de  même 
espèce,  c'est-à-dire  toutes  deux  ellipsoïdes,  ou  hyperboloïdes ,  à  une  nappe  ou  à  deux 
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nnpjK's.  Pour  renoncer,  nous  appellerons  points  rorrcspomtaiits  des  surfaces  <leu\  points 
dont  les  coordonnées,  suivant  cliacpie  a\(î  j)rincipal,  sont  proporlioriclles  aux  derni-dianiè- 
trcs  des  surfaces,  dirigés  suivant  cet  axe.  D'après  cela  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré,  de  même  espèce,  ont  une  même  conir/ue  excen- 
trique, deux  demi-diamètres  de  ces  surfaces,  aboutissant  à  deux  points  correspondants , 
ont  la  différence  de  leurs  carrés  constante. 

(40)  On  déduit,  de  ce  théorème,  une  autre  propriété  remarcjuahie  des  surfaces  qui 
ont  les  mêmes  coniques  excentriques,  et  qui,  considérée  particulièrement  dans  les  ellip- 
soïdes, est  le  fondement  du  beau  théorème  de  M.  Ivory  sur  ratlraction  de  ces  corps, 
(resl  que  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  derjré,  de  même  espèce,  ont  les  mêmes  coniques 
excentriques,  la  distance  entre  deux  points,  pris  arbitrairement  sur  ces  deux  surfaces 
respectivement ,  est  égale  à  la  distance  des  deux  points  correspondant  à  ces  deux  pre- 
miers. 

(41)  Nous  allons  terminer  ce  paragra|)he  par  deux  théorèmes  qui  ont  aussi,  comme 
celui-là,  leur  application  dans  la  théorie  de  l'adraction  des  ellipsoïdes. 

.Mac-Laurin  a  démontré  que  :  «  Quand  deux  ellipses  sont  décrites  des  mêmes  foyers,  si, 
»  par  un  point  pris  sur  un  de  leurs  axes  principaux,  on  mène  deux  transversales  qui  fas- 
»  sent  avec  l'autre  axe  des  angles  dont  les  cosinus  soient  entre  eux  comme  les  diamètres 
»  des  deux  ellipses,  dirigés  suivant  ce  second  axe,  les  segments  interceptés  sur  ces  deux 
»  transversales,  par  les  deux  ellipses  respectivement,  seront  entre  eux  comme  leurs  diamè- 
»  très  diriges  suivant  le  premier  axe.  »  (Art.  048  du  Traité  des  Fluxions,  de  Mac-Laurin.) 

On  peut  dormer  au  théorème  analogue,  dans  les  surfaces  du  second  degré,  un  énoncé 
plus  étendu  et  plus  complet.  Le  voici  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  les  mêmes  coniques  excentriques  ;  si,  par  un 
point  fixe,  pris  sur  l'un  de  leurs  axes  principaux ,  on  mène  arbitrairement  une  transver- 
sale à  travers  la  première  surface  ;  puis  une  seconde  transversale  déterminée  par  la  con- 
dition que  les  cosinus  des  angles  que  les  deux  transversales  feront  avec  chaciai  des  deux 
autres  axes  principaux  soient  entre  eux  comme  les  diamètres  des  surfaces  dirigés  suivant 
chacun  de  ces  axes  ;  il  arrivera  que  : 

1"  Les  segments  interceptés  sur  les  deux  transversales,  par  les  deux  surfaces  respecti- 
vement, seront  entre  eux  comme  les  deux  diamètres  des  surfaces,  dirigés  suivant  le 
premier  axe  principal  ; 

2°  Les  sinus  des  angles  que  les  deux  transversales  feront  avec  ce  premier  axe  prin- 
cipal, seront  entre  eux  comme  les  diamètres  des  deux  surfaces,  qui  passeront  par  les 
points  où  les  deux  transversales  perceront  le  plan  diamétral  perpendiculaire  à  ce  premier 
axe  ; 

5"  Ces  deux  diamètres  seront,  dans  les  deux  surfaces ,  correspondant  entre  eux. 

(42)  Ce  théorème  peut  servir  à  démontrer  très-facilement  le  théorème  de  Mac-Laurin, 
concernant  l'atiraclion  des  ellipsoïdes  sur  les  points  situés  sur  leurs  axes  principaux 
(art.  (')oô  (In  Traité  des  Fluxions):  cette  démonsiraiion  <'st  directe,  et  ne  nécessite  pas. 
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coiiiinc  ('('Ile  (le   iMiic  Laiiriii,  la  coiiiiiiiNsniicr  |ii'('iil;il)l<'  dr  liiili  iicliori  irim  rllipsoidr  <|r 
irvoliilioii  sur  l»'s  |)()iii(s  siliirs  sur  son  Jivc  de  n''V(tliili(iii. 

(4.")  On  (l(''Ui()ii(ir  iiisrincnl  (pic  :  «  (hiaiid  deux  (•(iiii(|iM's  ont  les  iiirnirs  loyers;  si 
0  d'un  point,  pris  sur  I'imi  de  lonrs  axes  principaux ,  on  leur  mène  diiix  lan^rntcs,  les 
»  eosinns  des  angles  (|u'elles  leront  avec  l'aulre  axe  principal  seront  entre  eux  eoiniiio  les 
»  ileux  diamètres  des  coni(|ues  (liriji;cs  suivant  cet  axe.  » 

Pareillement  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  les  mêvies  coni(fues  exe)itri(jiies  ;  si,  par  une 
droite  située  dans  rnn  de  leurs  trois  plans  principaux,  on  leur  mène  deux  plans  tanfjents, 
les  cosinus  des  angles  (pi'ils  feront  arec  l'axe  principal  perpendiculaire  à  ce  plan  seront 
entre  eux  comme  les  diamètres  des  surfaces,  diriges  suirant  cet  axe. 

(44)  Ce  (liéorème  aurait  |)U  résulter  de  l'Analyse  employée  par  M.  Legendre,  dans  son 
iMémoire  sur  l'attraction  des  ellipsoïdes  ',  si  ce  eéléhrc  géomètre  cul  clierclié  la  signili- 
calion  géométri(iuc  «les  lornndes  analytiques  jjar  Icscpielles  il  lui  a  fallu  passer  pour  ré- 
soudre directement  celte  (jnestion  didieile.  Mais  nous  croyons  pouvoir  dire  (pic  celte 
traduction ,  en  langage  ordinaire ,  des  formules  de  M.  Legcndrc,  ain-ail  conduit  à  l)cau- 
coup  d'autres  résultats  intéressants.  Ainsi  l'on  y  aurait  vu  que  les  surfaces  conicpics,  dont 
il  se  sert  pour  représenter  la  marche  de  ses  intégrales,  ont  toutes  pour  axes  principaux 
communs  ceux  de  la  surface  conique  circonscrite  à  rellipsoïdc  attirant;  et  que  l'un  de 
ces  axes  est  précisément  cette  droite  qui  jouit  d'une  |)ropriété  de  maxinuon ,  et  qui  joue 
un  rôle  importa?il  dans  celte  matière.  Celle  propriété  de  maximum  est  exprimée  par 
M.  Legendre,  analyliquement,  par  une  équation  du  troisième  degré;  en  (îéoméirie  elle 
signifie  que  :  Si,  autour  du  point  attiré,  on  fait  tourner  une  transversale,  et  rjuon  prenne 
la  différence  des  valeurs  inverses  des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  où  la  trans- 
versale rencontre  la  surface  de  l'ellipsoïde ,  cette  différence  sera  un  maximum  quand  la 
transversale  aura  pour  direction  celle  d'un  des  trois  axes  principaux  du  cône  circonscrit 
à  rellipsoïde,  et  qui  a  pour  sommet  le  point  attiré. 

Et  l'on  trouve  que  si  cette  différence,  au  lieu  d'être  un  maximum,  doit  être  con- 
stante, alors  la  transversale  décrit  un  C(3ne  du  second  degré.  Ce  sont  là  les  cônes  dont 
M.  Legendre  s'est  servi.  Leur  propriété  commune  est  qu'ils  passent  tous  par  les  courbes  à 
double  courbure,  du  quatrième  degré,  qui  sont  les  intersections  d'un  certain  byperbo- 
loïde  à  deux  nappes  par  une  série  de  sphères  concentriques. 

(4o)  Nous  ferons  remarquer  que  lous  les  théorèmes  que  nous  avons  |)résentés  jus- 
qu'ici sont  delà  plus  grande  généralité,  à  l'exception  de  ces  deux  derniers;  c'est-à-dire 
que,  dans  ces  théorèmes,  les  points,  les  plans,  les  droites,  que  l'on  avait  à  considérer  par 
rapport  aux  surfaces  du  second  degré,  avaient  des  positions  tout  à  fait  arbitraires  dans 
res|)ace.  Dans  les  deux  derniers,  au  contraire,  le  point  par  lequel  on  mène  les  transver- 
sales est  pris  nécessairement  sur  l'un  des'  axes  principaux  des  surfaces,  et  la  droite  par 
laquelle  on  mène  des  plans  tangents  à  ces  surfaces  est  prise  dans  l'un  de  leurs  plans  prin- 

'   Voir  les  Mcmnirrs  dr  l'Académie  des  sciences,  ann.  1788. 
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('ijciux.  II  serait  irHrrcssanl  do  coriDailn'  les  ihéorômcs  géiirraiix  relatifs  à  des  posilioris 
toiil  à  fait  arbitraires  de  ee  point  et  de  cette  droite  dans  l'esjjaee,  descpiels  théorèmes 
iréiiéraiix  se  déduiraient, coiniiie  eas  partieidiers,  ceux  que  nous  avons  énoncés  (41  et  45). 
Nous  siiïnalons  ce  sujet  de  reelieielies ,  dans  rinlérét  de  la  (jéoniétrie,  et  aussi  parce 
que  nous  croNons  que  ce  serait  un  moyen  de  trouver  directement,  par  la  Géométrie  et 
sans  se  servir  du  théorème  de  M.  Ivory,  l'atiraelion  des  ellipsoïdes  sur  des  points  exté- 
rieurs (juclconques,  eomme  nous  avons  dit  (pie  le  théorème  (41  j  dorme  l'attraction  sur 
des  points  situés  sur  les  axes  principaux. 


§  III.    SVSTK.MK  DE  SURFACES    DU    SECOND    DKr.UK  AYANT  LES   MÊMES   CONIQUES 

EXCENTI\igLES. 

(4())  «  On  peut  décrire,  dans  un  j)lan,  une  infinité  de  eoni(pies  (pii  aient  pour  foyers 
»  communs  d(Mix  points  donnés  ;  elles  forment  deux  séries  dellipses  et  d'hyperboles  ; 
»  chaque  ellipse  coupe  en  quatre  points,  et  à  angle  droit,  chacune  des  hyperboles.» 

Pareillement  : 

On  peut  former  une  infinité  de  surfaces  du  second  defjré,  (jid  aient  toutes  pour  coni(pu; 
('.nrntricjue  commune  une  conique  donnée;  toutes  ces  surfaces  se  partaient  en  trois  (jroupes; 
dans  le  premier,  ce  sont  des  ellipsoïdes;  dans  le  second,  des  hijperboloïdes  à  une  nappe;  et 
dans  le  troisième,  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes  ; 

Deux  surfaces  quelconques ,  appartenant  à  deux  groupes  différents,  se  coupent  partout 
à  anqle  droit  ;  et  leur  ligne  d'intersection  est  une  ligne  de  courbure  de  chacune  des  deux 
surfaces  ; 

Trois  surfaces  quelconques,  appartenant  respectivement  aux  trois  groupes,  se  coupent 
en  iiuit points  ; 

En  chacun  de  ces  points  les  normales  aux  surfaces  sont  les  axes  principaux  du  cône 
qui  a  ce  point  pour  sommet  et  qui  passe  par  l'une  des  coniques  excentriques  communes  aux 
trois  surfaces  ; 

Et  les  deux  génératrices  de  l'hjjperboloïde  à  une  nappe ,  en  ce  point,  sont  les  deux  lignes 
focales  de  ce  cône. 

(47)  «  Plusieurs  eonicpies,  décrites  des  mêmes  foyers,  jouissent  de  toutes  les  pro- 
»  priétés  d'un  système  de  coniques  inscrites  à  un  même  quadrilatère  :  les  côtés  du 
»  quadrilatère  sont  imaginaires,  mais  deux  de  ses  sommets  opposés  sont  réels,  ce  sont 
»  les  deux  foyers;  et  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  peut  être  considérée  connue  l'une 
»  des  coni(pies  inscrites  au  cpiadrilatère.  » 

Celte  propriété  ca|)itale  des  coniques  décrites  des  mêmes  foyers,  dont  M.  Poncelet  a 
déjà  fait  usage,  peut  être  la  source  d'un  grand  nombre  de  propriétés  de  ces  courbes;  et 
de  ces  propiiétés  |)eu\ent  se  déduire,  comme  cas  particuliers,  celles  des  foyers  par 
rapport  à  chaque  conicpie. 

Paieillenient  : 


[NOTKS.  5i»7 

l'iu.sifiirs  siirfdvcs,  <jiii  <inl  1rs  nicincs  (iniiiiiirs  cjttnlrl(iH(s,  jirminl  ilii-  (uiisutvri'vn 
ronimc  étant  toatrs  insvritcs  à  iiiic  niihnr  sur/are  (tvrviopiuililr ; 

Cette  sur/nro  est  itnaijiitaire ;  et  cependant  ileiix  de  ses  lit/nes  (le\st)i(  tinn  sunl  réelles;  re 
sont  les  deux  eonii/nes  exeentriqiles  eonnnnnes  ans  snrfaees;  les  deii.r  antres  liynes  de  stn'e- 
fion  sont  inun/inaires  :  l'une  est  la  troisième  enni<iue  exrentritjue  des  surfaces  (située  dans 
le  plan  du  petit  et  du  nnnjen  axe  principal),  l'autre  est  à  V infini. 

Ajoutons  (juo  : 

Ia'S  deux  li(/nes  de  striction  réelles  peurent  être  ref/ardées  connue  des  surfaces  dont  un 
axe  est  nul,  et  qui  appartiennent  à  la  série  des  surfaces  proposées. 

(48)  Ainsi  : 

Des  surfaces  du  second  de(/rê  qui  ont  les  nèénies  coniques  excentriques,  et  ces  deux 
courbes,  considérées  conone  des  surfaces  infiniment  aplaties,  jouissent  de  toutes  les  pro- 
priétés d'un  si/stème  de  surfaces  du  second  det/ré,  inscrites  à  fine  mémo  surface  décelop- 
pahle. 

(>o  tliroirnic  me  |)ar;Hi  èdr  lo  plus  l'ccond  cl  W  plus  iniporliiiK  de  lontc  In  llu-oric  des 
suiracos  dôcrik's  dos  mciuos  foyers.  On  en  déduira  aisénienl  un  grand  nombre  de  pro- 
piiélés  de  ces  surlaces. 

(49)  Un  tel  système  de  surfaces  s'est  présenté  déjà  dans  diverses  questions,  et  notatn- 
ment,  ce  qui  est  assez  remarquable,  dans  des  questions  de  Pbysicpie  et  de  .Mécain(|ue;  et 
l'on  a  été  conduit  ainsi  à  découvrir  quelcjues-unes  de  lems  propriétés.  iNfais  ces  propriétés, 
peu  nombreuses,  sont  restées  isolées,  sans  qu'on  ait  cberclié  à  les  rattaclier  à  quel(|ue 
théorie  relative  aux  surfaces  du  second  degré  en  général,  ni  à  (juelque  proposition  fonda- 
mentale, comme  celle  que  nous  avons  énoncée  en  dernier  lieu. 

(50)  Les  théorèmes  suivants  sont  des  conséquences  de  cette  proposition  : 

Quand  plusieurs  surfaces  dn  second  degré  ont  mêmes  coniques  excentriques;  si  l'on  mène 
un  plan  transversal  quelconque ,  qui  les  rencontre  suiva)it  des  coniques,  et  que  ces  courbes 
soient  prises  pour  les  lignes  de  contact  d'autant  de  cônes  circonscrits  à  ces  surfaces  respec- 
tirement,  tous  ces  cônes  auront  leurs  sommets  sur  une  même  droite ,  perpendiculaire  au 
plan  transversal. 

Ou,  en  d'autres  termes,  et  plus  généralement  : 

Les  pôles  du  plan  transversal,  pris  par  rapport  aux  surfaces,  sont  situés  sur  une  même 
perpendiculaire  à  ce  plan. 

(51)  Comme  les  deux  coniques  excentriques  des  surfaces  peuvent  être  regardées  elles- 
mêmes  comme  deux  surfaces  inliniment  aplaties,  on  en  conclut  cette  propriété  particu- 
lière de  ces  deux  courbes  : 

Étant  données  les  deux  coniques  excentriques  d'une  stirface  du  second  degré;  si  l'on  mène 
un  plan  transversal  quelconque,  et  qu'on  prenne,  par  rapport  à  chaque  conique,  le  pôle  de 
la  trace  de  ce  plan  sur  celui  de  cette  courbe ,  la  droite  qui  joindra  ces  deux  pôles  sera  per- 
pendiculaire au  plan  transversal. 

Et  si  ce  plan  transversal  est  tangent  en  un  point  de  la  surface  du  second  degré,  cette 
droite  sera  la  normale  à  la  surface,  en  ce  point. 
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(.')2)  Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  ont  les  mêmes  coniques  excenh'ir/ves;  si, 
l>ar  une  droite  (fuelconque  de  l'espace,  on  leur  mène  des  plans  lanyenls,  les  normales  à  ces 
surfaces,  menées  par  leurs  points  de  conlacl  avec  ces  plans,  formeront  un  parabuloïde 
hijperbolKpte. 

(;i3)  Si  la  droite  par  la(|ii('llc  sont  menés  les  plans  tangents  est  normale  à  l'une  des 
surfaces,  le  paraholokie  deviendra  une  eonicpie;  et  les  points  de  conlacl  des  plans  tangents 
aux  surfaces  seront  sur  une  courbe  |)lane,  du  (jualrième  degré. 

El  si  la  droite  est  située  d'une  manière  quelcon(|ue  dans  im  des  plans  principaux  des 
surfaces,  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  j)ar  celle  droite  seront  sur  une 
circonférence  de  cercle. 

(.')4)  Quand  plusieurs  surfaces  ont  mêmes  coniques  excentriques  ;  si  un  point  quelconque 
de  l'espace  est  recjardé  comme  le  sommet  commun  d'autant  de  cônes  circonscrits  à  ces  sur- 
faces, les  plans  des  courbes  de  contact  envelopperont  une  surface  développahie ,  qui  jouira 
de  la  propriété  que  chacuïi  de  ses  plans  taufjents  la  coupera  suivant  une  conique;  les  trois 
plans  principaux  des  surfaces,  et  les  trois  plans  principaux  communs  aux  cônes  qui  leur 
seront  circonscrits  (32),  seront  des  plans  tangents  de  celte  développable  ; 

Cette  surface  est  du  ([uatrième  degré,  et  son  arête  de  rebroussement  est  la  courbe  à  double 
courbure,  du  troisième  degré. 

(55)  Quand  plusieurs  surfaces  ont  mêmes  coniques  excentriques;  si,  d'un  point  quel- 
conque de  l'espace,  on  abaisse  des  normales  sur  ces  surfaces  : 

1°  Ces  normales  formeront  un  cône  du  second  degré; 

2"  Les  plans  tangents  aux  surfaces,  menés  par  les  pieds  des  normales,  formeront  une 
développable  du  quatrième  degré. 

(56)  Quand  plusieurs  surfaces  ont  les  mêmes  coniques  excentriques;  si,  d'un  point  pris 
dans  l'un  de  leurs  plans  principaux,  on  abaisse  des  normales  sur  ces  surfaces  : 

1"  Toutes  ces  normales  seront  situées  dans  deux  plans,  dont  l'un  sera  le  plan  principal, 
et  l'autre  sera  perpendiculaire  à  ce  plan  principal; 

2°  Les  pieds  des  normales  comprises  dans  le  plan  principal  seront  sur  une  courbe  du 
troisième  degré ,  qui  est  celle  que  M.  Quetelet  a  appelée  focale  à  nœud  '; 

5"  Les  pieds  des  normales  comprises  dans  le  second  plan  sont  sur  ime  circonférence  de 
cercle,  qui  a  pour  diamètre  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  fixe  sur  la  polaire  de  ce 
point,  prise  par  rapport  à  la  conique  excenlrique  située  dans  le  plan  principal  où  ce  point 
est  placé; 

4°  Enfin  les  plans  tangents  aux  surfaces,  menés  par  les  pieds  des  premières  normales, 
enveloppent  un  cylindre  parabolique;  et  les  plans  tangents,  menés  par  les  pieds  des  autres 
normales,  passent  tous  par  une  même  droite,  située  dans  le  plan  principal. 

Si  Ton  conçoit,  menée  par  le  point  fixe,  une  conique  concentrique,  semblable  et  sembla- 
blement  placée  à  la  conique  excentrique,  le  plan  dans  lequel  sont  les  secondes  normales 
sera  normal  à  celte  conique. 

'  M.  Quetelet  a  trouvé  eette  courbe  conmie  lieu  géoméU-ique  des  sections  faites  daus  un  cône  droit ,  par  des 
|ilans  menés  par  une  même  droite,  tangente  au  cône  et  perpendiculaire  à  l'une  de  ses  arêtes. 
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(î)7)  (^hidiiil  plitsictirs  siir/dccs  ont  1rs  nirttics  ninitiin's  vjrvntrii/in's  ;  si  an  Irur  tnhif 
(les  iiorimilcs  panillclcs  nifrv  elles,  leurs  pieds  senml  sur  une  hijperljole  étfiiHatère ,  dont 
une  (isi/niplole  sent  {Hirnlléle  aux  norinulrs. 

(58)  Quand  plusieurs  sur/ares  oui  les  mêmes  coniijues  excentriques  ;  si  l'an  mène  un 
plan  transrersal  quehoufpie,  ef  qu'on  eherehe  toutes  les  normales  aux  surfaces,  contenues 
dans  ce  plan  : 

I"  Ces  normales  enrelopperonf  une  couiipie; 

'2"  Les  plans  tanyents  aux  surfaces,  )nen('s  par  les  pieds  des  normales,  passeront  tous  jtar 
une  même  droite  ; 

ô"  Ja'S  pieds  des  normales,  sur  les  surfaces,  formeront  une  courbe  du  troisième  der/ré, 
qui  sera  la  focale  à  nœud. 

(59)  On  sait  (lue  le  soiniuci  criin  anglo  dioil,  dont  les  deux  côtés  roulent  sur  deux 
coniques  décrites  des  mêmes  loyers,  engendre  une  circonférence  de  cercle. 

Pareillement  : 

Quand  trois  plans  rectam/ulaires  sont  tangents  respectivement  à  trois  surfaces  du  second 
degré,  qui  ont  les  mêmes  coniques  excentriques,  le  point  d'inlersection  de  ces  trois  plans 
se  trouve  sur  une  sphère. 

Cette  propriété  de  trois  sm'faces,  dont  les  sections  principales  sont  décrites  des  mêmes 
foyers,  a  déjà  été  démontrée  analytiquement  par  M.  Bobillier  (Ann.  de  Mathématiques, 
lom.  XIX,  pag.  529.) 

(GO)  Les  tliéorémes  que  nous  venons  d'énoncer  dans  cette  Note,  sont  les  plus  impor- 
tants de  ceux  auxquels  nous  sommes  parvenu  dans  la  théorie  des  coniques  excentriques 
des  surlaces  du  deuxième  degré.  Il  nous  resterait  maintenant  à  montrer  que  cette  théorie 
nouvelle  sera  im  élément  utile  dans  la  Géométrie  rationnelle;  mais  cette  Note  étant  déjà 
trop  longue,  nous  nous  bornerons  ici  à  citer,  parmi  les  questions  où  l'on  fera  un  usage 
utile  de  cette  théoiie,  les  trois  suivantes,  dans  chacune  desquelles  on  parvient  sans  peine 
à  une  foule  de  j)ropositions  diverses  : 

1°  La  distribution,  dans  l'espace,  des  axes  principaux  et  des  lignes  focales  de  tous  les 
cônes  qu'on  peut  faire  passer  par  une  même  conique,  ou  bien  circonscrire  à  une  même 
surface  du  deuxième  degré; 

2°  La  distribution,  dans  l'espace,  des  axes  principaux  de  tous  les  ellipsoïdes  qui  ont 
leurs  centres  en  difterents  points  de  l'espace,  et  dont  trois  diamètres  conjugués  aboutis- 
sent à  trois  points  fixes; 

3°  Enfin,  la  distribution,  dans  l'espace,  de  tous  les  axes  permanents  de  rotation  d'ini 
corps  solide;  et  les  valeurs  des  moments  d'inertie  du  corps,  par  rapport  à  ces  axes. 
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NOTE  XXXII. 


(cinquième  époque,  §  49.) 


Théorbnes  analogues ,  dans  les  surfaces  du  second  deyré,  aux  théorèmes 
de  Pascal  et  de  M.  Jirianchon  dans  les  coniques. 

(1)  Soit  un  hexagone  inscrit  à  une  conique.  Ses  trois  côtés  de  rang  impair,  prolongés 
jusqu'à  leur  rencontre,  forment  un  triangle;  et  les  côtés  de  rang  pair  sont  irois  cordes 
de  la  conique,  comprises  rcspeciivemenl  entre  les  trois  angles  de  ce  triangle.  Le  ihéorcine 
de  Pascal  exprime  (|uc  ces  trois  cordes  rencontrent  respectivement  les  trois  cotés  opposés 
(lu  trianfjle  en  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

On  peut  donc,  pour  exprimer  le  théorème  de  Pascal,  substituer,  à  la  considération  de 
l'hexagone,  celle  d'un  triangle  tracé  dans  le  plan  d'une  conique. 

C'est  en  envisageant  sous  ce  j)oint  de  vue  ce  théorème,  que  nous  allons  le  transporter 
aux  surfaces  du  second  degré,  où  son  analogue  sera  une  propriété  d'un  tétraèdre  dont  les 
arêtes  rencontrent  une  surface  du  second  degré. 

(2)  Voici  quel  est  ce  théorème  : 

Quand  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre,  placé  d'une  manière  quelconque  dans  t'espace,  ren- 
contrent une  surface  du  second  deqré  en  douze  points ,  ces  douze  points  sont  trois  à  trois 
sur  quatre  plans,  dont  chacun  contient  trois  points  appartenant  aux  trois  arêtes  issues  d'un 
même  sommet  du  tétraèdre; 

Ces  quatre  plans  rencontrent  respectivement  les  faces  opposées  à  ces  sommets,  suivant 
quatre  droites  qui  sont  les  génératrices,  d'un  même  mode  de  génération,  d'un  hyperboloïde 
à  une  nappe. 

On  peut  former  plusieurs  systèmes  de  quatre  plans  qui  contiennent,  trois  par  trois,  les 
douze  points  de  rencontre  des  arêtes  du  tétraèdre  et  de  la  surface;  le  théorème  aura  lieu 
pour  chacun  de  ces  systèmes.  Par  exemple,  si  les  quatre  sommets  du  tétraèdre  sont  dans 
l'intérieur  de  la  surface,  on  pourra  prendre  les  quatre  plans  en  question  de  manière  que 
chacun  d'eux  contienne  les  trois  points  où  les  arêtes,  issues  de  chaque  sommet  respecti- 
vement, et  non  les  prolongements  de  ces  arêtes,  rencontrent  la  surface. 

Cette  propriété  du  tétraèdre,  considéré  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré,  cor- 
respond, comme  on  voit,  à  la  propriété  du  triangle  tracé  dans  le  plan  d'un  conique,  qui 
est  exprimée  par  le  théorème  de  Pascal;  et  c'est  sous  ce  point  de  vue  que  nous  présentons 
le  théorème  ci-dessus  comme  l'analogue,  dans  l'espace,  de  celui  de  Pascal. 


N()'ri-:s.  KM 

Si  les  six  nrcHcs  du  irlnuMn'  sont  lîiiijiciilcs  ;i  In  siiil'ncc  du  sccniid  dc^^ic,  il  n  \  :iiii:i 
<|triiii  seul  syslriiic  de  (|U)ilr('  |ihiiis  (|iii  ('oiiiicndronl,  Irois  |iiir  Irois,  les  six  poiiils  dr  i-(iii- 
liu'l  ;  cl  If  lliroirmc  dcvit'iidin  «'«'lui-ri  : 

(.")  (Ji((in<l  h's  six  (irvtvs  d'un  /èlnii'drr  soiil  tdni/cnlrs  à  une  surface  du  second  der/ré ,  le 
plan  des  trois  /loinls  de  eonUiel  des  arêtes  issues  d'an  même  sommet  renamtre  la  face  du 
tétraèdre,  opposée  à  ce  sommet,  sairant  a  ne  droite;  et  les  (piatre  droites  ainsi  déterminées 
appartiennent  à  un  même  hi/perholoïde  à  une  nappe  '. 

(4)  Si  le  I (M  1110(1  rc  proposé  osl  iiisoril  j'i  U\  suifiK.c  du  second  dcftié,  on  pomiji  consi- 
doivr  cliocnn  de  ses  soniniots  coinino  silué  iui  dehors  de  la  surAicc,  nuiis  inlininicnl  voisin 
d'elle;  les  (rois  poinis  par  on  les  arèles  issues  de  ce  sonunel  pénéirerorK  diui>  la  surface 
<léternn'neronl  son  jtlan  tangent;  el  l'on  eonehil  de  là  le  tlié()rèin(!  suivant: 

Quand  un  tétraèdre  est  inscrit  à  une  surface  du  second  der/ré,  les  plans  tanr/ents  menés 
par  ses  sommets  rencontrent  respectirement  les  plans  des  faces  opposées,  sairant  (quatre 
droites  qui  sont  des  génératrices  d'un  même  lujperbolo'ide'^. 

(5)  Le  théorème  de  M.  Hrianehon  consiste  en  ce  que  dans  tout  hexagone  circonscrit  à 
une  conique,  les  trois  diagonales  qui  joignent  un  à  un  les  sommets  opposés,  concourent  en 
un  même  point.  Considérons  les  sommets  de  rang  impair  :  ils  déterminent  un  triangle,  de 
position  tout  à  fait  arbitraire  par  rapport  à  la  conique.  Chacun  des  sommets  de  rang  pair 
de  l'hexagone  est  le  point  d'intersection  de  deux  tangentes  issues  de  deux  sommets  du 
triangle;  qu'on  joigne  ce  point,  par  ime  droite,  au  troisième  sommet  du  triangle,  on 
aura  ainsi  trois  droites  qui  concourront  en  un  même  point.  Cette  proposition,  qui  n'est, 
sous  un  autre  énoncé,  que  le  théorème  de  M.  Brianchon,  est  une  propriété  d'un  triangle 
quelconque  tracé  dans  le  plan  d'une  conique. 

(6)  On  a  pareillement,  dans  l'espace,  le  théorème  suivant  : 

5/,  par  les  arêtes  d'un  tétraèdre,  placé  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  on  mène 
douze  plans  tangents  à  une  surface  du  second  degré,  ces  douzcs  plans  se  rencontrent  trois 
à  trois  en  quatre  points,  dont  chacun  est  Vintei^ section  de  trois  plans  menés  par  les  arêtes 
comprises  dans  une  face  du  tétraèdre; 

Les  droites  qui  joignent  ces  quatre  points  respectivement  aux  sommets  opposés  à  ces  faces, 
sont  quatre  génératrices ,  d'un  même  mode  de  génération,  d'un  hyperbolo'ide  à  une  nappe. 

Tel  est  ,1e  théorème  qui  peut  être  considéré  comme  l'analogue,  dans  l'espace,  de  celui 
de  M.  Brianchon. 

On  pourra  former,  de  différentes  manières,  le  système  de  quatre  points  qui  sont  les 
intersections,  trois  par  trois,  des  douze  plans  tangents  à  la  surface  du  second  degré. 

(7)  Si  les  arêtes  du  tétraèdre  sont  tangentesàla  surface,  il  n'y  aura  qu'un  seul  système 
de  quatre  points;  et  le  théorème  s'exprimera  ainsi  : 

Quand  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre  sont  tangentes  à  une  surface  du  second  degré,  les 

'  J'ai  déjà  déduit  ce  théorème  d'un  autre  plus  général,  el  diflférent  du  théorème  ci-dessus,  dans  le  tom.  XIX 
des .    inales  de  Mathématiques ,  p.  79. 

*  M.  Steiner  et  Bobillier  (voir  Annales  de  JJ/a^/icmaZ/gHes,  tom.  XVIII,  p.  536),  et  nous,  ensuite  (('où/, 
tom.  XlXj  p.  67) ,  avons  déjà  démontré  ce  théorème  de  diverses  manières. 

5i 
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plans  taïujenls  à  la  surface,  menés  par  les  arêtes  comprises  dans  unenn'-me  face  du  tétraèdre, 
se  rencontrent  en  un  point;  que  ce  point  soit  joint,  par  une  droite,  au  sommet  opposé  à 
cette  face  :  on  aura  ainsi  (juaire  droites  qui  seront  des  (jénératrices ,  d'un  même  mode  de 
génération ,  d'un  hyperholoïde  à  une  nappe. 

(8)  Si  le  U'tiaèdrc  proposé  est  circonscrit  à  la  surface,  le  théorème  général  donnera, 
comme  corollaire,  le  suivant  : 

Quand  un  tétraèdre  est  circonscrit  ùune  surface  du  second  degré,  tes  droites  qui  joignent 
ses  somjnets  respectivement  aux  points  de  contact  des  côtés  opposés,  sont  quatre  généra- 
trices, d'un  même  mode  de  génération,  d'un  hijperholoïde  à  une  nappe. 

(9)  L'ensemble  d'un  tétraèdre  et  d'une  surface  du  second  degré,  situés  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace,  présente  diverses  autres  propriétés,  différentes  de  celles  qui 
sont  exj)rimécs  |)ar  les  deux  théorèmes  généraux  (2)  et  (6),  et  qui,  comme  elles,  corres- 
pondent à  des  propositions  de  Géométrie  plane.  Nous  rappellerons  ici  le  double  théorème 
suivant,  que  nous  avons  démontré  dans  les  Annales  de  M.  Gergonne  (tom.  XIX,  p,  76), 
et  qui  nous  parait  plus  fécond,  en  conséquences,  que  ces  deux  théorèmes  (2)  et  (6)  : 

Étant  domiés,  dans  Vespace,  un  tétraèdre  et  une  surface  du  second  degré  : 

\°  Les  droites  cpii  joindront  les  sommets  du  tétraèdre  respectivement  aux  pôles  des  faces 

opposées,  pris  par  rapport  à  la  surface,  seront  quatre  génératrices ,  d'un  même  mode  de 

génération,  d'un  hyperboloïde ; 

2°  Les  droites  d'intersection  des  faces  du  tétraèdre,  respectivement  par  les  plans  polaires 

des  sommets  opposés,  soiit  quatre  génératrices,  d'un  même  mode  de  génération,  d'un  second 

hyperboloïde. 

(10)  Voici  encore  une  propriété  générale  du  tétraèdre,  qui  peut  faire  partie  de  la  même 
théorie  que  les  précédentes  : 

Étant  donnés,  dans  l'espace,  un  tétraèdre  et  une  surface  du  second  degré  : 

1"  Le  plan  polaire  de  chaque  sommet  du  tétraèdre,  pris  par  rapport  à  la  surface,  ren- 
contre les  trois  arêtes  adjacentes  à  ce  sommet  en  trois  points  ;  on  a  de  la  sorte,  sur  les 
arêtes  du  tétraèdre,  douze  points  ;  ces  douze  points  sont  situés  sur  une  même  surface  du 
second  degré; 

2°  Si,  par  le  pôle  de  chaque  face  du  tétraèdre,  pris  par  rapport  à  la  surface,  on  mène 
ti^ois  pla)is,  passant  respectivement  par  les  trois  arêtes  comprises  dans  cette  face,  on 
aura  ainsi  douze  plans  ;  ces  douzes  plans  seront  tangents  à  une  même  surface  du  second 
degré. 

(H)  Des  quatre  théorèmes  généraux  (2),  (6), (9)  et  (iO)  que  contient  cette  Note,  les 
deux  derniers  sont  doubles,  chacun  d'eux  ayant,  dans  son  énoncé,  deux  parties  différentes 
qui  pourraient  faire  deux  théorèmes  distincts.  Les  deux  premiers  auraient  pu  recevoir  un 
énoncé  aussi  complet,  si  nous  ne  nous  étions  pas  renfermé  strictement  dans  l'analogie 
qu'ils  présentent  avec  les  théorèmes  de  Pascal  et  de  M.  Brianchon.  Pour  compléter  ces 
deux  théorèmes,  nous  dirons  que,  dans  chacun  d'eux,  on  forme  un  second  tétraèdre  dont 
les  faces  et  les  sommets  correspondent  respectivement  aux  faces  et  aux  sommets  du 
léiraèdre  proposé  ;  et  que  : 
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1"  Ij's  faces  correspoutiantes  tics  deux  tofraètfros  se  voupcnt  (h-ux  ù  <lvus,  nuiront  (jiuilrf 
droites  ijui  sont  les  (/énénttriees,  d'un  même  mode  de  t/énération,  d'un  hi/fterholoïdr; 

"2"  Ij's  sommets  corres/iondunts  des  deur  tetraèilres  sont,  deux  à  deux,  sur  (jutilrp 
droites  (fui  sont  les  (jênératrices,  d'un  même  mode  de  yénératitm,  d'un  seeond  hiipvrholoïdv. 


NOTE    XXXlll. 


(cinquième  époque,  %  50.) 


Relations  entre  sept  points  d'une  courbe  à  double  courbure^  du  troisième  degré. 
—  Diverses  questions  oit  ces  courbes  se  présentent. 

(1)  Par  six  points  donnés  dans  l'espace  on  peut  faire  passer  une  courbe  à  double  cour- 
bure, du  troisième  degré. 

En  effet,  regardons  le  premier  des  six  points  comme  le  sommet  d'un  cône  du  second 
degré  devant  passer  par  les  cinq  autics  points;  ce  cône  sera  déterminé,  puisqu'on  en  con- 
naîtra cinq  arêtes.  Pareillement  on  pourra  mener  un  cône  du  second  degré  qui  ait  son 
sommet  au  second  des  six  points,  et  qui  passe  par  les  cinq  autres.  Les  deux  cônes  auront 
pour  arête  commune  la  droite  qui  joindra  les  deux  premiers  points;  ils  se  couperont  donc 
suivant  une  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré,  qui,  avec  cette  droite,  fera 
l'intersection  complète,  du  quatrième  degré,  des  deux  cônes.  Or,  cette  courbe  passera  par 
les  six  points  proposés,  par  lesquels  passent  les  deux  cônes  ;  la  proposition  énoncée  se 
trouve  donc  démontrée. 

(2)  Remarquons  que  tout  autre  cône  que  les  deux  premiers,  qui  aura  son  sommet  en 
un  point  de  la  courbe  à  double  courbure,  et  qui  passera  par  cette  courbe,  sera  aussi 
du  second  degré.  Car  tout  plan  mené  par  son  sommet  ne  coupera  la  courbe  qu'en  deux 
points,  et  par  conséquent  ne  coupera  le  cône  que  suivant  deux  arêtes;  ce  qui  prouve  qu'il 
est  du  second  degré. 

Ainsi  nous  pouvons  dire  que: 

Le  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  du  second  degré,  qui  passent  tous  par  six 
points  donnés  dans  l'espace,  est  la  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré,  détermi- 
née par  ces  six  points. 
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(3)  CousitltToiis  iiii  scpliètiie  poiril,  pris  aihilniirciiKiil  sur  !;<  courhc  à  double  coiirhmc, 
<hi  troisième  degré,  H^''  P^^sse  par  six  poinls  donnés;  soient  a,  h,  c,  tl ,  c,f  ces  six  points 
donnes,  et  7  le  septième  point.  Ces  sept  points,  pris  dans  un  ordre  (pielconqne,  sont  les 
somm(!ls  d'un  heplajïone  jîauche,  dans  lequel  on  peut  reuarder  eliaeun  des  côtés  comme 
opposé  au  sommet  de  l'un  des  angles  respectivement.  Ainsi,  si  l'ordre  des  sommets  est 
le  même  que  celui  des  lettres  a,  h,  c,  d,  c,  f,  ç/,  qui  les  représentent,  le  quatrième  côté 
de  sera  op|)osé  au  premier  sonunel  a,  le  cinquième  côté  t/au  second  sommet  b,  et  ainsi 
des  autres. 

Les  relations  qui  doi\enl  avoir  lieu  entre  les  sept  points  a,  h,  c,  etc.,  pour  qu'ils  appar- 
tiennent à  une  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré,  sont  exprimées  par  le 
lliéorème  suivant  : 

Quand  un  heptaf/onc  fjaiiche  a  ses  soinwetsù,  b,  c,  etc.,  situés  sur  une  courbe  à  double 
courbure,  du  troisième  der/ré,  le  plan  de  l'un  quelconque  des  angles  a  de  l'heptagone,  et  les 
plans  des  deux  angles  adjacents  b  et  g,  rencontrent  respectivement  les  côtés  opposés  en  trois 
points,  qui  sont  dans  un  plan  passant  par  le  sommet  du  premier  angles. 

(4)  Il  suffit  que  cette  j)ropriété  de  l'iieptagone  inscrit  à  une  courbe  à  double  courbure, 
du  troisième  degré,  soit  vérifiée  pour  deux  angles  de  Iheplagone,  pour  qu'elle  ail  lieu  pour 
les  autres  angles.  D'où  l'on  conclut  (jue  : 

Quand  un  heptagone  gauche  est  tel  que  le  plan  d'un  angle  et  les  ftlans  des  deux  angles 
adjacents  rencontrent  respccticement  les  trois  cotés  opposés,  en  trois  points  qui  soient  dans 
rtn  plan  passant  par  le  sommet  du  premier  angle,  et  que  la  même  chose  a  lieu  pour  un 
des  six  autres  angles,  elle  aura  également  lieu  pour  chacun  des  cinq  autres  angles;  et  alors, 
par  les  sept  sommets  de  l'heptagone,  on  pourra  faire  passer  une  courbe  à  double  courbure, 
du  troisième  degré. 

(o)  D'après  ce  lliéorème,  il  sera  Irès-facile  de  construire,  par  points,  en  employant  la 
ligne  droite  seulement,  la  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré,  qui  doit  passer 
|)ar  six  points  donnés.  Pour  cela,  on  chcrcbera  le  point  où  un  plan  quelconque,  mené  par 
deux  des  six  points  donnés,  rencontrerail  la  courbe. 

Le  môme  tbéorèinc  conduit  à  la  solution  de  beaucoup  d'autres  questions;  par  exemple, 
de  déterminer  les  tangentes  et  les  plans  osculateurs  à  la  courbe,  en  cbacun  des  six  points 
donnés;  etc. 

Mais  au  lieu  d'entrer  dans  ces  détails  de  construction  des  courbes  à  double  courbure, 
du  troisième  degré,  nous  allons  indiquer  quelques  questions  où  ces  courbes  se  présentent. 
Car,  jusqu'à  présent,  elles  ont  à  peine  été  aperçues  dans  les  spéculations  géométriques;  et 
les  exemples  que  nous  allons  donner  du  rôle  qu'elles  peuvent  y  jouer,  prouveront  peut- 
être  qu'il  sera  utile  de  s'occuper  de  l'étude  de  ces  courbes,  et  qu'on  ne  peut  le  faire 
tro|)  tôt. 

(6)  Quand  les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  mobile  sont  assujetties  à  passer  respectivement 
par  quatre  droites  situées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  et  que  trois  sommets  du 
tétraèdre  doivent  se  trouver  sur  trois  autres  droites,  placées  aussi  d'une  manière  quelconque 


(fans  rcsfKici',  le  iiiKidiviiiv  sonnml  dit  Irtidvdic  jxiiioinni  une  iniiihc  <i  (limhlf  nnnhiiic, 

(ht  (roisiènir  (Ifyn: 

Ce  lliroiTinr  corrcspoïKl  ii  la  inoposiiioii  i\r  (■(''oinrlrir  |)I:im('  siii-  |;i  ilrs(-r°i|)ii()ii  (Icn 
»'()ni(|ii(s ,  ilômoiilirc  par  iMac-Liuiiiii  cl  hiiiikciii  id^c,  cl  d'où  se  dcdiiil  le  llicorciiic  «le 
riic\afj,raiimic  de  Pascal. 

(7)  Ai/(iu(  (Ions  rrspaa'  Irais  /toi iit s  vl  trois  /ihins,  /ilacos  d'une  iiinnii-rr  f/ucIroïKjiH'  ;  .i/, 
autour  (runc  droite  fixe,  on  fuit  touruvr  un  /ilaii  trausrvrsal  (jui  (oujw  1rs  trois  jilaus 
donnés  suirant  trois  droites ,  et  que  par  ces  trois  droites  on  nii-ne  trois  autres  plans  passant 
respect irenient  par  les  trois  poi>its  donnés;  ces  trois  plans  se  couperont  en  un  point  (/ni 
aura  pour  lieu  </éoniétri(iue  une  li(/ne  à  double  courbure,  du  troisième  derjré. 

(iC  (liéorèine  pciil  èlre  rej^ardé  comme  correspoiidanl  aussi  à  la  même  proposilion  de 
(îéoniéirie  plane  (pic  lo  préeédcnl. 

(8)  Si  trois  an(/les  dièdres,  dont  les  arêtes  sont  fixes  dans  l'espace,  tournent  autour  de 
ces  arêtes,  de  manière  que  trois  faces  de  ces  trois  anqlen  aient  leur  point  d'intersection  tou- 
jours situé  sur  une  droite  donnée,  le  point  d'intersection  des  trois  autres  faces  enqendrera 

une  courhe  à  double  courbure,  du  troisième  degré,  fini  s'appuiera  sur  les  arêtes  des  trois 
anqles  mobiles. 

Ce  (héorème  a  do  ranalogic  avec  le  lliéorème  do  Ncwloii  sur  la  description  organique 
des  coniques,  par  le  point  d'inlcrscclion  de  deux  côtés  de  deux  angles  mobiles.  Et,  de 
même  (juc  le  tliéorcmc  de  Newton  n'est  qu'un  cas  particulier  de  tlicorèmcs  |)lus  généraux 
sur  la  description  des  coniques,  ainsi  qtic  nous  l'avons  montré  dans  la  Note  XV,  le  théo- 
rème ci-dessus  n'est  lui-même  aussi  qu'un  cas  particulier  de  propositions  plus  générales 
sur  la  description  des  courbes  à  double  courbure,  du  troisième  degré. 

(9)  Telle  est  la  proposition  suivante  : 

5/  trois  cordes  d'une  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré,  sont  prises  pour  les 
arêtes  de  trois  angles  dièdres ,  de  grandeurs  quelconques ,  et  inobiles  autour  de  ces  arêtes ,  et 
que  le  point  d'intersection  de  trois  faces  de  ces  trois  angles  parcoure  la  courbe  du  troisième 
degré;  le  point  d'intersection  des  trois  autres  faces  des  trois  angles  engendrera  une  seconde 
courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré,  qui  s'appuiera  sur  les  trois  cordes  de  la  pre- 
mière. 

(10)  Le  théorème  suivant  appartient  encore  à  la  même  théorie  que  les  précédents  : 

Si  trois  points  se  meuvent  avec  des  vitesses  quelconques,  mais  uniformes,  sur  trois  droites 
placées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  et  que,  par  chacun  de  ces  points  et  une  droite 
fixe,  différente  pour  chacun  de  ces  points,  on  mène  un  plan;  le  point  d'intersection  des  trois 
plans  ainsi  menés ,  engendrera  une  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré,  qui  s'ap- 
puiera sur  les  trois  dj'oites  par  lesquelles  passetit  les  trois  plans. 

(11)  Les  théorèmes  suivants  appartiennent  à  des  théories  différentes  : 

Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  passent  par  huit  points  donnés ,  leurs  centres 
sont  sur  une  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré; 

Et,  plus  généralement,  les  pôles  d'un  plan  c/uelconque,  pris  par  rapport  à  ces  surfaces, 
sont  sur  une  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré. 


400  NOTKS. 

(12)  Quand  un  corps  .solide  est  en  inomemeul ;  si,  ù  un  inslant  quelconque,  on  deinuiuie 
quels  sont  les  points  du  corps  dont  les  directions  tendent  vers  un  niènie  point  donné,  c'est- 
à-dire,  dont  les  tanqentes  à  leurs  trajectoires  passent  par  un  point  donné,  ces  points  seront 
situés  sur  une  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré;  et  les  tangentes  à  leurs  trajec- 
toires, menées  par  ces  points,  formeront  un  cône  du  second  degré. 

(13)  Soit  un  système  de  forces  .sollieitîinl  un  corps  solide;  que,  |)our  chaque  point  m  de 
l'espace,  on  conçoive  le  plan  principal  de  ce  système  de  forces,  relatif  à  ce  point,  et  la  nor- 
male à  ce  plan ,  menée  par  ce  point  : 

(k'Iles  de  toutes  ces  normales  qui  passei^ont  par  un  point  donné  de  Cespace,  formeront  un 
cône  dti  second  degré;  et  les  points  m  par  lesquels  elles  seront  menées,  sei'ont  sur  une  courbe 
à  double  courbure,  du  troisième  degré. 

(14)  Les  tangentes  aux  différents  points  d'une  courbe  à  double  courbure,  du  troisième 
degré,  forment  une  surface  développable  du  quatrième  degré; 

Et  réciproquement,  toute  surface  développable,  du  quatrième  degré,  a  pour  arête  de  re- 
broussement  une  courbe  à  double  courbure,  du  troisième  degré. 

On  peut  donc  encore  rattacher  à  la  théorie  de  ces  courbes  les  questions  où  se  présentent 
des  surfaces  développables ,  du  quatrième  degré. 

Telles  sont  les  suivantes  : 

(15)  Six  plans  étant  donnés,  situés  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace;  si  l'on 
demande  de  mener  une  conique  qui  touche  ces  six  plans,  une  infinité  de  coniques  satisfe- 
ront à  la  cpiestion;  tous  leurs  plans  envelopperont  une  surface  développable,  du  quatrième 

degré. 

(IG)  Quand  les  quatre  sommets  d'un  tétraèdre  variable  parcourent  quatre  droites  fixes, 
placées  d'une  manière  quelconque  dans  l'espace,  et  que  trois  faces  du  tétraèdre  passent  res- 
pectivement par  trois  autres  droites  données ,  la  quatrième  face  roule  sur  une  surface  déve- 
loppable, du  quatrième  degré. 

(17)  Étant  donnés,  dans  l'espace,  trois  points  et  trois  plans;  si  le  sommet  d'un  angle 
trièdre,  dont  les  trois  arêtes  tournent  autour  des  trois  points,  parcourt  une  droite,  les  points 
où  ces  trois  arêtes  perceront  les  trois  plans  donnés,  seront  dans  un  plan  qui  roulera  sur 
une  développable  du  quatrième  degré. 

(18)  Si  trois  points  se  meuvent  respectivement  sur  trois  droites,  avec  des  vitesses  quel- 
conques, mais  constantes,  le  plan  déterminé  par  ces  trois  points  roulera  sur  une  surface 
développable  du  quatrième  degré. 

(19)  Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  sont  tangentes  à  huit  mêmes  plans;  si 
l'on  regarde  un  point  de  l'espace  comme  le  sommet  d'autant  de  cônes  circonscrits  à  ces 
surfaces,  les  plans  des  courbes  de  contact  envelopperont  une  développable  du  quatrième 
degré. 

(20)  A  une  surface  du  second  degré  on  peut  circonscrire  une  infinité  de  cônes;  si  l'on 
demande  qu'un  des  axes  principaux  de  chaque  cône  passe  par  un  point  donné,  tous  ces  axes 
principaux  formeront  un  cône  du  second  degré;  et  les  plans  menés  par  les  sommets  des 
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cônes,  ixiiirndkulaiivtnviil  à  tes  iixvs  n's/mtiirinnit,  rnrclu/)pvit)itl  imv  ilci  floft/nihlr  du 
(jua  trié  lue  (ivt/rè. 

C^l)  l  II  corps  solide  cliiiil  doiiiK';  pnr  ch;i(|iic  poiiil  ilt;  IVspiici'  on  |Hiit  tiiincr  trois 
(IroiU's,  cpii  seront  (rois  lixes  pori(iiiii(*nls  de  roliition  dti  eor|is  rcliUivfMiienl  à  ce  point,  <;l 
une  infinité  d'antres  droites,  (|iii  seront  des  axes  perniiuients  de  rol4ilion  du  corps  relative- 
ment à  d'antres  points  pris  sur  ces  droites  : 

I"   Toutes  ces  droites  forment  un  cône  du  second  def/ré; 

2°  Les  plans  menés  perpendiculairement  à  ces  droites,  par  les  points  pour  lesipteh  elles 
sont  des  axes  permanents  de  rotation  du  cor])s,  enveloppent  une  développable  du  (p<atrième 
def/ré. 

(•2*2)  Quand  un  corps  solide  est  en  mouvement,  chaque  plan,  [)ris  dans  le  (;orps,  roide, 
pendant  le  mouvement,  sur  une  surface  développable  ipi'il  louche  successivement  suivant 
les  dilVérenles  arêtes  successives  de  cette  sui l'ace;  nous  appellerons  cette  surface  la  déve- 
loppable trajectoire  ih\  plan; 

A  un  instant  (piclcoiupie  Au  mouvement,  tous  les  plans  (pion  aura  menés  dans  le  corps 
toucheront  leurs  déreloppables  trajectoires,  chacun  suivant  une  droite; 

Si  l'on  demande  quelles  sont  celles  de  ces  droites  qui,  à  cet  instant  du  mouvement,  sont 
situées  dans  un  plan  donné;  toutes  ces  droites  envelopperont  mie  parabole  ;  et  tous  les  plans 
qui  touchent  leurs  dévcloppables  trajectoires  suivant  ces  droites  envelopperont  une  dévelop- 
pable du  quatrième  degré. 

(23)  Quand  «n  corps  est  en  mouvement ,  les  tangentes  aux  trajectoires  des  points  d'une 
droite,  à  un  instant  du  mouvement ,  forment  un  paraboloïde  hyperbolique;  et  ces  tangentes 
se  meuvent,  pendant  cet  instant,  dans  des  plans  qui  forment  une  développable  du  quatrième 
degré. 

Etc.,  etc.,  etc. 


iOS  iN()TF-:S. 


NOTE  XXXIV. 


(chapitre    VI,     ^    10.) 


Sur  la  dualité  dans  les  sciences  mathématiques.  —  Exemples  pris  dans  /'Art 
DV  Tourneur,  et  dans  les  Principes  de  la  dynamique. 

Pnrmi  les  modes  de  transformation  sur  lesquels  reposent  les  doctrines  les  plus  fécondes 
de  la  Géométrie  récente,  on  doit  distinguer  essentiellement  celui  qui  donne  lieu  à  recon- 
naître cette  loi  matliémati(|ue  de  letcnduc  figurée,  la  dualité. 

Outre  Tavantage  que  présente  cette  méthode,  comme  moyen  de  découvertes,  le  principe 
sur  lequel  elle  repose  établit  une  relation  constante  qui  lie  deux  à  deux  foutes  les  vérités 
géométriques;  ce  qui  fait  pour  ainsi  dire  deux  genres  de  Géométrie.  Ces  deux  Géométries 
se  distinguent  par  une  circonstance  qu'il  est  très-important  de  remarquer  :  dans  la  pre- 
mière le  point  est  l'unité,  et  pour  ainsi  dire  Vêlement,  ou  la  monade  dont  on  se  sert  pour 
former  les  autres  parties  de  l'étendue;  c'est  là  la  base  de  la  philosophie  de  la  Géométrie 
ancienne  et  de  la  Géométrie  analytique. 

Dans  la  seconde  Géométrie,  on  regarde  la  droite,  ou  le  plan,  suivant  qu'on  opère  sur  un 
plan  ou  dans  l'espace,  comme  V être  primitif,  ou  Yunité  qui  doit  servir  à  former  toutes  les 
autres  parties  de  l'étendue. 

Cette  division  de  toutes  les  propriétés  de  l'étendue  en  deux  classes  distinctes,  reposant 
sur  deux  idées  premières  essentiellement  différentes,  est  un  fait  qui  nous  parait,  comme  à 
MM.  Gergonne  et  Poncelet  qui  l'ont  montré  dans  tout  son  jour  ',  d'une  haute  importance 
dans  la  Géométrie. 

Mais  nous  étendons  cette  importance  à  plusieurs  auties  parties  des  sciences  mathéma- 
tiques, où  il  nous  semble  que,  prévenu  par  cette  belle  loi  de  l'étendue  figurée ,  la  dualité, 
et  guidé  par  ce  dualisme  de  l'être  primitif  qu'on  peut  prendre  pour  élément  et  point  de 
départ  dans  la  Géométrie,  on  sera  conduit  à  chercher  quelque  chose  de  semblable. 

Nous  trouvons  un  exemple  d'une  telle  dualité ,  dans  l'essai  que  nous  avons  présenté 
d'une  nouvelle  doctrine  de  Géométrie  analytique  analogue  à  celle  de  Descartes,  et  où  le 
plan  joue  le  même  rôle  que  le  point  dans  celle-ci  *. 

'  Annales  de  Mathématiques ,  tom.  XVI.  pag.  209  et  tom.  XVII,  pag.  263. 

'  Nous  avons  exposé  en  peu  de  mots  les  principes  de  ce  nouveau  système  de  coordonnées  dans  la  Correspon- 
dance mathématique  de  M.  Quelelet,  tom.  VI,  pag.  81. 
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L'H()|>licn(i(»ii  tit's  iii(Mn<>s  u\vvs  ilc  tliiiili(r  |>oiit  sYloïKlrc  l'i  la  Mr(iiiii<|ii('.  lin  riïn  , 
rrlôinciil  priniilil  des  corps  aii(|n(>l  un  ii|i|)li(|ii('  d'ahord  les  luciiiicrs  |)riii<-i|ic.s  de  crlii- 
sciciuH*,  csl,  coniiiic  dans  la  (ironirltic  ancienne,  le /^oZ/i/  uiatlicniali(|iie.  ^c  sotnincs-iions 
pas  auloi'isés  à  penser,  niainlenant,  (pi'cn  prenant  W /tlaH  poiM'  IVdi'inenl  de  I  cicnduc  ,  et 
non  pins  le  point,  on  sera  conduit  à  «ranircs  doctrines,  faisant  {loiir  ainsi  dire  inic  non- 
\elle  science?  Kl  s'il  existe  un  prin<ipe  nni(pie  pour  passer  de  celle  science  à  I  ancienne, 
eoninie  le  iliéorènie  de  (léoniélric  cpii  établit  la  eorrclalion  «les  pro|)riétés  <le  retendue 
ligurée,  ce  principe  sera  la  base  d'une  dualitv  semblable,  dans  la  science  du  nuiuvcrnent 
des  corps. 

§  2.  Les  deux  exemples  de  dualité,  cpie  nous  venons  de  citer,  sont  fondés  sur  le  dualisme 
que  présentent,  dans  la  composition  des  corps,  le  point  et  le  plan.  Mais  or>  trouvera, 
dans  les  dill'érentes  parties  des  sciences  maibémaiicpu's,  d'autres  lois  de  dualité,  fondées 
sur  d'autres  principes;  cl  l'on  sera  conduit,  je  crois,  à  admettre,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit  dans  noire  Note  sur  la  définition  de  la  Géométrie  (Note  \  ),  qu'un  dualisme  universel 
est  la  grande  loi  de  la  nature ,  cl  règne  dans  toutes  les  parties  des  connaissances  de  l'esprit 
humain. 

Kn  nous  renfermant  ici  dans  le  domaine  de  la  Géométrie,  nous  allons  présenter  deux 
exemples  de  dualité,  irès-dillérents,  qui  viendront  à  l'appui  des  idées  (|ue  nous  venons 
d'émettre. 

§  3.  Le  premier  nous  est  fourni,  dans  les  arts  de  construction,  par  le  mécanisme  du 
tour. 

Il  existe,  pour  chaque  objet  dont  s'occupe  le  tourneur,  une  double  manière  de  le 
construire;  la  première  en  fixant  l'ouvrage,  et  en  faisant  mouvoir  loutil;  la  seconde, 
employée  par  le  tourneur,  en  fixant  l'outil,  et  en  faisant  mouvoir  l'ouvrage. 

Voilà  donc,  dans  les  arts,  une  dualité  de  description,  bien  prononcée  et  constante. 

On  sait  que  chacune  de  ces  constructions  repose,  dans  chaque  circonstance,  sur  des 
principes  géométriques  ;  il  existera  donc  aussi,  dans  les  deux  théories  relatives  à  ces  deux 
modes  de  construction,  une  duaUté  constante. 

C'était,  ce  nous  semble,  une  question  intéressante,  que  de  chercher  les  lois  mathéma- 
tiques qui  pouvaient  lier  entre  elles  ces  deux  théories,  de  manière  que  les  procédés  indi- 
qués par  l'une  servissent  à  faire  connaître,  en  vertu  de  ces  lois  seulement,  les  procédés 
correspondants  dans  l'autre. 

Celte  question,  dans  laquelle  nous  avions  craint  d'abord  de  rencontrer  des  difficultés, 
nous  a  conduit  à  une  loi  de  dualité  extrêmement  simple,  qui  peut  on"rir,  en  particulier, 
une  théorie  du  tour  à  tourner,  et  le  moyen  de  décrire,  avec  cet  instrument,  toutes  les 
courbes  que  l'on  a  coutume  de  décrire  par  un  stylet  mobile,  ^'oici  sur  quel  principe 
reposera  ce  mode  de  description  : 

Quand  une  figure  plane  est  en  mouvement  dans  son  plan,  l'un  de  ses  points  décrit  vne 
courbe; 

Le  mouvement  de  cette  figure  est  déterminé  par  des  7^elatio7is  constantes,  qui  doivent 
avoir  lieu  entre  elle  et  des  points  ou  des  lignes  fixes  tracées  da)is  so7i  plan  ; 
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Ces  points  et  ces  litjnes  forment,  jxtr  leur  cnsenihle,  une  seconde  /ir/ure,  qui  reste  fixe 
pendant  le  mouvement  de  la  première  ; 

Que  l'on  considère  maintenant  la  première  fifjure  dans  une  de  ses  positions,  et  qu'on 
la  suppose  fixe  ;  puis,  qu'on  fasse  mouvoir  la  seconde  figure,  de  manière  qu'elle  se  trouve 
toujours  dans  les  mêmes  c<mditions  de  position  par  rapport  à  la  première  figure; 

in  stijlet  fixe,  placé  au  point  décrivant  de  la  première  figure,  tracera,  sur  le  plan  mobile 
de  la  seconde  figure,  une  courbe  mobile  avec  ce  plan,  et  qui  sera  identiquement  la  même 
(sauf  la  position)  que  celle  qu'aura  tracée  d'abord  le  point  décrivant  de  la  première  figure, 
quand  celle-ci  était  en  mouvement. 

Tel  est  le  prineipc  unique,  qui  lie  entre  elles  les  deux  manières  de  décrire  les  courbes 
plitnes,  par  un  stylet  mobile,  et  par  un  stylet  fixe. 

Pour  en  faire  une  application,  prenons  la  description  de  Tellipse,  par  un  point  placé 
au  sommet  d'un  triangle  de  forme  constante,  dont  les  deux  autres  sommets  se  meuvent 
sur  deux  droites  fixes. 

La  figure  mobile  ici  est  le  triangle;  et  les  deux  droites  forment  la  figure  fixe.  Il  faudra 
donc,  d'après  notre  principe,  faire  mouvoir  ces  deux  droites  de  manière  qu'elles  passent 
constamment  par  les  deux  sommets  du  triangle  qui  glissaient  sur  ces  droites.  On  conclut 
de  là  ce  théorème  : 

Quand  les  cotés  d'un  angle  de  forme  invariable  glissent  sur  deux  points  fixes, un  stylet  fixe, 
placé  en  un  point  quelconque,  trace,  sur  le  plan  mobile  de  l'angle  en  mouvement,  une  ellipse. 

On  voit,  en  effet,  que  le  mécanisme  du  tour  à  ovale  a  pour  but  de  donner,  à  une  sur- 
face plane,  le  mouvement  d'un  angle  dont  deux  côtés  glisseraient  sur  deux  points  fixes. 
Voilà  donc  la  raison  géométrique  de  ce  mécanisme ,  qui  est  de  l'invention  du  grand  peintre 
Léonard  de  Vinci. 

Notre  principe  explique,  avec  une  égale  facilité,  le  mécanisme  du  tour  à  épicycloïde. 
Car  il  donne  le  théorème  suivant,  sur  lequel  nous  parait  reposer  ce  mécanisme: 

Quand  une  courbe  roule,  clans  un  plan,  sur  une  autre  courbe,  l'un  de  ses  points  décrit 
une  épicycloïde ,  qu'on  peut  engendrei'  d'une  seconde  manière,  en  faisant  rouler  la  seconde 
courbe  sur  la  première,  et  en  plaçant  un  stylet  fixe  au  point  décrivant  de  la  première 
courbe,  lequel  stylet  tracera,  sur  le  plan  mobile,  une  courbe  qui  sera  précisément  cette  même 
épicycloïde. 

L'ellipse  et  l'épicycloïde  sont,  je  crois,  les  seules  courbes  que  l'on  décrive  sur  le  tour,  par 
un  mécanisme  particulier  à  chacune.  On  pourra,  au  moyen  du  nouveau  mode  de  descrip- 
tion des  courbes^,  tracer  semblablement  une  infinité  d'autres  courbes. 

Pour  la  conchoïde  de  Nicomède,  par  exemple,  on  est  conduit  à  cette  description  : 

Que  l'on  conçoive  un  angle  de  forme  invariable ,  dont  un  des  côtés,  indéfini,  glisse  sur 
un  point  fixe,  et  dont  l'extrémité  de  l'autre  côté  glisse  sur  une  ligne  droite,  menée  par  ce 
point  fixe;  un  stylet  fixe,  placé  en  un  point  de  cette  ligne  droite,  tracera,  sur  le  plan  de 
l'angle  mobile,  une  courbe  qui  sera  une  conchoïde  de  Nicomède. 

Si  la  droite,  sur  laquelle  glisse  l'extrémité  d'un  des  côtés  de  l'angle,  ne  passait  pas  par 
le  point  fixe  par  lequel  passe  l'autre  côté  de  l'angle,  alors,  en  plaçant  convenablement  le 
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NtyliM  fixe,  on  (ircrirail  Ix  ('issoïdc  de  Diocirs  ;  mu;  autre  position  dn  '^l^l<■l  livc  ilonnrniil 
In  lociilt*  I)  n(i>nd,  de  !\l.  Qucicicl.  Kn  gi^iénd,  dans  ce  niouvcnicnt ,  imi  stylet  li\<-  triicrra 
l'iinr  des  courhcs  lieux  des  pieds  des  perpeutlicuhiires  abaissées  d'un  jioiut  sur  les  fani/entes 
d'une  parabole. 

INoiis  avons  a|)|)li<|ué  notre  principe  à  la  eonslrnelion  de  l)ean<-oiip  d'antres  eoinlies, 
nu^ine  en  les  considérant  coninie  Tenveloppe  de  leurs  tangentes,  el  non  pins  eonirn)'  l:i 
suite  d'une  iniinilé  de  points.  Alors  ce  n'est  plus  un  stylet  (pii  imprime  sa  Iraet;  sur  un 
plan  mohile,  mais  un  outil  traneliant,  <pii  emporte  la  sup(*rfici(>  du  plan  mobile,  el  laisse 
en  relief  la  eourhe  (ju'il  s'a}?it  de  tracer. 

Les  mêmes  théories  s"appli(pient  aux  ligures  à  trois  dimensions. 

Ainsi  voilà  une  dualilé  de  doctrines,  concernant  la  double  descriplion  m(('ani(|ue  des 
corps,  qui  est  bien  prononcée,  cl  qui  repose,  comme  celle  des  pro|)riétés  de  l'étcMidue,  sur 
un  seul  et  unique  tbéorèuïc. 

5  4.  Nous  puiserons  noire  second  exemple  de  dualité  dans  le  Système  du  monde  et  dans 
les  lois  de  la  Mécanique. 

Tous  les  corps  célestes  sont  doués  de  deux  mouvements,  l'un  de  translation,  l'autre 
de  rotation  autour  d'un  axe. 

Ce  double  mouvement  se  retrouve  dans  le  mouvement  élémentaire  d'un  corps  solide, 
c'est-à-dire  dans  tout  n)ouvement  inlinimenl  petit  de  ce  corps. 

Cette  coexistence  de  deux  mouvements  est  un  fait  qui  n'a  rien  d'élonuanl,  aujourd'hui 
que  les  théories  mathématiques  en  donnent  l'explication,  et  le  feraient  découvrir  si  la  con- 
naissance qu'on  en  a  acquise  n'avait  été  le  résultat  des  observations  des  astronomes. 

Mais  si  le  mouvement  de  rotation  est,  aux  yeux  de  l'observateur,  une  propriété  des 
corps  célestes,  tout  aussi  prononcée  que  le  mouvement  de  translation,  et  inhérente  aussi 
à  tout  ce  qui  est  soumis  à  l'action  des  forces  de  l'Univers,  les  géomètres  n'ont  pas  traité 
ces  deux  sortes  de  mouvement  avec  la  même  impartialité.  Ils  ont  considéré  que  le  mouve- 
ment de  translation  est  le  mouvement  naturel  et  élémentaire  des  corps.  C'est  dans  le  sens 
de  cette  idée  preiTiière,  qui  date  de  l'origine  des  sciences  *,  que  d'Alembert,  dans  le  dis- 
cours qui  précède  son  Traité  de  Dynamique,  dit  :  «  Tout  ce  que  nous  voyons  bien  dis- 
»  tinetement,  dans  le  mouvement  d'un  corps,  c'est  qu'il  parcourt  un  certain  espace,  et 
»  qu'il  emploie  un  certain  temps  à  le  parcourir.  C'est  donc  de  celte  seide  idée  qu'on  doit 
»   tirer  tous  les  principes  de  la  Mécanique,  etc.  »   Celle  manière  de  philosopher  j)eut 

'  Quoique  les  philosophes  anciens  aient  connu  le  mouvement  de  rotation  des  asU'es  sur  eux-mêmes,  et  l'aient 
regardé  comme  inhérent  à  la  nature  des  cor|)s,  ils  n'en  ont  pas  moins  considéré  le  mouvement  de  Iranslation 
comme  le  mouvement  primitif,  préexistant  au  mouvement  de  relation.  C'est  ce  que  l'on  voit  dans  Platon,  (jui  dit 
que  Dieu  avait  imprimé  aux  astres  le  mouvement  qui  leur  était  le  plus  propre,  c'est-à-dire  le  mouvement  recti- 
ligne,  qui  les  fait  tendre  vers  le  centre  de  Tlnivers,  et  qu'ensuite,  par  une  conversion  unique,  il  changea  le 
mouvement  de  chaque  corps  en  un  mouvement  de  rotation  autour  de  lui-même ,  et  un  mouvement  circulaire  dans 
l'espace.  Motiim  enim  dédit  cœlo,  eum  qui  corpori  sit  aplissimus  (i.  e.  directum)...  Itaque  una  conversione 
atque  eddem,  ipse  circum  se  torquetur  et  vertitur.  (On  a  interprété  dift'éremmenl  ce  paisage  de  Platon;  mais 
nous  adoptons  ici  le  sens  qui  lui  a  été  donné  par  le  grand  philosophe  Galilée,  dans  ses  Diicorsi  e  diinoslr(i::ioiu 
inatematiche ,  pag.  254.) 
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paraîlre  avoir  rU'  iini'  suite  de  l'hahilmlc  où  Ion  a  toujours  été  d(;  considérer  le  point 
coinino  ri'léincnl  de  l'étendue,  et  non  pas  le  plan,  que  l'on  a  toujours  considéré,  au  con- 
traire, coininc  un  asseniblaj?e  de  jioints.  La  suhstitiilion  dénnili\(;  (jiic  Varignon  a  faite, 
dans  la  .Mé(ain'(|ue  ralionnelle,  des  forces  aux  inonrcincnts,  subsliliilion  si  heureuse  sous 
d'autres  rapports,  nous  parait  avoir  contribué  puissamment  aussi  à  fonder  les  doctrines 
de  la  iMéeani(|ue  aeluelle,  ipti  re[)Osenl  sur  l'idée  première  du  plan,  considéré  comme  l'élé- 
ment de  l'étendue. 

Mais  ne  peul-on  pas  supposer,  maintenant,  (pie  les  deux  mouvements  inséparables  des 
corps  de  l'Univers  doivent  donner  lieu  à  des  théories  mathémali(|ues,  dans  lesquelles  ces 
deux  mouvements  joueraient  idenliquement  le  même  rôle?  Et  alors,  le  principe  qui  uni- 
rait ces  deux  théories ,  qui  seivirail  à  |)asser  de  l'une  à  l'autre ,  comme  le  théorème  sur 
k(pi(l  nous  avons  basé  la  diidlilé  géométrique  de  l'étendue  en  repos,  et  celui  qui  nous  a 
servi  à  lier  entre  eux  les  deux  modes  de  description  mécanique  des  corps,  ce  principe, 
dis-je,  pourrait  jeter  un  grand  jour  sur  les  principes  de  la  philosophie  naturelle. 

Peul-on  pré\oir  même  où  sarièleraieni  les  eonsé(pienees  d'un  tel  principe  de  diinlité? 
A|)rès  avoir  lié  deux  à  deux  tous  les  ph('iiomèr)es  de  la  nature,  et  les  lois  mathématiques 
(jui  les  gouvernent,  ce  principe  ne  remonterail-il  |)oint  aux  causes  mêmes  de  ces  phéno- 
mènes?. El  peul-on  dire  alors  qu'à  la  loi  de  la  gravilalion  ne  correspondrait  point  une  autre 
loi  qui  jouerait  le  même  rôle  que  celle  de  Newton,  et  ser\ irait  comme  elle  à  l'explication 
des  phénomènes  célestes?  Et  si,  au  contraire,  cette  loi  de  la  gravitation  était  elle-même  sa 
corrélative  dans  l'une  el  l'autre  doctrine,  ainsi  que  peut  être  une  proposition  de  Géométrie 
dans  la  dualité  de  l'étendue  liguiée,  ce  sci-ait  alors  une  grande  preuve  qu'elle  est  vérita- 
blement la  suprême  et  unique  loi  de  l'Univers. 

Ilàlons-nous  de  justifier  ces  idées  (contre  lesquelles  nous  ne  nous  dissimulons  point  les 
objections  tirées  de  la  force  cenliifuge,  qui  établit  dans  la  prati(|ue  une  différence  radi- 
cale entre  la  translation  el  la  lotation  des  corps;  mais  dont  nous  faisons  abstraction,  parce 
(pie  nous  ne  considérons  que  les  mouvements  infiniment  |)elits),  hâtons-nous,  dis-je,  de 
justifier  ces  idées  par  (piehpies  réflexions  sur  ce  cpii  nous  parait  avoir  été  déjà  fait,  et  pou- 
voir être  continué,  dans  le  sens  de  cette  corrélation  que  nous  supposons  devoir  exister 
entre  les  théories  relatives  au  mouvement  de  translation,  el  celles  qui  sont  relatives  au 
inouvemenl  de  rotation. 

§  o.  Euler  a  fait  voir,  le  premier,  (|ue  quand  un  corps  est  retenu  par  un  point  fixe,  tout 
mouvement  iiifinimeiit  petit  du  corps  n'est  autre  qu'un  mouvement  de  rotation  autour 
dune  certaine  droite  passant  par  le  point  fixe. 

Lagrange  a  donné,  dans  la  |)remiére  édition  de  sa  Mécanique  anabjtique  (année  1788), 
les  formules  qui  servent  à  décomposer  ce  mouvement  de  rotation  en  trois  autres,  se  faisant 
autour  de  trois  axes  rectangulaires,  menés  par  le  point  fixe.  Ues  formules  oiïraient  une 
ressemblance  remarquable  avec  celles  qui  servent  à  décomposer  le  mouvement  recliligne 
d'un  point,  en  trois  autres  mouvements  rectilignes. 

Plus  tard,  J>agraiige  a  complété  celle  analogie,  en  donnant,  dans  la  seconde  édition  de 
sa  Mccanifiue  anah/liqne  (année   1811),  la  construction  géométrique  des  trois  rotations 
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(|iii  |)('ii\('iit  r('in|ili)('<'r  une  roliitMiii  iiiii(|iit'.  Ouc  cunstruclinti  se  rcdiiil  :i  |)nrt*'i-,  mm-  Ich 
a\4's  (le  rotiilioii ,  <l(>s  li^;iH-s  pi-oporiioiiiicllcs  niix  inoiivniiciils  <|i'  roi.itioii,  cl  l'i  i-oriiposcr 
ot  (l(''i'()iii|)()S('i-  CCS  lif^ncs  coininc  si  elles  l'epi-êseiiliiieiit  des  iiioineiiieiils  reelili^nes. 

l)(Vs  (|iie  Ion  il  su  (|iie  (ont  inonvenient  d'nn  <-or|)s  reienn  piir  un  poiiil  fixe  ('liiit  ini  mon 
veulent  de  roliition  iintonr  d'une  droite,  on  :i  rccoiuni  (|ne  le  luouveuicni  d'ini  ('orjis  piir- 
Inilenu'iil  lihre  ponviiit  se  décoin|)osei'  h  ehiupic  iusiarU  en  deux  nutrc's,  l'un  do  (nuishiiion 
eoininun  à  tous  ses  |>oints,  et  r.Milrc  de  roliition  ;iiitoiir  d'un  :ixe  ineuc  par  l'iin  de  se» 
points,  delà  se  réduit  à  dire  (|ue,  (piiiiKJ  un  corps  parriiileiueni  lilirc  éprouM-  un  inonvc- 
nuMit  iulininuMit  petit,  on  |ieii(  uiener,  piir  chacun  de  ses  points,  une  droite  ipii,  pendani 
ee  luoiiveiuent ,  restera  parallèle  à  eile-mèiiic. 

Il  est  facile  de  leeonnaitre  que  toutes  ees  droites  seront  parallèles  <'ulre  elles;  et  que 
VuHO  d'elles  se  mourra  dans  sa  prirpre  direction;  ce  (pii  lait  (|iie  le  nionviMiient  du  corps 
sera  identiipieiiient  le  niènie  que  celui  d'une  vis  dans  son  écron  '. 

\'oilà,  je  crois,  ce  (|ue  l'on  a  l'ait  relativement  à  la  théorie  des  mouvements  de  rotation. 
Il  paraîtra  peut-être  étonnant  ipiaprès  avoir  eu  à  considérer,  dans  le  mouvement  d'un 
corps  solide  lihre,  la  rotation  autour  d'un  axe  mené  par  l'un  (pielcoii(|ue  de  ses  points,  ou 
n'ait  pas  été  conduit  à  supposer  (ju'un  corps  fùl  soumis  à  |)lusieurs  rotations  autour  de 
divers  axes,  comme  dans  le  cas  où  il  est  retenu  par  un  point  fixe,  cl  à  composer  entre  elles 
ees  diverses  rotations. 

Cette  question  devient  indispensahle,  pour  faire  les  |)reniiers  pas  dans  les  nouvelles 
théories  que  nous  concevons.  Elle  nous  a  conduit  à  reconnaître  que,  quand  an  corps  est 
soumis  à  plusieurs  mouvements  de  rotation  autour  de  divers  axes  placés  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace,  on  peut  remplacer,  d'une  infinité  de  manières,  ce  système  de 
rotations,  par  deux  rotations  uniques,  autour  de  deux  axes  différents. 

L'un  de  ces  axes  peut  être  situé  à  rinlini  ;  ce  qui  fait  voir  que  le  mouvemenl  efïectif  dn 
corps  est  une  rotation  autour  de  l'autre  axe,  pendant  (pie  celui-ci  se  meut  dans  sa  propre 
direction.  Résultat  conforme  à  celui  que  nous  avons  obtenu,  ci-dessus,  par  la  considération 
des  mouvements  rectilignes  des  points  du  corps. 

La  composition  d'un  système  de  rotations  autour  de  plusieurs  axes  (juelconques ,  est 
très-simple,  et  conserve  l'analogie  que  Lagrange  a  trouvée  entre  la  composition  des  rota- 
tions autour  de  divers  axes  passant  par  un  point  fixe,  et  la  con)position  des  mouvements 
rectilignes  d'un  point. 

On  portera,  siu*  chaque  axe  de  rotation,  une  ligne  proportionnelle  au  mouvement  de 
rotation  autour  de  cet  axe,  et  Ton  regardera  toutes  ces  lignes  comme  un  système  de  forces 
sollicitant  un  corps  solide.  On  composera  toutes  ces  forces  en  deux  forces  uni([ues,  et  l'on 
regardera  leurs  directions  comme  les  axes  de  deux  rotations  qui  pourront  remplacer  le 
système  de  rotations  proposé.  Les  mouvements  de  rotation  autour  de  ces  deux  axes  seront 
représentés,  en  grandeur,  par  les  deux  forces. 

'  J'avais  déjà  énoncé  ce  ihéorènae,  avec  plusieurs  autres,  relatifs  au  déplacemeni  d'un  corps  solide  libre  dans 
l'espace.  V'ojrle  Bulletin  universel  des  sciences;  loni.  XIV.  pag.  3:2t.  année  1830:  et  la  Correspondance  de 
.M.  Quelelet .  toni.  VII .  pag.  352. 


4)4  iNOTES. 

!\ïiiiiilcii;ni(  nous  .su|)|)OS('rons  (|ul'  les  rolalions  duii  corps,  aiiloiii-  (ïc.  divers  axes,  appar- 
(i(!iiiiciii  à  (les  plans  meurs  par  ces  axes,  de  même  que  loti  n'garde  les  mouvements  ree- 
liiignes  imprimés  à  un  corps,  ou  les  forces  qui  sollieilenl  un  corps,  conmie  appliqués  à 
l'un  des  points  du  corps  qui  se  trouvent  sur  les  directions  de  ces  mouvcmenls  ou  de  ces 

forces. 

Chacun  de  ces  plans,  pendant  \c.  mouvement  réel  du  eor|)s,  aura  tourné  sur  lui-même, 
aitlom- d'une  droite  située  dans  ce  plan  (laipielle  droite  ne  sera  point  sortie,  pendant  le 
mouvement  du  eori)S,  de  la  position  primitive  du  plan,  dans  hupielle  elle  aura  tourné 
autour  d'un  |)oint  fixe).  Nous  appellerons  ce  mouvement  de  rotation  du  plan  sur  lui-même, 
sa  rotation  effective,  et  nous  dirons  que  la  rotation  partielle  du  corps,  autour  de  l'axe  con- 
teim  dans  ce  plan,  est  la  rotation  imprimée  au  plan.  Ainsi  la  lolalion  effective  d'un  plan 
csf  le  résultat  de  la  combinaison  de  sa  rotation  imprimée,  avec  les  autres  rotations  impri- 
mées à  d'autres  plans  du  corps. 

Ces  dénominations  étant  admises,  on  parvient  au  théorème  suivant  : 

Quand  un  corps  solide  est  soumis  à  plusieurs  rotations  simultanées  autour  de  divers 
axes  ;  si,  par  ces  axes,  on  conçoit  menés  des  plans  dans  le  corps,  ces  plans  éprouveront  des 
mouvements  effectifs  sur  eux-mêmes  ; 

Si  l'on  fait  le  produit  de  la  rotation  effective  de  chaque  plan,  par  sa  rotation  imprimée, 
et  par  le  cosinus  de  l'angle  que  font  entre  eux  les  axes  de  ces  deux  rotations,  la  somme  de 
ces  produits  sera  une  quantité  constante,  quels  que  soient  les  plans  tnenés  par  les  axes  de 
rotation  ; 

Cette  quantité  sera  égale  à  la  somme  des  carrés  des  rotations  imprimées,  plus  le  double 
de  la  somme  des  produits  deux  à  deux  de  ces  rotations  par  le  cosinus  de  l'angle  que 
comprennent  leurs  axes. 

Quand  un  corps  soumis  à  plusieurs  rotations  est  en  équilibre,  si  on  lui  fait  éprouver 
un  dérangement  infiniment  petit ,  les  plans  menés  par  les  axes  de  rotation  éprouveront 
des  rotations  effectives  sur  eux-mêmes  ;  nous  les  appellerons  les  rotations  virtuelles  de  ces 

plans. 

La  condition  d'équilibre  du  corps  pourra  s'exprimer  par  une  équation  qui  nous  offrira 
un  principe  des  rotations  virtuelles,  analogue  au  principe  des  vitesses  virtuelles.  Voici  ce 
principe  : 

Quand  différents  plans  d'un  corps  solide  sont  soumis  à  des  rotations  autour  de  différents 
axes  contenus  da)is  ces  ])la)is  ;  pour  que  ces  rotations  se  fassent  équilibre,  il  faut  que  si 
l'on  donne  au  corps  un  mouvement  infiniment  petit  quelconque,  et  qu'on  fasse,  pour  chaque 
plan,  le  produit  de  sa  rotation  imprimée  par  sa  rotation  effective,  et  par  le  cosinus  de 
l'angle  que  font  entre  eux  les  axes  de  ces  deux  rotations,  il  faut,  dis-je,  et  il  suffit  que  la 
.somme  de  tous  ces  produits  soit  égale  à  zéro. 

Ce  qui  précède  suffira  pour  bien  faire  comprendre  comment  nous  avons  entendu 
qu'il  était  possible  de  créer  de  nouvelles  doctrines  dans  la  Mécanique  rationnelle,  en 
substituant  dans  les  théories  actuelles,  pour  ce  qui  concerne  le  mouvement  général  d'un 
corps,  les  mouvements  de  rotation  aux  mouvements  reetilignes,  et,  pour  ce  qui  concertje 
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1rs  «tiips  «•u\-iiu''in('s,  coiisidric's  coiiiinc  parlij's  de  rrlcndiir ,  1rs  /thuis  :iii\  pointu, 
coininc  on  |)('iil  le  riiirc  diiiis  In  (■<'*()iiHii-ic  |iiii-c  cl  diiiis  lit  (îi-oinrdic  )iiiidy(i(|it<> '. 

%  ().  Sans  rt'cliciTlicr  si  cos  nonvcllrs  docliincs  ponniiirnl  ollVir  (|n('l(ni('s  ii\;iniii^cs  dans 
leur  ii|>|)lici)li()n  iin\  «piostions  de  rAsironoinic  |)i-ali<|uc  cl  iW  l'Asirononiic  |)liysi(|nc,  ce 
(|no  l'on  pourrait  pciil-cMrc  conUîslcr  «  priori,  |)arc(' (pi'il  parait  |)rol)al)lc  (pic  |<s  ni('ilio(lcs 
analyli(|iios  en  usage,  (pii  sont  londccs  sur  la  doclrinc  des  coonloiniées  de  Descartes,  con- 
vi(!nneul  mieux  aux  llicoiics  aciuclics  ipi'à  ces  nouvelles  théories,  nous  pensons  cpie  du 
moins  on  ne  potura  nier  (pie  leur  iniroduelion  dans  la  lM(''eani(|U(î  ralionnclle  ne  soit  propre 
à  jeter  un  nouveau  jour  sur  rensemldc  de  son  vasie  doinaine,  cl  sur  plusieurs  (pieslions 
parlieulii'res  (pii  nous  semblent  n'avoir  point  encore  é'ii'  eomplélc'cs.  Nous  citerons,  jiar 
exemple,  la  singulitîre  analogie  (|ui  a  lieu  entre  les  lorces  et  leurs  moments  par  rajiport 
î»  un  point  (Ixe  ;  analogie  qui  s  expli(pie  très-clairement  par  ringé-nieuse  tlié-orie  des  couples 
dans  la  S(ati(pie.,  Cette  concordance  se  retrouve,  dans  la  Dynannque,  entre  les  mouve- 
ments rectilignes  et  leurs  moments  par  rapport  à  un  point  ;  on  la  reconnaît  dans  les  deux 
principes  de  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gravité  et  des  aires;  M.  liinel 
l'a  démontrée  aussi  dans  le  principe  des  forces  vives;  elle  s'étend  certainement  plus  loin; 
ei  sa  cause  première,  encore  ignorée,  est  une  question  d'un  très-haut  intérêt. 

La  théorie  des  couples,  que  nous  venons  de  citer,  nous  parait  une  doctrine  tout  à  fait 
conforme  aux  idées  de  corrélation  que  nous  venons  de  développer.  C'est  la  Statique  traitée, 
pour  ainsi  dire,  d'une  manière  impartiale,  relativement  aux  doubles  doctrines  de  Dyna- 
mique que  nous  avons  fait  entrevoir.  Partout,  en  elfet,  les  couples  jouent  le  même  rôle  que 
les  simples  forces;  celles-ci  semblent  destinées  au  mouvement  de  translation,  et  les  couples 
au  mouvement  de  rotation  ;  les  unes  et  les  autres  sont  soumis  aux  mêmes  lois  mathématiques 
de  composition  et  de  décomposition.  Nous  pouvons  donc  regarder  cette  élégante  théorie  des 
couples  comme  une  conception  éminemment  heureuse,  et  qui  était  indispensable,  comme 
introduction  à  une  théorie  complète  de  la  double  Dynamique,  dont  nous  avons  parlé. 

g  7.  Depuis  que  j'avais  été  conduit  à  considérer  les  mouvements  de  rotation,  à  l'instar 
des  mouvements  rectilignes,  et  à  rattacher,  comme  je  viens  de  le  faire,  cette  question  à 
la  dualité  de  l'étendue  figurée,  en  repos,  j'ai  lu  les  excellentes  réflexions  que  mon  ancien 
camarade  de  l'Ecole  polytechnique,  M.  Aug.  Comte,  a  faites  sur  la  théorie  des  couples  de 
M.  Poinsot,  dans  les  quatre  leçons  de  son  Cours  de  philosophie  positive ,  où  il  traite  de  la 
Mécanique.  J'ai  été  extrêmement  flatté  d'y  voir  mes  idées  sur  ce  sujet  confirmées  par  la 
manière  dont  ce  profond  penseur  conc^'oit  aussi  la  question  générale  du  mouvement  des 
corps,  et  l'utilité  de  la  théorie  des  couples  dans  les  questions  qui  s'y  rapportent. 

Je  terminerai  cette  Note  par  les  propres  paroles  de  M.  Aug.  Comte,  qui  sont  de  nature 
à  fixer  l'attention  des  géomètres  sur  les  nouvelles  doctrines  que  l'on  pourrait  introduire 
dans  la  Dynamique. 

.  '  Cette  théorie  des  mouvemenls  de  rotation  fera  partie,  nécessairement,  de  la  nouvelle  branche  de  la  Mécanique, 
que  M.  Ampère  vient  de  comprendre  dans  sa  classitication  des  connaissances  humaines,  sous  le  nom  de  Cinéma- 
tique (science  du  mouvement),  qui  doit  précéder  la  Statique,  et  faire  avec  elle  l'objet  complet  de  la  Mécanique 
élémentaire.  (Voir  Essai  sur  la  Philosophie  des  Sciences,  par  M.  Ampère,  in-8»,  1834.) 
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«  Quelles  (|ne  soicnl,  vu  réalité,  les  (jiifiiités  foudaiiiefitales  de  la  conception  de  M.  Poin- 
■  sot  par  rapport  à  la  statique,  on  doit  iiéjnnnoins  reconnaître,  ce  me  scnd)le,<juc  c'est 
»  surtout  au  perfectiornienient  de  la  dyiianiitiue  (prdle  se  trouve  par  sa  nature  essentiel- 

•  ment  destinée,  cl  je  crois  pouvoir  assurer  à  cet  égard  que  cette  conception  n'a  point 
»  encore  exercé  jusqu'ici  son  influence  la  plus  capitale.  Il  faut  la  rejjrarder  en  effet  comme 
»  direelenient  propre  à  perfectionner,  sous  un  rapport  très-important,  les  éléments  mêmes 
»  de  la  (hnamicpie  générale,  en  mutant  la  notion  des  mouvonents  de  rotation  aussi  natu- 

•  relie,  aussi  familière,  et  presque  aussi  simple  que  celle  des  mouvements  de  translation,  car 
»  le  couple  peut  être  envisayé  comme  l'élément  naturel  du  mouvement  de  rotation,  aussi 

•  bien  que  la  force  l'est  du  mouvement  de  translation.  » 

Depuis  que  celte  ISote  était  écrite,  a  paru  l'opuscule  de  M.  Poinsot  sur  une  Théorie 
nouvelle  de  la  rotation  des  corps.  Cet  ouvrage  réalise  les  idées  que  nous  avions  conçues 
sur  la  possibilité  et  l'utilité  d'introduire,  dans  la  Dynami(|ue,  la  considération  directe  des 
mou\ements  de  rotation,  à  l'insiai-  des  mouvements  de  translation.  Par  cette  méthode, 
mise  en  œuvre  avec  une  sagacité  admirable,  se  trouve  résolue,  par  le  simple  raisonnement, 
une  question  compliquée  et  didicilc,  qui,  jusqu'ici,  avait  été  du  ressort  de  l'Analyse  la 
plus  savante,  et  se  trouvent  démontrés  de  beaux  théorèmes  qui  avaient  échappé  à  cette 
Analyse,  et  qui  présentent  une  image  claire  de  toutes  les  circonstances  de  la  rotation  d'un 
corps. 


NOTE    XII. 


(deuxième  époque,  §  2.) 


Sur  la  Géométrie  des  bidiens^  des  Arabes,  des  Latins  et  des  Occidentaux, 

au  Moyen  âge. 

Les  limites  dans  lesquelles  nous  avons  diî  nous  renfermer,  ne  nous  permettaient  de 
parler  que  des  principales  découvertes  en  Géométrie,  particulièrement  de  celles  qui 
avaient  donné  lieu  à  (pielques  théories,  ou  à  quelque  méthode  se  rapportant  à  la  Géomé- 
trie moderne.  C'est  pourquoi  nous  avons  fixé  le  commencement  de  notre  deuxième 
Époque  aux  travaux  de  Mètc.  Mais,  depuis  plus  d'un  siècle  déjà,  la  Géométrie  était  cul- 
tivée avec  aideur;  et  si  elle  ne  s'est  pas  enrichie  de  méthodes  d'une  importance  majeure, 
comme  l'Analyse,  qui,  pendant  ce  siècle,  avait  poussé  ses  découvertes  jusqu'à  la  résolu- 
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lion  (les  ('>(|iiiili()iis  du  Iroisiriiic  cl  du  (|iiali°iriiic  dc^rr;  les  ||-iimiii\  des  l'criviiiiis  (pii  l'ont 
t'ullivrc  oui  iiôiminoiiis  pirpair  les  ^Miiiids  ir;i\iiii\  des  (Jromrln's  du  W'II"  sirclr ,  sur- 
(oui  (Ml  iuliiiduisaul  diiiis  cclU'  science  un  cli'-iuciit  noinciiii,  (|ui  l'-liiil  le  )^e.rnic  de  ses 
progrès  iillérieurs.  (!el  éléuieul  élail  le  athui  dh/i-hritiiir,  (|ui  n'iivnii  pus  élé  cr)nnu  d("« 
Grecs,  ou  (piils  a\aienl  icjelé,  pai'  suilc  de  leur  dislinelioii  IraneJH'e  enlic  r.ArilInni'- 
(i(pie  ei  la  (Jéoinélrie.  C.'esl  ainsi,  par  cxeuiplc,  (pTils  déMioiiltaieiii,  stu-  des  Maures  ei 
par  de  pures  considéralioiis  géoiuélii(pies,  les  dix  preniières  proposiiions  du  second  livre 
trKuclide,  (pii  ne  soûl  au  fond  cpic  des  règles  de  calcul.  Cri  éléiueiil  a  l'ail  le  canicléi-c 
spécial  de  la  (léoniélrie  de  Vièlc,  de  Fernial ,  de  Dcscarles;  nous  devons  donc,  [)our  re- 
inonler  à  la  source  d'iuie  si  jurande  et  si  utile  innovalion ,  et  jtour  la  suivre  dans  ses  dé- 
veloppenienls,  jeli'r  un  coup  tl'œil  sur  les  premiers  travaux  des  (îéoinètres  à  la  renaissance 
des  lettres. 

C'est  à  eel  ohjel  (|ue  nous  avions  destiné  cette  IVolc.  Mais,  depuis  (prdle  était  écrite, 
a  paru  le  premier  volume  de  V Histoire  des  Sciences  inathéinatifiites  en  Italie,  où  M.  Libri, 
dans  un  éloquent  discoui's  préliminaire,  expose  la  marche  des  sciences  eliez  les  dillérents 
peuples  de  la  Terre,  à  partir  de  la  plus  haute  aiiii(|uilé.  Cet  ouvrage,  dont  chaque  page 
porte  le  eachel  de  la  plus  profonde  et  de  la  plus  étoimanle  érudition,  attribue  aux 
Arabes  et  aux  Indiens  une  pari  plus  grande,  dans  le  développemcnl  des  sciences,  qu'on 
n'a  supposé  jus(iu'ici. 

Nous  avons  cru  dès  lors  devoir  porter  un  regard  rapide  sur  la  partie  géométrique  des 
ouvrages  hindous  et  arabes,  dont  de  savants  orientalistes  de  l'Angleterre  nous  ont  donné 
des  traductions,  il  y  a  quel(|ues  années.  Et,  pour  compléter  cet  aperçu  des  éléments  divers 
qui  ont  concouru  au  rétablissement  des  sciences  en  Europe,  nous  l'avons  étendu  sur  la 
Géométrie  des  Latins  et  au  Moyen  âge. 

«  L'esprit  humain  parait  marcher  dans  une  route  si  nécessaire;  chaque  progrès  semble 
tellement  déterminé  d'avance,  qu'on  essaierait  en  vain  d'écrire  l'histoire  d'un  peuple  ou 
d'une  science,  en  j)artant  d'une  époque  quelconque,  sans  jeter  un  regard  sur  les  temps 
et  les  événements  antérieurs  '.  »  Cette  pensée  juste  nous  servira  d'excuse  pour  la  longueur 
que  la  fâche  qu'elle  nous  impose,  va  donner  à  cette  Note. 


GEOMETRIE  DES  LNDIENS. 

Ayant  reçu  des  Arabes,  dans  nos  fréquentes  communications  avec  ce  peuple,  notre  sys- 
tème de  numération,  nous  lui  avions  d'abord  fail  honneur  de  cette  idée  ingénieuse  et 
féconde,  qui  a  rendu  de  si  grands  services  aux  sciences,  et  à  l'Astronomie  principalement. 
Mais  on  a  reconnu  depuis,  par  diiïérents  documents  éiTianés  des  Arabes  eux-mêmes,  que 
cet  honneur  appartenait  aux  Indiens.  Une  si  belle  et  si  utile  invention,  qui,  avec  neuf 

'   Histoire  des  Sciences  mathématiques  en  Italie,  par  M.  Libri  ;  Discours  préliminaire .  t.  I,  p.  ô. 
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signes  sciilcimiil ,  preiiîiiil  des  valeurs  dv  position  suivant  une  loi  lrès->iiii|jl(' ,  j)ouvaii 
exprimer  tons  les  nombres  imaj<inaltles,  et  abréj^eait  singulièrement  le>  calculs,  si  péni- 
bles chez  les  Latins,  étaii  propre  à  mériter  à  ses  auteurs  l'estime  de  IKinope  (|ui  l'avait 
îido|)iée  universellement,  el  à  faire  penser  (jue  le  peuple  hindou  avait  été  eaj)al)le  d'autres 
progrès  dans  les  sciences  mathématiques. 

Kn  elfel,  on  ne  tarda  point  à  apercevoir  quelques  indications  (pii  annonçaient  que  ce 
peuple  avait  cultivé  aussi  nue  Arithmétique  sujiérieure,  doù  dérivait  celle  qui  nous  a  été 
transmise  des  Arabes  par  Fibonacei,  sous  le  non)  d'Alf/cbra  et  Alnmcahala,  el  (|ui  forme 
aujourd'hui  notre  Algèbre. 

Lhisioirc  des  sciences  était  vivement  intéressée  à  1  éclaircissement  de  ces  premières 
indications. 

I)(j)uis  imc  vingtaine  d'années  elles  ont  reçu  une  conlirmation  complète. 

Au  commencement  de  ce  siècle,  MM.  Taylor,  Siraehey  el  Colebrooke  '  nous  ont  fait 
connaître  les  ouvrages  mathématiques  de  deux  auteurs  hindous,  qui  passent  pour  les  plus 
célèbres  de  leur  nation,  Bialmieguj)ta  et  lîhascara  Aeharya;  le  premier  du  \l'  et  le  second 
du  XII"  siècle  de  l'ère  vulgaire.  Ces  ouvrages  traitent  de  V Arithmétique,  de  l'Algèbre  et 
de  la  Géométrie.  L'Arithmétique  et  l'Algèbre  en  sont  la  partie  la  plus  considérable,  et  con- 
lirment  pleinement  l'opinion  émise  en  faveur  des  Indiens,  comn)e  inventeurs  de  ces  deux 
branches  de  la  science  du  calcul,  telles  que  nous  les  avons  reçues  des  Arabes,  et  même 
dans  un  état  de  plus  grande  perfection. 

En  effet,  les  commentaires  de  divers  auteurs  hindous,  qui  accompagnent  le  texte  de 
ces  deux  ouvrages,  attribuent  îi  un  auteur  encore  plus  ancien  que  Brahmegupta,  el  qu'ils 
nomment  Aryabhalla,  la  résolution  de  ré(|ualion  du  premier  degré  à  deux  inconnues,  en 
nombres  entiers,  par  une  méthode  semblable  à  celle  de  Bachet  de  Méziriac,  qui  a  paru  en 
Jùnope,  pour  la  première  fois,  en  1624.  «  Les  ouvrages  de  Brahmegupta  el  de  Bhascara 
renferment  des  recherches  d'un  ordre  beaucou|)  plus  élevé.  Outre  la  résolution  générale 
de  l'équation  à  une  seule  inconnue  du  second  degré,  et  celle  de  quelques  équations  déri- 
valives  des  degrés  suj)érieurs,  on  y  trouve  la  manière  de  déduire,  d'une  seule  solution, 
toutes  les  autres  solutions  entières  dune  équation  indéterminée  du  second  degré  à  deux 
inconnues;  et  celle  Analyse,  que  nous  devons  à  Euler,  était  connue  aux  Indes  depuis  plus 
de  dix  siècles.  Un  calcul  qui  a  de  la  ressemblance  avec  les  logarithmes,  des  notations  par- 
ticulières fort  ingénieuses,  et  surtout  une  grande  généralité  dans  l'énoncé  des  problèmes, 
atlestent  les  progrès  de  l'Analyse  indienne.  Cette  science,  que  les  Hindous  appliquaient  à 
la  Géométrie  et  à  l'Astronomie,  était  pour  eux  un  puissant  instrument  de  recherche,  el 
l'on  doit  citer  avec  éloge  plusieurs  problèmes  géométriques  dont  ils  avaient  trouvé  d'élé- 
gantes solutions.  » 

>ous  nous  bornerons  à  cette  indication  succincte  des  travaux  analytiques  des  Hindous, 
que  nous  avons  empruntée  de  VUistoire  des  Sciences  inalhématiques,  de  M.  Libri.  Mais 

'  Bija  Ganila,  or  the  Algebra  of  the  Hindiis,  bij  Edv.  Strachey.  London;  1813  in-4°.  —  Lilavali  or  a  irealise 
on  Arillimctic  and  Geometry  by  Bhascara  Aeharya,  translated  front  the  original  sanscrit  by  J.  Taylor. 
I{oml);iy;  181G,  in-4".  —  AUjebra,  ivilh  Aritlunetic  and  Mensuration,  from  the  sanscrit  of  Brahmegupta  and 
Bhascara;  translated  by  H.  T.  Colebrooke.  London:  1817,  in-4". 
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il  nous  l'iiiil  (iilrcr  diiiis  |)liis  de  (l('>v('l(i|i|i<'iiicnls  |i(Mir  l'iiin-  ronriiiiiK'  I* m  (>r>(iiiic(rir,  (|iii 
val  ici  iiolrc  olijcl  sixTinl. 

On  sVsl  lionii',  <Ijiiis  les  cMniiis  ci  les  jni.ilyscs  (m'oii  en  ;i  doniics,  ;i  eiier  i|iicli|iie> 
|H()|K»si(ions,  qui  soiil  :  le  cnurc  de  rii\jiniéiiuse  ;  la  |(r(i|M»iii(niii;iIi((''  des  eôlés  diiiis  les 
(riniii-les  é(|iiii»iif;les  ;  les  sej^nienls  l'iiils  piii-  la  |»ei|ieiidiculairc  sur  la  hase  d'un  Iriati^le; 
l'aire  de  eellc  lijj^iuc,  en  l'unelinu  des  Irois  eôiés;  un  ra|)|)()il  apiuoelH"  de  la  eireordVrenee 
au  dinuièli'e;  la  \aleui'  des  eôlés  des  sepi  premiers  (lolsj^oues  léj^ulieis  insciils  au  eeix-le; 
une  relaiiou  eiilre  la  corde  d'un  arc,  sou  sinus  verse  cl  le  dianièlrc;  cl  enlin  (|uel((ues 
propositions  sur  le  calcul  des  distances,  par  l'onduc;  du  {fiioiuon  '. 

On  a  cru  voir,  géncraleiueut,  dans  ces  diverses  pro|»osili()iis,  et  consr(pienMiient  dans 
la  partie  géoinctriciuo  des  oun  rages  de  liralunej^upta  cl  de  lUiascara,  des  fjlcniciits  de  Gt'-o- 
niélric,  ou  du  moins,  les  propositions  élémentaires  et  priniordiales  sur  Icscpiellcs  repo- 
sait toute  la  science  des  Hindous.  Aussi  a-t-on  regarde  leurs  coimaissances  gcomélri<pics 
connue  infinimcnl  inférieures  à  leurs  connaissances  en  Algèbre  -, 

Mais  en  cherchant  à  nous  rendre  compte,  par  une  élude  approfondie  de  la  partie  géo- 
mélriciuc  des  ouvrag<'s  hindous,  de  la  signilication  de  |»lusienis  propositions  dont  on 
n'avait  point  encore  parlé,  et  du  rôle  que  ces  diverses  vérilés,  qui  paraissaient  d'aliord 
sans  lien  entre  elles  et  comme  jetées  au  hasard,  jouent  dans  cet  ouvrage,  nous  avons  été 
conduit  à  reconnailre,  d'une  i)art,  (juc  les  propositions  dont  il  n'avait  point  encore  été  l'ail 
mention  étaient  |»récisémcnl  celles  qui  avaient  le  plus  de  valeur;  et  ensuite,  (jue  l'ouvrage 
de  IJrahmcgnpta,  i)rincipalemcnl,  loin  de  nous  offrir  des  Éléniciilti  île  (iéoiuélric,  ou  le 
résumé  des  propositions  les  plus  usitées  chez  les  Hindous,  roulait  sim])lemcnl  sur  une 
seule  et  unique  théorie  géométrique. 

Celte  théorie  est  celle  du  (luadrilaièrc  inscrit  au  cercle.  Brahmegupta  y  résout  celle 
question,  digne  d'être  remarquée  :  Construire  un  quadrilalère  inscripliblc ,  dont  l'aire, 
les  diagonales,  les  perpendiculaires  et  diverses  autres  lignes,  ainsi  que  le  diamètre  du  cercle, 
soient  exprimes  en  nombres  rationnels. 

Tel  est  l'objet  de  l'ouvrage  de  Brahmegupta,  si  nous  ne  nous  abusons  dans  notre  inter- 
prétation de  la  plupart  de  ses  propositions,  dont  le  sens  doit  être  devine  à  cause  de  la  con- 
cision extrême  des  énoncés,  où  manijuc  la  plus  grande  partie  des  conditions  qui  devraient 
y  entrer. 

On  sera  étonné  sans  doute  de  voir  réduire  à  de  telles  questions  ce  qu'on  a  pu  regarder, 
avant  une  leclure  allentivc,  comme  formant  des  Éléments  de  Géométrie.  Ces  questions 

'  \oir  Correspondance  polytechnique ,  l.  III,  janvier  1816:  ailicle  traduit  par  M.  Terquem  de  i'ouvraye  clo 
M  Hultoii,  intitulé  Tracts  un  Mothematical ,  etc.,  5  vol.  in-8";  Londres  1812.  M.  Hullon  avait  reçu  ces  neufs 
et  |)récieux  doeunienis  sur  IWIgobre  et  la  Gconiéliie  des  Indiens,  de  M.  Straeliey,  avant  (|ue  les  pultlieations  de  ce 
savant  orientaliste  eussent  paru.  —  Edimburg  licricw,  1817,  n"  LVII.  —  Delambre,  Histoire  de  l'Astroiioniie 
ancienne,  t.  I;  et  Histoire  de  l'Astronomie  du  Moyen  âge,  Discours  prtMiminaire.  — Journal  des  savans, 
septembre  1817. 

-  They  {tlie  Hindus)  culticatcd  Algebra  mucli  more,  and  ivith  grealer  siiccess,  tluta  Geometry;  as  is  évident 
from  tlu'comparalivcly  luw  slutaof  thcir  kiioivledgc  in  thc  onc,  and  Ihc  liigli  pilch  ofllieir  atlainincnl.s  in  tlic 
ollier.  CoLKunooKE  ;  Brahmegupta  ami  Bhascara ,  Algvbra  :  Disserlalinii,  y.W. 
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(Irnolcnt,  sinon  ini  >;iv()ir  liés-élcndn,  du  moins  nnc  corlaine  hahilclé  en  Géoniélrie,  ci 
une  htibiludc  du  cidcul.  Sous  ce  rn|)|ioii,  elles  sont  dans  l'esjjril  al;5«''l)ric|ue  des  Hindous. 
Elles  nous  font  voir  (juil  nous  resle  entièienienl  à  eonnaiire  leurs  Klérnenls  de  Géomélrie, 
el  elles  sont  jji-ojjres  à  nous  faiie  désirer  de  retrouver  encore  d'autres  fragments  sembla- 
bles, du  temps  de  lirabmegu|»la,  on  d'un  temps  antérieur;  car  elles  nous  prouvent  que  la 
Géométrie  alors  a  été  cidtivée  avec  succès. 

L'ouvrage  de  Bliascara  n'est  qu'une  imitation  très-imparfaite  de  celui  de  Bralimegupla, 
(jui  y  est  commenté  et  dénaturé.  On  y  trouve,  en  j>lus,  quehpies  questions  nouvelles  sur  le 
triangle  rectangle  ((jui  étaient  étrangères  i\  la  «piestion  traitée  par  lirabmegupta);  une 
expression  apj)roximative  remarquable  de  l'aire  du  cercle,  en  fonction  du  diamètre;  la 
valeur  des  côtés  des  sept  premiers  polygones  réguliers  inscrits,  en  fonction  du  rayon;  el 
imc  formule  pour  le  calcul  approximatif  de  la  corde  en  fonction  de  l'arc,  et  vice  versa. 

Mais  les  propositions  les  plus  importantes  de  lirabmegnpta,  relatives  à  sa  ibéorie  du 
quadrilatère  inscriplihie  au  cercle,  y  sont  omises,  ou  énoncées  comme  inexactes.  Ce  qui 
montre  (juc  Bliascara  ne  les  a  pas  comprises. 

Cette  circonstance,  el  les  commentaires  de  différents  scoliasles,  nous  paraissent  prouver 
que,  de|)uis  Brahmegupta,  les  sciences,  dans  l'Inde,  ont  été  en  déclinant,  el  (jue  l'ouvrage 
de  ce  géomètre  a  cessé  d'y  èlrc  compris.  On  sait,  du  resle,  que  dans  l'âge  présent,  les 
savants  indiens  sont  d'une  ignorance  profonde  en  mathématiques  '. 

>'ous  allons  présenter  une  analyse  succincte  de  l'ouvrage  de  Brahmegupta.  Ensuite  nous 
analyserons  semblablemenl  celui  de  Bhascara;  et  nous  signalerons  les  dilférences  notables 
(|ue  nous  avons  trouvées  entre  ces  deux  ouvrages,  écrits  à  six  siècles  d'inlervalle. 

SLR  LA  GÉOMÉTRIE  DE  BRAHMECUPTA. 

Les  ouvrages  de  Brahmegupta,  dont  l'Europe  est  redevable  au  célèbre  M.  Colebrooke, 
sont  extraits  d'im  Traité  d'Astronomie,  dont  ils  forment  le  douzième  et  le  dix-huitième 
chapitre.  Le  douzième  est  im  Traité  d'Arithmétique  (intitulé  Ganita),  et  le  dix-huitième 
un  Traité  d'Algèbre  (intitulé  Cuttaca).  La  Géométrie  fait  partie  du  Traité  d'Arithmétique, 
où  elle  occupe  les  sections  1\',  \",  ...,  L\,  sous  les  titres,  dans  le  texte  anglais  :  Plane  figure, 
Excavations,  Stacks,  Saw,  Moiinds  of  Grain,  et  Measnre  bij  Shadoiv. 

La  section  I\',  intitulée  :  Figlues  planes,  triangle  et  quadrilatère,  se  compose  de  vingt- 
trois  j)roposilions,  comprises  sous  les  paragraphes  21-43. 

Toutes  ces  propositions  se  réduisent  à  des  énoncés,  d'un  style  elliptique,  extrêmement 
concis,  et  ne  sont  accom|)agnées  d'aucune  démonstration.  Elles  sont  présentées  d'une 
manière  générale,  sans  le  secours  d'aucune  ligure,  et  sans  qu'il  en  soit  fait  aucune  applica- 

•  A  Poona.  (pie  l'on  (loul  irganler  comme  le  principal  établissement  des  Ri-amines,  il  y  a  tout  au  plus  dix  ou 
douze  personnes  (jiii  enlendeut  le  Lilavali  ou  le  Dija-Ganita;  et  quoiqu'il  y  ail  plusieurs  astronomes  de  profession 
a  Bomba),  M.  Ta>lor  n'eu  a  i>as  trouvé  un  seul  qui  entendit  une  page  du  Lilavati.  (Delanil)re,  Histoire  de  l'Aslro- 
numii'  ancienne,  t.  i,  p  bt5) 
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tioii  niMn('<i-i(|ii(' linns  \o  to\t(\  IMiiis  des  noirs  iliin  ntitciir  hiiidoii  ,  noiiiiiK-  ('.li.-iiiir\((|ri, 
('oiiliciiiicnl  les  ligures  cl  les  ii|)|i|ili<-iili()ns  <|iii  s'y  ni|i|M)i-|ciii. 

(hi<-l(|iM's-iiii(\s  (les  |)r<)|)()sili<)iis ,  in.'iis  vu  |i(-lil  iioinlirc  ,  soiil  iiilclligililts ,  ci  leur  l'iioiic*'- 
rciircriiic  loulcs  les  piirlies  <|ui  eoinposeril  une  proposiiion  eoinpièle.  !M:iis  les  iinires  snni 
ôiiuiicées  (riiiie  manière  Irès-inipailiiiie,  ei  ne  loni  luienix'  ineniion  d'une  parlie  nniahle 
des  condilions  do  la  (|iiesli()ii,  doni  la  eonnaissaiiee  csl  indispensahle.  Par  exemple,  s'il 
s'ngild'uii  (piadrilatère,  la  proposiiion  se  rédiiil  à  rexpression  des  longueurs  de  ses  (piatre 
cùlés,  el  laisse  ignorer  les  autres  condilions  nécessaires  pour  eonsiriiire  le  (piiidrihilère, 
ainsi  que  les  propriélés  de  celle  ligure,  (pii  oni  clé ,  dans  rinlenlion  de  l'aulcur,  l'ohjci  de 
celte  proposition.  Toutes  oes  |)rop()silions  de  Hralinicgupia  oui  donc  hesoin  d'être  devinées. 

Le  sens  que  nous  leur  avons  donné,  nous  a  porté  à  regarder  l'ouvrage  comme  a\ant  eu 
pour  objet  de  résoudre  les  (juairc  (piesiions  suivantes,  relatives  au  triangle  el  au  (piadri- 
latère : 

1"  Trouver,  en  fonction  îles  Inn's  cotés  d^un  trianylc,  son  aire  et  le  rai/on  (Ik  cercle  (fui 
lui  est  circonscrit; 

"2"  Conslrnire  un  triont/le  dans  lequel  cette  aire  el  ce  rai/on  soient  exprimés  m  nombres 
rationnels;  les  céUésdu  triangle  étant  eux-mêmes  des  nombres  rationnels  ; 

5"  Un  quadrilatère  étant  inscrit  au  cercle,  déterminer,  en  fonction  de  ses  côtés,  son  aire, 
ses  diagonales,  ses  perpendiculaires,  les  seg)ncnts  ciue  ces  lignes  font  les  unes  sur  les  autres 
par  leurs  intersections ,  et  le  diamètre  du  cercle; 

4°  Enfin,  construire  un  quadrilatère  inscriplible  au  cercle,  dans  lequel  tontes  ces  choses, 
son  aire,  ses  diagonales,  ses  perpendiculaires,  leurs  segments,  le  diamètre  du  cercle,  soient 
exprimés  en  nombres  rationnels. 

Du  moins,  ces  quatre  questions  se  trouvent  résolues  complètement  dans  les  dix-huii 
premières  propositions  de  l'ouvrage  de  Brahmegupta,  qui  sulfisent  pour  leur  solution,  el 
dont  aucune  n'y  est  étrangère,  de  sorte  qu'on  peut  dire  que  ce  Traité  est  écrit  avec  intelli- 
gence et  précision.  Quelques  autres  propositions,  (pii  viennent  à  la  suite,  roulent  sur 
d'autres  matières. 

On  peut  regarder  aussi  l'ouvrage  de  Brahmegupta  comme  ayant  eu  pour  objet  unique 
une  seule  des  quatre  questions  (|uc  nous  venons  d'énoncer,  qui  serait  la  dernière,  relative 
au  quadrilatère  inscrit.  Les  trois  autres  seraient  des  prémisses  indispensables  pour  la  solu- 
tion de  celle-là;  cl,  en  effet,  toutes  les  proposilions  dont  elles  se  comj)osent  ont  leur 
application  dans  la  solution  complèlc  de  la  (jueslion  du  quadrilatère. 

Avant  de  passer  à  l'analyse  de  l'ouvrage  de  Brahmegupta,  il  nous  faut  faire  connaître 
quelques  expressions  de  la  nomenclature  mathématique  des  Hindous,  dont  ils  font  un 
usage  très-heureux  pour  énoncer  les  théorèmes  d'une  manière  concise  et  sans  le  secours  de 
figures;  ce  qui  leur  donne  un  caractère  de  généralité  qui  manquait  souvent  à  la  Géométrie 
des  Grecs.  \ous  nous  servirons  ensuite  des  mêmes  expressions  :  elles  nous  faciliteront  le 
discours,  el  nous  permettront  quelquefois  de  conserver  le  style  des  géomètres  indiens. 

Dans  un  triangle,  un  côté  est  appelé  la  base,  cl  les  deux  autres,  les  côtés  ou  \es  jambes; 
h  perpendiculaire  esl  la  ligne  abaissée,  peipendiculairement  sur  la  base,  du  point  d'inter- 
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seclion  (l<*s  deux  colés;  les  scrjnioits  sont  les  parties  comprises  entre  le  pied  de  l;i  perpeii- 
dieiihiire  el  les  deux  extréinilés  de  l:i  base. 

Dans  un  triangle  rectangle,  un  côte  de  l'angle  droit  est  appelé  le  côté,  l'autre  le  droit 
(iiprif/ht),  el  le  Iroisième  V/ii/polénu.sc.  Au  mol  dioit ,  (|ui  ne  s"a|»pli(jue  dans  notre 
nonienelalure  niath(''iuati(|uo  (|u'aux  angles,  nous  substituerons  celui  de  rathète,  (|ui  était 
employé  par  les  (irccs  et  par  les  Latins. 

Le  polygone  de  quatre  cotés  est  appelé  tclraf/one  (excepté  dans  le  titre  de  l'ouvrage  : 
Trianrjh'  et  (iiiadrilalèrc);  l'un  des  (pialrc  côtés  est  la  base;  son  opposé  est  appelé  le 
sonnnct  (suiiiniif),  et  les  deux  autres  les  flancs. 

iSe  pon\ant  nous  servir  du  mol  sommet,  qui  s'applique  invariablement  dans  notre 
langue,  à  un  poiiU,  et  jamais  à  une  ligne,  nous  lui  substituerons  celui  de  corauste,  à 
l'imitation  des  Latins, (|ui  donnaient  aussi  un  nom  particulier  au  côté  opposé  à  la  base  du 
(piadrilatère,  et  l'appclaienl  coraiistus.  Ce  mot  se  rencontre  dans  (juelques  anciens  ma- 
nuscrits, el  a  été  reproduit,  en  149(),  dans  la  Marijatita  ji/u'losophica. 

Les  perpendiculaires  du  quadrilatère  sont  abaissées,  sur  la  base,  des  deux  sonuncis 
(jui  sont  les  extrémités  suj)érieurcs  des  deux  (lancs  ;  de  sorte  (|u'elles  correspondent  respec- 
tixeujent  aux  deux  flancs.  Cliacune  d'elles  l'ait  sur  la  base  deux  segments.  Le  premier,  situé 
(  iilie  la  perpendiculaire  el  le  flanc  corresjjondani ,  est  appelé  le  segment,  l'autre  esl  son 
complément.  Les  Indiens  se  servent  du  mol  diagonale  dans  la  même  acception  que  nous. 

Dans  le  rectangle,  les  dénominations  sont  spéciales.  Le  rectangle  est  a|)pelé  oblonrj ;  et 
deux  côtés  contigus  sont  appelés,  comme  dans  le  triangle  rectangle,  le  coté  el  le  droit  ; 
nous  dirons  le  côté  el  la  cathéte. 

Le  n)ol  trapèze  (Jrapezium)  esl  employé  plusieurs  fois  sans  être  défini.  On  voit  par  une 
noie  de  M.  (lolebrooke,  placée  au  connneneemenl  de  la  paitie  géométrique  de  Bhascara , 
el  empruntée  du  scoliaste  Ganesa ,  (pie  ce  mol,  qui  répond  à  la  dénomination  sanscrite 
vishania-chat u rhhuja ,  s'applique  au  létragone  (jui  a  ses  quatre  côtés  inégaux. 

C'est  la  signification  qu'il  avait  chez  les  Grecs  (voir  la  définition  Tii'  du  1"  li\re 
d'Euclide),  el  qui  a  été  conservée  jusqu'ici  chez  les  géomètres  anglais  '.  C'est  la  significa- 

'  Aujourd'hui ,  on  France,  le  mol  trapèze  s'ajtplique  exciusivemeul  au  ([uadrilalère  qui  a  deux  côtés  i)aralléles, 
el  SCS  deux  autres  cotés  non  parallèles.  C'est  veis  le  milieu  du  siècle  dernier  qui!  a  pris  cette  nouvelle  significa- 
tion ;  jusque-là  il  avait  eu  celle  d'Euclide. 

Cependant  il  avait  déjà  reçu  à  différentes  époques,  même  éloiguées,  cette  signiticalion  particulière;  car,  dans  la 
proposition  174*  du  T"'  livre  des  Collections  mallicmatiques  de  Pappus.  ce  mol  s'applique  nécessairement  à  un 
(luadrilatère  (jui  a  deux  côtés  parallèles  et  ses  deux  autres  côtés  quelcoiuiues:  et.  dans  le  Commentaire  d'Eutocius 
sur  la  ID"'  iiroposition  du  1"^  livre  des  Coniques  d'Apollonius,  il  a  la  même  signilication.  Dans  les  temjis  modernes 
nous  la  trouvons  exprimée  formellement  dans  un  ouvrage  de  Peucer  :  EIcmenta  doclrinœ  dccircutis  cœlestibus , 
in-8»,  lî)f)9.  où  nous  lisons  :  Qnœ  vero  non  ~a.f,%//.ijj éypctauct  snnl,  atil  diias  habenl  lineus  œc/uabiliter  dis- 
lanles,  ni  Tfiaîrtl/a,  mensulœ;  aul  nullas  prorsus  parallclas  linras  liabenl,  ut  7|5a;rtilct/&;>,-. 

Les  Latins  avaient  appelé  mensa,  ou  mensula,  le  quadrilatère  ([ui  a  deux  côtés  parallèles.  Stévin  la  appelé 
liac/ie,  parce  que .  dil-il,  il  ressemble  mieux  à  une  liacfie  qu'à  une  table.  (Œuvres  malltematiques  de  Stévin , 
pape  575.) 

Du  reste,  toutes  les  dénominations  relatives  aux  diverses  formes  du  <[uadrilalère,  ont  tieaucoup  varié. 

Le  rectangle,  appelé  par  les  (irccs  tTt&:!/.txt; ,  a  pris  le  nom  de  lelrai/onns  parte  altéra   loinjivr  cho/.  les 
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(ion  (juc  nous  lui  doniicrons  iiussi  diuis  les  proposid'orts  de  |{riilitnc;{U|)i;i.  M:iis,  pour  i|U(- 
ws  propositions  nicnl  ini  sens,  il  nous  l'nul  nrccssnircuK'nl  supposer  (|iir  le  trapèze  u  ses 
diagoiiiilcs  il  iiiigic  droil.  Diuis  deux  jiroposilioiis  scidcnicnl  cctlc  rrs(riciiori  n'est  pns 
néct'ssjurc  ;  il  y  a  lieu  de  cioirc  ('cpcndiuit  «pii'llc  (Mitrail  dans  l'rspril  de  Hrjditnc^Mi|)ia. 
Cctir  pioniièrc  condition  dans  la  construction  du  Irapôzc;  n'est  pas  la  seule  (pie  rauleni- 
hindou  ail,  dû  ohseiM'r.  i\ous  avons  reconnu  (|u'eii  outre  ce  trapèze  doit  être  insm'plihlf 
au  ccrch'.  Aucune  de  ces  deux  conditions  ne  se  trouve  indi(|née,  ni  dans  le  texl(!  de 
iJralinie{j;upta,  ni  dans  les  noies  du  scoiiaste  Cliatiirveda.  Le  mot  trapèze  n'est  employé  (pie 
deux  fois  par  IJIiascara,  et  nous  voyons  (pie,  dans  les  deux  cas,  l'auteur  rappli(pie  à  un 
quadrilatère  construit  d'une  manière  particulière,  et  (pii  a  ses  diagonales  rectangulaires. 

Nous  cniploicrons  le  mot  trapèze  dans  ce  sens,  à  défaut  d'un  autre  mot,  voulant  con- 
server une  expression  abrévialive,  (pii  conirii)uera  à  l'aire  ressortir  le  caractère  propre  des 
propositions  de  l'auteur  hindou. 

La  signilication  (pie  nous  venons  d'attribuer  au  mol  trapèze  sullit  d(''jà,  avec  la  condi- 
tion (pie  cette  ligure  est  inscriplible  au  cercle,  pour  domier  un  sens  à  plusieurs  de  ces 
propositions,  mais  non  pas  à  toutes;  et,  dans  plusieurs  autres,  il  faut  admettre  pareil- 
lement, quoi(|u'elles  ne  concernent  pas  le  trapèze,  qu'il  s'agit  encore  du  quadrilatère 
inscriptible.  Dans  celles-ci,  le  quadrilatère  a  deux  côtés  opposés  égaux  entre  eux,  ou  bien 
trois  côtés  égaux. 

Ces  premières  suppositions  suffisent  pour  eU'ectuer  la  construction  des  figures  sur 
lesquelles  roulent  les  propositions  de  Brahmeguiita  ;  mais  cela  n'est  pas  assez  :  il  faut 
encore  suppléer  au  silence  de  l'auteur,  et  découvrir  quelles  sont  les  propriétés  dont  ces 
figures,  ainsi  construites,  jouiront  ;  propriétés  qui  ont  fait  le  véritable  objet  de  l'ouvrage. 
Cette  question  se  présentera  également  pour  d'autres  propositions  relatives  au  triangle, 
où  les  conditions  particulières  de  construction  de  cette  figure  sont  bien  indiquées,  mais 
où  il  n'est  rien  dit  des  propriétés  dont  elle  jouira. 

D'après  cela,  voici  le  résumé  des  propositions  que  nous  trouvons  dans  l'ouvrage  de 
Brahmegupta,  Nous  les  présentons  en  donnant,  à  celles  dont  l'énoncé  était  incomplet  et 
inintelligible,  le  sens  et  l'interprétation  dont  nous  venons  de  parler.  Nous  les  plaçons  par 

Latins  {voir  Boèce,  Cassiodore).  Au  Moyen  âge,  Campanus  et  Vincent  de  Beauvais  lui  ont  donné  celui  de 
tétragone  long,  qu'il  a  conservé  à  la  Renaissance,  dans  les  ouvrages  de  Zaniberti ,  de  Tartalea ,  etc.  Ensuite 
quelques  auteurs  l'onl  appelé  ohloncj  {voir  Alstedius;  Encyclopœdia  universa,  lil).  XV).  Enfin  il  a  pris  en 
France  le  nom  de  rectangle  (Mersenne,  X>e  la  ix-ritd  des  sciences,  p.  815)  qu'il  a  conservé.  En  Angleterre  il 
s'appelle  toujours  oblong. 

Vincent  de  Beauvais,  écrivain  du  XIII^  siècle,  auteur  d'nne  encyclopédie  intitulée  Spéculum  muudi,  où  se 
trouvent  réunis,  avec  un  immense  savoir,  une  foule  de  documents  précieux  pour  l'histoire,  appelait  climiam  le 
rhombe  des  Grecs ,  qui  est  notie  losange  ;  simile  climium  le  rhomboïde,  ou  parallélogramme  ;  el  climinaria  tous 
les  quadrilatères  irréguliers,  c'esl-à-dire  les  trapèzes  des  Grecs. 

Campanus,  écrivain  du  même  temps,  à  qui  l'on  doit  en  Europe  la  première  traduction  d'Euclide,  qu'il  avait 
jaite  sur  un  texte  arabe,  a  appelé  le  rhombe  helmuann;  le  parallélogramme,  similis  helmuayn;  et  le  trapèze 
d'Euclide,  helmuariphe.  Ces  noms  étaient  employés  à  la  Renaissance;  on  les  trouve  dans  la  Géométrie  pratique 
de  Bradwardin ,  et  dans  les  ouvrages  de  Lucas  di  Borgo  et  de  Tartalea. 
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groupes,  sîiiis  observer  rordre  (lu'elles  oui  dans  IVxjvrafie  inilien  ;  mais,  au  ino\eii  des 
numéros  de  leurs  |jara},'ra|)lies,  ou  poui-ra  établir  cel  ordir. 

1"  Quatre  proposiiious  sur  le  triaiijf;le,  (jui  sont: 

Première    :  Le  earré  de  lliypoléiiuse,  dans  le  irianf;le  rectangle;  §  24. 

Deuxième  :  La  manière  de  calcider  la  perpendiculaire  en  fonction  des  côtés  ;  §  2^. 

Troisième  :  L'aire  du  triangle,  en  fonction  des  trois  cotés;  §  21. 

Quatrième:  L'ne  expression  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle;  ^  27. 

Ces  propositions,  les  deux  i)remières  du  moins ,  doivent  être  considérées  comme  des 
lemmes,  utiles  pour  la  suite. 

2"  Trois  propositions  (jui  ont  pour  objet  de  construire  un  triangle  dont  les  cotés  et  la 
perpendiculaire,  et  conséqucmment  l'aire  et  le  diamètre  du  cercle  circonscrit,  soient  des 
nombres  rationnels  : 

Première    :  Triangle  rectangle;  §  33. 

Deuxième  :  Triangle  isoscèle  ;  §  35. 

Troisième  :  Triangle  scalène  ;  §  34. 

3°  Neuf  propositions  sur  le  lélragone  inscriptible  au  cercle,  qui  sont  : 

l*remière    :  L'aire  du  quadrilatère,  en  fonction  des  quatre  côtés;  £  21. 

Deuxième  :  L'expression  de  ses  diagonales  ;  g  28. 

Troisième  :  La  manière  de  calculer  le  diamètre  du  cercle  circonscrit,  en  fonction  des 
côtés  ;  et  une  expression  particulière  de  ce  diamètre  pour  le  trapèze  (téiragone  qui  a  ses 
diagonales  rectangulaires);  §  26. 

Quatrième:  Une  expression  particulière  de  la  diagonale  et  de  la  perpendiculaire,  dans 
un  tétragone  inscrit,  dont  les  flancs  sont  égaux;  §23. 

Cinquième  :  .Manière  de  calcider  les  segments  que  les  diagonales  et  les  perpendiculaires 
font  les  unes  sur  les  autres,  dans  un  tétragone  inscrit,  dont  les  flancs  sont  égaux;  §25. 

Sixième  :  Manière  de  calculer  les  perpendiculaires  cl  les  segments  qu'elles  font  sur  la 
base,  dans  le  trapèze  inscrit  ;  §  29. 

Septième  :  Manière  de  calculer  les  segments  faits,  sur  les  diagonales,  par  leur  point  d'in- 
tersection, dans  le  même  quadrilatère;  §§  50-51. 

Iluiiième  :  Manière  de  calculer  la  perpendiculaire  menée  du  point  d'intersection  des 
diagonales  sur  un  côté,  et  le  prolongement  de  cette  pcrpendicidairc  jusqu'au  côté  opposé; 
§§50-31. 

Neuvième  :  Manière  de  calculer  les  segments  que  les  perpendicidaires  font  sur  les  dia- 
gonales et  sur  les  côtés,  et  ceux  (pie  les  côtés  opposés  font  sur  eux-mêmes;  §  52. 

4°  Quatre  propositions  sur  la  manière  de  construire  un  quadrilatère  inscriptible  au 
cercle,  dont  les  côtés,  les  diagonales,  les  perpendiculaires,  les  segments  que  ces  lignes 
font  les  unes  sur  les  autres,  l'aire  du  quadrilatère  et  le  diamètre  du  cercle  circonscrit, 
soient  des  nond)res  rationnels: 

Première   :  Construction  d'un  rectangle;  §  5o. 

Deuxième  :  Construction  d  un  quadrilatère  dont  deux  côtés  opposés  doivent  être 
égaux  ;  §  36. 
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Troisii^MK*  :  (loiisinirlioii  «l'iiii  <|U!i(liiliiH''n' hjiiiiI  trois  cotes  l'giuiv;  ,',.17. 

Qimliiiinc  :  (lonsinictioii  (r»iii  (|iiii(li  iljil«'rc  iiymil  ses  «jiiiiirc  «.otés  irirgmix;  )J  38. 
Lo  (jiiiMliilaUrr  coiislmil  csl  iiii  liiipôzc;  c'cssl-à-tlifc  (lu'il  a  ses  deux  diii^oiuilcs  rccliiii- 
giiliiii'cs. 

Telles  sont,  suivant  la  signiliealion  (|ne  nous  avons  cru  pouvoir  leur  «tonner,  les  pro- 
positions eonjprises  dans  les  di\-luiil  premiers  paraj^raphes  de  l'ouvraj?*'  de  |{ralMMegii|)(a, 
qui  nous  ont  paru  se  rap|)orter  à  la  théorie  du  «|uadrilal»'re  inseri|)iil)le  ;ui  cercle,  et 
résoudre  la  «jueslion  de  construire  un  tel  (|ua(lrila(ère  dont  toutes  les  parties  fussent 
ralioinu'lles. 

Le  mot  cercle  n'est  pronoruv  que  dans  <leux  propositions ,  celles  des  paragraphes  2(')  et 
27,  où  il  s'a}j;il  de  trouver  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  trianj^de  ou  à  un  (piadrila- 
tère;  et  le  mol  rationnel  n'est  jamais  prononcé,  l'n  quadrilatère  n'est  délini  (pje  par 
l'expression  des  longueurs  de  ses  côtés,  sans  (pi'il  soit  rien  dit  des  autres  conditions  de 
construction,  que  nous  avons  supposé  élre  Tinsiriptihilité  au  cercle;  ni  des  propriétés 
dont  jouira  le  quadrilatère,  (jui  consistent  en  ce  <pie  toutes  ses  parties  soient  exprimées 
en  nombres  rationnels. 

5"  Cinq  propositions,  qui  viennent  à  la  suite  des  dix-huit  [)remiers  paragraphes,  sont 
étrangères  à  la  question  du  quadrilatère  inscriptihie. 

La  première  concerne  le  triangle  rectangle.  Sous  un  énoncé  très-différent,  cette  pro- 
position se  réduit  à  ceci  :  Trouver,  sur  le  prolongement  au  delà  de  l'ht/polénuse  de  chaque 
côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle,  un  point  dont  les  distances  aux  deux  extrémités  de 
riiijpoténuse  fassent  une  sonnne  égale  à  celle  des  deux  côtés  de  l'angle  droit;  §  39. 

Les  quatre  suivantes  sont  relatives  au  cercle  : 

Première  :  Expression  de  la  circonférence  et  de  l'aire  du  cercle,  en  fonction  du  diamètre. 

Soit  D  le  diamètre,  R  le  rayon; 

«  Dans  la  pratique  on  prend  circonférence  =3D,  et  surface  =3R'. 

j>  Pour  avoir  les  valeurs  vraies  (the  neat  values) ,  on  prend  circonférence  =  1/ToTD^, 
et  surface  =1/10.R*;  »  g  40. 

Deuxième  :  «  Dans  un  cercle,  1"  la  demi-corde  est  égale  à  la  racine  carrée  du  produit 
des  deux  segments  du  diamètre  perpendiculaire;  2°  le  carré  de  la  corde,  divisé  par  quatre 
fois  l'un  des  segments,  plus  ce  même  segment,  est  égal  au  diamètre;  »  §  41. 

Brahmegupta  appelle  le  plus  petit  segment  la  /lèche. 

Quand  deux  cercles  se  rencontrent,  ils  ont  une  corde  commune.  La  droite  formée  des 
deux  flèches  correspondant  à  cette  corde,  dans  les  deux  cercles,  s'appelle  Vérosion, 

Troisième  :  «  La  flèche  est  égale  à  la  moitié  de  la  différence  du  diamètre  et  de  la 
lacine  carrée  de  la  différence  des  carrés  du  diamètre  et  de  la  corde  ; 

»  L'érosion  étant  soustraite  des  deux  diamètres,  les  restes,  mulli[»liés  par  les  deux  dia- 
mètres, et  divisés  par  la  somme  de  ces  restes,  donnent  les  deux  flèches;  »  §  42. 

Quatrième,  |  45:  Cette  proi)osition  est  la  même  que  la  seconde  partie  du  paragraphe  41. 

Telles  sont  les  vingt-trois  propositions  qui  composent  la  section  IV. 

o4 


I.a  •«(•fiion  \  <>t  iiililulcc  Excavations.  l'Mv  donne  la  mesure  <J  un  prisme  cl  d  une 
pyriuiiide,  et  une  inéihode  pour  mesurer  approximaii\enicni,  dans  la  pratique,  un  corps 
irréguiier. 

Dans  les  sections  \l,  \]\  ei  \1II,  intitulées  ^7«rA-5  ,  Saw  el  Mounds  of  grain,  l'auteur 
donne  des  règles  approximatives  [)Our  mesurer  des  piles  de  briques,  de^  pièces  de  bois  et 
des  tas  de  grains. 

La  section  IX  est  intitulée  Mesure  par  le  gnomon. 

L'auteur  suppose  une  lumière  placée  sur  un  pied  vertical,  et  un  gnomon,  (jui  est  un 
style  placé  aussi  verticalement.  11  résout  ces  deux  questions  : 

1°  Connaissant  la  hauteur  de  la  lumière,  celle  du  gnomon ,  et  la  distance  entre  le  pied 
de  la  lutnière  et  celui  du  gnomon,  trouver  l'ombre  projetée  par  le  gnomon;  §  o3. 

2"  Trouver  la  hauteur  de  la  lumière,  en  connaissant  les  ombres  portées  par  le  gnomon 
placé  dans  deux  positions  différentes;  §  54. 

Telles  sont  les  propositions  qui  composent  la  partie  géométrique  de  l'ouvrage  de 
Brahinegupta. 

Avant  de  nous  livrer  à  lexamen  de  celtii  de  Bhascara ,  nous  allons  faire  quelques  obser- 
\alions  sur  plusieurs  de  ces  propositions. 

La  règle  pour  la  construction  d'un  triangle  rectangle,  en  nombres  rationnels,  s'exprime 
algébriquement  ainsi  : 

Soit  a  un  côté  du  triangle,  et  h  une  guantité  quelconque,  le  second  côté  sera  : 


cl  l'hypoténuse  : 


Cette  règle  repose  sur  l'identité 


2  \b 


i  /a*  Y        1  /«*        .V 


Brahmegupta  ne  prononce  pas,  dans  son  énoncé,  le  mot  rationnel;  mais  on  trouve  la 
même  règle  au  paragraphe  58  de  son  Algèbre,  et  il  l'intitule  .•  Règle  pour  la  construction 
d'u)i  triangle  rectangle  en  nombres  rationnels. 

Hbascara  donne  la  même  proposition,  dans  la  partie  géométrique  du  Lilacati,  §  140, 
et  il  ajoute  que  les  côtés  seront  rationnels. 

Cette  règle,  pour  la  construction  du  triangle,  est,  comme  on  le  voit,  une  généralisa- 
tion des  deux  règles  que  Proclus,  dans  son  Commentaire  sur  la  quarante-septième 
proposition  du  premier  livre  d'Euclide,  attribue  à  Pythagore  et  à  Platon,  pour  former 
(Ml  triangle  nclangle  en  nombres  entiers,  un  côté  étant  donné  en  nombre  impair  un 
|iair. 
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Ces  (l('ii\  ir}j;l<'s  tl<'s  (îroinôlrrs  f^rcrs  s(»iil  cviHiiiicfs  piic  les  Iniiiiiilr'»  ; 


.  «\  ' 


(|Uon  ol)li(Mit  (Ml  (insiuit  succossivciiicnt,  dans  ('elle  do  J{iiilmic{iÇii|il!i ,  h    -  I  cl  <;  =  2. 
I.u  formule  dv  liiiilinicgiipla  peut  prondrc  la  fornio  : 

{„*  -f-  (,»)«  .-=  (a"  —  6»)«  -4-  ioV. 

Celte  formule  a  été  irès-usilée  ehez  les  géomèlies  modeines,  où  elle  esi  le  fondement 
de  leurs  méthodes  pour  la  résolution  des  équations  indéterminées  du  second  degré, 
lirahmegnpta  s'en  sert  pour  la  construction  du  triangle  isoscèle,  dont  les  côtés  et  la  per- 
pendiculaire sont  des  nonibres  rationnels.  Voici  sa  règle  : 

a  et  b  étant  deux  nombres  (juekonques,  (a^  -+-  b^)  sera  l'expression  des  deux  côtés  égaux 
du  triangle,  et  2  (a'^  —  b^)  sera  la  base  :  la  perpendiculaire  sera  2ab  ;  §  53. 

Pour  former  un  triangle  scalène  dont  les  côtés  et  la  perpendiculaire  soient  des  nombres 
rationnels,  on  aperçoit,  dans  la  règle  algébrique  de  Brabmegupta,  §  34,  qu'il  construit 
deux  triangles  rectangles  en  nombres  rationnels,  ayant  un  côté  commun.  Ce  côté  est  la 
perpendiculaire  du  triangle  scalène  formé  avec  les  autres  côtés. 

Plusieurs  géomètres  modernes  ont  résolu  de  cette  manière  la  même  question  {voir 
les  Conmientaires  de  Bachet  de  Méziriac  sur  le  G"  livre  des  Questions  arithmétiques  de 
Diopbante,  et  les  Secliones  triginta  miscellaneœ ,  de  Schooten,  p.  429). 

Nous  avons  reconnu  que  les  deux  propositions  sur  le  triangle  isoscèle  et  le  triangle 
scalène  sont  utiles  pour  la  construction  que  Brahmegupta  donne,  sous  les  paragraphes  36 
et  37,  pour  le  tétragone  inscriptible  au  cercle,  ayant  deux  ou  trois  côtés  égaux. 

La  formule 

(a^  H-  by  =  (a-  —  b^  -t-  4a*6S 

qui  a  servi  à  Brahmegupta  pour  construire  en  nombres  rationnels  un  triangle  rectangle, 
(juand  un  côté  est  donné,  peut  servir  aussi  pour  le  cas  où  l'hypoténuse  est  donnée;  car, 
soit  c  cette  hypoténuse;  faisons  b=\  dans  la  formule,  et  multiplions  ses  deux  membres 


psi"  [ai^\]i  '■>  "^"'^  deviendra 


4aV  c^a^-\f 


c  — 


{a^+\f        («^+iy 


î  ' 


'  Hoèccen  se  servant  aussi  de  ces  deux  formules,  dans  le  2<-  livre  de  sa  GéoméUie,  altiibue  la  seconde  à 
Archj'las. 
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«•0  (|ni  fait  voir  ([uc  l<'<  deux  rùii"<  du  iriiuiglo  soroiii  dv  la  forme 

2ac  c(a'  — i) 

fl»-4-  r       (a*-+-  1)  ' 

n  «'"lanl  un  nombre;  arbitraire. 

J{|iascara  a  tloDiié  celle  foinuile.  Elle  ne  se  trouve  point  dans  l'ouNrage  de  Brahmegupta, 
parée  (luelle  est  inutile  pour  la  solution  de  la  question  du  quadrilatère  inscrit,  sur  laquelle 
roulent  toutes  ses  propositions. 

Les  paragraphes  *2(\  et  27  sont  les  seuls  où  Brahmegupta  ait  fait  mention  du  cercle  cir- 
conscrit à  la  figure.  Aucune  condition  semblable  n'est  indiquée  dans  aucune  des  autres 
propositions,  qui  nous  ont  paru  se  rapporter  au  quadrilatère  inscriplible  au  cercle. 

I>e  paragraphe  27,  qui  donne  la  manière  de  calculer  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à 
un  triangle,  exprime  la  formule  connue  :  «  le  produit  de  deux  côtés  d'un  triangle,  divisé  par 
»   la  perpendiculaire  abaissée  sur  le  troisième  côté,  est  le  diamètre  du  cercle  circonscrit.  » 

La  manière  de  calculer  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  létragone  est  la  même;  on 
considère  le  triangle  formé  par  deux  côtés  contigus  et  une  diagonale.  L'expression  des 
diagonales  se  trouve  dans  le  paragraphe  28. 

Pour  le  télragone  qui  a  ses  deux  diagonales  rectangulaires,  le  diamètre  est  égal  à  la 
racine  carrée  de  la  soin  tue  des  carrés  de  deux  côtés  opposés. 

Cette  proposition  repose  sur  la  propriété  comiue,  des  cordes  qui  se  coupent  à  angle 
droit  dans  le  cercle  :  La  somme  des  carrés  des  quatre  segments  faits  sur  les  deux  cordes, 
par  leur  point  d'intersection,  est  égale  au  carré  du  diamètre  du  cercle.  Propriété  qui  est 
la  onzième  proposition  du  traité  d'Archimède,  qui  porte  le  titre  de  Lemmes. 

Le  paragraphe  21,  qui  donne  l'aire  du  triangle  et  du  quadrilatère,  en  fonction  des  côtés, 
nous  semble  mériter  une  attention  particulière,  de  la  part  surtout  des  personnes  qui  aiment 
à  rechercher  les  documents  historiques  que  peuvent  présenter  les  annales  des  sciences. 

Ce  paragraphe  se  compose  de  deux  parties,  dont  la  première  nous  parait  susceptible  de 
deux  interprétations  difîérentes.  Si  nous  suivons  textuellement  son  énoncé,  elle  exprime, 
en  (juelque  sorte,  une  proposition  négative;  elle  dit  que  telle  règle,  pour  le  calcul  de  l'aire 
d'un  triangle  et  d'un  télragone,  est  fausse.  Au  contraire,  en  faisant  un  léger  changement 
au  texte,  nous  en  tirons  une  règle  exacte  pour  le  calcul  du  trapèze,  qui  joue  le  rôle  prin- 
cipal dans  l'ouvrage  de  Brahmegupta. 

Première  interprétation  : 

1°  Le  produit  des  demi-sommes  des  côtés  opposés  donne  tme  aire  inexacte  du  triangle 
et  du  létragone; 

2"  La  demi-somme  des  côtés  est  écrite  quatre  fois;  on  en  retranche  successivement  les 
côtés;  on  fait  le  produit  des  restes  :  la  racine  carrée  de  ce  produit  est  l'aire  exacte  de  la 
figure  ^ 

'  Voici  le  lexle  de  M.  Colehrooke,  qu'il  faut  avoir  sous  les  yeux  pour  apprécier  les  deux  interprétations  dont 
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Oiioi<|ti'il  tir  soil  iinciiiicinciM  (iiil  iiiciilion  de  In  condiliori  (ritisrri|)(i(iii  on  cvrrU: 
pour  le  iflnigoiic ,  on  ne  peut  doiilcr  (|ii'il  ne  s'unisse  (l'iinc  icllr  (igiiic  <|;iiis  l.'i  s('<-((ii(lc 
|ini'li(' (le  la  p|-o|)(>sili()n;  oir  on  y  rcconriiiil  In  irgic  t'Ir^niitc  (|iii  sert  pour  l<-  calcul  de 
Tnii'C  du  Icliagonc  inscril,  en  rouction  des  (piairc  côlcs.  (Icllc  règle  comprend  celle  du 
irioDgle.  Il  snlïil  d'y  supposer  que  l'un  des  eôlés  du  (cirajï()n<'  est  ind,  (l'est  ninsi  (pic  la 
entendu  C.lialurveda  qui,  dans  une  noie  très-coin'te,  dit  <pie  pour  le  cas  du  Iriaiigic  ou 
reiranelie  les  trois  e6lés,  respeeliveinenl,  de  trois  des  <]untro  denii-somntes  éeriles,  et  que 
la  (jualriènie  resl(!  telle  qu'elle  est. 

Cette  formule  de  l'aire  d'un  triangle,  en  fonction  des  côtés,  a  été  remar(picc  dans  l'ou- 
vrnge  de  Hralimegupla,  par  les  (îéomèircs  qui  en  ont  rendu  compte,  et  a  été  regardée 
eonuue  en  étant  la  pro|)osiiion  la  |)lus  considérable;  cl  l'on  n'a  jamais  cilé,  je  crois,  la 
foruude  de  l'aire  du  quadrilatère,  (lelle-ci  cependant  méritait  à  tous  égards  la  préférence; 
car,  outre  qu'elle  est  plus  générale,  plus  didicile  à  démontrer,  qu'elle  suppose  une  Géo- 
métrie plus  avancée,  et,  en  un  mol,  qu'elle  est  d'une  |»lus  grande  valeur  scietiiin(|ue,  elle 
parait,  jusqu'ici,  appartenir  en  pro|)re  à  l'auteur  hindou;  car  on  ne  la  trouve  dans  aucun 
ouvrage  des  Grecs  ,  et  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  fornude  du  triangle,  comme  nous  le 
dirons  plus  loin. 

Passons  ;\  la  premièie  partie  de  la  propositioti  qui  nous  occupe,  et  qui  énonce,  comme 
inexacte,  une  règle  qui  lest  en  elTet,  pour  l'aire  du  triangle  et  d'un  tétragone  quelconque, 
en  fonction  des  côtés. 

Dans  une  note,  Chaturveda  fait  huit  a})plications  numériques  de  cette  règle  :  au  triangle 
équilaléral,  isoscèle  ou  scalènc;  au  carré,  au  rectangle,  au  tétragone  qui  a  ses  deux  bases 
parallèles  et  ses  deux  flancs  égaux  ;  à  celui  qui  a  ses  deux  bases  parallèles  et  trois  côtés 
égaux  ;  et  enfin  au  trapèze. 

Pour  le  triangle,  il  fait  la  demi-somme  des  deux  côtés,  et  il  la  multiplie  par  la  demi-base. 
Il  trouve  toujours  une  aire  inexacte.  Cela  doit  être,  car  la  demi-somme  des  deux  côtés  ne 
peut  jamais  être  égale  à  la  perpendiculaire. 

Pour  le  tétragone,  il  multiplie  la  demi-somme  des  deux  bases  par  la  demi-somme  des 
deux  flancs.  11  dit  que  le  produit  est  l'aire  exacte  dans  le  cas  du  carré  et  du  rectangle; 
mais  inexacte  dans  les  trois  autres  cas. 

Cette  manière  de  calculer  l'aire  du  tétragone  était  employée ,  comme  exacte,  par  les 
arpenteurs  romains.  On  la  trouve  dans  le  recueil  intitulé  :  Rei  agrariœ  auctores  legesqiie 
variœ  ',  et  même  dans  la  Géométrie  de  Boèce  (2^  livre;  De  rhomboïde  nibrica). 

La  règle  pour  le  triangle  se  rencontre  aussi,  du  moins  pour  le  triangle  équilatéral, 
chez  les  Gromalici  Romani.  L'une  et  l'autre  ont  encore  été  pratiquées ,  comme  bonnes. 


il  nous  a  paru  susceptible  :  The  product  ofhalf  the  sides  and  countersides  is  Ihe  gross  area  ofa  triangle  and 
tétragone.  Halfthesum  of  the  sides  setdoicn  four  times,  and  severally  lessened  by  the  sides,  being  muUiplied 
together,  the  square-root  of  the  product  is  the  exact  area. 
'  Cura  Wilelmi  Goesii.  Amst.,  1674,  in-4">;  p.  313. 
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parmi  nous,  ait  Moncii  iigc.  (-;ii-  nous  les  iroiiNdiis  (l;tiis  les  (t'ii\r< ■^  de  liiulc,  piiriiii  (•(•> 
(|iH'.stions  d  Arillirn(''(i(nic  atl  aamtdos  juvcne.s  ',  qu'on  n  regardées  comme  le  germe  du 
livre  si  connu  des  Réa-êa lions  ni(il/i(''ni(iti(iues  '^,  cl  que  le  prince  abbé  de  Sainl-Emeran 
a  adribuées  au  célèbre  Alcuin,  le  maître  cl  l'ami  de  (Ibarleniagne. 

Ces  deux  règles,  (|ui  alleslenl  que  nous  avons  eu  nos  temps  d'ignorance,  auraient-<'lles 
pénétré  dans  l'Inde,  où  des  géomètres,  vérilablemcnl  dignes  de  ce  nom,  les  auraient  recon- 
nues fausses?  Et  la  pro|)osition  de  Bralimegupta  aurait-elle  été  destinée  à  subsituer,  à  celle 
pratique  ignorante,  une  règle  vraiment  exacte  et  géométrique? 

Il  semble,  du  moins  à  raison  de  leur  identité,  que  ces  règles  des  Occidentaux,  el celles 
(pie  l'auteur  bindou  énonce  comme  fausses,  ont  une  même  origine.  Car  il  n'en  est  pas  de 
l'erreur  conime  de  la  vérité.  La  vérité,  en  Géométrie,  est  la  loi  commune;  elle  est  une, 
elle  appartient  à  tous  les  temps,  à  toutes  les  intelligences  qui  savent  la  comprendre;  el  sa 
présence  sur  plusieurs  points,  chez  plusieurs  peuples,  n'est  pas  une  preuve  de  commimi- 
cations  entre  eux.  Mais  quant  à  l'erreur,  ses  formes  n'ont  pas  de  loi;  elles  sont  diverses, 
innombrables;  el  la  conformité,  dans  ce  cas,  dénote  une  origine  commune. 

Cette  circonstance  offre  peut-être  quelque  intérèl,  comme  fait  historique  attestanl  des 
communications  scientifiques  dans  un  temps  éloigné,  et  prouvant,  du  reste,  la  haute  supé- 
riorité des  Hindous  d'alors  sur  les  Occidentaux  contemporains. 

Seconde  interprétation  de  la  proposition. 

Dans  noire  seconde  manière  d'interpréter  la  proposition ,  nous  changeons  quelques  mots 
du  texte,  el  nous  lui  faisons  dire  : 

1"  Dans  le  trapèze,  l'aire  est  égale  à  la  demi-somme  des  produits  des  côtés  opposés; 

2"  Pour  le  trianr/le  et  le  tétracjone,  la  demi-somme  des  côtés  est  écrite  quatre  fois;  on  en 
retranche  séparément  les  côtés  ;  on  fait  le  produit  des  restes;  la  racine  carrée  de  ce  produit 
est  l'aire  de  la  figure  '. 

'  Venerabilis  Bedœ  opéra  ;  4  tom.  in-f'ol.;  Cologne,  1612  ;  t.  1,  colonnes  104  el  109.  De  campo  quadrangulo  ; 
un  quadrangle  a  sa  base  égale  à  34 ,  le  côlé  opposé  égal  à  32 ,  et  ses  deux  flancs  égaux  à  30  et  à  32  :  son 
aire  est 


(— 2— J  X  (— ^— ;  =  -^1  X  33  =  1023. 


Ih'  cainpo  triangnlo:  un  triangle  a  s»>s  flancs  égaux  à  30  ,  et  sa  base  égale  à  18:  son  aiie  est 

30-1-30       18 

—  X  —  =  30  X  9  =  270. 

2  2 

Ces  règles  fausses  sont  encore  appliquées  dans  les  questions  intitulées  :  De  civitate  quadramjulâ;  De  chnlate 
triangulà. 

-  Monlucla.  Histoire  des  Mathématiques^  tom.  I,  p.  496. 

■•  Voici  quel  pourrait  cire  l'énoncé  qui  répondrait  à  cette  interprétation  ;  on  verra  quels  légers  changements 
il  suffirait  de  faire  au  texte  anglais  pour  l'obtenir  :  Half  the  sum  oflhe  products  of  the  sides  and  countersides 
is  the  area  ofa  trapezium.  In  a  triangle  ad  tetragone  half  the  sum  of  the  sides  set  dovon  four  limes ,  and  sex^e- 
rally  lessened  by  the  sides,  bcing  multiplied  logether,  the  square-rool  of  the  product  is  the  area. 
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Il  <>.si  lotijotirs  qiKvstioii,  liicii  ciiIcikIii,  <Iii  ii-.-i| >('/.(*  cl  <l(i  IrtnigiUK;  iii.s(;i'i|>lil)|r>  nu 
ctMcIc. 

Poiii' ohlt'iiir  fcl  «'nonc»^,  il  siillii  de  siipiirimci'  le  mol  inexact  (qruss),  de  i(iii|ilii(cr 
tvtraiiour  \yi\Y  trapi'zv ,  vl  de  liiin"  |(;issti  le  mol  liiîinjtlr  «hms  lii  sccoiidc  pliiiisc,  ni  ) 
iiilrodiiisiiiii  ('(>hii  do  tvlraijonv.  (Irllc  sccmidc  |iliiiis('  conscivc  sji  sigiiiliciilion  |»riiiiiliv«*; 
cl  In  prciiiicrc  prend  un  sens  einir  ,  «'l  devient  une  inopnsilion  nsse/,  belle  (|ni,  penl-éirc, 
n'avjiil  point  eneoie  été  lenianpiée.  Sa  dt-nionslralion  est  laeile  ,  car  les  deux  diaf^onales 
étant  à  angle  droit,  il  est  évident  que  l'aire  du  irapè/e  est  égale  à  la  moitié  du  produit  dc 
rune  piir  Taulre.  iNlais  ce  produit ,  suivant  h;  tliéoréme  (h;  Ptolémée  sur  le  <piadrilatèrc 
inscrit,  dont  Hiahmegnpla  s'csl  évidemment  servi  dans  la  |)rop()silion  du  paiagiaplic  28  ', 
est  égal  î\  la  somme  des  produits  des  côtés  opposés.  Donc  la  moitié  de  <'ette  somme  est 
l'aire  du  trapèze. 

On  n'avait  cité,  jusqu'ici  ,  du  paragraphe  "21,  (|ue  la  partie  relative  à  la  formule  de 
l'aire  du  triangle,  en  l'onction  des  trois  côtés;  et  l'on  n'avait  point  fait  allenlion  à  la  formule 
de  l'aire  du  (juadrilalére  inscrit  au  cercle,  (pii  aurait  mérité  à  tous  égards  la  |)référencc  sur 
la  première;  ni  à  cette  proposilion,  (jui  déclare  inexactes  des  règles  idenli(jucs  à  celles 
qui  ont  élé  i)ratiquées  par  les  Latins ,  puis  parmi  nous  dans  le  Moyen  âge. 

La  formule  de  l'aire  du  triangle  avait  fait  d'autant  plus  de  sensation,  dans  l'ouvrage  de 
Brahmegupla,  (ju'on  ignorait  généralement  qu'elle  eût  élé  eoniiue  dans  l'Antiquité,  par- 
ticulièrement des  Cirées.  Montucla,  qui  l'avait  attribuée  d'abord  à  Tarlalca  ,  n'en  avait  fait, 
ensuite,  remonter  l'origine  (ju'à  Héron  le  jeune,  écrivain  du  VU"  siècle.  Aussi,  M.  De- 
lanibre,  en  rendant  compte  de  l'ouvrage  de  Brahmegupla,  dans  le  discours  qui  précède 
son  Histoire  de  l'Astronomie  mt  Moyen  âge,  n'a  trouvé  d'autre  objection  à  faire,  dans 
l'intérêt  des  Grecs,  contre  celte  formule  du  géomètre  indien,  si  ce  n'est  que  ce  théorème 
très-curieux  n'est  que  d'une  utilité  fort  médiocre  en  Astronomie.  Mais  nous  devons  con- 
venir ici  que  ce  théorème,  qui  est  resté  inaperçu  dans  l'histoire  de  l'École  d'Alexandrie, 
y  a  été  connu.  On  le  trouve  démontré  dans  un  traité  de  Géodésie  de  Héron  l'ancien  (deux 
siècles  avant  l'ère  chrétienne),  intitulé  la  Dioptre,  ou  le  Niveau,  que  M.  Venturi,  de 
Bologne,  a  traduit,  il  y  a  une  vingtaine  d'années,  sous  le  titre  11  Traguardo,  dans  son 
Histoire  de  l'Optique^.  M.  Venturi  a  encore  trouvé  ce  théorème,  sans  démonstration,  dans 
un  fragment  de  Géométrie  d'un  auteur  latin  qui  lui  a  paru  être  antérieur  à  Boèce.  Nous 
l'avons  vu  aussi  dans  un  manuscrit  du  XL'  siècle,  que  possède  la  Bibliothèque  de  Chartres. 
Il  y  fait  partie  d'un  Traité  de  la  Mesure  des  figures,  que  nous  ero}ons  élre  le  même  écrit 
que  cite  M.  Venturi,  et  que  nous  serions  porté  à  attribuer  à  Frontinus.  Ainsi  la  priorité, 
quant  à  la  fornmie  de  l'aire  du  triangle,  ne  peut  appartenir  à  Brahmegupla.  Mais  ce 
géomètre  peut  la  céder,  sans  rien  perdre  de  l'estime  qu'elle  avait  fait  accorder  à  son 
ouvrage,  puisque  nous  y  trouvons  la  formule,  beaucoup  plus  importante,  de  l'aire  du 

'  Nous  n'entendons  pas  dire  que  Brahmegupla  a  emprunté  ce  théorème  de  l'Almageste  de  Ptolémée  :  mais  ([u'il 
l'a  conini,  et  qu'il  s'en  est  servi  pour  parvenir  à  l'expression  des  diagonales  du  quadrilatère  inscrit,  (pi'il  donne 
dans  le  paragraphe  28. 

■  Commentari  sopra  la  storia  e  le  U'orif  delC  ottica.  Boiogna.  1814,  in-4",  pp.  77-147. 
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(|UudiiloUTe  inscrit,  en  foncliou  dos  coU's,  (|ui  lui  apparlieni  incunteslablemenl,  cumtitc 
ne  s'élant  Irouvi'o  dans  aucun  ouvrage  anléricur. 

Celle-ci  avait  paru  juscjuici  a|)|)artcnir  aux  Modernes.  Sncllius  l'énonce  comme  élani 
(le  lui,  dans  son  coninjcnlaire  sui-  lii  prendcre  proposition  du  livre  iJe  problematihus 
niiscellaneh,  de  Ludolph  Van  Cculen  '.  Mais  nous  avons  (|ucl(jue  raison  de  croire  qu  elle 
avait  déjà  été  trouvée  quelques  années  auparavant  *.  Sa  dén)onstration  géométrique  n  était 
pas  sans  dillifulté,  au  dire  même  d"Eulcr,  (pii  en  a  doimé  une  dans  les  Mémoires  de 
Pétersbourg  '^,  trouvant  irés-end^rouillées  les  deux  <pie  Philippe  Naudé  avait  données  pré- 
cédennncnl,  dans  les  Mémoires  de  Berlin*.  Celte  proposition  se  trouve  dans  peu  d'ou- 
vrages, (pioi(|ue  souvent,  dans  le  XVI"  siècle  et  depuis,  on  se  soit  occupé  du  quadrilatère 
inscrit,  ainsi  que  nous  le  dirons  plus  loin. 

(^)iiant  à  la  fornude  de  l'aire  du  triangle,  on  la  rencontre  partout,  chez  tous  les  peuples 
et  dans  tous  les  temps.  Les  Arabes  l'ont  connue,  et  c'est  d'eux  que  nous  est  venue  la  pre- 
mière démonstration  que  nous  en  ayons  eue  en  Europe.  On  la  trouve  dans  un  ouvrage  de 
Géométrie,  des  trois  (ils  de  Musa  ben  Schaker,  traduit  de  l'arabe  en  latin,  sous  le  titre 
Verba  /ilionun  Moi/si,  filii  Sfhakrr ,  Maliunieti,  Uameli ,  Hasen  ^.  Elle  y  est  démontrée 
d'une  manière  géométrique,  dillérente  de  celle  de  Héron  d'Alexandrie;  ce  qui  nous  fait 
supposer  que  les  Arabes  l'avaient  reçue  des  Indiens;  d'autant  plus  que  les  trois  fils  de 
Musa  ben  Schaker  disent,  dans  leur  ouvrage,  que  cette  formule  a  été  employée  par  beau- 
coup d'écrivains ,  sans  démonstration;  et  (|ue  d'ailleurs  on  sait  que  ces  trois  célèbres 
Géomètres  avaient  puisé  une  partie  de  leurs  connaissances  mathématiques  dans  les  ou- 
vrages indiens'"'.  M.  Libri  a  remarqué  la  formule  en  question  dans  tm  Traité  géométrique 
du  juif  Savodarsa,  écrit  vers  le  XIl"  siècle  ^.  Elle  se  trouve  ensuite  dans  la  Pratique  de  la 
Géométrie,  de  Léonard  de  Pise,  où  elle  est  démontrée  à  la  manière  des  trois  frères  arabes. 

■  Après  avoir  dit  qu'auparavant  on  calculait  séparément  les  aires  des  deux  triangles  dout  se  compose  le  qua- 
diilatère,  Snellius  ajoute  :  Quanta operosior  est  Itœc  viilgala  ad  instigandam  aream  cia  ,  tanlà  gratius  novum 
hoc  nostnan  theorcmalum  li'nevolo  lecturi  futunim  speramus. 

*  Pra'lorius.  dans  un  ouvrage  sur  le  (|uadrilatère  inscrit  au  cercle,  qui  porte  la  date  de  1598,  el  dont  nous 
parlerons  plus  loin,  dii  (jue  l'on  a  déjà  cherché  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère,  en  fonction  des 
côtés ,  el  l'aire  du  quadrilatère. 

^  Novi  conimeittarti,{.  \''^,:^nu.  1747  el  174«.  Variœ  demomtrationes  yeometriœ.  ■<  La  démonslralion  analy- 
tique  de  oeUe  formule  n'i'>t  |)as  dilScilo,  mais  ceux  (jui  ont  cherche  à  en  donner  une  démonstration  géoiné- 
iriqué  ont  trouvé  de  très-grandes  difficulléà.  » 
Les  Nova  acla  de  Pétersbourg,  l.  X.  ann.  179'2,  contiennent  une  auu-e  démonslralion,  par  N.  Fuss. 

*  .W/.vce//n/i<'rt /?ero/i;(f/i.s/o,  t.  III.  ann.  1723. 

^  Cet  ouvrage  n'existe  qu'en  maimscrii.  La  liibliolhèque  royale  de  Paris  en  possède  un  exemplaire  qui  est  joint 
à  un  grand  nombre  d'autres  pièces  scientitîques  intéressantes,  traduites  de  l'arabe  et  réunies  sous  le  lilre 
Mathematica  (Supplément  latin ,  n»  49.  in-fol.  Voir  V Histoire  des  Sciences  maflirmatiqites  en  Italie,  de  M .  Libri 
T.  I",  p  2C6) 

L'Académie  de  Bàle  en  possède  aussi  un  manuscrit,  sous  le  lilre  Liber  trium  fratrum  de  Geotnelrià. 

«  Casiri,  Hibliotheca  Arabico-Hispana  Lscurialensis,  etc.  Mohammed  ben  Musa  Indorum  in  prœclarissimit 
invpnlis  inycniwn  el  acumcn  osicndil.  (T.  1".  p.  427.)  On  lit  encore,  dans  la  table  de  l'ouvr.ige  :  Libnivi  artis 
Logistica'  a  hhala  Indo  edilum  ciiornavit.  {Mohammed  bm  Musa.} 

'•  Histoire  des  Sciences  mathématiques  en  Italie,  p.  160. 


Il  |iiii'iiil  (luOii  In  li'oiivrc  iiiissi,  nvt'c  In  iiirtiic  (Iciiioiisliiilioii ,  (l;ins  i|ii('l(|ii('  icnl  dr 
.loi'diin  ^(>lll()^)ll'ills,  posUTiciir  de  i|ii('li|ii(>s  aiinrcs  l'i  Li'oiiiii'd  de  Pisc.  A  l:i  iti-niiissiiiifc, 
('('((('  ronnulc  il  |))ini  dniis  |>i'(>s(|ii(>  tous  les  oiiMiigcs  de  (îroiiirli-jr.  Hciocji  l'ii  doiiiirc  dans 
la  Man/arild  pliilosuphica  ,  vi\  I '•*.)().  Nous  avons  de  l'orlcs  raisons  de  croin*  (|iril  iiiNail 
(>in|)riiiilro  dérailleur  latin  dont  nous  avons  parlé  plus  iiaiil.  On  la  lioiivc  cnsiiiic,  avi-<- 
la  démonstralion  de  Léonard  tic  l'isc,  dans  la  pailir  g(''oiin''(ri(|iM'  d»'  la  Suninia  de  Arith- 
vielica,  Geonictria ,  cfc,  de  Lucas  di  llorgo  (^  Dis/inclio  /triiiui,  vapilnhiiit  ot  lai  uni, 
loi.  l!2),  ot  dans  la  iroisit'iuc  parlio  du  Traité  (fi'nèral  des  nonihrrs  cl  des  mesures,  de 
Tarlaloa.  Cardan  l'a  insérôo,  sans  dôinonsiialion,  dans  sa  Pnnlivti  arifhinefice  •;  cl  Oroncc 
Kinôo  dans  sa  (ii'oinôlrio,  livre  "2,  cliap.  I\  .  Ilanins,  dans  ses  Sc/iola'  ninthcnKitiav ,  a 
rapporlô  la  dénionstraUon  do  Jordan  vi  de  Tailalca,  en  eriti(|uanl  leur  inanière  d  enoneer 
la  lorinuie,  el  leur  reprochani  de  dire  (|uc  l'aire  du  triangle  est  la  raeine  carrée  du  piodiiil 
de  <|ualre  lignes;  loeulion  inusiiée  dans  la  (Jéoniêlrie  des  Gi'ces,  où  le  produit  de  deux  ou 
de  irois  lignes  avait  une  signiliealion  géoinélri(|Me,  mais  non  le  produit  de  (|ua!r(;  lignes. 
Snellius,  en  reproduisant  cette  criti(|ne  de  Kaiuus,  dans  ses  noies  sur  les  onviages  de 
Ludolph  Van  (leulcir^,  a  énoncé  la  règle  à  la  manière  des  Grecs,  en  disant  que  l'aire  du 
triangle  est  égale  à  celle  d'un  rectangle  dont  un  côté  est  moyen  proportionnel  entre  deux 
des  quatre  facteurs  qui  entrent  dans  rexprcssion  algébrique,  el  dont  l'autre  côté  est 
moyen  proportionnel  entre  les  deux  autres  facteurs,  Millel  Dcchales  s'est  conformé  aussi 
à  ce  style  rigoureusement  géométrique  des  Grecs. 

La  formule  en  question  se  trouve  dans  une  infinité  d'autres  ouvrages,  (ju'il  est  inutile 
de  citer  ici.  Presipie  tous  se  servent  de  la  démonstration  de  Lucas  di  Borgo,  laquelh*  est 
celle  des  Arabes,  (jui  nous  a  été  apportée  par  Fibonacci.  Quel(iues-unes  cependant  sont 
diflérentes  :  telles  sont  celles  de  Newton  '^,  d'Euler  ^,  de  Boscovicli  ^.  Celles-ci  doivent  le 
degré  de  simplicité  qui  les  distingue  à  la  coimaissance  a  priori  deh  formule  dont  il  s'agit 
de  trouver  une  expression  géoméirique.  Celle  de  Héron  el  celle  des  Arabes  ont  le  mérite 
d'être  naturelles,  et  de  porter  le  cacbet  de  l'invention.  >Iais  probablement  la  voie  algé- 
brique, qui  fait  usage  de  l'expression  de  la  perpendiculaire,  esl  celle  qui  auia  procuré  ori- 
ginairement la  découverte  de  cette  formule,  particulièrement  cbez  les  Indiens;  car  ce  genre 
de  démonstration  esl  tout  à  fait  dans  l'espiil  de  leurs  spéculations  matbématiques,  qui 
reposent  sur  l'alliance  de  l'Algèbre  el  de  la  Géométrie, 

Nous  lermincrons  nos  observations  sur  celte  formule  par  une  remarque  sur  les  trois 
nombres  15,  14  el  la,  que  les  Indiens  ont  pris,  dans  l'application  numérique  qu'ils  en  onl 
faite.  Ces  nombres  sont  Irès-remarquables,  en  ce  qu'ils  paraissent  inséparables  de  la  for- 
mule. Ce  sont,  non-seulement  ceux  des  Indiens,  à  plusieurs  siècles  d'intervalle,  mais  aussi 

'  Cap.  65.  De  niensuris  siipcrlicierum  ;  art.  4. 

•  De  jiyurarum  transmutatione  el  seclione;  Prohlenia  55,  p.  75. 

•'  Cursus  mathematicus.  1690,  ia-fol.,  t.  l".  Triijonomelriœ  liber  tertius,  puip.  X. 

•  Arithmétique  universelle  ;  l.  h'',  problème  XI. 

^  Nuvi  Commentarii  de  Péter.sbourg;  l.  I*^"".  ami.  1747  et  1748. 
»  Opéra,  etc.:  t.  V,  opus  14. 
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<-cii\  (le  M('ioii  d' Alcxandiir,  de  llf'ion  le  jciiiu'  ',  des  (rois  frères  ;ir}d)es,  .Moliamined, 
llnmel  et  IIjiscii;  cciin  de  Léoiuird  d<>  Pise,  de  Jordan,  «le  Lueos  di  IJorgo,  de  (Georges 
\allii  ^,  de  Tarlalea  .  cl  (!<•  |»i('^<|iic  iou^  les  éerivaiiis  (|iii  ont  rcproduil  la  fornndc.  Le 
inorceau  de  (îéonirlrir  laliii  (|ue  nous  avons  cilé,  ei  la  Marf/arita  philosophico,  sont  peut- 
éirr  les  seuls  ouvrages  (|ui  ne  s'en  soient  pas  servis,  ayant  pris,  pour  application  numé- 
ri(pie  de  la  formule,  un  triangle  rectangle;  mais  ces  ouvrages  emploietii  les  trois  mêmes 
nonducs  dans  d'aulres  passages,  \nn\v  calculer  Taire  d'im  triangle  en  cherchant  la  valeur 
de  la  |)erpen(liculairt'.  Pour  la  même  (|uestion,  traitée  dans  TAIgèhre  de  Mohammed 
hen  .Musa  (l'un  des  trois  frères  arabes  cités  ci-dessus),  on  trouve  pareillement  ces  trois 
nombres  ^. 

C'est  ime  circonstance  assez  intéressante,  aux  yeux  de  rhistorien,que  partout  se  retrouve 
l'usage  de  la  formule  en  (pieslion,  et  surtout  des  trois  nombres  lô,  14  et  15,  employés 
dans  les  ouvrages  les  plus  anciens,  et  chez  tous  les  peuples,  disons-nous;  chez  les  Grecs, 
presque  à  l'origine  connue  au  déclin  de  l'Ecole  d'Alexandrie;  dans  les  Indes,  chez  les 
Latins,  chez  les  Arabes;  et,  dès  la  Renaissance,  dans  toutes  les  parties  de  l'Europe  où  les 
sciences  sont  cultivées. 

L'usage  général  de  ces  trois  nombres  semble  dire  qu'ils  ont  eu  une  origine  eon)mune. 
Telle  avait  été  d'abord  notre  j)ensée,  et  nous  avions  regardé  ces  trois  nondjres  comme  une 
circonstance  bem-euse,  |)ropre  à  répandre  (picique  jour  sur  la  (pieslion  coi>cernant  la 
tiaïuie  et  l'étendue  des  communications  scientiliques  qui  ont  eu  lieu,  dans  des  temps 
reculés,  entre  l'Inde  et  la  (irèce.  Mais  nous  n'avons  pas  tardé  à  reconnaître  que  ces 
n«)nd»res  n'offraient  jjrobablemenl  pas  les  secours  historiques  que  nous  en  a\ions  espérés 
d'abord.  En  effet,  on  aura  cherché  naturellement,  pour  application  numérique  de  l'ex- 
pression de  l'aire  d'im  triangle,  soit  par  la  formule  en  question,  soit  j)ar  le  calcul  de 
la  perpendiculaire,  trois  nombres  pour  lesquels  celte  aire,  et  conséquemment  cette  per- 
pendiculaire, fussent  exprimées  en  nombres  lationnels.  La  solution  de  cette  question 
n'offre  |)as  de  dillicidté.  Elle  se  réduit  à  construire  deux  triangles  rectangles  en  nondji'es 
rationnels,  ayant  lui  côté  commmi.  C'est  ainsi  que  Brahmegupta  a  fait,  comme  nous 
lavons  dit  au  sujet  de  son  |)aragraphe  54.  Et  il  est  à  remarquer  (|ue  la  manière  de  con- 
struire un  triangle  rectangle,  en  nombres  rationnels  ei  entiers,  était  connue  des  Grecs 
cl  des  Latins,  qui  se  servaient  (\es  deux  formules  imaginées,  l'une  \n\v  Pyibagore,  et 
l'autre  par  Arehytas  ou  Platon. 

Mainienaiii,  parmi  Ions  les  sy>tèmes  de  deux  triangles  rectangles  exprimés  en  nombres 

'  Voir  son  Traité  de  Géodésie ,  niaiiuserit  qui  se  trouve  à  la  t{il)liothéque  rovale.  sous  le  ii"  :2015. 

l<:no(('i  a  doiiiiP  une  tniductioii.  ac-fO!ii|iayué<'  de  coninientalivs,  du  Traité  de  Géodésie  de  Héron  le  jeune  et 
de  son  livre  sur  les  machines  de  fjuerre,  sous  le  tilre  :  Heroiiis  mcchanici  liber  de  Machinis  bellici.s,  neciion 
liber  de  geodesià;  in-i",  Venetiis,  157:2.  Mais  le  manuscrit  dont  il  s'est  servi  était  incomplet,  et  la  formule  de 
l'aire  du  trianj^le  ne  s'^  trouve  pas. 

-  Gioryii  Vallœ  Placeiilini  viri  Clariss.  De  crintendis  et  fiigiendis  rébus  opus,  etc.;  2  vol.  in-fol.,  Venise, 
l.")OI.  Lilier  XIV,  et  Geumelriœ  V.;  cap.  VII,  Dimensio  univcrstilis  in  oiuni  trianyul». 

'  Tlie  Àtijebra  of  Mohammed  ben  Musa .  edited  and  translated  h;/  F.  Rospn.  London.  18ôl.  in-8'>.  p.  82  du 
l-xlc  anjjlais.  et  \\.  (>!  du  lexle  ai-;die. 
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ciiiicrs,  cl  nyiiiil  un  colr  coiiiiikiii,  un  iiiiiii  pii^  cfliii  on  ers  imniltrc-^  ^nni  1rs  plus  |H-iii>; 
oc  sonl  ft'iix  (|iii  oui  pour  cc^irs,  Ir  |iitiiii<'r  .'i,  liJ,  l.*),  ci  le  sccniid  '.),  l'i,  l.i. 

Pinçant  CCS  deux  liiiinf;lcs  de  manière  (|ne  lenis  deu\  côlcs  cgaux  se  conlondenl  cl  que 
les  aulrcs  côlcs  des  angles  di-(iils'soicnl  dans  le  prolon^cnicnl  l'ini  de  lanlre,  on  i'onne  U' 
liianglc  sealcnc  (|ui  a  sa  hase  égale  à  14,  cl  ses  deux  aulrcs  côlcs  ('gaux  à  I."  ci  l 'i.  (Tesl 
ainsi  (|uc  dillVrcnls  gconiclres,  chacun  de  son  eôlé ,  ainoni  pu  cire  conduils  lui  Irian^ilc 
exprimé  par  les  noud)res  iô,  14  el  l.'i.  (lependanl  nous  devons  dire  (|u'avcc  les  lU'US 
triangles  reelangles  doni  nous  nous  sonuncs  si'rvi  |iour  lurmer  e«'lui-là ,  on  en  pcul  lôrruir 
un  aulre  encore  plus  simple.  Poiu-  cela,  il  f'aul  su|»erposer  leurs  deux  côlés  î)  cl  .'i;  il  en 
résullc  le  irianglc  (|ui  a  pour  hase  4,  cl  pour  côtés  13  el  l.'i.  8a  hauteur  est  12,  connue 
pour  le  premier.  IMais  ce  irianj^le  esl  ohlusanj^lc;  sa  |)erpendiculairc  lomhc  en  dehors  d»- 
sa  hase;  cl ,  hien  (juc  ce  cas  puisse  se  présenter  aussi  souNcnt  (juc  celui  d'un  triangle  acu- 
tangle, on  le  regarde  généralement  comme  étant  moins  proj)re  à  scr\ir  d'cxcmj)le.  Ainsi, 
nalurellcmcnl,  on  ama  choisi  le  triangle  donl  les  côtés  sont  13,  14  el  l.'i. 

Ces  considérations  monlrenl  ipie  Ton  ne  doit  pas  conclure,  de  ce  (pic  les  Indiens  onl 
cnjployc  les  nomhres  15,  14  el  15,  de  même  que  Héron  rancien ,  dans  leurs  appli- 
cations de  la  formule  de  l'aire  du  triangle,  (|u'ils  ont  reçu  celle  formule  du  (léornètrc 
d'Alexandrie.  ÎMais  reusscnl-ils  reçue,  les  droits  de  Brahmcgupta,  au  titre  de  Géomètre 
habile,  n'en  reeevraienl  aucune  atteinte,  puisque  son  ouvrage  conticnl  une  formule  beau- 
coup plus  importante  el  des  questions  plus  diflicilcs,  donl  nous  ne  trouvons  pas  de  traces 
chez  les  Grecs. 

Le  paragraphe  28  de  lîrahmcgupta  donne  les  expressions  des  diagonales  d'un  quadrila- 
tère inscrit  au  cercle,  en  fonction  des  côtés.  Ce  sonl  les  formides  connues.  Elles  résolvent 
le  problème  où  il  s'agit  de  coiistridre,  avec  quatre  côlés  donnés,  nn  quadrilatère  inscriptible 
au  cercle.  De  sorte  que  le  géomètre  indien  a  connu  la  solution  de  ce  problème.  Cette  cir- 
constance n'est  pas  indinérente.  Car  ce  problème,  agité  chez  les  Modernes,  y  a  eu  pendant 
un  temps  quelque  célébrité;  el  tous  n'y  oni  pas  réussi. 

Nous  donnerons  une  courte  notice  des  Géomètres  qui  s'en  sonl  occupés ,  dans  nos  obser- 
vations sur  le  paragraphe  58,  qui  esl  ime  suite  de  ce  premier  problème. 

Pour  ne  pas  trop  allonger  celle  Note,  nous  omettrons  les  observations  auxquelles  peu- 
vent donner  lieu  les  propositions  des  paragraphes  25,  2o,  29,  50-51  et  52.  Nous  dirons 
seulement  que  la  seconde  partie  du  paragraphe  50-51  énonce  une  proposition  assez  remar- 
quable. Brahmcgupta  montre  comment  on  calculera  la  perpendiculaire  abaissée  du  point 
d'intersection  des  deux  diagonales  du  trapèze  sur  sa  base,  el  donne  (sans  indiquer  le 
moyen  de  la  calculer),  l'expression  du  prolongement  de  cette  perpendiculaire,  jusqu'à  la 
base  supérieure.  De  cette  expression,  nous  concluons  immédiatement  que  cette  perpendicu- 
laire passe  par  le  point  milieu  de  la  base  supérieure.  Proposition  facile  à  démontrer,  mais 
qui  mérite  d'être  signalée  dans  l'ouvrage  de  Brahmcgupta.  Elle  fait  bien  voir  qu'il  est 
question  d'un  quadrilatère  qui  satisfait  aux  deux  conditions  d'être  inscriptible  au  cercle 
el  d'avoir  ses  diagonales  à  angle  droit. 

ISous  allons  rapporter  les  énoncés  des  quatre  propositions  comprises  sous  les  para- 
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gi-u|ilie.s  ÔM,  5(>,  Ô7  cl  ôS,  <]ui  nous  oui  |)îiru  i rsoiidrc  In  (|U('s(ioii  de  consiruire  un  (|UiHlii- 
lalèrc  itiscri|)til)lc,  cl  donl  loiiU's  les  pallies  fussent  rationnelles. 

§  ôî).  Le  côté  est  jnis  arhitrahcnienl;  son  carré  est  divisé  par  une  quantité  (fuelconque  ; 
du  quotient  on  retranche  cette  quantité;  la  moitié  du  reste  est  la  calhète  de  Vohlonq;  et,  si 
l'on  y  ajoute  la  quantité,  ou  aura  la  (liaqonale. 

Ainsi  soient  a  le  coié  de  l'ohlong,  h  In  (luaiitilé  prise  arhilraireniont  :  In  catliète  et  In 

diaponnle  seront 

i  (a*       ,\         i  la}       ,\       ,        1  (a* 

En  cllel ,  on  n 


[-  —  b], M -+-6  =  ---+-  6 


(^')■=l(^'^-■■ 


D'après  ce  que  nous  avons  déjà  dit  de  cette  formule,  appliquée  à  la  construction  du 
triangle  rectangle,  on  ne  peut  doulcr  (ju'il  ne  s'agisse  ici  de  la  construction  dun  oblong 
donl  les  diagonales  soient  exprimées,  conmie  les  côtés,  en  nombres  rationnels. 

L'aire  de  loblong  sera  rationnelle  aussi;  et  il  en  sera  de  même  du  diamètre  du  cercle 
circonscrit  à  l'oblong,  puisque  ce  diamètre  est  égal  aux  diagonales. 

§  36.  Que  les  diagonales  d'un  oblong  soient  les  flancs  d'un  tétragone;  que  le  carré  du 
coté  de  l'oblong  soit  divisé  par  une  quantité  prise  arbitrairement ,  et  que  le  quotient  soif 
retranché  de  cette  quantité;  le  reste  divisé  par  2,  augmenté  de  la  cothète  de  l'oblong,  sera 
la  base;  et,  diminué  de  la  cathète,  sera  la  corauste. 

Soient  o  et  6  le  côté  et  la  cathète  de  l'oblong,  et  c  une  quantité  prise  arbitrairement. 
Les  deux  flancs  du  tétragone  seront  égaux  aux  diagonales  de  l'oblong;  sa  base  sera  égale  à 
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b, 
z  \         f  / 

et  sa  corauste,  à 

b. 
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§  37.  Les  trois  côtés  égaux  d'un  tétragone,  qui  a  trois  côtés  égaux,  ont  pour  valeur  le 
carré  de  la  diagonale  de  l'oblong.  On  trouve  le  quatrième  côté  en  retranchant  le  carré  de  la 
cathète  de  trois  fois  le  carré  du  côté  de  l'oblong. 

Si  ce  quatrième  côté  est  le  plus  grand,  il  sera  la  base  du  tétragone  ;  s'il  est  le  plus  petit,  il 
sera  la  corauste. 

Ainsi  soient  a  le  côté  de  l'oblong  et  6  sa  cathète;  a'^ -h  b'^  sera  le  carré  de  sa  diago- 
nale. Nous  supposons  qu'il  est  formé  suivant  la  règle  du  paragraphe  35;  de  sorte  que  sa 
diagonale,  l^  a^  h-  b'^,  sera  un  nombre  rationnel. 

On  prendra  (o^  -+-  6^)  pour  la  valeur  des  trois  côtés  égaux  du  tétragone,  et  (3a2  —  6^) 
sera  l'expression  du  quatrième  côté. 

§  58.  Les  côtés  des  cathètes  de  deux  triangles  rectangles,  multipliés  réciproquement  par 
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les  hi/polviiuscs,  sont  les  ijKhIiv  entes  ini't/(iiix  d  nit  tiii\\i'U\  Ia'  pluf  t/rand  vhI  la  hiiac ,  Iv 
plus  petit  la  eoranste,  et  les  deux  autres  sont  les  lianes. 

St)i('iil  (i,l),e  le  côlô,  la  rallirlc  cl  riiypoU'liilsr  du  |iirriii<'i  liiiin(;lc  ;  ri  a' ,  1/ ,  e  le 
t'ôU',  la  callirlc  cl  rii\|)olciiiiso  «lu  second  lriaii>{lc '.  I.cs  (nialrc  cnics  du  napczc  seront 
av' ,  lie' ,  a'e,  lie. 

L'ortliT  dans  lc<ni('l  ces  cAlôs  scioni  places  «-si  in<li(|ii('-  |iai  I  aiileiir,  |iiiis(jue  les  den\ 
oxlri\inos  soroni  les  bases  cl  les  deux  ni(»yens  les  lianes. 

Les  propositions  (pie  présentcnl  ces  (piatrc  paragraphes  sont  évideinnient  incoin|)lètes, 
piiistpie  cliacnne  se  réduit  à  donner  une  eonsiriiclion  particrulière  d(*s  (ptalre  cotés  d'un 
télragonc.  Or,  d'inie  part,  ces  eôlés  ne  sidlisenl  point,  cxccplé  dans  la  |)rcniièr«',  où  il 
s'agit  de  l'oblonj;;,  poiu"  la  eonstriielion  du  télrajione;  et  ensuite,  li-  létraj^one  étant  con- 
struit, il  n'est  rien  dit  des  propriétés  dont  il  jouira,  et  «pii  ont  di'i  l'aire  l'objet  de  ces  pro- 
positions. On  doit  doue  penser  (|ue  la  eonstruelion  des  côtés,  donnée  par  Hraiuncgupta, 
répond  à  tuie  (pu>slion  (|ui  avait  été  énoncée  priniitivenient  dans  le  titre  de  l'ouvrage,  el 
(pii  en  a  disparu  dans  quelipùui  des  manuscrits  qui  se  sont  succédé.  Il  l'allait  r<'trouvcr 
quelle  avait  été  cette  (pieslion;  sans  quoi  Ion  n'aurait  point  connu  el  l'on  n'aurait  su 
apprécier  l'ouvrage  de  lîrabniegupla.  Le  scoliaste  Cbaturvcda,  dans  l'application  numé- 
rique qu'il  fait  des  quatre  propositions,  paraît  avoir  ignoré  complètement  leur  destina- 
tion, et  ne  nous  fournit  aucune  donnée  ni  aucune  lumière  à  ce  sujet. 

JMais  ayant  reconnu  qu'il  est  question,  dans  la  plupart  des  autres  propositions  dont 
nous  avons  déjà  parlé,  du  lélragone  inscrit  au  cercle,  nous  avons  pensé  d'abord  qu'il  en 
était  de  même  des  quatre  propositions  dont  il  s'agit.  Ensuite,  la  première  de  ces  quatre 
propositions,  exprimée  algébriquement,  nous  présenlant  la  formule  qui  sert  pour  la 
construction  d'un  rectangle  dont  les  côtés  et  les  diagonales  soient  des  nombres  ration- 
nels, et  celle-ci  d'ailleurs  faisant  suite,  dans  l'ouvrage,  aux  deux  propositions  qui  nous 
ont  déjà  paru  avoir  incontestablement  pour  objet  de  construire  un  triangle  dans  lequel 
les  perpendiculaires,  et  conséquemmenl  l'aire  et  le  diamètre  du  cercle  circonscrit ,  fussent 
exprimés  en  nombres  rationnels,  nous  avons  été  conduit  naturellement  à  supposer  que 
c'était  une  question  analogue  que  Brabmegupta  avait  résolue  pour  le  lélragone  inscrit. 

En  effet,  en  formant,  avec  les  quatre  côtés  dont  l'expression  est  donnée  par  chacune 
des  quatre  propositions,  un  lélragone  inscripiible  an  cercle,  et  en  appliquant  à  cette 
figure  les  dilTérentes  formules  que  contiennent  les  autres  paragraphes  de  l'ouvrage,  pour 
le  calcul  de  l'aire  du  tétragone,  de  ses  diagonales,  de  ses  perpendiculaires,  du  diamètre 
du  cercle  circonscrit,  et  des  segments  que  différentes  lignes  font  les  unes  sur  les  autres, 
nous  avons  trouvé  que  toutes  ces  formules  donnent  des  expressions  rationnelles.  iVous 
avons  dû  en  conclure  que  tel  avait  été  l'objet  des  quatre  propositions  de  Brabmegupta. 

La  proposition  du  paragraphe  58  nous  donne  lieu  à  plusieurs  observations. 

Les  quatre  côtés  du  tétragone  ont  pour  expressions  ac' ,  6c',  a'c  et  b'c.  L'auteur  a  pres- 
crit l'ordre  dans  lequel  ils  seront  placés;  les  deux  extrêmes  seront  opposés.  D'après  cette 

'  Nous  désignerons  plus  loin  ces  deux  triangles  sous  le  nom  de  triangles  générateurs. 
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règle,  un  rccuiinail  uisénunt  qu'ils  |)ru\i('ndrunl  de  lu  imilli|>lic-utiuii  des  deux  cùlés  d'un 
même  trianj:h;  jjar  IliNpolcnuse  de  l'yune;  el  les  deux  nio\ens,  de  la  muiiiplicaiior»  des 
deux  eûtes  de  celui-ei  par  i"li\|)o(énuse  du  premier.  Car  la  somme  des  cariés  des  deux  côtés 
ac\  bc' ,  est  égaie  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  eolés  u'v,b'c;  cette  somme  étant 
r^c"^.  Ce  (|ui  prouve  (pic  si  ac'  est  le  plus  grand  coié,  hr'  sera  le  plus  petit;  conséquem- 
nicni  <!(■'  cl  hc',  (pii  |)ioviennctJl  de  la  multi|)licalion  des  cotés  dun  même  triangle  par 
rh\polénuse  de  l'autre,  seront  opposés  entre  eux,  dans  la  construction  du  télragone. 

Nous  concluons  de  là  que  la  somme  des  carrés  des  deux  côtés  opposés  est  égale  à  la 
somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés;  et  le  quadrilatère  étant  supposé  inscriptible  dans 
le  cercle,  il  résulte  de  celte  égalité  des  sommes  des  carrés  des  côtés  opposés  ,  que  les  deux 
diagonales  du  quadrilatère  sont  à  angle  droit.  Ainsi  il  est  démontré  géométriquement 
que,  dans  le  paragraphe  58,  le  mot  trapèze  s'applique  exclusivement  au  quadrilaière  qui 
a  ses  diagonales  à  angle  droit. 

Soit  ABCD  le  trapèze;  on  aura 

AB  =  oc',     BC  =  aV,     CD  =  6c'.     AD  =  6'c. 
Les  formules  du  paragraphe  28  donnent,  pour  ses  diagonales  : 

AC  =-  ab'  -+  ba,     BD  =  aa'  -+-  bb'. 


On  peut  calculer  l'aire  du  trapèze  pai-  la  formule  du  paragraphe  21  ;  mais  il  est  plus 
simple  de  remarquer  que,  les  diagonales  étant  à  angle  droit,  cette  aire  est  égale  au  demi- 
produit  de  ces  deux  lignes;  ainsi  son  expression  est  |^  (ab  -+■  ba')  (an'  -4-  bb'). 

Le  diamètre  du  cercle  circonscrit  est  égal,  suivant  la  seconde  partie  du  paragraphe 26, 
à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des  deux  côtés  opposés,  qui  est  ici 


6*c'*  =  c'  \/a*  M-  6*  = 


ce  . 


Les  perpendiculaires  BE,  CF,  abaissées  des  deux  sommets  B,  C  sur  la  base  AD,  cal- 
culées dans  les  deux  triangles  ABD,  ACD,  par  la  règle  du  paragraphe  22,  ainsi  qu'il 
est  dit  par  Brahmegupia,  au  paragraphe  29,  sont  : 


BE=-(ao'-+-66),     CF  =  - {ah' -^  ba). 
c  c 
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Kcs  srgiinMils  (|iir  cos  porpomliculiiinN  |V»ni  sdi-  |;i  hiisc  AI),  soni  : 

Ali  -^  -  (al)'  —  Im),     DK  =^-  -  («a'   f   W;  ), 
r  f 

DF  .^  '  Ibb   —  ««'),     AI-  ^  -  (ah'   »   /««'). 

Lt\s  scgniciils  l'nits  sur  les  (Irux  (liiifçonnlcs,  ;'i  leur  point  (rii)(('iscc(i()ii,  ciilciilr^  |»;ii-  l;i 
règle  (les  piH'iigiiiphos  ÔO-ôl  ,  sont: 

A0  =  «//,     CO^  ah,     i\0. -=au\     1)0  =  hb  . 

l/,\  |U'ipoiidi('ul;iiic  01,  dans  le  liianglc  AOI),  calcnlro,  coiiinK"  il  es(  dil  aux  paraj^ra- 
plits  Ô0-5I  ,  (on  par  niic  (jioposilion  losnlianl  de  la  siinililnde  des  deux  Irianglcs  KHD, 
loi)),  csi  01  =  '^  ;  ol  son  prolongeiuoiU  OL,  jnscpi'à  sa  base  supérieure,  vM  égal,  sui- 
vant la  règle  du  niènio  paragraphe,  à  la  denii-soninie  des  deux  |)erpen(lieulaires  BK,  (IF, 
moins  01  ;  d'où  OL  =  :j  a'c. 

Enlin  tjous  n'avons  pas  besoin  de  donner  les  expressions  des  segments  faits  sur  les  dia- 
gonales et  les  perpendiculaires,  par  leur  intersection,  non  plus  (|ue  sur  les  côtés  opposés; 
parce  que  tous  ces  scgmenls,  dans  un  (piadrilatèrc  (jucleoncpie,  sonl  exprimés  rationnel- 
lement en  Ibnclion  des  côtés,  des  diagonales  et  des  perpendiculaires. 

Ainsi  toutes  les  parties  de  la  ligure  sont  rationnelles. 

iNous  pouvons  donc  regarder  la  proposition  du  paragraphe  58  connue  ayant  eu  pour 
objet  de  former  un  téiragone  ayant  ses  quatre  côtés  inégaux,  qui  fût  inscriptible  au  cercle, 
et  dans  lequel  toutes  les  expressions  que  Brahmegupta  a  appris  à  calculer  par  ses  autres 
propositions,  fussent  rationnelles. 

Ces  expressions  ne  sont  pas  calculées  dans  rou\rage  indien.  On  ne  doit  pas  en  être 
étonné,  puiscjue  Brahmegupta  se  borne  toujouis  au  simple  énoncé,  le  plus  succinct  pos- 
sible, de  ses  propositions,  sans  en  donner  aucune  démonstiation,  ni  aucune  vérilication 
a  posterioi'i. 

IVous  faisons  cette  observation,  parce  que  Bhascara  donne,  comme  formant  une  propo- 
sition nouvelle  qu'il  s'attribue,  les  expressions  des  diagonales  AC,  BD,ei  reproche  aux 
écrivains  qui  l'ont  précédé,  particulièrement  à  Brahmegupta,  d'avoir  omis  celte  règle, 
beaucoup  plus  courte,  dit-il,  que  la  formule  du  paragraphe  28  qu'ils  ont  donnée. 

Les  valeurs  assignées  aux  côtés  du  quadrilatère,  par  l'énoncé  de  la  proposition  (§58). 
et  les  valeurs  (pie  nous  avons  trouvées  pour  les  segments  OA,  OB,  OC,OD,  font  voii- 
(pie  les  côtés  de  chacun  des  quatre  triangles  AOB,  BOC,  COD,  DOA,  qui  sont  rectangles 
en  0  et  qui  composent  le  quadrilatère,  proviennent  respectivement  de  la  multiplication 
des  trois  côtés  de  chaque  triangle  générateur,  par  un  côté  de  l'autre  triangle.  Ainsi  les 
trois  côtés  du  triangle  AOB  sonl  ac' ,  ab' ,  au  ;  ils  proviennent  de  la  multiplication  des 
côtés  c ,  h',  a',  du  second  triangle  générateur  par  le  côté  o  du  premier. 

On  peut  donc,  non-seulemenl  déterminer  les  quatre  côtés  du  quadrilatère,  au  mo}en 
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(les  (l(ii\  iriiinjilrs  griicniUnns,  iiiîiis  aussi  ('(Icctiicr  hi  coDslniclioii  <ln  (nuidiiliilèrc. 
Car  il  siillii  de  lormcr,  coiiinic  nous  venons  de  le  dire,  les  (|iialrc  Irianjîlcs  roclangles 
AOB,  IJOC,  (loi),  1)0  \,  cl  de  les  réunir.  C'esl  ainsi  (\iw  les  scoliastcs,  parliculièrc- 
nuMit  (îancsa,  dans  ses  noies  sur  l'ouvrage  de  Hliascara,  ont  compris  la  conslruelion  du 
(|uadrilalère,  cl  ont  supplée,  de  la  sorte,  à  la  condition  d'inscripiihilité  au  cercle,  que  nous 
supposons  iivoir  élé  dans  les  inteniions  de  Bialirnegupta.  On  conçoit  dès  lors  comment 
Chalurveda  a  pu  faire  des  ap|)lieali()iis  nnméri(pies  des  règles  de  Braliincgupta ,  en  igno- 
raiil  celle  condition  d'insciiplihililé. 

Avec  les  (piatre  côtés  d'un  quadiilalcre  inscrii  au  c(,'icle,  on  p(!Ut  former  deux  autres 
quadrilalères,  <pii  seront  in>ciits  au  même  cercle.  Ainsi  a,  ê,  y,  o  étant  les  quairc  côtés 
pris  conséculivemenl,  du  (|uadrilalère,  on  peut  les  placer  dans  l'ordre  a,  ê,  5, y,  ou  bien 
dans  l'ordre  a,  -/,  ê,  S.  Ces  trois  (|uadrilatères  ont,  deux  à  deux,  une  même  diagonale; 
de  sorte  que,  de  leurs  >«ix  diagonales,  il  n'y  en  a  <|U('  liois  didérentes;  les  trois  autres 
élani  égales,  respectivement,  à  ces  trois  premières  '. 

Si  l'on  appli(|ue  cette  remarque  à  la  ligure  de  liiahmegupta,  les  deux  nouveaux  (jua- 
drilalércs  ne  seroni  plus  des  trapèzes,  c'est-à-dire,  qu'ils  n'auront  plus  leurs  diagonales 
à  angle  droii.  Mais  ces  lignes  seront  encore  rationnelles,  ainsi  (pie  toutes  les  autres  parties 
du  (jliadrilatére,  que  nous  avons  calculées  pour  le  trapèze.  De  sorte  que  les  deux  nouveaux 
quadrilalères  satisfont  à  la  question  générale  que  nous  supposons  que  l'auteur  hindou  s'est 
proposée  ;  aussi  aurait-il  pu  comprendre  ces  deux  (juadiilalére;*  dans  sa  solution. 

l/exisience  de  ces  deux  nouveaux  (piadrilatères  a  été  coimue  de  Bhascara,  (pii  a  donné 
l'expression  de  la  troisième  diagonale,  mais  qui  n'a  niillenieni  aperçu  quel  était  lobjei  de 
la  proposition  de  Brahmegupta,  soit  par  rapport  à  l'inscrijjtibilité  au  cercle,  soit  par  rap- 
port à  la  lalionalité  des  diiïérentes  parties  de  la  figure. 

Celte  troisième  diagonale  est  égale  à  ce'.  C'est  précisément  la  valeur  du  diamètre  du 
cercle  circonscrit  au  quadrilatère.  Ce  qui  prouve  que  le  (|uadiilalère  a  deux  angles  droits 
qui  sont  opposés.  Cette  forme  parliculiére  du  (piadrilatèie,  qui  mérite  d'être  remarquée, 
ne  l'a  pas  été  par  Bbascara  ^. 

'  Ces  trois  quadrilatères  ont  la  même  surface.  Leurs  trois  diagonales  différentes  ont ,  avec  cette  surface  et  le 
diamètre  du  cercle  circonscrit,  une  relation  |qui  consiste  en  ce  que  :  Le  produil  des  trois  diagonales,  divisé  par 
le  double  (lu  diamélre  du  cercle  circonscrit ,  est  égal  a  l'aire  de  l'un  des  quadrilatères. 

Cette  proposition  paraît  due  à  Albert  Girard.  (|ui  l'a  énoncée  dans  sa  Trigonométrie.  Nous  ne  trouvons  pas 
qu'elle  ail  été  reproduite  depuis. 

-  Cette  propriété  du  (luadrilatére.  d'avoir  deux  anjiles  droits,  tait  voir  que  la  ((uestion  de  construire  un 
«(uadrilatère  inscriptil)le  au  cercle,  dont  les  côtés,  l'aire,  les  diagonales,  les  perpendiculaires,  ainsi  (jue  le 
diamètre  du  cercle,  soient  exprimés  en  nombre  rationnels,  est  susce|)til>le  d'une  solution  très->imple.  qui  con- 
siste à  prendre,  pour  le  diamètre  du  cercle  ,  un  nondire  rationnel  (lueiconcpie.  et  à  décom|>oser,  de  deux  manières 
dillerentes.  le  carré  de  ce  nond)re  en  deux  autres  carrés.  Les  racines  de  ces  nombres  carrés  seront  les  côtés  du 
(juadrilatère.  On  formera,  de  cette  manière,  les  mêmes  quadrilatères  (jue  par  la  méthode  de  Bi-ahmegupta. 

Il  est  facile  de  voir  ipie  l'on  peut  encore  opérer  ainsi  :  Que  l'on  prenne  un  lriang;le  scalène  quelconcpie  AtJC. 
de  manière  ((ue  ses  cùlès  et  sa  |»erpendiculaire  soient  des  nond)res  rationnels;  et  ([ue.  par  ses  deux  sommets  l{, 
kl.  on  élève  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  Al$.  .\C,  respectivement.  Ces  droites  se  couperont  en  un  point  D. 
et  le  quadrilatère  AIîDC  satisfera  à  la  question.  En  cliangeant  l'ordre  de  ses  côtés,  on  formera  le  trapèze  (W 
Hrahmegupla. 


^()T^:s  u\ 

lU'pronons  les  oxprossions  de  l.i  |»«  riiciuliciiliiiic  CI'"  et  du  scgiiMMi  FI).  On  .1 

/'  b 

CV  =  -  iab'  H-  bu),     FI)  =  -  (W/  —  ,i(i') . 
c  c 

Les  (l(Mi\  lijj;ii('s  ('F  l'D  soiil  les  côlrs  (riiii  liijm'^lc  ir('i;m;rlc  doiil  riiypoirnnsc  est 
(1I)  = />(•'.  (;<«s  f\|)rt'.ssi<)iis  ne  conlicnncnt  |>iis  «'xplicili'incnt  la  (|ujinlilt''  <■',  ni  par  (•onsé- 
qjUMil  lo  ('(■)(('  Cl),  mais  sciilcnicnl  les  (pianlilrs  <i' ,  h' ,  dont  la  somme  des  carrés  est  égale 
au  carré  de  c',  ou  C()  =^^  a'h  cl  |)()=-/>7>,  doni  la  somme  des  carrés  esl  égale  au  carré 
de  CI).  Ces  (expressions  sei'aienl  donc  encore  l'aliormcllcs,  <piand  bien  même  c',  ou  le  c6lé 
CI),  ne  le  serait  pas.  Par  conscciuenl  les  lignes  CF,  FI)  donnent  une  solution  géom('tri(|uc 
de  ce  problème  :  Dtroiiiposvr  itn  nombre  (loniic  (carré  ou  non)  en  deux  nombres  carrés, 
connaissant  une  proinièrc  solution,  de  la  question. 

Kcmplat^'ani  c'-  par  A,  on  pourra  exprimer  ainsi,  algébri(|uenient,  la  question  et  sa 
solution  : 

Pour  résoudre  l'éiiuation  x'^  +  y2=  V,  en  nombres  rationnels,  quand  on  connaît 
un  premier  sijstènie  de  racines  x',  y'  de  celte  équatio)i ,  on  prendra  arbitrairement  trois 
nombres  a,  b,  e,  tels  que  l'on  ait  a2+  b^  =  c'^;  et  les  racines  cherchées  seront 

au'  -4-  bx' 

X  =— ' 

c 

by'  —  ax' 


Ces  formules,  auxquelles  conduit  naturellement  la  question  géoméfri(pic  de  Brahme- 
gupta,  contiennent  virtuellement  les  formules  générales  pour  la  résolution  de  l'équation 
Ca;2±  A=j/2  ',  que  l'on  a  trouvées,  au  grand  étonnement  des  géomètres  européens,  dans 
l'Algèbre  de  cet  auteur  bindou,  et  qui,  dans  le  siècle  dernier,  avaient  fait  honneur  au 
grand  Euler,  qui,  le  premier,  y  était  parvenu  parmi  les  Modernes. 

'  En  effet,  dans  l'équation  à  résoudre  ic*-t-j/*=A,  et  dans  les  deux  équations  de  condition  ic'*-+-y'*=A  et 
a*  -H  6'  =  c*,  remplaçons  a;  par  a;  l^C .  a;  par  a;'  ^^  C ,  a  par  a  V'  C  ;  elles  deviendront 

Cx^  -+-  î/3  =  A, 
Cx'^  -f-  y'^  =  A, 
Ca>  +  6'  =  c»  ; 

et  les  expressions  des  racines  x  et  y  deviendront,  par  ces  substitutions, 

ay'  -h  bx' 


X-- 


c 
Cax'  —  by' 


y== 

c 

Ce  sont  les  racines  de  Téquatiou 

Gx*  -t-  î/2  =  A. 

Observons,  maintenant,  que  ces  racines  satisfont  à  cette  équation,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  deux 
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Lvi  Indiens  Caisaitnl  usage,  concnrrcinnienl,  tic  rAijfthif  v\  iU-.  la  (jéoniiM  lie  dans  leurs 
spéculalions  inalIi(Mnali(|ui'>;  de  r.Mjièhre  pour  al)iéger  cl  faeilil(  r  la  dcnionsiralion  de 
leurs  proposiiioiis  géomélri(|iics,  cl  de  la  Gcomélric  pour  déinonirer  leurs  règles  d'Algèbre 
cl  peindre  nux  yeux,  |)ar  des  (igiircs,  les  résultais  de  l'Analyse.  Nous  verrons  des  exemples 
de  eellc  inanicre  d'opérer,  dans  plusieurs  passages  des  ouvrages  de  Bhascara,  et  dans  les 
ouvrages  des  Arabes,  qui  oui  reçu  des  Indiens  celle  alliance  de  l'Algcbre  à  la  Géoniélrie. 
Il  |)arail  donc  |)0ssil)lc  que  les  Indiens  soicnl  parvenus  à  leur  solnlion  des  équations  indé- 
leiininécs  du  second  degré,  par  des  considéialions  géoniéiriques  puisées  dans  la  question 
du  paragrapbc  58,  cl  (pie  ce  soit  là  la  raison  priniilivcde  la  ))résence  du  morceau  de  Géo- 
métrie intercalé  dans  les  Trailés  (V Arillnnélique  et  (VÀhjèbre  de  Bralimcgupta.  Ce  qui  vien- 
drait à  l'appui  de  celle  conjecture,  c'est  qu'il  parait  que  les  Arabes  s'élaienl  aussi  occupés 
des  équations  indéterminées  du  second  degré,  et  (ju'ils  les  avaient  résolues  par  des  consi- 
dérations géométriques;  ce  en  quoi  ils  auraient  été,  probablement,  les  imitateurs  des 
Indiens.  (]ela  semble  résulter  d'un  passage  de  Lucas  di  Borgo,  qui,  dans  sa  Summa  de 
Avithinetica ,  Geomelrin ,  etc.  (cl islinctio  prima,  Iraclalus  quartalus),  parle  du  Traité  des 
nombres  carrés  de  Léonard  de  Pise,  où  se  trouvait  résolue  l'équation  x"^  -\-y'^==  \  ,  par 
des  considérations  et  des  figures  (jéométriques.  Les  formules  de  Léonard  de  Pise,  que  Lucas 
di  Borgo  rapporte  ',  sont  les  mêmes  (|ue  celles  que  nous  avons  déduites  de  la  question 

iioml)res  C  et  A,  qui  par  conséquent  peuvent  être  supposés  négatifs.  De  sorte  que  i'équaliou  peut  prendre  la 
forme 

CrrS  db  A  =  j/î  ; 
et  ses  racines  deviennent 

/  au'  -\-  bx' 

1    x  = . 

-     •      by' 


)  Car'  -f 


Nous  donnons  le  signe  positif  à  la  valeur  de  y,  parce  que  cette  variable  n'enlrant  qu'au  carré  dans  l'équation, 
son  signe  esi  indiflëreni. 
Les  équations  de  condition  entre  x'  et  y'  d'une  part,  et  a,b,  c ,  de  l'autre,  sont 

Cx'^  ±  A  =  y'*, 
Ca*   -+-  c*  =  6«. 

C'esl-à-dire  que  x'  et  y'  sont  un  système  de  racines  de  l'équation  propoi^ée;  et  que  -  el  -  sont  un  système  de 
racines  de  l'équation  (".a:*  -+-  I  =  i/*. 

Les  foniiuies  (1i,  qui  résolvent  l'équation  Cj:'±A  =  j/',  sont  précisément  celles  que  l'on  trouve  dans  l'Algèbre 
de  Brahnie,uM|)ta  usection  VII  ;  pag.  564  el  art.  68  de  la  iraduciion  de  M.  Colebrooke } 

Ainsi  ces  formules  générales  pouvaient  se  déduire  facilement  de  la  simple  question  de  Géométrie  traitée  par 
l'auieur  indien. 

'  Cardan  dit  aussi  avoir  emprunté  de  Léonard  de  Pise  ces  mêmes  formules,  qu'il  donna,  sans  démonstration, 
dans  sa  Praclicn  Arilliinflici'  (chii\).  66,  iiut^stion  44).  Vièle  esl  le  premier  qui  les  ail  démontrées,  au  commeuce- 
minl  (lu  IV<^  li\ie  de  si-s  ZétéliqiifS.  Sa  demonslralion  est  analyli(iue.  Peu  de  temps  après,  Alexandre  Andersen 
s'est  aussi  occupe  de  celle  question  d'Analyse  indelerm  née,  et  a  deinoiitie,  par  des  considérations  géométriques, 
les  ro;mtili->.  de  Di()|>hanie,  i\\i\  sonl  diirereiiles  de  celles  de  Léonard  de  Pise  (voir  Exercitationum  malliemali- 
carum  Decas  prima.  Paris,  1619,  in-4'';. 

Dans  les  notices  historiques  sur  les  équations  indéterminées  du  second  degré,  on  ne  fait  remonter  qu'à  Fermât 


N<)Ti:S.  U7> 

(^('(>mt''(ri(|U('  (le  niiiliincgiipln.  Or,  Lt'otinnl  de  Pisc  iiviiil  rîi|i|»<ui('*  ses  (•()tm;ii'<^;iiicrs 
mîiili(''in!i(i(|ii('s  (!«'  I'Ai-îiImc.  Nous  (I<'\(»iis  iIoik-  iilliilnirr  ses  lonniilcs ,  |i(iiii-  Ni  ir««<)liiiiofi 
dos  numlions  indrlcniiiiiri's  du  second  d<'j{i('',  ;uix  Ariihcs,  ol  pcuscr  (|ui>  ('«'iix-ci  Irs 
n\ aient  remues  des  Indiens. 

Apres  avoir  ronné  noire  ()|>inion  sur  les  (|in'slions  pVceises  (pii  a\aienl  rlv  l'ohjel  d«'s 
païaj-raplies  ':2I  à  ^S  de  l'ou\raji;e  de  llralnnejAiipla,  nous  avons  vU'  curieux  d<'  savoir  si, 
parmi  les  iVlodernes,  e(  à  (|uelle  ép()(|ue ,  les  mêmes  (pieslions  avaient  éU'  traitées;  ei  si 
Ton  pouvait  élahlir  une  sorte  de  comparaison  entre  le  travail  des  gcomèlres  hindous  et 
eelui  des  j^éomètres  européens. 

Voiei  ce  (|ue  nous  avons  trouvé  à  ce  sujet  : 

.F. -H.  Heuedielis  a  résolu  la  (pieslion  de  consfruirc,  (ncc  (lualrc  inlrs  flonnés,  ini 
<iuafh'ila(('n'  iimcriptihlc  an  vorvle  (^voir  son  recueil  intitulé  :  Diicrsarttiu  spcculationiini 
ttiatheniativanini  vl  pfiijsicannii  libvr.  Taurini,  l.'iHo;  in-l'ol").  ('e  prohlème  lui  avail  (''K' 
pioposé  par  le  |)rinec  Charles-Knnnamiel  do.  Savoie, 

En  UiOi,  le  célèbre  Joseph  Sealii^er  en  inséra  une  solution  inexacte  dans  ses  Cijclo- 
iiictrica  elemcnla  duo  (Leyde,  in-lbl.).  a,  h,  c ,  d  étant  les  (piaire  côtés  donnés,  on 
conclurait,  de  cette  solution,  tpie  le  diamètre  du  cercle  aucpiel  le  (piadrilatère  formé 
avec  ces  quatre  côtés  serait  inscrit,  aurait  pour  ex|)rcssion  Va-  -+-  b-  +  Vc'^  -f-  d^.  D'où 
il  suivrait  que  le  problème  admettrait  deux  autres  solutions,  pour  lescpielles  les  diamètres 
des  cercles  seraient  V(^^  -+-  c'^  -\-V  b'^  H-  d'^,  Va^  -+-  d^  -t-  Vb'^  +  c^.  De  sorte  que  Sca- 
liger  aiu'ail,  dans  le  fait,  résolu  avec  la  ligne  droite  et  le  cercle  une  question  qui  aurait 
dû  (lé})endre,  en  Analyse,  d'iuie  équation  du  troisième  degré.  Mais  il  est  vrai  que  celte 
remarque,  s'il  l'a  faite,  ne  pouvait  l'arrêter;  car  on  sait  <iue  sa  grande  réputation  littéraire 
le  portant  à  ambitionner  aussi  le  ])remier  rang  j)armi  les  mathématiciens,  il  avait  résolu 
non-seulement  le  problème  de  la  (piadiature  du  cercle,  ([ui  était  l'objet  de  ses  Cycloinetrica 
elementa,  mais  aussi  celui  d'inscrire,"  au  cercle,  tout  polygone  régulier  d'un  nombre 
impair  de  côtés  '. 

Cet  ouvrage  fut  réfuté  aussitôt  qu'il  parut  par  Krrard,  de  Bar-le-Duc,  ingénieur  du  roi  "^; 
et  ensuite  par  Viète  ^,  Adrianus  Romanus  *  et  Clavius  ^. 

rorigiiie  des  travaux  des  géomètres  modernes.  On  aurait  dû  citer,  avaiil  Fermai,  Léonard  do  Pise,  Lucas  di 
Borîio,  Cardan  et  Vièle  surtout,  qui  se  sont  servis  des  Ibrnuiies  mêmes  sur  lesciuelies  repose  el  d'où  peut  se 
déduire  la  solution  générale  d'Kuler. 

'   Elementum  priiis  ;  prop"  XV. 

'  Befutalion  de  quelques  proposiliona  du  licre  de  .)[.  De  l'Escale, de  lu  quadrature  du  cercle,  par  lui  intitulé  : 
Cyclometrica  elemenla  duo.  Lettre  adressée  au  roi.  Paris,  septembre  1594;  chez  Auray,  rue  S'-Jean-de-Beau- 
vais,  au  Bellérophon  couronné. 

Peu  de  mois  suffisent  à  Errard  pour  montrer  la  fausseté  des  propositions  o<^  et  fi-'  de  Scaliger,  qui  disent  : 
1°  Que  le  circuit  du  dodécagone  inscrit  au  cercle  peut  plus  que  le  circuit  du  cercle;  el  '2"  que  le  carré  du  circuit 
du  cercle  est  décuple  au  carré  du  diamètre. 

*  CeUe  réfutation  est  l'olyet  du  Pseudo-Mesolabum  et  alla  quœdam  adjuncta  capitula,  qui  |)arut  en  1396. 

'  Apologia  pro  .Archiinede,  adclariss  viruni  Josephum  Scaligerum.  Exercitationes  cijclic^e  contra  J.  Srali- 
gerutn,Oronlium  fina-um^et  Hai/niariim  Ursum,  in  décent  di(ilogt)sdisttnrt(e.  Wucebuiiji,  loOT.in-fol. 

•^  Voir  sa  (ipométrie  pratique. 


Wi  INOTKS. 

Vicie,  h  ce  sujet,  résolul  In  (jiicslioii  du  (niiidrilalère,  et  montra  les  paralojïisincs  qui 
avaient  égaré  Scaliiier.  Sa  solution  parut  en  IliDG,  dans  son  Pneudo-MesoUthnin. 

Nous  trouvons  ensuite  Praetorius,  (|ui  consacra  à  celt<;  question  un  livre  intitulé  :  Pro- 
ble7)ia,  quud  jiihct  vr  (jnalitor  icctis  lincis  datis  (ji(ndril(il(Tuni  fini,  (jiiod  sit  in  circulo, 
aliquot  modis  explicatum ;  à  Johun.  Pn/F,Touio  Joachiinico.  iNorinbergœ,  1o98,  in-4°  (de 
5G  pages). 

Cet  ouvrage  est  précieux  sous  plusieurs  rap|)Oils;  d  abord  par  (pielques  indications  (pi'il 
contient  sur  riiistoire  du  problème;  cl  ensuite  |)arce  (pie,  n'-solvanl  la  même  (jucsiion  que 
Brabnx'gupla,  au  sujet  d(îs  conditions  de  rationalité  de  (pichpies  parties  de  la  (igure,  il 
nous  fournit  un  poiiit  de  comparaison  entre  les  Indiens  cl  nous,  dans  une  qucslion  parti- 
culière cl  originale  chez  Tauleur  hindou,  comme  chez  lautcur  européen. 

Praotorius  nous  a|)prcnd  qu'ancicnncmcnl  ce  problème  avait  été  traité,  cl  (pic  l'on  avait 
cherché  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère,  et  l'aire  de  celte  (igure;  qu'cn- 
siiile  Regiomontanus  avail  aussi  proposé  ces  questions;  pui*^ ,  (pic  Simon  Jacob  avait  cal- 
culé les  diagonales  du  quadiilatèrc  cl  le  diamètre  du  cercle.  Kniin  il  cite  la  solution  de 
Vicie,  Cl  ajoute  que,  plus  récemment  encore,  d'autres  solutions  en  oui  été  données;  mais 
qu'il  ne  les  connaît  pas. 

Après  ce  préambule  hisloricpie ,  Prœlorius  résoul  le  problème  en  chcrchanl  les  expres- 
sions des  diagonales,  et  montre  commcnl  on  calculera  le  diamèlre. 

Ensuite  il  se  propose  de  déterminer  quatre  nombres  qui ,  étant  pris  pour  les  côtés  du 
qua(liila(èr(%  donnenl  pour  les  diagonales,  ainsi  ipie  j)our  le  diamètre  du  cercle,  des  valeurs 
rationnelles.  Kt  il  résoul  celle  qucslion  de  diderenles  manières.  Dans  runeil  trouve,  pour 
les  côtés  du  (piadrilalèrc,  les  quatre  mêmes  nombres  GO,  52,  2o  cl  59,  (prem|)loie  Brali- 
mcgupla.  ÎMais  il  ne  les  place  pas  dans  le  même  ordre,  el  il  forme  ainsi  un  quadrilatère 
did'ércnl  de  celui  du  géomètre  indien  '.  Dans  l'exemple  suivant,  il  rcmarcpie  qu'on  peut 
changer  deux  côtés  de  place,  el  il  forme  avec  d'autres  nombres,  qui  sonl  .j2,  ;iG,  59  el55, 
un  autre  (juadiilaière  inscriplible.  IVous  avons  reconnu  que  ce  quadrilatère  a  ses  diago- 
nales rectangulaires  comme  celui  de  Brahmeguj)ia  ;  ce  que  Prœlorius  n'a  pas  observé.  Ce 
géomèlre  n'a  |»as  remainpié  non  j)lus  que  diderenles  parties  du  (piadiilalère,  (jue  Hrahme- 
gupla  a  calculées,  étaient  aussi  exprimées  en  nombres  rationnels,  comme  les  diagonales  et 
le  diamètre  du  cercle.  1)(;  sorte  (pie  l'on  peut  dire  que  Brahinegupla  a  plus  approfondi 
celle  question,  et  la  traitée  plus  complélemenl  que  les  Modernes. 


'  Prœlorius  pniid  un  ii  i;iiij^le  quelconque  ABC,  ayant  ses  côlés  ralionuels  et  tels  que  sa  perpentJiculairc  soil 
aussi  ralioiinelle.  Il  le  construit  au  moyen  de  deux  triangles  rectangles,  comme  nous  l'avons  dit  au  sujet  du  para- 
graphe ô-i  de  Rrahme.yupla.  Deux  côtés  de  ce  triangle ,  AB,  AC,  sonl  pris  pour  deux  côlés  consécutifs  du  quadrila- 
tère ciierclié;  d  le  troisième.  liC.  pour  la  diagonale  qui  les  souteiid.  11  reste  à  construire  les  doux  auliei  côlés  du 
quadrilatère:  Pralorius  détermine  leurs  longueurs  en  nienanl  quelques  lignes,  el  en  faisant  deux  proportions. 

Cette  solution  peut  être  singulièrement  alirégée;  car  nous  avons  reconnu  qu'il  suHil  de  mener,  par  les  points  B, 
C. deux  droites  peipendiculaircs  aux  côtés  AB  el  AC,  respectivement.  Ces  droites  soûl  les  côlés  cherchés. 

Otte  construction  lait  voir  que  le  quadrilatère  de  Prîelorius  a  deux  angles  droits,  et  que  sa  seconde  diagonale 
est  précisément  le  diamètre  du  cercle  circonscrit;  ce  que  ce  géomètre  n'a  peut-être  pas  aperçu. 


INOTKS  iV.i 

l)«iis  SI»  (Icrnirrc  soliiiion,  PrixMoriiis  |)rt'ii(l,  |i()iii-  les  colV's  consi-ciniCs  du  ((iiîkIi  iliitcrc, 
les  noinliiTs  ,"5,  'il),  K»  <'l  ("»0,  cl  il  ilii  (|ii(>  «  ce  soiil  ceux  (|uc  Sirnou  Jncol)  :i  |)i(i|i()s(;«, 
sans  uioiili'cr  In  voie  <|iii  l'iiMiii  couduil  à  celle  snluliori.  >>  delà  nous  jiiii  supposer  (pic 
Simon  Jaeol)  :i\:ul  résolu  iuissi ,  oulre  lii  (piesiiou  de  c(uislniir(;  un  (pcidrihilére  ius(*i'ip 
(il)le  iui  eeicle,  iivec  cpiMli'c  colcs  doiniés,  celle  de  li'ouver,  eu  iioiulircs  r;ilioiMiels, 
(jualre  côlés  pour  les<piels  les  diagonales  du  «piadrilalère  el  le  dianièire  <lu  cercle  l'usseni 
ralionnels  '. 

iNous  ue  connaissons  «pie  roinrai-c  de  l'iwlorius  où,  depuis  Simon  Jahol»,  on  ail  lrail<' 
celle  seconde  (pu>stion;  «pioicpie  le  prohlème  de  conslruire  le  «piadrilalère  iiiscriplihle, 
avec  (piairc  côtés  donnés,  ail  coiiiiniié  d'oeeuper  ipichpies  ji;éomèires.  I.udolpli  \  an  (Iciilen 
l'a  résolu  dans  ses  l^rohlcinafd  iiiiscclldiica  ;  i\'\i\s\  (pie  Snelliiis,  dans  les  noies  dont  il  ;i 
cnriclii  sa  tiadiiclion,  du  hollandais  en  lalin,  de  eel  oinia^c  de  Ludolpli.  Qiioiipie  Sncllius 
j  cile  louvrage  do  PriLMorius,  il  n"a  poiiil  l'ail  ineniion  dos  nou\<'lles  «piesiions  (pie  celui-ci 
avait  résolues. 

Endn  nous  citerons  J,  De  IJilly  (l()0'2-l()70),  géomètre  d'un  grand  méril(!,  qui  cepen- 
dant sest  mépris  dans  la  construction  du  (piadrilalcrc  inscriptibic  avec (piatrc  cc)lés;  parce 
qu'il  a  j)(>nsé  (pic  le  problème  était  indéterminé,  et  que  l'on  |)ouvait  prendre  une  condition 
de  plus,  telle  (|u'une  relation  entre  les  deux  diagonales.  Il  crut  le  résoudre  en  se  donnani 
le  rapport  des  diagonales,  puis  leur  somme,  et  enllii  leur  diiïércncc  '^. 

Nous  avons  cité,  au  sujet  du  paragraphe  21,  les  géomètres  (jui  se  sont  occupés  particu- 
lièrement de  réléganlc  l'ormulc  pour  l'aire  du  quadrilatère. 


'  Simon  Jacol)  n'est  cilc^  par  aucun  liislorion  dos  Malliémali(jues,cl  iiarail  ('tir  aujourd'liui  lout  àfail  inconnu; 
cependant  nous  trouvons  ,  dans  le  pioniicr  volume  de  la  liibliolhèqiif  mnlhcmalhique  de  Muiliard, qu'il  est  aul(Hii- 
de  deux  ouvrages  allemands  (|ui  ont  eu  un  grand  nombre  d'éditions.  I.e  premier,  intitulé  Recherches  sur  les  lignes 
(Bcchuung  aufder  Linie ;  l'iancl'ort,  in-8"),a  paru  en  15o7,  el  a  ete  reimprimé  en  I08O,  t'iOO,  1599,  1(J07,  1608, 
1610  et  1615.  Le  second,  Nouveau  Iroile  élémentaire  du  cuhul  des  lignes  el  des  nombres,  suivant  la  pratique 
italienne  [Kih  ncu  und  ivohhjcgrundetRechenhuchaufder  Linie  und  Zi/fern,  sauit  der  Welsclien  Praclic^elc, 
in-i"),  parut  eu  llîtiO  et  a  été  réimprimé  en  156'),  1600  et  161:2. 

Nous  trouvons  encore,  dans  la  Bibliothèque  m-ithèmatique  de  Murhard,  que  Simon  Jacol),  professeur  de 
Malhématii|ues  à  Francforl-sur-Mein,  a  revu  et  lait  païaîlre,  en  lo64,  une  édition  d'un  ouvrage  de  Pierre  Apian 
(lb00-15o'2\  sur  les  calculs  relatifs  au  Conmierce. 

Scliooten  cite  Simon  Jacob  dans  deux  passages  de  ses  Sectiones  miscellaneœ,  et  l'appelle  celehris  arithmelicus 
(voy.  Exercitatioties  malhemalicœ ,  pag.  404  et  410).  On  y  voilque  ce  géomètre  avait  imaginé  plusieurs  progies- 
sions  telles ,  que  chacun  de  leuis  termes  étant  exprime  eu  fiaction ,  le  numérateur  et  le  dénominateur  étaient  les 
côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  dont  l'iiypolénuse  était  rationnelle. 

'  Diophantus  geometra,  sive  opus  conlextum  ex  arillimeticd  et  geometrià  simul,  etc.  Paris,  1660,  10-4". 
pag.  188  et  180. 

.lacques  de  Billy ,  que  Heilbronner  el  Moutucla  citent  à  peine,  fut  un  très-savanl  algébriste,  estimé  des  plus 
célèbres  malliémaliciens  de  son  temps,  en  particulier  de  Fermât  el  de  Bachet  de  Mé/.iriac.  On  trouve,  dans  les 
Mémoires  de  Nicéron ,  t.  XI>,la  liste  des  nombreux  ouvrages  qu'il  a  mis  au  jour,  el  de  ceux,  en  plus  grand 
noniitre,  qui  sont  restés  manuscrits;  ceux-ci  faisaient  partie  de  la  Dibliolhéque  des  jésuites  de  Dijon  ;  il  parait 
qu'il  n'ont  i)as  passé  dans  celle  de  la  viile,  car  nous  n'en  trouvons  aucun  dans  les  catalogues  de  Ha;nel. 

S'ils  existent  encore,  il  serait  bien  à  désirer  qu'on  fil  connaître  au  moins  une  analyse  ou  une  table  des  niaiière.>. 
traitées  dans  ces  manuscrits,  qui  étaient  au  nombre  d'une  vingtaine. 
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La  tlK'oric  du  (|ii;i(liil;ii(M»*  iiiscril  ii'ndrc  plus  iiiijoiirdimi  aiiciinf  (lifïinilié,  et  a  passé 
dans  les  oiivi'a<?('s  (''Ic-niciKiiiiTs  on  l'on  (Inimc  le  ilicniTiir' de  Piolc-rnéc  sur  le  prodiiil  des 
deux  (liaj;()ii;d(s,  cl  un  second  llirorènie  sur  le  r!i|)port  de  ers  lignes  :  de  ces  deux  propo- 
sitions se  déduisent  les  Nalenrs  des  deux  diagonales.  M.  Legendre  a  coinpiélé  celte  théorie 
en  donnnul,  dans  les  Noies  jointes  à  ses  Eléments  de  Géomélrie,  la  dénionsirarion ,  par  le 
calcul,  des  (orniules  pour  l'aire  du  (juadrilalère  e(  le  diamètre  du  cercle  circonscrit.  Mais  je 
ne  saclie  pas  (pie  Ion  ait  jamais,  de|)uis  Pnelorius,  résolu  la  (juestion  de  consiruire  im 
ipiadrilalèrc  inseriplihie,  dont  les  parties  fussent  rationnelles;  ni  même  (juc  Ion  ail  fait 
allention  à  l'ouvrage  de  ce  géomèire.  L'apparition  de  celle  (juestion,  dans  le  Traité  de  lirali- 
megupla,  send)le  donner  une  sorle  d'à-propos,  et  un  nouveau  mérite,  à  celui  de  PraRtorius  '. 

Nous  Icrminerons  ici  nos  observations  sur  les  dix-huil  prcnu'ers  paragraphes  de  la  partie 
géomélri(pic  de  Brahmegupla.  Les  autres  paragraphes  oiïrent  peu  d'iniérél.  Nous  y  remar- 
querons seulement  le  rapport  de  la  circonrérenee  au  diamèlre,  expiimé  par  la  proposition 
du  paragraphe  40,  le(piel  serait  égal  à  1/  10.  Il  parait,  d'après  le  texte  anglais  2,  que  Brah- 
megupla a  regaidé  celle  expression  connue  étant  le  ra|)port  exact  de  la  circonférence  au 
diamètre,  Chalurveda,  dans  ses  notes,  semble  le  croire  airisi.  Cela  ne  nous  élonnc  point 
de  la  part  de  ce  scoliaste;  mais  il  est  didicile  de  penser  qu'un  géomètre  qui  a  élé  capable 
d'écrire  sur  la  lln'orie  du  quadrilalcre  inscrit  au  cercle,  et  de  résoudre  les  questions  que 
nous  avons  trouvées  dans  rouvrage  de  Brahmegupla,  ail  comnn's  celle  faute.  Il  est  vrai 
que  la  quadrature  du  cercle  a  élé  aussi  l'écueil  d'un  grand  nombre  de  géomètres  modernes, 
qu'elle  a  enirainés  dans  des  erreurs  semblables ,  quoi(jue  plusieurs  d'entre  eux  eussent 
donné  des  preuves  d'un  vérilable  et  profond  savoir  en  Maihémaliques.  Il  nous  suiïira  de 
ciler  Oronce  Fiiiée  et  Grégoire  de  Saint-Vincent. 

L'expression  V  10  est  précisément  le  rapport  que  J.  Scaliger  disait  avoir  trouvé  le  pre- 
mier, et  croyait  avoir  démontré  géomélri(|uement  :  mais  on  connaissait  (le[)uis  longtemps 
en  Europe  celle  expression ,  qu'on  savait  n'élre  qu'approchée.  On  l'aiiribuail  aux  Arabes 
ou  aux  Indiens,  ei  Ion  supposait  que  ces  peuples  Tavaient  regardée  comme  étant  exacte. 

En  effel,  Purbach  (I4^."j-1 4GI) ,  dans  sou  livre  inlilulé  :  Traclalus  Georf/ii  Peur- 
bachii  super  propositiones  Plolenuvi  de  sinibiis  et  cliordis,  s'exprime  ainsi  ;  Indi  verô 
dicunt,  si  quis  sciret  radiées  iiumerorum    recta  radice  carentiiim  invenire,  ille  faciliter 

'  .1.  Praetorius  (loo7-16l6)  n'est  cité,  généralemenl,  que  comme  iiiveiiltur  de  rinstrumeiil  geodési(|ue  appelé 
la  ijlanclielle ,  qui  pendant  longtemps  a  eu  le  nom  de  Tabula  Prœlorinn-i;  mais  il  fut  un  géomèlre  liés-habile 
et  très-considéié  dans  son  temps.  Sneilius,  en  cilanl  son  ouvrage  sur  le  quadrilatère,  s'exprime  ainsi  :  Clarissimus 
J.  I^rœlnriiis  fiaruni  arlium  scientia  iiulli  sccundtis,  de  quatuor  liuein  in  circula  inlegrum  librum  publicavit, 
in  (juo  niulli.s  modis  ingeniosè  snnè  et  acuté  iioc  idem  prohlcma  cffici  ponse  demonotracit. 

Le  celèbie  professeur  de  Malliematicpjes.  Doppelmayer.  lui  a  consacre  une  notice  dans  sa  Biographie  des  nia- 
(hémaliciens  e(  artistes  de  Nuremberg,  !750,  in-fol  (en  allemand),  où  l'on  voit  (|ue  Praetorius  a  imprimé  peu 
d'ouvrages;  mais  (|iie  plusieurs  de  ses  manuscrits  sont  conservés  à  Aliorf,  où  il  a  vécu,  dans  la  plus  grande  estime, 
pendant  quarante  ans. 

On  trouve  un  extrait  de  celle  notice  dans  l'ouvrage  de  Géodésie  pratique  de  J.-J.  Marinoni,  intitulé  :  Dere 
ichno(jrapliicà,  cujus  Iwdierna  praxis  exponitur,  elc.  Viennse  Austria;,  1731 ,  in-i». 

-  The  diameter  and  the  square  uf  Ihe  scmidiainek-r,  bciiuj  severalli/  mulliplied  bi/  tlirfc,  are  the  praclical 
circumferenre  and  area.  Tlie  square-roots  eclracted  from  tvn  tunes  thr  squares  of  the  saine  are  the  neat  values. 
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iuiriiirrl,  (jiKiiifa  rsscl  tlinniclci  irsiurtii  (  irntiiifvrvnliiv.  Et  Hinnidinn  vos,  si  dininvUv 
fiicrit  iiliiltis,  cril  rircinnfncnlid  radi.i  dr  diniii;  si  diiit,  rril  nidir  dr  (juadrittiiutu ;  ni 
(riti,  fiit  nidix  (II-  ii()li<i(/iiit(i  ;  (f  sic  dr  aliis,  ilr.  Itc^ioinolifiililis  (  I  i.Hi-l  47(i),  nu  cou- 
Irjtiic,  jilliihiM'  le  rii|t|)(>rl  \  10  aux  Aliilu's.  \  (»i<i  ses  piiioli's  :  Aruliis  olini  vircuintn  ifun- 
drarc  judlicili  iil>i  ciniiinfircufiic  sinf  (l'ijiialcin  rirtam  doscripsissi'nl ,  lia nr  /nonmi liai crt- 
svulfiilinin  :  si  circiili  diuinvlvr  fin  vil  iil  niniiii,  vininiifrvviiHa  ijns  oit  ni  radix  de  drnm. 
(Jnœ  svtilvnlid  vinn  sil  rnoiini...  Iliilcoii  (  I  i'.)'2-  L'iT^i),  dîtii^  le  scckihI  li\rc  de  son  (jiiNfîi^c 
De  (juadralurù  cirnili,  lihri  duo  (Lyon,  I. *>.')*.),  in-S  ),  où  il  l'iiil  l'Iiisioirc  de  ce  prcthlrnjc, 
(M  rrliilc  les  |>;niil()j;isni('s  <|iril  jiv;iil  di'jn  orciisioinu's,  «'nonce  en  ces  K  rnics  |,-i  menu- 
()|)inioM  «|ii('  IU'};i()nionl;mns  :  Tr.THA(U)Ms,\MS  siiciNorM  AiiAiir.s.  Oiiniis  ciiculi  pvi  inmlnm 

ad  diaiiiclnun  dvciipla  est  polenlià I^alcl  ii/iliir  hiijusinodi  tctrufjonismuni  secundum 

Arobcs  l'ssv  falsnni ,  et  extra  limites  Anhiinedis. 

SUU    LA    r.ÉOMftTRir.    DE    DIIASC.ARA    ACIlAnVA. 

Los  ouvrages  d(>  nhascarn  soni,  foniniecoux  de  Hralnnci^upia,  un  Trailé  d'Arilhmélique, 
que  l'auliMir  appelle  Lilarati,  et  un  Trailé  d'Algèbre,  (prii  appelle  liiJa-Ganita. 

La  (jéoniétrie  se  (rouve  comprise  dans  le  Liinvoii,  où  elle  forme  les  chapitres  VI,  VII, 
VIII,  IX,  X  el  XI,  sous  les  paragrajdies  155-247. 

Le  chapiire  M  esl  le  plus  considérable;  il  iiailc  des  figures  planes  :  les  autres  sont  peu 
de  chose,  el  oui  les  mêmes  titres,  excavations,  stacks,  etc.,  (jue  dans  le  Traité  de  Brah- 
megupia. 

Le  Bija-Gauita  contient  aussi  quelques  questions  de  Géométrie,  qui  s'y  trouvent  comme 
applications  des  règles  de  l'Algèbre,  el  (|ui  sont  résolues  par  le  calcul.  On  remarque  encore, 
dans  cet  ouvrage,  (pielques  propositions  algébricpies,  qui  y  sont  démontrées  par  des  con- 
sidérations géométriques.  Nous  ferons  connaître  ces  propositions  isolées,  après  que  nous 
aurons  examiné  la  partie  géométricjue  proprement  dite. 

Nous  diviserons  celle-ci  en  cinq  parties  :  les  trois  premières  seront  relatives  au  triangle 
en  général,  au  triangle  rectangle  el  au  quadrilatère;  la  quatrième  comprendra  quelques 
propositions  sur  le  cercle;  et,  dans  la  ciiKjuième,  seront  les  règles  pour  la  mesure  des 
volumes,  et  le  chapitre  sur  l'usage  du  gnomon. 

Premikue  partie.  Propositions  sur  le  triamjle. 

1°  Théorème  du  carré  de  l'hypoténuse;  §  154. 

2°  Expression  des  segments  faits,  sur  la  base  d'un  triangle,  par  la  perpendiculaire;  et 
expression  de  la  perpendiculaire;  §§  165-164,  165,  166. 

3"  L'aire  du  triangle  est  égale  à  la  moitié  du  produit  de  la  base  par  la  perpendiculaire; 
%  164  ». 

*  Le  commcnlateur  Ganésa  démonlio  autrement  que  nous  n'avons  coutume  de  le  faire,  d'après  Euclide,  que 
l'aire  du  Uiangle  esl  égale  à  la  moitié  du  produit  de  la  base  par  la  perpendiculaire. 

Il  lorme  un  rectangle  qui  a  méuie  base  que  le  triangle,  et  pour  hauteur  la  moitié  de  la  perpendiculaire.  La  base 
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4°  Foniiiilc  (|ui  (loiinc  l'niro  du  Iriiui^lc  en  fonction  «los  rù\vs;  §  167. 

INous  rénonfcions  c-i-dcssous,  iiii  mi  jet  du  (|ii.'i(lril;i((  rc. 

Deixikmk  I'autie.  Sur  te  hiauffle  recta nrjlc. 

1"  H('iil<'s  pour  foruicr  un  iiiMnjilc  rfclfinirlc  en  nombres  rafionncis; 

Qiiiuid  un  coié  est  donné;  %$  1 5U ,  1  iO ,  141  ,  145,  14'); 

Quiuid  riiypoiénuso  est  donnée;  ,^§  142,  144,  14(). 

2"  Consiruire  un  iriiiuiilc  rci'liuigle  dont  on  coniiiiii  un  cote  et  la  somme  ou  la  diffé- 
rence de  riiypolénuse  et  du  second  colé;  §§  147,  148,  141),  l'iO,  l;jl ,  1;)2,  l'iô. 

3°  Règle  pour  délerniiner,  sur  lui  côté  d'un  triangle  reeiangle,  le  point  dont  la  somme 
des  distances  aux  extrémités  de  I  hyi)0ténuse  est  égale  à  la  somme  des  deux  cotés  de 
l'angle  droit;  §§  lo4,  155. 

4"  Consiruire  un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  riiyj)olénusc  et  la  somme  ou  la 
différence  des  deux  côtés  de  l'angle  droit;  §§  lo6,  l.'J7,  l'iS. 

Troisième  pautie.  Proposid'ott.s  sj/r  le  quorfrilatcre. 

1"  La  demi-sonmie  des  côtés  est  écrite  quatre  fois,  on  en  retranche  séparément  les 
côtés,  cl  Ion  fait  le  produit  des  restes.  La  racine  carrée  de  ce  produit  est  l'aire,  inexacte 
dans  le  (|uadrilatère,  mais  reconnue  exacte  dans  le  triangle;  §^  167  ,  168. 

C'esi  la  formule  de  Bralimegupta,  que  Bliascara  a  copiée,  sans  l'avoir  comprise,  et  sans 
avoir  aperçu  qu'il  y  était  queslion  de  quadrilatère  inscrit  au  cercle.  Voilà  pourquoi  il  dit 
que  la  règle  est  inexacte  pour  le  quadrilatère;  et  qu'il  prouve  ensuite  qu'il  est  absurde  de 
demander  l'aire  d'un  quadrilatère  doni  on  ne  connaît  que  les  côtés,  parce  qu'avec  les 
mêmes  côtés,  dil-il,  on  peut  former  plusieurs  quadrilatères  différents  *;  ^  109-170, 
171,  172. 

2"  Dans  le  quadrilatère  équilatéral,  ou  losange.  Taire  est  égale  à  la  moitié  du  produit 
des  deux  diagonales.  L'aire  du  rcclangle  est  le  produit  de  la  base  par  la  hauteur;  £  174. 

supérieure  du  rectangle  relranche  du  triangle  un  petit  triangle  qui  est  divisé,  parla  perpendiculaire,  en  deux 
triangles  rectangles.  Ceux-ci  sont  égaux,  respectivement,  aux  deux  triangles  qu'il  faut  ajouter  à  la  portion  infé- 
rieure du  triangle  proposé,  pour  compléter  le  rectangle.  D'où  il  conclut  que  l'aire  du  triangle  est  égale  à  celle  du 
rectangle,  et  consequemment  égale  au  produit  de  la  base  par  la  moitié  de  la  perpendiculaire. 

Cette  demouslialion  est  très-sim|ile  et  parle  aux  yeux  autant  qu'à  l'esprit.  C'est  celle  qu'emploient  les  Arabes, 
et  qui  a  été  adoptée  à  la  Renaissance,  particulièrement  par  Lucas  di  Borgo  et  Tartalea. 

*  Le  scoliasleSurvadasa,  auteur  de  deux  commentaires  excellents  sur  le  Lilavali  et  le  Bija-Ganita  (Colebrooke; 
Rralimegupta  and  Bliascara ,  Algebra,  p.xxvi),  ne  i)araît  pas  avoir  été  plus  habile  que  Bhascara  dans  rintelligence 
de  la  proposition  de  Brahmegupta.  Car  il  donne  cette  singulière  raison  pour  prouver  que  l'aire  est  exacte  dans 
le  triangle  et  inexacte  dans  le  quadrilatère  : 

^<  Si  les  trois  restes  sont  additionnés  ensemble,  leur  somme  est  égale  à  la  moitié  de  la  somme  de  tous  les  côtés. 
Le  produit  de  la  multi|)licaiion  continue  des  trois  restes,  étant  multiplié  par  la  somme  de  ces  restes,  le  produit 
ainsi  ol)lenu  est  égal  au  produit  du  carré  de  la  perpendiculaire  niuitii)lie  par  le  carré  de  la  moitié  de  la  base. 
C'est  une  quantité  carrée,  car  un  carré  multiplié  par  un  carré,  donne  un  carré.  La  racine  carrée  étant  extraite, 
le  résultat  est  le  produit  de  la  perpendiculaire  |iar  la  moitié  de  la  base,  et  c'est  l'aire  du  triangle  Donc  la  véri- 
table aire  est  ainsi  trouvée.  Dans  un  quadrilatère,  le  produit  de  la  multiplication  ne  donne  pas  une  quantité 
carrée,  mais  une  irrationnelle.  Sa  racine  ap|)roximalive  est  l'aire  de  la  figure;  non  pas  toutefois  la  véritable, 
car,  divisée  par  la  perpendiculaire,  elle  devrait  donner  la  moitié  de  la  somme  de  la  base  et  de  la  corauste.  » 
{Lilavali,  p.  72.) 
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.^"  Dans  \c  (lundrilul»'!»-  doiil  les  ilciix  pcrpciHliiMiliiires  soiil  exiles,  l'iiire  val  le  produit 
de  lii  dcini-sommc  des  doux  hnscs  pur  lit  pcipciidiculinrc;  ^§  17.'),  177. 

i"  Diiiis  le  losiin^ic,  la  s()mm(^  des  cnrirs  dos  deux  diajiçoiijdcs  est  ('f^alc  à  cpialir  fois  !r 
cnnv  du  vMc\  §  I75-I7Î). 

N"  Formuh's  (pii  doiini'iil  les  scginciils  «pie  les  diajîoiialcs  (rtiii  (piadrilaK  rc,  dont  les 
(laiics  son!  pcipciidiculaircs  sur  la  l)asc,  l'onl  l'uno  sur  l'aulrc  |)ar  leur  point  d'inlerscc- 
tion;  et  («xpression  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  la  hase;  ^  lîiî),  KiO. 

()"'  Coiniaissant  les  eôlés  d'un  (piadrilalère,  et  l'une  de  ses  diaj^onales ,  trouver  l'autre 
diagonale,  les  perpendieulaires  du  (piadrilatère ,  cl  son  aire;  ^§  178, ....  184. 

L'aire  est  la  somme  des  aires  des  deux  triangles  (pii  ont  pour  hase  la  diagonale  connue; 
S  184. 

Les  j)ropositions  où  les  dilTérentes  |)arties  de  cette  question  sont  résolues  ne  présentent 
aucune  dilïieulié.  Kilos  reposent  sur  le  principe  do  la  |)roportionnali(é  des  côtes  dans  les 
triangles  écpiiangles. 

7"  Kègle  pour  former,  avec  quatre  côtes  donnes,  un  quadrilatère  qui  ail  ses  deux  per- 
pendiculaires égales;  §  18a-18(). 

8"  Règle  pour  trouver  les  diagonales  d'un  quadrilatère  ;§  190. 

C'est  la  règle  donnée  au  paragrapiie  28  de  Brahmegupta,  pour  le  quadrilatère  inscrit  au 
cercle.  Mais  elle  ne  s'applique  point,  dans  l'ouvrage  de  Bhascara,  à  un  quadrilatère  inscrip- 
tible  quelcoiupio,  parce  que  ce  géomètre  n'a  jamais  prononcé  le  mot  cercle  dans  aucune  de 
ses  propositions  relatives  au  triangle  ou  au  quadrilatère,  et  qu'il  a  ignoré  absolument  que 
les  propositions  de  Brahmegupta  conccrnasscnl  le  quadrilatère  inscrit. 

On  reconnaît  que  la  règle  énoncée  par  Bhascara  concernait  seulement,  dans  l'esprit  de 
ce  géomètre,  le  quadrilatère  à  diagonales  rectangulaires,  formé  au  moyen  de  deux  triangles 
rectangles  générateurs,  comme  nous  l'avons  dit  dans  nos  observations  à  la  suite  du 
paragraphe  58  de  Brahmegupta.  Cela  est  confirmé  par  la  règle  plus  simple,  et  propre 
uniquement  à  ce  cas  particulier,  que  Bhascara  substitue  à  la  règle  générale,  dans  son  pa- 
ragraphe 191-192. 

Une  autre  observation  de  Bhascara  prouve  encore  bien  clairement  qu'il  a  ignoré  qu'il 
fût  question,  dans  Brahmegupta,  du  quadrilatère  inscriptible  au  cercle;  c'est  qu'il  lui 
reproche  d'avoir  donné  une  règle  générale  pour  déterminer  des  diagonales  qui,  dit-il, 
étaient  indéterminées.  Voici  tout  ce  passage  de  Bhascara  : 

«  |§  187-189.  Los  côtés  ont  pour  mesure  52  et  59  '  ;  la  corauste  est  égale  à  25  et 
»  la  base  à  60.  Ces  nombres  ont  été  pris,  par  les  anciens  auteurs,  comme  exemple  d'une 
»  figure  ayant  ses  perpendiculaires  inégales;  et  les  mesures  précises  des  diagonales  ont 
»  été  trouvées  56  et  65. 


•  llemaïquons  ici.  en  passant,  que  Bhascara,  pour  exprimer  39,  procède  par  soustraction,  à  la  manière  des 
Latins;  il  dit  :  40  moins  1  {one  lesse  titan  fort  y).  Mais  il  paraît  que  ce  mode  de  composition  des  nombres  n'est  pas 
général  dans  l'Inde.  Chalurveda  ne  le  suit  pas;  il  prononce  toujours  trente-neuf  {Ihirthy-nine).  (Voir  ses  com- 
mentaires sur  les  §§  21  et  32  de  Brahmegupta.) 
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m)  NOTKS. 

»  l'oriiKT,  avec  ces  quatrcî^  mêmes  côtés,  un  aulie  quacirilalère  (|iii  ail  d'auires  diago- 
»    iialcs,  el  particulièrement  celui  (jui  aura  ses  perjieruliculaires  égales.  » 

Mliascara  résout  celle  (jucslion;  puis  il  ajoute  : 

»  Ainsi,  avec  les  mêmes  côtés,  il  peut  y  avoir  diiïérenles  diagonales  dans  le  tétragone. 
-'  (^)uoi(iue  indéterminées,  les  diagonales  ont  cependant  été  trouvées  comme;  déterminées 
)•    par  nrnhmcgupla  et  (raulrcs.  Leur  règle  est  la  suivante  : 

»  ^  190.  Jicfjlc.  Les  sommes  des  produits  des  côtés  aboutissant  aux  extrémités  des 
>.  diagonales  étant  divisées  l'une  par  l'autre,  et  multipliées  par  la  somme  des  produits  des 
»    côtés  opposés,  les  racines  carrées  des  résultats  seront  les  diagonales  dans  le  trapèze. 

»  L'objection  qu'on  peut  faire  contre  ce  moyen  de  trouver  les  diagonales,  c'est  qu'il  est 
>.    long,  comme  je  vais  le  faire  voir  en  proposant  une  méthode  plus  courte. 

»  §  191-192.  Rèfjle.  Les  cathètes  et  les  côtés  de  deux  triangles  rectangles,  multipliés 
»  réciproquement  par  les  hypoténuses,  sont  les  côtés;  et  de  cette  manière  est  formé  un 
..    trapèze  dans  lequel  les  diagonales  peuvent  se  déduire  des  deux  triangles. 

»  Le  produit  des  cathètes,  ajouté  au  produit  des  côtés ,  est  une  diagonale;  la  somme  des 
»    produits  des  cathètes  et  des  côtés,  multipliés  réciproquement,  est  l'autre  diagonale. 

»  Quand  celte  coin'te  méthode  se  présentait,  je  ne  sais  pourquoi  une  règle  laborieuse 
»   a  été  employée  par  les  premiers  écrivains.  » 

Bhascara  ajoute  que  :  «  Si  la  corauste  et  l'un  des  flancs  changent  de  place,  l'une  des 
»   diagonales  deviendra  égale  au  produit  des  hypoténuses  des  deux  triangles  rectangles,  » 

Nous  devons  conclure,  de  ce  passage,  que  Bhascara  n'a  pas  compris  les  propositions  de 
Brahmcgupta  qu'il  reprend.  Celui-ci,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  n'a  pas  énoncé  les  for- 
mules, données  au  paragraphe  191-192  de  Bhascara,  parce  qu'elles  n'étaient,  dans  son 
esprit,  qu'une  simple  vérilicalion  de  la  rationalité  des  diagonales,  el  non  pas  le  sujet  d'une 
proposition. 

Bhascara  remarque  qu'en  changeant  de  place  deux  côtés  contigus  du  quadrilatère,  on 
en  forme  un  second,  oîi  l'une  des  diagonales  est  différente,  et  a  pour  expressiorj  le  produit 
des  hypoténuses  des  deux  triangles  générateurs.  Cela  est  vrai;  mais  Bhascara  ne  dit  pas 
plus,  pour  ce  second  quadrilatère  que  pour  le  premier,  quelles  seront  ses  propriétés  qui 
avaient  été  l'objet  de  l'ouvrage  de  Brahmcgupta.  Il  ne  remarque  pas  non  plus  que  ce  nou- 
veau quadrilatère  a  deux  angles  droits. 

9"  Calcul  des  segments  que  les  diagonales  et  les  perpendiculaires  d'un  quadrilatère,  et 
les  côtés  prolongés,  font  les  uns  sur  les  autres;  §§  193-194,  195-196,  197,  198-200. 

On  suppose  connus  les  côtés,  les  diagonales  et  les  perpendiculaires. 

Tous  ces  calculs  sont  sans  difficulté;  ils  reposent  sur  le  principe  de  la  proportionnalité 
des  côtés  dans  les  triangles  équiangles. 

Telles  sont  les  propositions  sur  le  quadrilatère.  Elles  forment,  avec  celles  qui  concernent 
le  triangle,  la  partie  de  l'ouvrage  de  Bhascara  qui  correspond  aux  dix-huit  premiers  para- 
graphes de  celui  de  Brahmegupta.  Avant  de  passer  aux  autres  propositions  de  Bhascara, 
nous  allons  faire  ressortir  les  différences  que  ces  premières  ont  avec  celles  de  Brahme- 
gupta, dont  elles  ne  sont  qu'une  imitation. 


[NOTKS.  4:H 

(les  (lilTérnicrs  poiU'iil  sur  1rs  points  suivimls  : 

1"  Tonh's  les  propositions  de  Illiii'iCinii  sont  «'tniiigrics  nu  cnclc,  dotil  il  csi  (picstion 
foriiH'lIcmcnt  (liiiis  rriioïKT  (les  p;uii^rii|>li('s  !2(>  et  "27  de  Hriiliiii<'Hiipt;i,  cl  (pii  join' le  iol«- 
principal  dniis  phisiciirs  iiutrcs  |)r()posiiioiis. 

•2"  [ji\  l'orniMlc  pour  l'aire  du  (|uiulrih«lèrc  (iiiscril  uu  cercle),  donnée  par  Hrainncgnpta, 
est  dcelmce  inexacte  |)ar  IJhaseara. 

3°  L'expression  générale  des  diagonales  du  (piadrilatèro  inscrit,  doiMié(î  par  liraliinc- 
giipln,  est  censurée  par  Bliascara,  comme  étant  d'un  calcul  pénil)lc,et  est  regardée  par 
lui  comme  n'étant  applicable  qu'à  un  (|uadrilatère  d'une  construction  particulière. 

4°  Plusieurs  propositions  de  Brahmegupla  ne  se  trouvent  |)oint  dans  l'ouvrage  de 
Bliascara.  Telles  sont  les  suivantes  : 

Première  :  L'expression  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ou  à  un  quadri- 
latère ; 

Deuxième:  L'expression  particulière  du  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  un  ((uadrilatère 
ayant  ses  diagonales  rectangulaires; 

Troisième  :  La  propriété  de  ce  (piadrilatère.  cpii  consiste  en  ce  (pic  la  perpendiculaire 
sur  l'un  de  ses  côtés,  menée  par  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales,  passe  par  le 
milieu  du  côté  opposé  ; 

Quatrième  :  La  manière  de  former  un  triangle,  isosccle  ou  sealèiu',  dont  les  côtés  et  la 
perpendiculaire  soient  des  nombres  rationnels; 

Cinquième  :  La  manière  de  former  un  quadrilatère  inscriplible  au  cercle,  dont  deux  côtés 
opposés,  ou  bien  trois  côtés,  soient  égaux,  et  dont  toutes  les  parties,  ainsi  que  le  diamètre 
du  cercle,  soient  rationnels. 

L'absence  de  ces  dernières  propositions  (quatrième  et  cinquième)  dans  l'ouvrage  de 
Bhascara,  prouve  que  ce  géomètre  n'a  point  eu  en  vue,  comme  Brahmegupta,  de  résoudre 
la  question  de  construire  un  quadrilatère  inscriplible  au  cercle,  et  dont  toutes  les  parties 
soient  rationnelles. 

Enfin  nous  devons  dire  que  l'ouvrage  de  Bhascara  contient  quelcjues  propositions  sur 
le  triangle  rectangle,  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  celui  de  Brahmegupta  ,  et  qui,  en  ell'et, 
y  eussent  été  étrangères  à  la  théorie  qui  est  l'objet  de  cet  ouvrage. 

En  résumé:  l'ouvrage  de  Brahmegupta  résolvait  complètement,  et  avec  précision,  la 
question  de  construire  un  quadrilatère  inscriptible  au  cercle,  dont  toutes  les  parties  fus- 
sent rationnelles.  Aucune  proposition  n'était  étrangère  à  cette  question,  ni  inutile  pour  sa 
solution. 

Celui  de  Bhascara  n'a  point  un  objet  unique.  On  peut  le  diviser  en  trois  parties  princi- 
pales, indépendantes  les  unes  des  autres. 

Dans  la  première,  on  donne  l'expression  de  la  perpendiculaire  dans  un  triangle  ,  et  la 
formule  pour  le  calcul  de  l'aire  de  cette  figure,  en  fonction  des  trois  côtés; 

Dans  la  deuxième,  on  traite  de  la  construction  d'un  triangle  rectangle  en  nombres  ration- 
nels, et  de  quelques  questions  sur  le  triangle  rectangle; 

Dans  la  troisième,  l'auteur  calcule  différentes  lignes  dans  un  (piadrilatère  quelcoïKpie, 
dont  on  connaît  les  quatre  côtés  et  une  diagonale. 


4o2  ^OTES. 

H  y  a  donc  do  tlilTcreiices  nonihrcust's  el  imiiclK'i'.s  cnirc  les  dt'iix  (juvmges.  Malgré 
ces  difTércncTs,  nous  devons  rcconnailre  que  le  plus  récent  n'est  qu'une  iniiiaiion  ou  une 
co[)ie  du  premier  ;  e()|)ie  inip;ir  (aile  et  défigurée,  qui  prouve  évidennnenl  (jue  Bhascara  n'a 
pas  compris  joiivriige  de  Firiilimeiju|)lii. 

Les  notes  de  divers  seoliasles,  qui  accompagiieni  le  texte  du  Ulncati,  nous  montrent 
que  ces  écrivains  n'ont  pas  été  plus  heureux  (pie  Bhaseara ,  et  qu'ils  n'ont  pas  eu  non  plus 
l'intelligence  des  propositions  de  Brahmegupta. 

Mais  les  propositions  qu'il  nous  reste  à  citer,  du  cliapiirc  \  1  du  Lilaruti,  ont  beaucoup 
plus  de  valeur  que  celles  (|ui  leur  correspondent,  dans  le  Tiaiié  de  Brahmcgupta. 
Nous  allons  en  pré>enler  les  princi|)ales,  où  l'on  aura  à  rcmaicjucr  surtout  une  expression 
très-approchée  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  et  une;  formule  très-simple 
pour  le  calcul  approximatif  d'une  corde,  en  fonction  de  son  arc. 

§  201.  «  Le  diamètre  du  cercle  étant  D,  l'expression  D.  ^^,  est  à  peu  prés  la  circon- 
»  férence;  D.  y  est  l'approximation  employée  dans  la  pratique.  » 

Ces  deux  expressions  ne  se  trouvent  pas  dans  l'ouvrage  de  Brahmegupta.  Le  rapport  y 
est  celui  d'.^rchimède.  Le  premier,  '^^,  est  plus  exact;  car  il  est  égal  à  ô,141G0,  et  l'on  a 
y  =  5, 1428571 Pour  obtenir  une  plus  grande  approximation  il  faut  se  servir  du  rap- 
port 5,1415920.... 

L'approximation  des  Indiens  '  est  remarquable  surtout  à  cause  du  petit  nombre  de 
chiffres  qui  y  entrent.  Toutefois  le  rapport  d'Adrien  Melius,  ^  =  5,141.39292....,  est 
préférable. 

§  205.  «  Rèylc  Le  quart  du  diamètre,  multiplié  par  la  circonférence,  est  l'aire  du  cercle. 
»  Cette  aire,  multipliée  par  4,  est  la  surface  de  la  sphère.  Cette  surface,  multipliée  par  le 
»  diamètre  el  divisée  par  6,  est  la  valeur  précise  du  volume  de  la  sphère.  » 

^§  20o-20().  «  Rèfjle.  Soit  D  le  diamètre  du  cercle;  D^  gij^  est  Taire  du  cercle,  d'une 
»  manière  assez  rapprochée;  D"^  jr  est  sa  mesure  grossière,  employée  dans  la  pratique; 
»  -zr-^Tii  "ô-est  la  mesure  du  volume  de  la  sphère.  » 

Ces  deux  dernières  expressions  résultent  du  rapport  d'Archimède;  car  on  a 
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§  20G-207.  Ce  sont  les  relations  entre  la  corde,  sa  flèche  et  le  diamètre  i\u  cercle,  don- 
nées par  Brahmegupta  ;  £§  41  et  42. 


'  Le  rapport  ^  ne  doit  pas  être  attribué  à  Bliascara  ;  il  est  beaucoup  plus  ancien  que  ce  géomètre.  Ou  le 
trouve,  sous  la  forme  |^'  dans  l'Algèbre  de  Mohammed  beu  Musa,  qui,  après  avoir  donné  les  deux  rajj- 
poris  Y  Pi  *  'l^>  tl'l  qut'  '<?*  AsUonomes  se  serveul  dun  troisième,  qui  est  ^^-  [Voir  p.  7t  de  la  traduction  de 
M.  Frédéric  Rosen.) 

D'après  cela  on  |>cul  se  demander  si  ce  rapport  appartient  aux  Indiens  ou  aux  Arabes.  M.  Rosen  el  M.  Libri 
pensent  qu'il  est  d'origine  indienne.  (Voir  Mohammed  ben  Musa,  Algebra  Iranslaled  by  F.  lioseti,  p.  199;  et 
Histoire  des  sciences  mnihématiques  en  Italie,  pag.  128.)  Ce  rapport  est  connu  en  Europe  depuis  longlemp;.. 
Purl)ach  en  parle  dans  son  Traité  de  la  construction  des  sinus,  el  Stévin  dans  sa  Géotçraphie. 


,S,S  'i(M>-'2l  I  H  "ihi.  «  Diiiis  le  renie  doiil  le  «liaiiielie  vs[  tiOOO.  Nvs  eoles  du  Iriiin^le 
»  t''(|iiiliilér!il  inseril,  el  des  iuilres  |t(>lyji()iies  ré^idiers,  sniii  :  pour  U'  (iiiirif(le,  IIT)"!  i  \  pour 
»  icjôlnifçoin',  Iil4,j5jj;  poui'  le  iienluj-one,  I  I  7.')  yj^  ;  pour  riiexjijicMie,  I  ()()();  jiour  l'Iiepl;!- 
»  gone,S()7p;  pour  roelojioiie,  7().')r,-,;  el  pour  le  iioiia^^oiie,  <)H3  ^^ .  » 

li'auleur  njoule  :  «  De  dilIV-rcnls  nuires  dijunôlres,  on  déduirn  d'iiuircs  <'ôt('.s,  eoirune 
»  nous  le  nionlrcrons  sous  le  lilre  de  ronstniclinn  ilrs  sinus,  diuis  le  Tnilh'  sur  les  si)/u'- 
»  ri<ii(('s. 

»  \/.\  rè»le  suiviuilc  enseifj,iie  une  niédiodc  expédilive  |io(m-  Irouver  les  cordes,  par  luie 
»  iipproxiniiUion  f^rossière.  » 

J^  •ilô.  Soient  :  c  la  eireonlérenco ,  f/  l'.wv,  1)  le  diinnèJrc  el  C  In  corde;  on  inuii 
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Otie  l'ornudo  jipproxiniîUive  est  irès-curieuse;  il  serait  intéressant  de  savoir  conimeni 
les  Indiens  y  sont  parvenus,  M.  Servois  Ta  obtenue  en  prenant  la  formule  <|ui  donne,  en 
série,  le  sinus  d'un  arc  en  Ibnetion  de  cet  are.  (Voir  Correspondance  sur  V École  polytedi- 
niqve,  toni.  \\\,  3"  Cahier.) 

§  214.  Exemple,  Le  diamètre  étant  240,  les  cordes  des  ares  de  20,  40,  60,  80,  100, 
120,  140,  160  et  180  degrés,  seront  42,  82,  120,  134,  184,  208,  226,  256  et  240. 

§  21  o.  Formule  qui  donne  l'arc  a,  en  fonction  de  la  corde  C,  de  la  circonférence  c  et 
du  diamètre  I)  : 
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On  tire  cette  formule  de  celle  du  paragraphe  215,  en  résolvant  une  équation  littérale, 
du  second  degré. 

Les  chapitres  VII,  VllI,  IX  et  X  ne  contiennent  rien  de  plus  que  ceux  auxquels  ils 
correspondent,  dans  l'ouvrage  de  Brahmegupta. 

Le  cha{)itre  XI  a  pour  objet  le  calcul  des  distances  par  l'ombre  du  gnomon.  On  y  trouNe 
les  questions  traitées  par  Brahmegupta ,  et,  de  plus,  celle-ci  :  un  gnomon  étant  éclairé  par 
deux  points  lumineux  différents,  si  l'on  eonnail  la  différence  des  ombres  et  la  différence 
de  leurs  hypoténuses,  on  saura  déterminer  les  ombres. 

Cela  se  réduit  à  ce  problème  : 

Connaissant  la  perpendiculaire  d'un  triangle,  la  différence  des  segments  qu'elle  fait  sur 
la  base,  et  la  différence  des  deux  autres  côtés,  construire  le  triangle. 


454  iNOTES. 

SoioiK  :  //  lii  liaiiKMir,  on  perpendiculaire  du  triangle;  o  la  dinercncc  des  segments  ;rf  la 
dillérence  des  côtés;  les  segments  seront  égaux  à 

1  /       . .  /       w~\ 

C'est  la  formule  de  Bhascara. 

On  trouve,  dans  le  Jiija-Ganifa ,  plusieurs  (juesiion  de  (iéométrie  résolues  par  le  calcul , 
et  plusieurs  règles  d'Algèbre,  démontrées  par  la  Géométrie.  Toutes  ces  questions  sont 
traitées  avec  une  précision  et  une  élégance  bien  remarquables. 

Dans  quelques-unes,  qui  pouvaient  être  résolues  de  plusieurs  manières,  c'est  la  solution 
la  plus  simple  que  l'auteur  a  choisie:  on  croit  lire  un  passage  de  VArithmétique\unive}selle, 
où  iNewton  donne  des  préceptes  si  judicieux  sur  le  choix  des  inconnues. 

Ainsi,  ayant  à  trouver  la  base  d'un  triangle  scalène  dont  les  côtés  sont  13  et  5,  et 
l'aire  4,  Bhascara  observe  que  «  si  l'on  prend  pour  l'inconnue  la  base  cherchée,  on 
»  tombe  sur  une  équation  quadratique.  Mais  si  l'on  cherche  la  perpendiculaire  abaissée 
»  sur  l'un  des  côtés  donnés,  du  sommet  opposé,  et  les  segments  faits  sur  ce  côté,  on  en 
»  déduit,  |)ar  une  simple  extraction  de  racine  carrée,  la  base  cherchée.  Elle  est  4.  «  (Bija- 
Ganita,  §  117.) 

Bhascara  donne  deux  démonstrations  du  carré  de  l'hypoténuse.  La  première  consiste  à 
chercher,  par  une  proportion,  l'expression  des  segn)ents  faits  sur  l'hypoténuse  parla  per- 
pendiculaire ,  et  à  ajouter  ensemble  ces  deux  segments.  C'est  la  démonstration  employée 
par  W'allis.  (De  sectionibus  anfjulan'hus,  cap.  V'I.) 

La  seconde  est  tout  à  fait  d'origine  indieime  ;  elle  est  fort  remarquable.  Sur  les  côtés 
d'un  carré,  Bhascara  construit  intérieurement  quatre  triangles  rectangles  égaux  entre 
eux,  ayant  pour  hypoténuses  ces  côtés,  et  il  dit  :  voyez.  En  effet,  la  vue  de  la  figure  suftit 
pour  montrer  que  l'aire  du  carré  égale  les  aires  de  quatre  triangles  (ou  quatre  fois  l'aire 
de  l'un  d'eux),  plus  l'aire  d'un  petit  carré  qui  a  pour  côté  la  différence  des  deux  côtés  de 
l'angle  droit  de  l'un  des  quatre  triangles.  C'est-à-dire  que  l'on  a,  en  appelant  c  l'hypoté- 
nuse d'un  des  triangles  et  a,  b  ses  deux  autres  côtés  : 

c«  =  4—  -t-  (a  —  6)*  =  2aft  -h  («  —  b)\ 
ou  c*=  a'  -H  6*; 

ce  qui  est  la  proposition  qu'il  fallait  démontrer.  (Bija-Ganilo,^  146.) 

Les  formules  d'Analyse  : 

2a6      -f-  (a  —  6)*  =  a-  h-  b\ 

(a  -+-  bf  —  (a*  -t-  6*)  =  2a6, 
(«  -t-  6)*  —     4a6      =  (a  —  6)*, 

sont  démontrées  par  des  figures  qui  parlent  aux  yeux  et  à  l'esprit,  sans  qu'il  soit  besoin 
d'aucune  explication  (§  147.  140  et  INO). 
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Pour  la  rrsolulioii,  en  iioinhrcs  liiiioiincls,  de  r('(|uiili()ii  iiKli-intiiiiirc  du  x'coiid  degré, 

ax  ■+■  btj  -»-  c  =  xy , 

Hliiiscara  t'ail  voir,  par  niic  (igiiio  (|iii  doiiiic  une  sigiiidciiUoii  géoiiiélrique  ù  celle  éqiia- 
lion,  qu'elle  peu»  se  inuislormer  en  celle-ci 

(j  —  b)  (y  —  a)  ---  ub  ■+■  c. 

D'où  il  eonclul  qu'on  penl  prendre ,  pour  les  valeurs  ralionncllos  de  x  el  de  y  : 

,  «6  -+-  c 

n 
n  élanl  un  nonibre  arbitraire. 

fihascara  appelle  celle  démonslration  géométrique.  Il  en  donne  ensuile  une  puremeni 
algéhrHiue(^''2l%'2lU). 

Plusieurs  qucsiions  de  Géométrie  sont  résolues  dans  le  Bija-Ganila,  comme  application 
des  règles  d'Algèbre.  Quelques-unes  dépendent  d'équations  indéterminées  du  second 
degré.  Telles  sonl  ces  deux-ci  :  «  Trouver  (en  nombres  rationnels)  les  côtés  du  triangle 
»  rectangle  dont  l'aire  esl  exprimée  par  le  même  nombre  que  l'hypoténuse,  ou  bien  est 
»   égale  au  produit  des  trois  côtés.  »  (§  120.) 

Dans  le  premier  cas,  les  côtés  du  triangle  sont  ^> -1?  et-j?;  dans  le  second,  ils  sont 

4      3  5  1  o      D  o 

■jQ»  -fy  et  -j^j.  Bliascara  ajoute  qu'on  peut  trouver  d'autres  solutions  '. 

Ces  détails  montrent  que  les  Indiens,  du  temps  de  lihascara  du  moins,  appliquaient 
l'Algèbre  à  la  Géométrie,  et  la  Géométrie  à  l'Algèbre.  Nous  ne  trouvons  pas  les  mêmes 
traces  d'une  alliance  aussi  intime  entre  ces  deux  sciences,  dans  l'ouvrage  de  Brahme- 
gupta.  C'est  probablement  parce  qu'il  est  écrit  beaucoup  plus  succinctement  que  celui 
de  Bhascara;  qu'il  contient  beaucoup  moins  d'exemples  des  règles  algébriques,  et  qu'il 
n'en  donne  jamais  aucune  sorte  de  démonstration.  Mais  nous  devons  penser  que  cette 
application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie,  qui  donne  aux  ouvrages  de  Bhascara  un  carac- 
tère particulier,  date  d'un  temps  bien  antérieur  à  cet  écrivain,  d'autant  plus  qu'elle  a 
fait  aussi  le  caractère  des  ouvrages  arabes,  plusieurs  siècles  avant  l'âge  de  Bhascara;  au 
temps,  par  exemple,  de  Mohammed  ben  JMusa  (IX*  siècle).  Les  Arabes  n'ont  pu  puiser 
que  chez  les  Indiens  cette  manière  de  procéder  en  Mathématiques,  qui  n'était  point  pra- 
tiquée par  les  Grecs. 

Nous  avons  rejeté  l'idée  que  les  ouvrages  indiens  nous  présentassent  des  Éléments  de 

'  Les  deux  problèmes  dépendent,  respectivement,  des  équations  : 

x»y*  =  4  (x*  -»- 1/*) , 

1 

X*  -+-  0*  =  -  • 
^         4 
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(jéoinéirir,  de  iiitinc  (|ii  ih  iioii>  oll'rciil  des  Trailés  d  Aiiilimi'iRjuc  ((  d  AIj^cIjic.  Nous 
•Toyons  avoir  déinoiilrc',  en  cfïct.ciiM'  (el  ne  poiivjiit  ;noir  é(é  Tolgt'i  de*  l'ouvrage  de 
Br;ihiii('fiU()l;i,  (|ui  roule  .»ui-  une  seide  (|ues(iou  de  (iéoriiélric  Mais  nous  ne  pouvons 
en  dire  aulnnl  de  lOiivriiiic  de  Hliaseara;  cl  nous  eonscnlons  à  v  voir  le  résumé  des 
eonnaissanees  géorn(''lri(|ues  en  eireidalion,  dans  les  lernps  modernes,  chez  le  peuple 
indien.  La  manière  dont  l'auleur  a  déligin'é  l'onvraj^e  de  Brahmcîiii|)(a  pour  former  le 
sien,  el  les  noies  des  divers  scoliastes,  doni  aneini  ne  l'a  repris,  nous  prouvent  que  la 
science  a  singulièremenl  décliné  chez  les  Indiens,  el  cpiil  n'ont  plus  de  véritable  Traité  de 
Géométrie. 

Nous  ne  saurions  nous  [)rononcer  de  même  sur  l'état  de  la  science  an  temps  de  Brah- 
megupla.  Les  documents  nous  manquent;  et  nous  ne  pourrions  dire  si  rinlelligence  el  le 
génie  matliémaliques  de  cet  écrivain  el  de  ses  contemporains  étaient  bien  à  la  hauteur  des 
ouvrages,  si  parfaits  et  si  remarquables,  qu'il  nous  a  transmis;  ou  bien  si  ces  ouvrages  ne 
seraient  pas  eux-n)émes,  connue  ceux  des  écrivains  postérieurs,  de  simples  fragments  d'un 
savoir  véritable  et  très-ancien,  qui  auraient  échappé  à  la  destruction  des  temps  el  qui 
n'auraient  point  encore  perdu ,  dans  le  siècle  de  Biahmegupta,  leur  perfection  et  leur 
pureté  primitives.  Le  célèbre  hollandais  Siévin,  qui  admettait  un  siècle  sage  «  où  les 
»  hommes  ont  eu  une  connaissance  admirable  des  sciences,  »  siècle  qui  avait  précédé 
celui  des  (îrecs  et  qui  ne  lui  avait  transmis  qu'une  faible  partie  seulement  de  son  savoir 
antique  ',  Siévin,  disons-nous,  et  noire  illustre  Bailly  '^  ne  balanceraient  point  à  se  pro- 
noncer dans  cette  question,  à  la  vue  des  ouvrages  si  étonnants  de  Brainnegupta. 

Pour  nous,  qui  n'avons  point  à  aborder  ici  une  si  haute  question  historique,  nous  nous 
bornerons  à  appeler,  sur  la  partie  géomélri(|ue  des  ouvrages  de  Brahmcgiipta  et  de  Bhas- 
cara,  qu'on  avait  négligée  juscpi'ici,  ralleniion  des  savants  orientalistes,  et  des  érudits 
qui  s'occupent  de  l'hisloire  de  lliide  et  de  la  marche  de  la  civilisation  humaine.  Celle  partie 
géométrique  pourra  leur  procurer  quehjues  documents  et  quelques  aperçus  utiles. 


SUR  L\  GEOMETRIE  DES  LATINS. 

Nous  continuerions,  pour  ainsi  dire,  le  même  sujet,  en  passant  de  la  Géométrie  des 
Indiens  à  celle  des  Arabes.  Mais,  comme  ce  que  nous  aurons  à  dire  de  celle-ci,  se  liera  plus 
naturellement  encore  avec  les  premiers  travaux  des  géomètres  européens,  à  la  renaissance 
des  lettres,  où  nous  verrons  l'élément  arabe  non  moins  répandu,  et  non  moins  influent 

'  OEuvres  inalhémaliques  de  Simon  Siévin  ;  info!.,  Loyde,  1G54.  Gcogrnphie;  définition  VI,  p.  106. 

•  «  Ces  meUiodes  savantes,  pratiquées  par  des  ignorants,  ces  systèmes,  ces  idées  philosophiques,  dans  des 
»  lélos  qui  ne  sont  point  philosophes,  tout  indique  un  peuple  antérieur  aux  Indiens  et  aux  Chaldéens  :  peuple  qui 
»  eut  des  sciences  perfectionnées,  une  philosophie  sublime  et  sage,  el  qui,  en  disparaissant  de  dessus  la  terre,  a 
-  laissé  aux  peuples  (}ui  lui  ont  succède  quelques  vérités  isolées,  échappées  à  la  destruction,  el  que  le  hasard 
»  nous  a  conservées.  »  (Histoire  de  l'Astronomie  ancienne,  livre  111,  §  xviii.) 
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t|iir  IV'liWnciil  gn'f,  nous  niions  linrc,  loni  de  ><nilc,  nnc  eoiiiir  «iigrrssioii  pour  «lire 
(|U('l(|U(>s  mois  (lo  II)  (iroinrliic  clic/,  les  Kniins. 

Les  sciences  niallicnij>ii(|nes  fuicnl  cMicinenuMil  nt^glifîécs  piir  le  |icuplc  rotn.'iin,  où  N'S 
esprils  snpciiciu's  ne  s"iippli(|ucrenl  (|u"i'i  \':\\l  «le  la  ^ucn■e  ri  :i  rel(>(|nence.  I.ii  (îéoiné- 
Irie,  |):n'liculièi°einenl,  fui  ;i  peine  connue  à  Uonie.  I/Astronouiie  \  lut  plus  en  lioiuieur; 
ci  l'on  peul  ciier  plusieins  é<iivaius  célèhies,  lels  (|ue  V  airon,  .1.  (lésar,  (lieéron,  Lucrèce, 
Virgile,  Horace,  Seuè(|ue,IMin<',  (pii  posstMlaient  la  coiuiaissancr  «les  phénoinèues  du  (li<'l. 
Mais  anciui  ne  les  rea;ar(la  connue  devanl  èlre  lohjcM  «le  reclH'rch«'s  sci«Mili(i(pies  cl  n*-  fit 
laii'c  un  pas  à  la  science.  On  ne  cile  UK'iue  «pie  Suipi«ius  Gallus  «pii  ail  cultivé  rAsironouùe 
pratique,  cl  «pii  ait  picdil  des  écli|)sos. 

La  (léonit'lrie  semble  n'avoir  eu  pour  objet  uni«pjc,  chez  les  Latins,  «pie  de  m«'surer  les 
terres  cl  dvw  li\er  les  limiles  :  les  arpenteurs,  qu'on  appelait  arfrinicnsores  ou  grornatici, 
«'laicnt  des  boniines  Irî's-considt'rc's,  qu'on  regardait  comme  les  vrais  d(*positaircs  de  la 
science.  Cep«'n«lanl,  qnel«|ues  riagments  de  leurs  écrits  qui  nous  sont  parvenus,  nous 
portent  à  leur  reluseï'  absolument  le  litre  de  géomètres.  Car,  outre  que  ces  écrits  roulent  sur 
les  questions  les  plus  «'UMiienlaires  de  la  (iéonu'trie  pratique,  nous  y  trouvons  des  erreurs 
grossières.  L'aire  «lu  triangle  et  l'aire  dti  «piadrilatèrc  y  sont  calculées  d'une  manière 
inexacte.  Nous  avons  raj)porté  leurs  règles  en  parlant  du  paragraphe  '21  de  la  partie  géo- 
métrique des  ouvrages  de  Braiimegupta. 

l^Lilgré  la  considération  dont  les  grornatici  ont  joui  à  Rome,  à  raison  des  services  qu'ils 
rendaient  dans  les  différentes  contrées  de  ce  vaste  empire,  et  quoique  les  noms  des  plus 
habiles  nous  aient  été  transmis  par  Boèee,  à  peu  près  tous  aujourd'hui  sont  inconnus  dans 
l'histoire  de  la  Géométrie. 

Mais  quel(|ues  hommes,  véritablement  célèbres  à  d'autres  titres,  avaient  cultivé  les 
sciences  pour  elles-mêmes.  \'arron,  qui  passa  pour  le  plus  savant  des  Romains,  et  qu'ils 
regardaient  comme  un  second  Platon,  avait  écrit  sur  l'Arithmétique,  la  Géométrie,  l'As- 
tronomie, la  Musique  et  la  Navigation.  Il  est  fôcheux  qu'aucun  de  ces  ouvrages  ne  nous 
soit  parvenu.  Cet  écrivain  mérite  d'être  cité  surtout  pour  avoir  soupçonné  l'aplatissement 
de  la  Terre,  comme  nous  l'appren»!  un  passage  de  Cassiodore. 

L'Architecture  de  Vitruve  nous  prouve  qu'il  fut  lim  des  hommes  de  son  temps  qui 
eurent  le  plus  de  connaissances  en  Mathématiques. 

On  peut  citer  encore  Julius  Sextus  Frontinus,  qui  a  écrit,  en  ingénieur  habile,  sur  la 
conduite  des  eaux.  Son  livre,  intitulé  :  De  aquœductibus  urbis  Romœ,  nous  est  parvenu. 
On  a  de  lui  un  autre  ouvrage  estimé,  sur  l'art  militaire  *. 

Nous  supposons  que  Frontinus  avait  écrit  aussi  sur  la  Géométrie,  et  qu'un  Traité  de  la 
mesure  des  surfaces,  que  nous  trouvons  dans  un  manuscrit  du  XP  siècle,  avec  d'autres  frag- 
ments des  growof/c/ romains,  parmi  plusieurs  ouvrages  de  Boèee,  peut  lui  être  attribué  ^. 

'  Stralagematum  libri  quatuor. 

«  Ce  manuscrit,  grand  in-folio,  sur  parchemin,  appartient  à  la  Bibliothèque  de  la  ville  de  Chartres.  M.  le  D""  G. 
Haenel  l'a  inscrit  dans  ses  Catalogi  librorum  manuscriplorum ,  etc.  (Lipsiae,  1819,  in-4°),  sous  le  titre  suivant  ; 
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Deux  iiii>(»ii->  citiicouictii  il  iioiih  aiiloiiser  à  fornicr  l'ctlc  conjccluie.  D'jihord,  Boùce, 
:iu  c'oinmenccmciii  <lii  xcond  li\i('  d»'  sa  (îroinélric,  (|iii  roule  sur  la  mesure  des  surfaces, 
uduinie  Julius  l'ruiiiinus  couuue  ayant  élé  très-habile  dans  cet  art,  et  annonce  qu'il  lui  a 
lail  des  ein|iriiiii>  |i(Mir  ec!  seeond  livre.  Vers  la  (in  de  louvraj^e,  lîoèce  donne  la  liste  des 
|)riii(i|)au\  arpenieurs  romains,  et  y  inscrit  Jidius  Frontinus.  dette  double  circonstance 
nous  prouve  (|ue  ce(  auteur  avait  écrit  sin-  la  Géométrie  |)ra(i(|ue.  Knsuite,  nous  rcmar- 
(|Uons  (|U(î  le  morceau  de  (Géométrie  que  nous  trouvons  dans  le  manuseiil  dont  nous  venor)s 
de  |)arler,  présente,  avec  le  second  livre  de  liocce,  lanl  de  points  de  ressemblance,  qu'on 
en  doit  conclure  a\ec  certitude  que  l'un  des  deux  ouvrages  a  été  copié  en  grande  partie 
sur  l'autre.  Le  style  pur  e(  j)lus  facile  de  ce  morceau  de  Géométrie,  annonce  qu'il  est  an- 
lérieur  à  l'époque  où  a  \écu  Boèce;  nous  sommes  donc  porté  naturellement  à  conclure  qu'il 

Aristolelis  lib.  elenchorum  ;  Boelii  Logica ,  Wiclorica ,  Arithmelica ,  Musica ;  Julii  Firmici  mathematica;  Materni 
Junioris  geomelria  ;  canoues ,  labulœ  et  diversn  de  Astronomiû. 

Ce  lilre  est  en]|)runlé  d'une  note  placée  sur  la  partie  iiilérieure  de  la  couverture  en  bois  du  volume,  et  qui 
paraît  aussi  ancienne  que  lui  ;  elle  est  ainsi  coneue  ; 

In  hoc  voluminc  continenlur  : 

l.iber  elenchorum  Aristolelis; 

Loyica,  Jihelorica,  Arilhmelica,  Musica,  Boerii; 

Matttemalicd  Julii  Firmici ,  Malerni  Junioris; 

Geometria  ; 

f'anones,  labulœ  elalia  de  Astronomiû. 

Vis-à-vis  les  mots  Mathematica  Julii ,  etc.,  se  trouve  une  annotation  qui  parait  aussi  fort  ancienne,  et  où  nous 
croyons  lire  :  Hanc  suppositam  credo.  Et,  en  effet,  nous  ne  trouvons  aucune  pièce  de  Julius  Firniicus  Maternus. 
Mais  il  est  vrai  que,  malheureusement,  il  manque  104  feuilles  (140...  243)  dans  ce  manuscrit,  à  partir  du  cbap.XX 
du  second  livre  du  Traité  de  la  Musique,  de  Boèce.  Nous  supposons  (jue  le  reste  de  la  Musique  occupait  64  feuilles 
à  peu  près  ;  de  sorte  que  40  feuilles  auraient  contenu  d'autres  matières  qui  nous  sont  inconnues  et  où  aurait  pu  se 
trouver  quelque  chose  de  Firmicus  Maternus  ;  cependant  on  ne  connaît  et  on  ne  cite,  de  cet  auteur,  que  son  Traité 
d'Astroloj,'ie,  en  huit  livres. 

La  feuille  244,  la  première  après  la  lacune,  contient  la  fin  d'un  écrit  sur  les  corps  réguliers.  Puis,  on  trouve 
différentes  pièces,  placées  les  unes  à  la  suite  des  autres,  sans  titres,  et  sans  indication  d'auteurs,  et  qui  traitent, 
la  plupart,  de  la  Géométrie  des  arpenteurs  romains  et  des  mesures  dont  il  faisaient  usage.  Nous  avons  distingué 
parmi  ce  pêle-mêle  les  morceaux  suivants,  dont  les  deux  derniers  surtout  rendent  le  manuscrits  très-précieux  : 

1"  Celui  que  nous  attribuons  à  Frontinus; 

2"  Le  livre  d'Arithmétique,  de  Martianus  Capella; 

3"  Le  cinquième  livre  de  l'ouvrage  De  re  ruslicd,  de  Columelle,  qui  traite  de  la  mesure  des  champs; 

4»  Différents  autres  fragments  de  Géométrie,  des  arpenteurs  romains  ; 

5"  Un  passage  du  quinzième  chapitre  des  Élymologies  d'Isidore  de  Séville,  qui  traite  des  mesures; 

6"  Les  deux  livres  de  la  Géométrie  de  Doèce,  dont  le  premier  contient  les  neuf  chiffres  et  le  passage  relatif  au 
nouveau  système  de  numération;  et  dont  le  second  est  terminé  par  un  autre  passage,  encore  relatif  à  cette  numé- 
ration, et  ([ui  ne  se  trouve  pas  dans  les  éditions  qu'on  a  données  de  Boèce; 

7"  Enfin, un  autre  eciii  sur  l'usage  des  neuf  chiffres,  qui  présente  des  analogies  frappantes,  d'une  part  avec 
les  passages  de  Boèce  ei  la  lettre  de  Gerbert,  d'autre  part  avec  notre  propre  système  de  numération. 

Cet  écrit,  dont  il  paraît  qu'on  n'a  point  encore  eu  connaissance,  pourra  jeter  quelque  jour  sur  la  question, 
encore  controversée,  de  la  vraie  signification  des  passages  de  Boèce  et  de  Gerbert,  et  de  la  date  précise  de  l'intro- 
duction, en  Europe,  de  la  numération  indienne. 

Le  manuscrit  est  terminé  par  (pielques  notions  de  la  sphère  céleste,  puis  un  Traité  d'Astrologie  et  des  tables 
astronomiques. 


est  roiivnigc  int'^iiic   de  l^'ioiiliiins,  aii(|ii('l   Itorcc  ,-i  aiiiKini-r  (|ii  il  aviiil  liiil  <li  >  <  iii|iniiil». 

(le  iiiorcciiii  (le  (•ronii'lric,  du  rcslc,  pciil  laiii'  lutimciii'  à  cci  l'crivaiii ,  n  csi  plus 
(lif^nc  (le  porlrr  son  nom  cpic  le 'l'iailr  Dv  (iitalilutc  mironnn ,  (|u'om  lui  a  aiirihiu".  Nous  Ir 
i'(>f!;in'(l()ns  counnc  récrit  le  pins  paiTaii  (|ui  soii  sorti  de  la  plninc  d'un  p;<'!oni(-iic  jaiin,  snns 
<>n  i'xccpicr  le  second  livre  de  la  (îéoniélrie  de  Hoèce.  dur  d'une  pai  i  nous  iroinons  dans 
col  écrit  la  l'orniule  pour  la  mesure  de  l'aire  du  irianj;;le  par  les  trois  cotés;  et,  d'atilre  |iarl , 
nous  n'y  trouvons  pas  la  rè|j;l('  incxaele  dont  tous  l(>s  arpenteurs  romains  se  servaietit  |)oiu' 
mesurer  l'aire  du  «piadrilatèrc  '  ;  rèjïle  reproduite  par  Hoécc  lui-même. 

De  nomluTux  points  do  rossomblaneo  nous  l'ont  |)oiiser  (pie  c'osl  ce  Traité  (pn"  u  servi, 
à  la  renaissance  dos  lettres,  à  composer  la  pariio  géométricpie  do  ronevelop<''die  cpii  a  paru 
on  H0(),  et  a  ou  depuis  do  nombreuses  éditions  sous  le  titre  de  Mari/arita  /j/iilosop/iira. 
Indépendamment  do  oetto  oirconstanoo,  (pii  iloit  lui  donner  (piehpie  prix  à  nos  yeux  ,  ce 
Traité  aurait  mérité  les  honneurs  do  l'impression,  comme  élanl  le  mcMllour  écrit  de  (iéo- 
métrio  qui  nous  soit  venu  dos  Uomaitjs. 

Nous  devons  dire,  cependant,  que  nous  y  trouvons,  dans  le  calcid  do  l'aire  des  polj- 
gonos  réguliers,  en  fonction  du  oôlé,  une  erreur  que  lioèce  a  connniso  aussi,  et  (pii  a 
encore  été  reproduite,  à  la  lin  du  XV'"  siècle,  dans  la  Marr/arilu  j)/iilosophiai. 

L'auteur  se  sert  de  la  formule  suivante  : 

Soient  a  le  côté  du  polygone  régulier,  n  le  nond)re  do  ses  cotés  ;  son  aire  a  pour  ex- 
pression 

fn  — 2)«*--(«  — 4)«    ^ 
2 

l/absurdilé  de  cette  formide  est  palpable;  d'abord  parce  ((u'olle  n'est  pas  honntgène, 
et  ensuite  parce  que  l'on  en  conclurait,  par  une  simple  oiinafion  du  second  derjré,  l'expres- 
sion du  côté  d'un  polygone  régulier  inscrit  au  cercle,  on  fonction  ^\^\  rayon  du  cercle,  ei 
réciproquement  le  rayon  en  fonction  du  côté.  Questions  (pu'  dépondent,  comme  on  sait, 
d'équations  do  degrés  supérieurs. 

Peut-être  tout  le  passage  qui  concorno  la  mesure  dos  polvgones  régidiors,  a-i-il  été 
ititroduit,  par  un  écrivain  postérieur,  dans  le  morceau  de  Géométrie  que  nous  attribuons 

'  Voir  page  ôiô  du  recueil  intitulé:  Hei  ayrarÏT  nuclores  kgesque  varia- ;  cura  Wtlelmi  Uoesii ,  ctijus 
nccedttnt  indices,  antiquitales  agrariœ  et  nnlœ,  itiià  cum  X.  Rigallti  notis  et  observationihus.  Amst.,  IG7i, 
in-i":  et  pajie  IT^de  l'ouvrage  de  Colunieile,  De  re  rit-stlcà  libri  XII.  Paris,  13t5,  iu-8". 

-  Ou  reconnaît  celte  formule  dans  les  règles  que  l'aulem'  donne  pour  les  polygones  réguliers  de".  8.  U.  ICI! 
el  12cî>lés;  mais  pour  le  triangle,  le  pentagone  et  l'hexagone,  il  se  sert  des  fornudes  suivantes  : 

a-  -+■  a 
Pour  le  triangle.      — - — ; 


Pour  le  pentagone ,  — — 


Pour  riiexagone 


la-  ■+-  a 


f^' 


v> 
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à  Frontimis.  Car  hi  règle  (|iii  concerne  le  triangle  (';()iiilaléral  est  en  coniradiclion  avec 
une  autre  règle,  |)nrfaiteinenl  géoniélri()ue,  donnée  au|)aravanl.  Ainsi  nous  trouvons 
«ral»ord,  sous  \v  tilie  de  trvjono  ifsojilcnro  :  «a  élanl  le  coté  d'un  triangle  isopleure, 
»  fl2 — C'^)' est  le  carré  de  la  perpendiculaire;  la  per|)endiculaire,  multipliée  par", ,  est 
«  l'aire  du  triangle.  Soit  «^=50,  il  vient 

/50\*  50 

(30)*—  (—    =  (i7-j  =  riCif;      tJti  X  —  =  590. 

»  C'est  l'aire  du  triangle.  »  Celte  règle  est  exacte,  ei  I  application  iMnnéri<|ue  l'esl  aussi, 
en  négligeant  toutefois  les  fractions  dans  l'extraction  de  la  racine  de  67;j  '.  On  doit 
s'étonner  alors  de  trouver  ensuite,  encore  sous  le  litre  de  Irif/ono  ijsopleuro,  cette  se- 
conde règle  :  «  a  étant  le  côté  du  triangle  iso|)leure,  son  aire  est  "" ^  " .  Soit  «  =  !28,  l'aire 
»  du  triangle  sera  ^ — 5 — '  ou  -;^=  4U().  » 

Renianpiez  que,  de  la  sorte,  le  triangle  dont  le  côté  est  28,  a  une  plus  grande  surface 
que  celui  dont  le  côté  est  50.  Ce  rapprochement  entre  les  deux  exem|)les  numériques  de 
l'auteur,  semble  annoncer  que  la  seconde  règle  lui  est  étrangère  et  a  été  prise  d'un  autre 
écrit. 

Cette  seconde  manière  de  procéder  est  sui\iedesa  démonstration,  mais  (|ui  ne  présente 
(ju'une  pétition  de  principe.  \  oici  la  raisonnement  de  l'auteur.  Lue  aire  donnée  S  est  la 
siM-face  d'un  certain  triangle  é(piilatéral,  dont  le  côté  est  égal  à  '^"t,  '  ~  '  •  Mettant,  à  la 
place  de  S,  l'aire  trouvée  "" ,,  ",  on  a  pour  résultat  a,  qui  est  le  côté  du  triangle  proposé; 
donc  l'aire  trouvée  est  exacte. 

Le  défaut  de  cette  prétendue  démonstration  est  manifeste,  caria  formule 


1/8 .  aire  -+-  i  —  1 

côte  = ' 

2 

est  précisément,  sous  une  autre  forme,  la  même  que  celle-ci  :  aire  ==  "" "^ "  ?  (pj'il  s'agii 
de  démontrer. 

Mais  poui-  passer  de  l'une  à  l'autre  de  ces  deux  formules,  il  faut  résoudre  une  équation 

'  Prendre  l^67o  =  "2(1.  c'est  la  même  chose  ((ue  15.  Vù  =  iQ.  ou  ^  3  =  -^  • 
D'après, ceki  rexpiession  de  l'aire  du  Iriaiigle,  (jui  est  exaclenienl  ^  I/5    devient 

a*     26  13 

=  «2  — • 

4     V6  50 

C'est  la  l'nrniule  dont  se  sont  servis  (lue^iues  auteurs  latins,  tels  que  Coliimelle  {De  re  rusticâ;\\\.  b,  chap.  II 1, 
et  qui  a  ele  employée  encore  dans  les  temps  modernes.  On  la  trouve  dans  plusieurs  ouvrages  de  Géométrie  pra-. 
ti(iue  (voir  Georgii  Vallw,  de  expelendis  et  fugiendis  refews,  liber  XIV  el  Geometri.ï  V  ;  cap.  IIII.  —  //  brève 
Irattnlo  di  Geomelrw  del  sig.  Gio  Franc.  Peverone  di  Cuneo;  in  Lione,  lb.o6,  in-i«.  —  Livre  U\  de  la  Géomé- 
trie pratique  de  Henrion  :  pag:  341  et  549;  seconde  édition ,  Paris.  1625). 


NOTKS.  U\\ 

liltvralv  du  sniuiil  dciiii'.  ("cd»'  riicmislimcc  csl  assc/.  rcm;ir<|ii;il)|c  iliiris  l;i  (îcoiiHliif  dr^ 
Kiiliiis. 

liC  inoiHU'au  (le  (■('oinrlric  en  (|ii('sli(iii  clniil  ce  (|iii  iioii^  est  |i:ii'\('iiii  de  niictix  cl  de  plus 
('()iii|)l<'l  (les  ('•(•riviiins  luiiiis,  ci  jKii'nissiini  icxiiincr  loin  leur  siivoir  en  (îi-oiiiélric,  iioii> 
niions  (lonncr  rindictilion  des  (|ii(>sli()iis  siii  Icm|iic||cs  il  rouit;.  Ce  sont  : 

1"   \a'  c;d('iil  dr  la  |)ci'|>cndiculairc,  dans  un  li  ian^lc  doni  les  cotés  sont  doiniés  <; 

"2"  Le  ealenl  de  l'aire  du  li  ian^lc,  en  lonelion  de  celle  perpendieulaii-e;  et  la  foiinul»'  (|ui 
donne  Taire  en  lonelion  des  trois  cùlés; 

5"  Les  deux  l'orinules  qui  servent  à  fornier  un  liianjiUî  reelanj^lc  en  nonihre  eniiers,  l'un 
dos  côtés  étant  donix-  en  noinl)r(<  pair  on  impair,  <pii  sont  : 


l'our  un  uoiuhic  |)air,    1   l-l   -+-  |      ==  I   1  —  1   —  M    "*^   ""• 

4"  L'expression  du  diamètre  du  cercle  inscrit  à  un  liiangle  rectangle,  (|ui  est  égal  à  la 
sonuiic  des  deux  côtés  de  l'angie  droit,  moins  riiypoténuse; 

ù°  Le  calcul  de  l'aii'e  du  carré,  du  pai'allclogrannne,  du  losange  (ou  iliombe)  et  i\\\ 
quadrilatère  à  bases  parallèles; 

L'auteur  appelle  l'un  des  côtés  du  quadrilatère  sa  base,  et  le  côté  opposé  le  somniel  ou 
la  coraustc  (ccrtex  scu  cornustus).  Le  mot  coraitslus  ne  se  trouve  plus  dans  aucun 
lexique;  il  n'a  peut-être  été  re|)roduit,  chez  les  Modernes,  que  dans  la  Marf/arita  philo- 
sophica  ; 

6°  Le  calcul  (basé  sur  une  règle  fausse)  des  surlaces  des  |)olygones  réguliers  ; 

7"  Le  rapport  ||  ou  y'  de  la  circonférence  au  diamètre; 

8°  Enlin  l'aire  de  la  sphère,  égale  à  celle  de  quatre  grands  cercles. 

Les  noms  sont  si  rares  dans  l'histoire  des  sciences,  chez  les  Latins  ,que  l'on  est  réduit  à 
citer  les  écrivains  cpii  nous  ont  laissé  ((uelques  traces  d'un  faible  savoir  en  Géométrie, 
même  sans  avoir  contribué  à  ses  progrès.  C'est  ainsi  (|ue  nous  nommerons  Martianus 
Capella,  saint  Augustin,  Macrobe ,  Boèce,  Cassiodore  et  Isidore  de  Séville.  Le  premier, 
sur  répo(iue  dn(|uel  on  n'est  pas  d'accord,  et  que  les  uns  fixent  au  HP  siècle  et  d'autres 
au  V°,  nous  a  laissé  un  ouvrage  en  neuf  livres  2,  dont  les  deux  premiers,  qui  forment  une 
sorte  d'introduction  aux  sept  autres,  sont  un  petit  roman  philosophique  et  allégorique, 
intitulé  :  des  Nuces  de  la  philosophie  et  de  Mercure,  et  dont  les  sept  autres  sont  consacrés 

'  L'auleiir  prend,  pour  les  côtés  du  tiiangle,  les  trois  nombres  15,  1  i  et  15,  dont  s'elait  servi  Héron  d'Alexan- 
drie dans  sou  Traile  de  Géodésie,  et  qu'où  trouve  aussi  dans  la  Géométrie  des  indiens.  [Voir  ci-dessus  l'analyse 
(le  l'ouvrage  de  Brahmegupta). 

-  lHarliani  Miufi  felicis  Capellœ,Cartliaginiensii>,  ciri  proconsiUaris,  Satyricon  ,  in  quo  de  Nuptiis  Philo- 
lofjire  vl  Merciirii  lihri  duo  et  de  seplcm  arlibus  lilicfalibus  lihri  sinyidares,  etc. 


/iH-2  >()TKS. 

;ni\  s('j»i  ;iii>  lilx'iiiiix  :  lii  (iiiimiiiair»',  lit  I>i!ik'(li(|ii(',  l:i  Klicl(ni(|iic,  lii  (iromélric, 
rArilliiiH'li(|ii(',  r.\slronoinic  '  cl  l;i  Mii^i'|iie. 

Dans  \v  li\i{'  de  In  (jconicliic,  r;uitciir  seniblc  avoir  ciiiployé  ce  mol  suivant  son  sens 
rlvni(tl()jj;i(|iic;  car  il  (ichiUc  par  des  iioiions  de  géofirapliic  Ce  cpii  esl  de  la  Géométrie 
pr()|»r('niciii  diic,  se  réduit  à  (picl<|nes  dcfiniiioiis  des  lignes,  des  (igiires  planes  et  des 
solides,  (pii  la  plupart  sont  prises  dEuelide,  et  énoncées  sons  leur  nom  grec;  chose  assez 
rcniarquahlc,  parce  (|uc  dans  d'auircs  écrits  du  ménu'  temps  ou  \\u  \)Cai  moins  anciens, 
(cl>  (pic  ceux  de  IJoèee,  de  Cassiodore,  les  noms  grecs  ont  élé  remplacés  par  des  dénomi- 
tialions  latines. 

Le  livre  (rArilIiméti(|ue,deMarlianus  Capella,est  plus  sa\an(  (jue  sou  li\re  deCiéométric. 
Il  est,  conune  rAriiliniélicjuc  de  Boèce,  un(;  imitation  des  ouvrages  platoniciens  et  pytha- 
goriciens, |)arliculièrement  de  celui  de  Nieomaque,  qui  traite  des  propriétés  des  nombres 
et  de  1(  lu-s  divisions  en  diverses  catégories,  des  nond)res  pairs,  impairs,  composés,  parfaits, 
imparfaits,  abondants,  diminutifs,  plans,  solides,  triangulaires,  etc. 

Saint  Augustin  a  écrit  sur  la  Musique.  On  lui  attribue  aussi,  assez  légèrement,  des  prin- 
cipes d'Arithmétifpic  et  de  Géométrie,  mais  qui  n'oflVent  qu'ime  simple  nomenclature. 

Il  en  est  de  même  du  irailé  de  Géométrie,  de  Cassiodore,  compiis  dans  son  seizième 
livre,  ipii  traite  des  se|)t  arts  libéraux,  et  de  la  partie  géométrique  tie  cette  espèce  d'ency- 
clopédie que  le  célèbre  Isidore  de  Séville  a  laissée  sous  le  titre  d'Efijmolor/ies. 

La  Géométrie  de  Boèce  a  plus  d  imporlance  que  les  écrits  dont  nous  venons  de  parler, 
parce  (pfelle  est  |)lus  savante,  (|u'elle  l'ait  eonnaiire  |)our  la  première  fois,  chez  les  Latins, 
la  (iéométi'ie  dEnelide,  el  (|u'elle  contient  quehpies  traits  intéressants  de  Thistoire  des 
sciences.  \ous  allons  donner  une  analyse  de  cet  ouvrage,  qui  esl  aujourd'hui  peu  connu. 

Il  est  en  deux  livres.  Le  premier  esl  une  traduction,  à  peu  près  littérale,  des  définitions 
et  des  énoncés  des  propositions  des  quatre  premiers  livres  d'Euclide.  Ensuite  on  trouve, 
sous  le  litre  de  fùjuria  (jeometrkis ,  (piclqncs  problèmes  résolus  par  Boèce,  qui  n'offrenl 
rien  d'intéressant. 

Ce  premier  livre  est  terminé  par  l'exposition  duti  nouveau  système  de  munération  , 
différent  des  systèmes  grec  et  romain,  (|ui  fidt  usage  de  neuf  chiffres,  et  que  l'on  a  cru 
reconnaître  pour  être  précisément  nolio  système  de  numération  actuel.  Mais  ce  point  de 
riiistoire  des  sciences,  qui  depms  deux  siècles  a  fixé  l'atlention  des  savants,  n'a  pas  encore 
été  résolu  d'une  manière  définitive.  Nous  reviendrons,  plus  loin,  sur  ce  passage  intéres- 
sant de  la  Géomélric  de  Boèce.  Nous  discuterons  aussi,  dans  un  article  spécial ,  \\\\  autre 
passage  du  même  livre,  où  nous  croyons  trouver  la  description  du  pentagone  étoile  ou  de 
seconde  espèce. 

Le  second  livre  est  consacré  à  la  Géométrie  pratique,  telle  (ju'elle  était  connue  des 
arpenteiu's  romains.  L'analyse  (jne  nous  avons  donnée,  en  |)ailanl  de  Frontinus,  d'un 
Traité  de  Géométrie  prati(|ue,  resté  manuscrit,  répond  à  ce  second  livre,  qui  parait  avoir 

'  Dans  oe  liuilième  livre  se  lioiivf  un  eha|iili('  (lo-ieniaïqualile.  inlilule  :  <^uod  tellus  non  .s//  cenlrnm 
omnibus  planulis,  ou  Marliaiius  Capella  lail  toiiiiur  Mficuie  et  Vfiins  anlonr  du  Stilcil.  C'est  la  i|n<;  Oopeinic  a 
plis  la  première  idée  de  son  sysiènie. 


N(ni:s.  /iiM 

M  copir  sur  ce  iiiiiniiscril,  cl  (|iii  n'ni  dillrrr  «'sscMiicllciiiciil  (|ii'cri  <li-ii\  |i<(iii(>,  nu  (\t'su- 
viuUiif^c  «le  ilorcc.  ('.cl  ôcilvain  ('('Irlirc  ne  douiir  pus  In  IbruMilc  poiu'  le  ciilcul  de  l'iiii'c  du 
Iniiiif^lc  p;u'  les  trois  cùU's,  cpii  sr  irouNc  dans  le  inaniisciil,  cl  donne  la  icjilc  iucvacic, 
cni|)loycc  par  les  arpcnleurs  romains,  pour  le  t  alenl  de  l'aire  du  (piadi  ilalére,  (pu  ne  s'y 
trouve  pas. 

Kii  donnant  les  deux  lorinulcs  pour  construire  un  triangle  reetan^^lc  <-n  noinlircs  en- 
licrs,  lini  des  côtés  étant  comni,  hoèec  allrilmc  à  ArcliNtas  celle  où  ce  côté  est  pair. 
Proclus,  connue  on  sail,  attribue  cette  l'orinule  à  Platon  et  l'autre  à  P}  tliaffore. 

A  la  suite  de  ce  livre  tic  (iéoniéirie  prati(pie,  on  a  joint  une  autre  parti*',  (pii  ne  se 
trouve  pas  dans  tous  les  manuscrits  de  Hocciî,  et  dont  voici  le  sujet.  Après  inie  sorte  de 
disserlalion  sur  l'orijiinc,  Tutilité  cl  rexeellenee  de  la  (iéoniétrie,  Hoèec  raj)p(irte  la  suh- 
stancc  d'une  lellro  de  J.  (k'sar,  où  l'on  \oit  ipic  ce  ^rand  lionune  Noulaii  (pie  la  Géométrie 
servit  de  règle  dans  tout  Tempire  romain  et  ses  colonies,  pour  ce  (|ui  regardait  la  mesure 
et  la  limilalion  des  terres,  les  èdilices  publies  et  particuliers,  les  fortiliealions  des  villes  cl 
les  grands  chemins,  l/auleur  ènumère  ensuite  les  diverses  matières  (pii  peuvent  dormer 
lieu  ti  controverse,  dans  les  opérations  de  la  mesure  des  terres.  Il  remar(pie  (piclles  sont 
les  qualités  que  doit  avoir  un  arpenteur,  et  donne  les  noms  de  ceux  (jui  ont  eu  le  plus  de 
célébrité,  et  des  empereurs  par  ordre  desquels  ils  ont  travaillé.  Il  donne  ensuite  la  nomen- 
clature des  bornes  diverses  dont  on  se  servait  pour  distinguer  les  provinces,  les  grands 
chemins  et  les  possessions  des  particuliers.  Puis  il  énumère  les  connaissances  qui  sont 
nécessaires,  en  Arithmétique  et  en  Géométrie,  pour  être  un  parfait  géomètre.  Ces  connais- 
sances embrassent  les  propriétés  des  nombres  et  leurs  divisions  en  nombres  pairs,  impairs, 
composés,  etc.;  l'ordre  logique  que  l'on  doit  suivre  en  Géométrie;  les  délinilions  des 
figures  que  considère  la  parlie  la  plus  élémcntaiie  de  celle  science,  et  les  différentes  me- 
sures en  usage  chez  les  arpenteurs  romains. 

Enfin,  l'ouvrage  est  terminé  par  un  morceau  qui  ne  concerne  que  rArilhmétitjue,  et  (|ue 
nous  avons  reconnu,  en  effet,  n'être  qu'une  réunion  de  divers  passages  du  premier  livre 
de  l'Arithmétique  de  BoèCe,  pris,  dans  l'ordre  sui\ant,(lu  chapitre  XXXII,  de  la  préface, 
et  des  chapitres  I,  II,  I,  XXXII,  XIX,  XX,  XXII,  XII,  XXVI  et  XXMI.  Tout  ce  mor- 
ceau est  sans  doute  étranger  à  la  Géométrie  de  Boèce,  et  y  a  été  joint,  à  tort,  par  quclqn<' 
compilateur. 

Les  éditions  de  Boèce,  et  la  plupart  des  manuscrits,  ne  contiennent  que  deux  livres  de 
Géométrie.  Cependant  il  existe  quelques  manuscrits  qui  en  contiennent  cinq.  M.  Libri  en 
signale  un  à  Florence,  à  la  Bibliothèque  de  Saint-Laurent  '.  Nous  voyons,  dans  la  Bihlio- 
theca  bibliothecanim  de  Montfaucon  (lom.  I",  pag.  88),  qu'il  en  existe  aussi  un  dans  la 
Bibliothèque  du  Vatican,  avec  un  Traité  sur  les  noDibres,  en  deux  livres  {Boetii  de  numeris 
duo  libri),  qui  paraît  être  différent  de  l'Arithmétique.  Il  est  à  désirer  que  ces  manuscrits, 
qui  peuvent  être  utiles  pour  l'histoire  des  sciences,  sortent  enfin  de  la  poussière  des 
bibliothèques. 

'  Histoire  des  sciences  en  Italie,  lom.  I"",  p.  89. 


iu  >o'n:s. 


SUR    LK    PASSAGK    IU      l'UK.MIF.H    LIVRE    DE    LA    GÉO.MKTItlE    DE    IIOKCE",    RELATIF    A    IN    iSULNEAU 

SYSTÈME    DE    M  MÉRATION. 

Le  passage  de  la  Géoniélrie  de  lioèee,  donl  il  s'agit,  parai!  èlre  resté  inaperçu  pendant 
lonjîicmps,  (pK)i(|iie  les  nianiiserils  des  œuvres  de  eet  éerivain  ne  soient  pas  rares,  et  que 
sa  (iconiéliie  ait  élé  iinpiiniéc!  dès  I4'.)l  ,  puis  en  1499  et  en  l;i70.  (^e  n'est,  je  crois,  que 
vers  le  milieu  du  \\  11'  siècle  que  Isaac  ^  ossius,  dans  ses  notes  sur  la  Géographie  de 
Poni|)onius  .Mêla,  lit  eonnaitre  ce  passage,  et  signala  les  ucuï  caractères  ou  chiffres,  qu'il 
contenait.  Dej)uis,  c'a  été  une  question  souvent  agitée,  de  savoir  si  c'esl  bien  piècisènienl 
de  notre  système  de  numération  que  Fioèce  veut  parler,  et  si  les  Grecs  en  ont  eu  connais- 
sance, ainsi  qu'il  le  rapporte. 

Ce  point  historique  oiïrail  un  grand  intérêt,  par  lui-même,  et  comme  devant  être  d'une 
liante  imporlaiiee  dans  la  question  plus  générale  de  l'origine  du  calcul  indien,  et  des  voies 
(|u'il  avait  suivies  pour  se  répandre  au  loin,  el  apparaître  tout  à  coup  parmi  nous,  au 
commencement  du  XIII*  siècle,  dans  de  nombreux  ouMages  '. 

Cependant  on  n'a  point  encore  été  d'accord  jusqu'ici  sur  la  vraie  signification  du  pas- 
sage d€  Boèce,  et  l'opinion  émise  le  plus  génèralemcni  a  été  en  faveur  d'une  autre  pièce, 
duX^siècle,  (jui  est  une  lettre  cl  un  petit  Traité,  attribués  à  Gerbcrl  (de\enu  pape  en  999, 

'  1"  L'ouvrage  de  Léonard  Fibonacci,  de  Pise,  commeiiçaul  ainsi  ;  liicipit  liber  Abbaci ,  composilus  a 
Leonardo  filio  Bonacci  Pisano,  in  anno  i202;  el  dans  lequel  se  Irouvenl  aussi,  pour  la  première  rois.en 
l'Europe,  les  principes  de  l'Algèbre. 

2"  LeTraité  d'Aritlniicfiqnc  protique,  de  Jordan  Nemorarius  (vers  1200).  resté  manuscrit  dans  la  Bibliothèque 
savilienne,  sous  le  litre  :  Alyorisiiius  Jordani,  lam  in  inteyris  quain  in  fracUs  demonstratus.  Cel  ouvrage  est 
differenl  de  l'Arillimeiique  spéculative  en  dix  livres,  du  même  auteur,  mise  au  jour  et  illustrée  par  Fabre 
d'Elaples,  en  1406. 

ô"  Le  Traite  d'Arithmétique  de  Sacro  Hosco,  intitulé  :  Tractalus  Algorisnii,  écrit  en  I2.ï6,  en  vers,  el  com- 
mençant par  ces  deux-ci  : 

//(f'c  (dijorimitus  ,  as  pra-scus ,  diciliir  in  qnù 

Tatibiis  Indunim  fiuiuiur  bis  qiiinquc  /tyitris. 

i"  t'n  passage  du  Spéculum  doctrinale,  de  Vincent  de  Reauvais  M  194-1264),  inlilulé  :  De  computo  et  ulyo- 
r/smo  (livre  XVI,  chap.  9),  oii  la  connaissance  de  nos  neul'  chiffres,  et  de  leurs  valeurs  de  position,  ainsi  que 
l'usage  du  zéro,  sont  parfaitement  exposés. 

îi"  VAlyorisme,  ou  Traite  d'Arithmétique,  écrit  en  français  par  un  anonyme,  sous  Philippe  le  Hardi  (1270- 
128,^).  (M.  Daunou,  dans  le  Discours  sur  l'elat  des  lettres  en  France,  au  XllI'  siècle,  mis  en  tête  du  lom.  XVI 
de  VHistoire  littéraire  de  la  F/«;icc  ^ in -4'>,  Paris,  1824),  fait  mention  de  ce  Traité,  qu'il  dit  exister  dans  la 
Uibliothèque  de  S'<'-Geneviève,  sous  le  n"  BU  2,  in  4";  mais,  malgré  les  recherches  réitérées  de  MM.  les  conserva- 
teurs de  cette  Bibliothèque,  nous  n'avons  pu  l'v  trouver). 

6"  Le  Traité  de  Maxime  Planude,  écrit  en  grec,  vers  la  fin  du  XIll''  siècle,  sous  le  titre  :  Calcul  selon  les 
Indiens,  dit  le  grand  calcul. 

Il  esl assez  singulier  qu'aucun  de  ces  traités  d'Arithmétique,  qui  sont  si  précieux  pour  l'histoire  des  sciences, 
el  qui  marquent  un  grand  pas  dans  l'esprit  humain,  n'ait  encore  été  imprimé. 

Outre  ces  ouvrages,  il  existe  d'autres  écrits  du  même  temps,  tels  que  le  Calendrier  de  Roger  Bacon,  les  Lettres 
de  Jordan  Nemorarius,  et  les  traités  De  spherœ  et  De  computo,  de  Sacro  Bosco,  où  il  est  fait  usage  des  chitTrcs 
arabes. 
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sons  le  iioiii  (le  SnIvcsIic  II),  où  l'on  ii  ii|M'i(;ii  iioirc  sysU'inr  dr  ninnci'iitioii ,  cl  Ion  ;i  rr- 
pt^U",  (l<'|)nis  ((ne  W  allis  a  rinis  (('Ile  opinnin  dans  son  llistoirv  du  l'Ah/rf/rc ,  (|nc  (jcrlicrl, 
lo  premier,  nons  a  l'ail  eonnaiire  Ir  sysiènie  île  innnéralion  indien,  (pi'il  :i\ai(  ap|)ris  des 
Sarra/.ins,  en  Mspa^ne.  Ml  e'esl  ropinion  ('•mise  encore  dernièreineni  pai'  l'illnsire  prc'sidcnl 
de  la  Sociélé  asiali(pie  de  Londres,  dans  sa  savanle  disserlalion  snr  luri^iinc  de  l'/Mj^cItic  '. 
M»is  il  l'an!  dire  ici  «pie  e'esi  pinioi  d'après  le  h'inoi^Mia^i'  nniipie  d'ini  historien  du 
XH"  siècle,  (înillanine  de  Malineshnry,  dont  les  paroles'-^  onl  ('n''  einprnnh'es  cl  i(|tn)- 
dniles,  nn  siècle  après,  par  VincenUle  IJeauvais  ^jCpTon  a  fondé  celle  opinion,  tpie  snr  le 
Traité  même  de  (Jerberl,  cpie  l'on  a  rarement  In,  cl  cpic  Wallis  |)arlienlièrenienl  n'a  pas 
connu.  Va,  chose  assez  singniière,  si  c'eût  été  l'examen  de  ce  Traité  (pii  ent  servi  de  hastr 
à  l'opinion  de  >\  allis,  nous  ne  balancerions  pas  à  dire  (pie  la  (picsiion  agitée  au  sujet  du 
passage  de  Hoèce  est  résolue  |)ar  cola  même,  et  qu'à  Hoèee  doit  être  repoiié  riioimeur 
attribué  à  (ierbert.  Car  la  comparaison  (pie  nons  avons  (aile,  du  Traité  de  (îeiberl  avec  le 
passage  de  Boèce,  ne  nous  laisse  aucun  doute  (pi'ils  roulent  absolumenl  sur  le  mémo  sujet 
Cl  sur  le  même  syslème  de  numération,  et  (pie  l'un  et  Tautre  ont  la  mémo  origine.  Cette 
remartpie,  (|ui  n'avait  pas  encore  été  faite,  aura  besoin  d'être  justiiiée  ;  j "y  reviendrai  dans 
un  autre  moment,  et  je  ferai  alors  (]uel(pies  autres  observations,  aux(pielles  peut  donner  lieu 
le  Traité  de  (îerbert  ^  Je  dois  ici  me  renfermer  uni(|uemcnt  dans  l'examen  du  passage  de 


•  This  (Geii)erl),  upon  liis  rcluni ,  lie  coinmtinicated  lo  Glirislian  Europe,  teaching  the  method  of  numbers 
Ululer  (lie  désignation  o/'Abacus,  a  namc  apparenlli/  first  inlroduced  by  him  (raliones  numerorum  Abaci),  by 
ruics  abstruse  and  diffieiilt  lo  be  understood,  as  ]Villium  of  Mahnesbury  uffirms.  Il  ivas  probably  owing  lo 
this  obscurily  of  hisrules  and  manner  or  Irealing  the  Arabian,  or  rathcr  Indian  arithmetic,  that  il  mode  so 
Utile  progress  bctiveen  his  tinie  and  that  of  the  Pisan  (Leonardo  of  Pisa).  (Colcbrooke,  Drahmegupla  and 
Bhascara,  Algebra,  disserlalion,  p.  lui.) 

-  Abacuni  certc  primiis  a  Saracenis  rapiens,  régulas  dédit,  quœ  a  sudanlibus  abacistis  vix  intelliguntur. 
Voir  De  geslis  Anglorum  libri  V.  (Livre  2,  pp.  61  et  05.) 
»  Spéculum  historiale.  Duaci,  16'2-i,  iii-f>.  Voir  livre  24,  cliap.  XCVIII,  p.  997. 

*  Par  exemple,  ce  Traité,  el  la  lettre  d'envoi  qui  lui  serl  de  préface,  sont-ils  bien  de  Gerberl?  Et  en  suppo- 
sant ([u'ils  roulent  sur  nolr'c  système  de  numération  (ce  que  je  crois),  leur  origine  directe  vient-elle  des  Sarra- 
zins  d'Espagne?  Ces  deux  (jueslions,  qui  sont  soulevées  ici  pour  la  première  fois  depuis  (|ue,  sur  l'aulorité  de 
Malnu'sbury,  on  a  lail  honneur  à  Geibert  de  rimporlatiou  du  système  arabe,  ne  sonl  peut-être  pas  dépourvues 
d'intérêt.  Car  cette  leltre  et  le  Traité,  qu'on  croit  généralement  être  restés  manuscrits,  sont  imprimés  en  entier, 
sous  le  titre  île  numerorum  divisione ,  dans  les  OEuvres  de  Bède  (C72-75j).  comme  élanl  de  cet  écrivain. 
Il  est  assez  étonnant  (lu'ils  n'y  aient  pas  éle  aperçus,  surtout  i)ar  Moiitucla  el  par  Delambre,  (pii ,  l'un  el  lautre, 
ont  parlé  de  ce  chapitre  des  OEuvres  mathématiques  de  Bède.  (Voir  Histoire  des  Mathématiques,  tom.  I*^"",  p.  495, 
et  Histoire  de  l'Astronomie  ancienne,  tom.  I'',  p.  522.) 

Maintenant,  ce  sera  peut-être  un  point  d'histoire  à  résoudre,  de  savoii'  si  la  lettre  et  le  système  de  numération 
allribués  à  Gerberl,  sonl  de  lui  ou  de  Bède. 

Sans  vouloir  aborder  celte  question ,  qui  est  du  ressort  des  savants  écrivains  qui  continuent  VHistoire  litlc- 
raire  de  la  France,  nous  nous  i)ernieltrons  de  dire  que  la  grande  l'cssemblance,  ([uant  au  fond  et  dans  les  mots 
mêmes,  que  nous  reconnaissons  entre  ce  Traité  el  le  passage  de  ISoèce ,  nous  porle  à  le  croire  de  l'écrivain  le 
plus  lapproché  de  ce  dernier;  c'est-à-dire  de  Bède,  qui  ne  lui  est  postérieur  ([ue  de  deux  siècles.  Une  autre 
raisoji,  c'est  cpie,  du  lenq)S  de  Gerberl,  les  Maures  d'Espagne  devaient  se  servir,  comme  les  Indiens  et  les 
Arabes,  du  :t'ro  (ou  du /;o//i/,  comme  ^ero)  ;  de  sorte  que  Gerberl,  en  transmettant  leur  système  de  numéra- 
tion, aurait  fait  usage  et  aurait  parlé  ex|)ressément  du  zéro,  dont  nous  ne  pouvons  trouver  aucune  trace  dans 
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lii  (ù'oinélrie  de  Boècc,  qui  csl  la  pailic  la  plus  iiiiporUiiil»-  de  eel  ouvrage,  surtout  eoiiinie 
docunu'iil  liisloriipu'  iini(pie. 

>oici  la  iraduclioii,  à  peu  près  lillérale,  qui  nous  parait  rendre  le  sens  de  ee  passage: 

«  Les  Anciens  avaient  coulunic  d'aiJixler  dif/its  loule  espèce  de  nombre  au-dessous  de 
»  la  première  limite,  c'est-à-dire  ceux  que  nous  comptons  depuis  un  jusqu'à  dix,  qui  sont 
..   1,  "I,  5,  4,  o,  0,7,  8  et  9. 

»  Ils  apj)elaient  arficulés  tous  ceux  de  l'ordre  des  dizaines,  et  des  ordres  suivants  à 
»  l'inilni  <  ; 

»  Nombres  composés  tous  ceux  qui  sont  conipris  entre  la  première  et  la  seconde  limite, 
»  c'est-à-dire,  entre  dix  et  vingt,  et  tous  les  autres  suivants,  excepté  les  limites; 

»    Et  nombres  incomposés  tous  les  digits  et  toutes  les  limites  ^. 

»   Les  nombres  muliiplicateurs  cbangenl  de  place  entre  eux  ;  c'est-à-dire  que  tantôt  le 

le  Traité  en  question,  où  nous  supposons  que  ce  signe  auxiliaire  est  suppléé  par  l'emploi  de  colonnes,  comme 
«lans  Boéco,  ainsi  (pic  nous  allons  le  dire.  Enfin, une  troisième  considération ,  qui  rend  admissible  l'opinion  que 
Bède  a  |»u  écrire  ce  Traité,  c'est  que  l'on  trouve  nos  cliilFres  dans  quelques  manuscrits  très-anciens  des  œuvres 
de  cet  écrivain,  ain.si  que  la  remarqué  Wallis  dans  son  Histoire  de  l'Algèbre  (p.  11). 

'  C'est-à-dire  tout  dècujde  ou  centuple,  etc.,  d'un  digil. 

Cette  distinction  des  nombres,  en  diijits  et  en  articulés ,  avait  pour  objet  surtout  de  donner  des  dénomina- 
tions spéciales  au  chiffre  des  unités  et  à  celui  des  dizaines,  dans  un  nombre  exprimé  par  deux  chiffres,  tel  que  27; 
parce  que  ces  deux  chiffres,  considérés  dans  un  calcul,  pouvaient  bien  ne  pas  représenter  les  véritables  unités 
et  dizaines  de  la  ipiesiion.  C'est  ce  qui  a  lieu,  par  exemple,  si  le  nombre  27  résulte,  dans  une  multiplication,  du 
produit  du  premier  chiffre  du  multiplicateur  par  le  deuxième  ou  le  troisième  chiffre  du  multiplicande. 

Les  dénominations  de  digits  et  articulés  (digitus  et  articulas)  méritent  bien  d'être  remarquées  ici ,  car  on 
peut  dire  qu'elles  suffiraient  seules  pour  indiquer  qu'il  est  question  de  notre  système  de  numération,  avec 
lequel  elles  se  sont  toujours  présentées  depuis  :  au  X'=  siècle  ou  antérieurement,  dans  le  Traité  attribué  à 
Gerbert;  au  XII1<'  siècle,  daus  les  ouvrages  de  Sacro  Bosco  ,  de  Vincent  de  Beauvais,  etc.  ;  et,  à  la  Renaissance, 
dans  tous  les  Traités  d'Arithmétique,  qui  commencent  toujours  comme  ce  passage  de  Boèce  (voir  Opusculum  de 
praxi  numerorum  quod  utgorismum  rocant,  pièce  très-ancienne,  trouvée' et  mise  au  jour  en  1503,  par  Josse 
Clicthovée;  Maryarita  pliilosopliica;  Summa  de  Aritfimetica,  de  Lucas  di  Borgo;  Algoritlimus  demonstralus, 
de  Schoner;  Scplein  partium  Logislicœ  aritlimetices  quesliones,  de  Schroter;  Aritlimetica  praclica  in  quiiique 
partes  digesta,  de  Morsianus;  Aritlimetica  praclica  libris  IV  absoluta,  d'Oronce  Finée  ;  Arithmeticœ  pralicae 
methodus  facilis,  de  Gemma  Frisius,  etc.) 

*  Ainsi  les  //wu/fs  étaient  des  nombres,  et  n'étaient  autres  que  \e%  articulés. 

il  n'y  avait  donc,  dans  le  fait, que  trois  espèces  de  nombres  :  les  digits,  les  articulés  et  les  nombres  composés. 

Cette  division  des  nombres,  en  trois  espèces,  était  enseignée  dans  tous  les  Traités  d'Arithmétique,  à  la  Renais- 
sance. Le  mot  limes,  que  nous  avons  traduit  par  limite,  était  aussi  employé  dans  plusieurs  ouvrages;  mais  il  n'y 
désignait  pas  des  nombres  :  il  s'appliquait  à  des  collections  de  nombres.  On  appelait  limites  (lati.ne)  les  différents 
ordres  d'unités,  dizaines,  centaines,  etc.,  que  les  Grecs  appelaient  eweaSèi;.  Ainsi  primus  limes  était  l'ordre  ou  la 
colonne  des  unités;  secundus  limes,  l'ordre  ou  la  colonne  des  dizaines;  et  ainsi  de  suite. 

Le  passage  suivant  de  \\4lgorithmus  demonstratus,  de  Schoner,  définit  bien  nettement  la  signification  des 
mots  digitus,  articulas,  numcrus  comjjosilus,  et  limes. 

Digitus  es/  omnis  numerus  minor  decem.  Articulus  est  omnis  numerus  qui  digitum  décuplât,  aut  digiti 
decuplum,  aul  decupli  decuplum  ,  et  sic  in  infinitum.  Separanlur  autem  digiti  et  articuli  in  limites.  Limes  est 
cullectio  novem  numerorum,  qui  aut  digiti  sunl.autdigitorum  œque  multipliées ,  quilibet  sui  relativi.  Limes 
itaque  primus  digitorum.  Secundus  primorum  articulorum.  Tertius  est  secundorum  arliculorum.  Et  sic  in 
infinitum. Numerus  compositus  est  qui  constat  ex  numeris  diversorum  limitum.  Item  numerus  composilus  est 
qui  pluribus  (iguris  significativis  reprœsentatur. 
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»  pins  f^\'mn\  est  \o  iniillipliciilciii-  «lu  pins  pclil,  ri  liitilôl  le  plus  petit  est  |r  niiiliipliciilnn' 
•>  (In  pins  f^Tiind.  Souvent  un  nombre  est  nnilliplieiileur  (l<-  Ini-niinie.  M.ijs  les  nonilires 
»  les  plus  peiiis  son!  lonjouis  diviseurs  des  plus  };nnids. 

»  Des  pyllia};(>rieieiis,  poni  éviter  de  se  Ironipei' dinis  leius  nnilliplie;iiiori>^,  diNi-^ions  ei 
»  mesures  (ear  ils  étaient  en  toutes  choses  d'un  j^énie  invenleiu'  et  sid)lil),  a\aieiii  iuiaj^inc- 
»  pour  leur  usago  un  tahlcaii,  ((u'ils  a|»pelèrenl,  en  riionneiu-  lU'  leur  inaitre,  tahla  de 
«  l*!/lhar/orc  ;  parce  (pie,  co  (pi'ils  avaient  tracé,  ils  en  tenaient  la  preini(;re  idée  de  (i(; 
»  philosophe.  Ce  tableau  l'ut  appelé,  par  les  Modernes,  ahariis. 

»  Par  ce  inoy(ni,  ce  «]u'ils  avaient  trouvé  |)ar  un  eiïorl  d'esprit,  ils  pouvaienl  en  rendic 
»  plus  aiséinenl  la  eoiu)aissance  usuelle  et  générale,  en  le  inoiUranl  pour  ainsi  dire  à  Ttril. 
»  Ils  (loiniaient  à  ce  tableau  une  forme  assez  curieuse,  «pii  est  représcnléc  ci-dessous.  » 

Ici  se  trouve  la  tahlv  de  niulliplivation  dans  les  éditions  de  Hoècc,  et  |)robablement 
dans  les  manuscrits  (pie  les  divers  écrivains  (pii  ont  disserté  sur  ce  passage  ont  eus  à  leur 
disposition,  ear  toujours  ils  ont  raisonné  dans  cette  supposition;  et  Wcidier,  particulière- 
ment, s'en  est  fait  un  argument  pour  prouver  que  ce  sont  bien  nos  chiiïres  et  notre 
système  de  numération  (pie  Hoéee  a  décrits  *.  IMais  cette  table  de  Pylbagorc  ne  se  trouve 
pas  dans  un  très-beau  manuscrit  du  \l''  siècle,  a|)partenant  à  la  Hibliothècpie  de  Chartres, 
qui  est  souvent  plus  correct  que  l'édition  de  lo70.  Cette  circonstance  m'a  fait  naître  l'idée 
(pie  peut-être  ce  n'était  par  la  lablc  de  untUiplivation  (à  laquelle,  sur  l'autorité  même  de 
ce  passage,  on  avait  donné  depuis  le  nom  de  Pijtha(/o)e),  dont  lioècc  avait  réellement 
parlé  ;  et  j'ai  pensé  dès  lors  que  la  dillicullè  que  l'on  avait  trouvée  à  donner  un  sens  aux 
paroles  de  l'auteur,  pouvait  provenir  de  ce  (pi'on  voulait  les  apj)liqner  à  cette  table  démul- 
tiplication. Mais  que  faut-il  mettre  à  sa  place?  Notre  manuscrit  ne  répond  pas  entièrement 
à  cette  question  ;  cependant  il  peut  mettre  sur  la  voie. 

Voici  ce  que  nous  y  trouvons  : 

Sur  une  première  ligne,  sont  les  neuf  caractères  par  lesquels  Boèce  représentait  les  neuf 
premiers  nombres  :  un,  deux,  trois ,  neuf.  Ils  y  sont  écrits  de  droite  à  gauche,  et  au- 
dessus  d'eux  sont  leurs  noms,  comme  il  suit  : 

Sipos 
cELENTis.    Temenias.     Zenis.         Caltis.        Quimas.         Arbas.        Ormis.       Andras.         Igin  -. 

©(T^'/VlaH     BH>"G     I 


'  Spicilegium  observationttm  ad  tiistoriam  notarum  numeralium  perlinentium,  etc.  Vitlemberg,  iu-4'', 
(28  pages),  175o. 

*  Ces  noms  avaient  déjà  été  trouvés,  dans  un  manuscrit,  par  le  savant  orienlalisle  Creaves.  Le  célèltre  Huel. 
évêque  d'Avianches,  pensait  qu'ils  y  avaient  élé  insères  postérieurement  à  boèce,  en  faveur  des  Orientaux  ,  au 
temps  oîi  la  connaissance  des  lettres  arabes  s'introduisait  parmi  nous.  11  attribuait  aux  quatre  suivants:  Arbaa, 
Quimas,  Zenis  et  Temenias,  une  origine  hébraïque  (Demonstratio  Evangelica,  prop.  4.  Voir  aussi  Heilbronner, 
Historia  malkeseos,  p.  744). 
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On  voil,  il  la  suiic  dit  neuf,  un  rond  dans  I(mhi(I  est  inscrite  la  ietire  a;  nous  parlerons 
plus  loin  de  ce  dixième  signe. 

Au-dessous  de  celle  |UTinière  ligne  en  csi  une  seconde,  sur  laquelle  sont  les  chiffres 
romains  I,  X,  C,  M,  X,  C,  M  .T,  elc....,  écrils  de  droite  à  gauche. 

Trois  autres  lignes,  ensuite,  conticnneni  en  chiffres  romains  d'autres  nombres,  qui  sont 
respeclivcmcnt  la  moitié,  le  quart  et  le  huitième  de  ces  premiers. 

Enfin,  sur  deux  anires  lignes,  sont  d'aiUres  caractères  romains  représentant  les  frac- 
tions de  l'once;  et,  sur  une  dernière  ligne,  sont  les  nombres  1,2,  5,  4, 12,  écrits  en 

chiffres  romains. 

De  (oui  cela ,  nous  ne  prenons  (pie  la  ligne  des  chiffres  I ,  X ,  C ,  M ,  X ,  etc.  ;  et  iious  sup- 
posons que  la  lablr  dont  Boèce  veut  parler,  «  que  les  Anciens,  dit-il,  appelaient  tahic  flf 
Pj/t/iarjore,  et  à  laquelle  les  Modernes  ont  donné  le  nom  d'Abaque,  »  n'était  point  la  lohlo 
(le  undtiplicalion,  mais  un  tableau  destine  à  faire  les  calculs,  dans  le  nouveau  système  de 
numération  <pi"il  va  exposer. 

Voici  ce  qui  caractérisait  ce  tableau ,  et  ce  qui  le  lendait  j)ro|)re  à  cei  usage. 

Dans  la  partie  supérieure,  était  une  ligne  horizontale,  divisée  en  un  certain  nombre  de 
parties  égales;  et  des  lignes  verticales  partaient  des  points  de  division.  Ces  ligues,  prises 
deux  à  deux  consécuiivement,  formaient  des  colonnes. 

Sur  les  portions  de  la  ligne  horizontale,  comprises  entre  ces  colonnes,  étaient  inscriis, 
en  allant  de  droite  à  gauche,  les  chiffres  romains  1,X,  C,M,  X,  C,  1M.I,X.M.T,  etc., 
signilianl  un,  dix,  cent,  mille,  dix  mille,  cent  mille,  mille  mille,  dix  mille  mille,  etc.; 
comme  il  suit  : 


X.l.M.I  l.M.I    OI.I   X.M.I    M.i 


C 


yi 


I 


A  laide  de  ce  tableau,  substitué  à  la  table  de  multiplication,  nous  allons  pouvoir,  je 
crois,  donner  \m  sens  intelligible  au  texte  de  Boèce,  dont  je  leprends  la  traduction  : 

«  ^  oici  comment  ils  se  servaient  du  tableau  qui  vient  d'être  décrit.  Ils  avaient  des 
»  apiccs  ou  caractères,  de  diverses  formes.  Quelques-uns  s'étaient  fait  des  notes  d'apkes, 

»    telles   que    1    répondait    à   riinité;     \o     à   deux;   >^    à  trois  ;    i     I      ^    à   quatre; 

»        là   cinq;    i       à   six  ;  1  X  à  sept;   O  à  huit;  et   enfin   ^   à   neuf  '.    Quelques 


'  Nous  reproduisons  ici  les  ueuf  cliitTres  sous  la  forme  qu'ils  ont  dans  ce  passage  de  notre  manuscrit.  Plusieurs 
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»  iiiili'cs,  pour  Inii'c  itsii)j;r  de  ce  liihlcnn  ,  inciiiiicnl  1rs  Ictiics  de  lalitliulxt  ;  ilr'niiiiiirrr 
»  (|ii('  ht  |ii'('tlii('l'<'  rcpoiidiiit  ii  riliiil*',  hi  sccoikIc  i'i  diiii,  l;i  Iroisiriiif  :i  Irnis,  cl  les 
»  snivniiU's  :iii\  iioiiilii'cs  iiiiliiicls  siii\aiils.  D'iiiiii'cs,  nilin.sc  honiiiiciii  î\  rniploM-r,  ilims 
»  ci's  (tpônuions,  les  caraclrics  iisilés  avaiil  ni\  |i()iii-  n-pirsciilcr  les  iiuuiliirs  naliiiols. 
»  (les  f//)/(T.s  ((pu'ls  (pi'ils  riissciil),  ils  s'en  sorvairiil,  coiiiiiic  tlf  la  poiissirr»;*  ;  de  ma- 
»  iiirit'  (|U0,  s'ils  los  plaraiciit  sous  riiiiilr,  cliaciin  d'eux  iic  icpirst'ulail  toujours  (pic  des 
»    <fii/i(s.  » 

('.('(le  (lerni(''re  pinase  cl  les  suivaules  sont  liès-iinporlaiiles.  (l'est  là  rpie  nous  croyons 
voir  ce  qui  (ait  |)réeisénient  lo  earaeU're  propn*  de  notre  sys(t;me  de  nuui(':ralion ,  c'est-à- 
dire  1(1  ralnir  de  posilion  des  cfii/frcs.  Poiu"  les  couiprendre,  il  faut  fixer  son  attention  sur 
le  tableau  (pie  nous  avons  d('x'rit  et  tracé  ci-dessus.  (]ar  c'est  ici  <pie  somontreni  l'iiiiliK';  cl 
l'usage  de  w  tableau. 

i\oiis  reprenons  la  derni(''re  |)Iirase  de  lioc'ce ,  et  nous  conlinuons  : 

«  S'ils  pla(;aienl  ees  dixers  rf/)/ce,s  sous  l'unih"  (c'est-à-dire  dans  la  colottiia  des  unifés), 
»    ils  repiTsenlaienl  toujours  les  ditjiis. 

»  Plaçant  le  premier  nombre,  c'ost-à-dire  deux  (car  l'unité,  comme  il  est  dit  dans  les 
»  Arithméli(pies,  n'est  pas  un  nombre,  mais  l'origine  et  le  rondemeni  des  nombres), 
»  phK'ant  donc  deux  sous  là  ligne  marquée  dix,  ils  convinrent  qu'il  signifierait  rj'nr//;  que 
»  (rois  signifierait  (rcntcj  quatre,  quarante;  et  ils  donnèrent,  aux  autres  nombres  suivants, 
»   les  significations  résultant  de  leur  propre  dénonu'nation. 

»  En  pla(,'ant  les  mêmes  apices  sous  la  ligne  marquée  du  nombre  cent,  ils  établirent 
»  que  2  signifierait  deux  cents;  5,  trois  cents;  4,  quatre  cents;  et  que  les  autres  répon- 
»   draienl  aux  autres  dénominations. 

»  Et  ainsi  de  suite  dans  les  colonnes  suivantes  :  et  ce  système  n'exposait  à  aucune 
erreur.  » 

On  peut  voir,  je  crois,  dans  ceci  une  description  assez  claire  du  principe  de  notre  système 
de  numération.  In  valeur  de  position  des  chiffres,  croissant  suivant  une  progression  décuple, 
eu  allant  de  droite  à  gaucbe.  Les  colonnes  dont  il  était  fait  usage,  et  qui  sont  formellement 
indiquées  dans  le  texte  par  le  mot  paginula  ou  pagina  (petite  bande),  permettaient  de  se 
passer  du  zéro,  parce  que  là  où  nous  l'employons,  on  laissait  la  place  vide.  Un  passage  de 
l'Aritlimétique  de  Planude  s'accorde  avec  cette  supposition,  que,  dans  l'origine  de  notre 
système  de  numération,  on  se  servait  de  colonnes  qui  dispensaient  de  l'usage  du  zéro. 
Car  Planude  dit  que  le  zéro  (x'Ci<f>pa)  se  met  dans  le  vide;  et  comme  les  places  augmentent 

sont  différents,  comme  on  voit,  de  ceux  qui  se  trouvent  avec  leurs  noms  en  deliors  du  texte,  ce  qui  fait  supposer 
que  ceux-ci  ont  été  ajoutés  par  quelque  copiste.  Cela  nous  confirme  dans  l'opinion  que  celte  ligne  de  chiffres  ne 
faisait  pas  partie,  dans  l'aulograplie  de  Boèce,  du  tableau  dont  il  parle  ;  et  que  ce  tableau  se  composait  seulement 
de  colonnes  verticales,  au  haut  desquelles  étaient  inscrits  les  nombres  un,  dix,  cent,  mille,  etc.,  signifiant  unités, 
dizaines,  centaines,  etc. 

'  lia  varie  ceu  pulverem  dispergere....  lioèce  fait  allusion  sans  doute  à  la  poussière,  au  pulvis  eruditus  de 
Cicéron  (De  naturàDeorum,  lib.  Il),  (jue  les  Anciens  étendaient  sur  leurs  abaques,  pour  y  tracer  leurs  figures  de 
Géométrie. 
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les  râleurs  (1rs  chiffres,  ainsi  font  les  zéros  (/ni  remplissenl  les  places  vides  '.  Ainsi,  anlé- 
ricun'iiinii  à  Tiisn^e  du  /.no,  il  y  avail  dos  places  vides;  ce  <|iii  ne  pouvait  se  faire  (pi'au 
moyen  (le  colonnes.  Peul-èlre,  (jnand  on  aina  \(inlii  sn|»|»fiiner  les  colonnes,  cl  ne  pas 
s'astreindre  à  liisagc  (riin  tableau  |)réparé  pour  ce  genre  de  calculs,  aura-t-on  laissé  seu- 
lement celles  ou  se  trouvaient  des  zéros;  de  sorte  (pi'alors  deux  petites  lignes  \erlicalcs 
(formant  une  colonne)  auraient  fait  i'olïice  du  zéro.  Ensuite  on  aurait  changé  cette  figure 
en  celle  du  zéro  actuel,  qui  est  d'une  description  plus  simple. 

Après  avoir  exposé  succinctement  le  j)rinci|)e  du  nouveau  sysième  de  numération, 
Boèce  dorme  les  règles  de  la  multiplication  et  de  la  didsion.  Voici  comment  il  s'exprime  : 

«  Dans  les  rnultiplicalioiis  et  les  divisions,  il  faut  savoir,  et  observer  avec  soin,  dans 
»  (piclle  COLO.NNE  on  doit  placer  les  dirp'ts,  et  dans  laquelle  les  articulés.  Car,  si  un 
»  nombre  des  unités  est  mulliplicaleiir  d'un  nombre  de  dizaines,  on  place  les  dif/its  dans 
»  les  dizaines,  et  les  articulés  dans  les  centaines;  si  le  même  nombre  est  multiplicateur 
»  d'un  nombre  des  centaines,  on  place  les  digits  dans  les  centaines,  et  les  articulés  dans 
»  les  mille;  s'il  est  multiplicaleni-  d'un  nombre  des  mille,  oti  place  les  d/^<7s  dans  les 
)'  mille,  et  les  articulés  dans  les  dix  mille;  et  muliiplicateur  d'un  nombre  des  cent  mille, 
»    on  place  les  digits  dans  les  cent  mille,  cl  les  articulés  dans  les  mille-mille. 

»  -Mais  si  un  nombre  des  dizaines  est  nndtiplicateur  d'un  nombre  des  dizaines,  on 
»   j)lace  les  digits  dans  la  coLoyyE  marquée  cent,  et  les  articidés  dans  les  mille; 

»  S'il  est  mulli|)licalciu"  d'un  nombre  des  centaines,  on  jjlace  les  digits  dans  les  mille, 
»   et  les  articulés  dans  les  dix-mille; 

»  Multiplicateur  d'un  nombre  des  mille,  on  place  les  digits  dans  la  colonne  des  dix 
»    mille,  et  les  articulés  dans  celle  des  cent  mille; 

»  Et  multiplicateur  d'un  nombre  des  cent  mille,  on  place  les  digits  dans  les  mille- 
»   mille,  et  les  articulés  dans  les  dix  mille-mille. 

»   Semblablement,  un  nombre  des  centaines  étant  mulliplicateui",  etc.  » 

Tout  ce  passage  est  très-intelligible,  et  répond  parfaitement  aux  règles  que  nous  obser- 
vons potn-  la  multiplication  ;  il  confirmerait,  au  besoin,  le  sens  que  nous  avons  doimé  aux 
phrases  précédentes.  C'est  dans  ce  passage  principalement  (ju'on  a  trouvé  de  l'analogie  avec 
noire  sysièmc  de  numération. 

Viennent  ensuite  les  règles  de  la  division.  L'auteur  commence  ainsi  : 

«  Maintenant  les  divisions,  de  quelques  grands  nombres  (|u'il  s'agisse,  deviennent 
»  faciles  pour  le  lecteur  dont  l'esjjril  est  préparé  par  ce  qui  précède.  Aussi  nous  n'en  par- 
»  lerons  (|uc  sommairement  ;  et,  s'il  se  rencontie  quelque  difFicullé,  nous  laissons  à  l'atten- 
»   tion  du  lecteur  le  soin  de  la  résoudre.  » 

L'obscm-ité  du  texte  ne  nous  permet  pas  d'en  traduire  la  suite;  nous  supposons  qu'il 
nous  es!  parvenu  tronqué  et  défeciucux;  mais  celte  suite  n'est  pas  nécessaire  pour  fixer 
notre  opinion  sur  le  système  de  numération  que  Boèce  vient  d'exposer;  ce  qui  précède 
sufîit. 

•  Delanihre,  Histoire  de  l'Astronomie  ancienne,  t.  I",  p.  519. 
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Los  rî^glcs  que  l'aiiU'iir  (loniic  |k)(ii-  lii  (livi>i()ii,  nous  paraissent  se  ra))|)()r(<'r  aux  ('inr| 
cas  suivants  : 

I"  l)i\is<'i-  (les  (li/.aincs  parties  di/aiiuvs,  ou  des  eenlaines  pur  des  eenlaines,  c(e.; 

î2"  Diviser  des  <liy,aines,  ou  des  ei'utaines,  ou  des  milles,  eU;.,  par  des  nniU's;  ou  bien 
dos  centaines  ou  des  mille,  ele.,  par  des  di/.aines; 

7v'  Diviser  iWs  dizaines  ou  un  nombre  eomposé  de  di/.aines  et  d'unilés,  par  un  nombre 
eomposé  de  di/.aines  el  d'imilés; 

4"  Diviser  des  centaines  ou  des  mille,  ele.,  par  un  nond)re  compose  de  dizaines  el 
d'unités; 

a"  Kniin,  diviser  des  eenlaines  ou  des  mille,  par  un  nombre  composé  de  c(,'nlaines  cl 
d'unités. 

Ici  se  ICI  mine  le  premier  livre  de  la  Géométrie  de  Boèce. 

Le  passage  que  nous  venons  de  rapporter  est  le  seul  que  l'on  ail  cité  comme  traitant 
d'un  nouveau  système  de  numération,  el  c'est  le  seul  |)robablement  qui  se  trouve  dans  les 
manuscrils  sur  lesquels  on  a  iraN aillé  jusqu'ici.  IMais  celui  (pic  nous  avons  sous  les  yeux, 
eoniient  encore,  à  la  lin  du  second  livre,  un  second  j)assage  sur  le  même  sujei ,  (pii  mé- 
rite d'être  comui,  car  il  nous  parait  montrer  bien  distinctement  la  valeur  de  position  des 
chiffres.  Le  voici  : 

Après  le  tableau  des  fractions  de  l'once ,  Boèce  ajoute  : 

«  Dans  la  formation  du  tableau  ci-dessus,  ils  (les  Anciens)  se  servaient  de  caractères  de 
»  différentes  sortes  et  de  formes  différentes.  Mais  nous,  nous  n'en  employons  pas  d'autres, 
»  dans  tout  ouvrage  de  ce  genre,  que  ceux  (pie  nous  avons  tracés  dans  la  construction  de 
»  Vubaqui'.  >'ous  avons  assigné  la  première  ligne  de  ce  tableau  aux  unités;  la  seconde  aux 
»  dizaines;  la  troisième  aux  centaines;  la  quatrième  aux  mille;  el  enlin,  les  autres  lignes 
»  aux  limites  '  des  autres  nombres.  Si  on  place  des  apices  sur  la  première  ligne,  ils  repré- 
»  sèmeront  des  unités;  sur  la  seconde  cies  dizaines,  sur  la  troisième  des  centaines,  sur  la 
»   quatrième  des  mille,  et  ainsi  de  suite  des  autres.  » 

Ensuite  Boèce  donne  les  valeurs  des  fractions  de  l'once,  dont  auparavant  il  a  donné 
seulement  les  noms  :  digitns,  slatera,  quadrans,  drachma,  etc. 

Tout  ce  passage  se  rattache  évidemment  au  tableau  des  divisions  de  l'once,  et  doit  être 
rétabli  dans  l'ouvrage  de  Boèce. 

De  ce  qui  précède,  nous  croyons  pouNoir  conclure  que  le  système  de  numération  exposé 
par  Boèce,  est  le  système  décimal,  dans  lequel  les  neuf  chiffres  dont  il  se  sert  prenaient 
des  valeurs  de  position,  croissant  en  progression  décuple,  en  allant  de  droite  à  gauche;  et 
enfin,  que  ce  système  de  numération  était  précisément  celui  des  Indiens  el  des  Arabes,  et 
le  nôtre  actuel;  avec  cette  différence  légère,  que, dans  la  pratique,  les  places  où  nous  met- 
tons le  zéro,  restaient  vides  alors;  et  que  cette  dixième  figure  auxiliaire  était  suppléée  par 
l'emploi  de  colonnes  marquant  dislinctivemenl  l'ordre  des  unités,  dizaines,  centaines,  etc. 

'  Ici  Boèce  donne  au  mot  limes  une  acception  semblable  à  celle  qu'il  a  prise  chez  les  Modernes.  Voir,  dans  une 
note  ci-dessus,  le  passage  que  nous  avons  cité  de  VAlgorithmus  demonstralus ,  de  Schoner. 
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Nous  devons  njoiUcr  ici  (|n«',  dans  le  mamiscril  dont  rions  nons  seiNons,  à  lu  suilc  des 
neuf  chiflrcs  Iraeés  avee  leurs  noms  sur  une  niènic  ligne,  se  (rou\c,  a[)r('s  le  neuf,  un 
dixième  earactère,  (jui  esi  un  rond  dans  lequel  est  une  peiite  lellre  a.  Ce  dixième  signe 
reprèscnle,  bien  prohabinneni,  le  zéro;  Va  qui  y  est  inseril  est  peut-être  la  terminaison  du 
mot  si/plira;  ou  la  première  du  mot  anus,  (|ue  nous  trouvons  employé  dans  une  autre  pièee 
conterme  dans  le  même  manuscrit,  et  relative  au  même  système  de  numération,  pour 
exj)rinK'r  le  mot  colonne,  jiaree  (|ue  les  colonnes  (|ui  y  sont  tracées  sont  surmontées  d'ares 
de  cercles,  de  sorte  que  cette  lettre  a  voudrait  dire  que  le  rond  lient  lieu  d  une  colonne. 
Cette  origine  du  zéro  serait  assez  naturelle. 

Nous  ne  supposons  pas  que  cette  dixième  figure  se  soit  trouvée  dans  l'autographe  même 
de  Boèce;  elle  aura  été  ajoutée  plus  tard.  Mais  il  est  bon  de  la  remarquer  dans  un  manu- 
scrit du  Xr  siècle,  parce  que  c'est  une  opinion  partagée  par  des  écrivains  d'une  grande 
auiorité,  (|ue  le  zéro  ne  nous  a  été  ap|)orté  qu'au  conmiencement  du  XIII"  siècle,  par 
Fibonacci. 

Le  sens  que  nous  avons  donné  au  passage  de  Boèce  a  reposé  sur  cette  double  supposi- 
tion ,  que  le  mol  abacus,  qui  s'y  trouve  emj)loyé,  ne  s'appli(jue  point  à  la  table  de  mullipli- 
calion,  connue  on  l'avait  supposé  jusqu'ici,  mais  bien  à  un  tableau  d'une  disposition  parti- 
culière, propre  à  la  pratique  des  nombres,  dans  notre  système  de  nimiéi  ation.  Cette  double 
supposition  n'est  pas  contredite  j)ar  les  documents  littéraires  qui  nous  restent  sur  la 
signilication  ancienne  du  mot  abacus,  et  se  trouve  conlirméc  par  celle  qu'il  a  prise  dans 
le  Moyen  âge,  et  qu'il  avait  encore  au  XVI''  siècle. 

En  effet  : 

1"  On  sait,  par  divers  auteurs  grecs  et  romains,  qui  ont  fait  usage,  avant  Boèce,  des 
mots  acaÇ  et  abacus ,  qu'ils  signifiaient  proprement  un  tableau  sur  lequel  les  Anciens  fai- 
saient leurs  calculs  d'Arithmétique  et  leurs  figures  de  Gconiéirie.  {Voir  Polybe,  V'  livre; 
Plutarquc,  Vie  de  Caton  d'L'tic/ue,  sur  la  fin;  Perse,  satyre  l",  vers  151;  Martianus  Ca- 
j)ella,  De  nupliis  Philolofjiœ  et  Mercurii;  liber  VI,  de  Geometrià.) 

1"  Nulle  part,  avant  Boèce ,  il  n'est  parlé  ni  de  la  table  de  multiplication,  ni  de  la  table 
de  Pythayore :  ce  n'est  que  sur  l'autorité  de  ce  passage  de  sa  Géométrie,  où  s'est  trouvée, 
dans  des  manuscrits,  la  table  de  multiplication,  qu'on  a  apj)liqué,  depuis,  à  cette  table, 
les  noms  de  niensa  pytluKjorica ,  et  de  abacus  pytliayoricus. 

El  il  est  à  remarquer  que,  dans  son  Traité  d'Arilhmétiquo,  où  Boèce  a  fait  un  grand 
usage  de  cette  table,  pour  mettre  en  évidence  les  iiropriélés  des  nombres  considérés,  dans 
leuis  diverses  catégories,  en  nombres  triangulaires,  penlagonaux,  etc.,  il  ne  l'a  désignée  ni 
sous  le  nom  de  Pythayore,  ni  par  le  mol  abacus. 

On  ne  trouve,  après  Boèce,  qu'un  seul  auteur  ancien,  Bède,  qui  ait  appelé  mensa  pytha- 
gorica  seu  abacus  numet'andi ,  une  table  de  multiplication,  qui  est  beaucoup  plus  étendue 
que  celle  dont  nous  faisons  usage.  Mais  il  faut  vérifier  si  ce  double  titre  est  bien  dans  les 
manuscrits  de  Bède,  surtout  dans  les  plus  anciens. 

3°  Le  mol  abacus  est  employé  dans  la  lellre  et  dans  le  Traité  De  numerorum  divisione, 
attribués  à  Gerbert,  et  là  évidemment  il  ne  désigne  pas  la  table  de  multiplication,  mais 
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luon  le  iionvcaii  sysli^nic  de  immrnilioii  (|ii<'  rniiU'iir  cviiom'.  ()i-,  ((11111111'  nous  l'iivons  dit 
(Iniis  une  note  |>r(''C(''(l('nl(',  ce  sjsU'nu'  csl  iilisolnnicnt  le  iik-iiic  (pic  crlni  de  Uovcr  ;  nons 
«levons  (loiK!  en  eonclnre  (|ne,  diins  Moi'-ee  ;nissi,  It  mol  nlxuiis  :i  nne  si^jnilicjilion  |»!iiii- 
culière,  (|iii  se  iii|)|K)ile  à  ee  système. 

!\ous  supposerons  (pie  |{o(''ce  s'est  servi  de  ce  mot  «^r/c/rv  (  sous-eiilend;inl  pcnl-(''tre 
pi/t/iagnriciis)  pour  (l«''sij;ner  le  iiit)lc:iii  propre  ;i  liiire  les  eiileiils,  dans  le  nouxcaii  systiMiie 
de  nunu'ratiou  ;  et  (piun  t';erivain  posU'rieur,  tel  (pie  (ierheil,  a  doniui  ce  nom  au  systi;me 
lui-même. 

Celle  eonjeclure  semble  oonlirnu'e  par  ro|)inion  (pie  ^^  allis  a  foiKh'c  sur  de  nombreux 
doeumenis  bislori(|ues,  savoir:  ipie  le  mol  (//;«((^v,  dans  le  Moyen  âge  et  à  la  lienais.sance, 
a  été  employé  eomnu>  synonyme  de  nh/orisnnis  (De  Alf/chrâ  (rmfains,  pag.  1(5);  (pie  Tun 
el  l'aulre  ont  lonjours  désigné  la  pia(i(pie  des  nombres  par  les  ebiiïres  arabes,  c'(!St-à-dir(> 
notre  système  de  numération  '  {ihid.,  |)ag.  I*.));  el  (pie,  dans  (piehpie  auleur  où  l'on  trouvera 
le  mot  algorisnms,  on  |)ourra  eonclnre,  avec  certitude,  que  ces  ebiH'res  étaient  connus  au 
temps  de  cel  écrivain  ^. 

Le  passage  de  la  (Jéométrie  de  Boèce,  et  le  Traité  de  moiicrorum  divisione,  attribué  à 
(ierbert,  sont  jus(priei  les  seuls  monuments  anciens  de  noire  système  de  numération,  (jui 
nous  soient  eonnus.  Nous  en  avons  trouvé  un  troisième,  à  la  suite  de  la  Géométrie  de 
Boèee,  dans  le  manuscrit  du  XI*"  siècle  dont  nous  avons  parlé.  iNous  ferons  connaître  celte 
pièce  dans  un  autre  écrit.  Elle  conlirmera,  je  crois,  le  sens  que  nous  avons  donne  au  pas- 
sage de  Boèce.  Les  neuf  ebilTres  y  ont  les  noms  ighi,  andras ,  etc.;  et  leurs  valeurs,  c'esl- 
à-dire  les  nombres  qu'ils  exprimenl,  sont  indiqués  par  neuf  vers  que  voici  : 

Ordine  primigeno  '  nomen  possidet  Igin. 

Andras  ccce  locum  prcvindicat  ipse  sccundum. 
Ormis  post  niiinerus  non  compositus  sibi  primas. 

'  Nous  voyons  quen  eiïet,  au  commencement  du  XIII«  siècle,  Fibonacci  appelle  son  Traité  d'Arithmétique 
Liber  ubbaci. 

Un  siècle  après,  un  autre  auteur  italien,  Paolo  di  Dagomari,  qui  eut  de  la  célébrité  comme  géomètre,  astro- 
nome et  lilléraleur,  étail  surnommé  Paoto  delV  abbaco,  c'est-à-dire  Paul  de  l'ArilhmeCique,  à  cause  de  sa 
grande  habileté  dans  la  science  des  calculs. 

A  la  lin  du  XV«  siècle,  Lucas  Paccioli  dit  que  notre  système  d'Arithmétique  a  été  appelé  abacus,  pour  dire,  à 
la  manière  des  Arabes,  miiodo  arabico;  mais  que  suivant  d'autres,  ce  mot  dérive  d'un  mot  grec.  {Summa  de 
AriUimetica.  Dislinclio  i"  ;  de  numeralione.) 

Un  ouvrage  du  même  temps,  de  Fr.  Pellos,  a  pour  titre  :  Sen  segue  delà  art  de  arithmclicha ,  e  semblantment 

de  jeumetria  dich  ho  noniinal  compcndion  de  lo  abaco complida  es  la  opéra  per  Fr.  Pellos Impresso  in 

Tliauriiw,  lo  présent  compendion  de  Abaco  per 1492. 

Knfin  Clicthovée,  au  commencemenl  duXVl  siècle,  a|ppclle  son  Traité  d'Arithmétique, Praicjs  numerandi  quem 
abacum  dicunt,  et  y  joint  un  Traite  semblablt^,  d'un  auleur  aiici(  n  qui  lui  est  inconnu,  el  qu'il  intitule  :  Opus- 
culum  de  Praxi  numerurum  quod  ulgurismum  vacant.  Ce  qui  piouve  bien  qu'au  temps  de  Clicthovée,  abacus 
et  algorismus  étaient  synonymes  el  s'appliquaient  à  notre  système  de  numération,  comme  l'a  pensé  Wallis. 

'  El  ubicunque  in  scriptore  aliquo  Algorismi  nomen  reperitur,  certo  concludas  figuras  hasce  eâ  celate  fuisse 
cognitas  (de  algebra  tract atus,  p.  12). 

■'•  Ici  se  trouve  un  blanc  dans  le  manuscrit.  Le  mol  sibi  conviendrait. 
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Dciiiquc  bis  binos  succcdens  indicat  Arbas. 

Sijçiiificat  (juinos  ficlo  de  nominc  Quimas. 

Sexla  t(!iict  Calcis  pcrfecto  muiicrc  gaudcns. 

Xcni.i  ciiim  di};iiè  seplcno  fulgcl  lionorc. 

Octo  bcalificos  Tcmmias  exprimil  unus. 

Hinc  sequitur  Sipos  est  qui  rota  tiamquc  vocatur'. 

Nous  ne  nous  sonnmcs  occupe,  dans  cette  Note,  que  de  rechciehcr  la  vraie  signification 
(lu  passage  de  Boèce,  et  de  fixer  notre  opinion  sur  la  question  de  savoir  s'il  se  rapj)oriait 
à  notre  système  de  niiniéralior).  Mais  ce  passage  a  donné  lieu  à  une  autre  question,  qui 
est  même  celle  qui  a  été  le  plus  souvent  disculée  :  c'est  de  savoir  si,  comme  le  dit  Boèce, 
ce  sjslème  a  été  connu  des  puhagoriciens.  Plusieurs  écrivains  l'ont  pensé  ^  ;  mais  le  plus 
grand  nombre  n'ont  pu  admeiire  que  les  Grecs  aient  possédé  un  système  de  numération 
supérieur  au  leur,  et  dont  ils  auraient  méconnu  l'excellence  au  point  de  le  laisser  se 
perdre  dans  l'oubli.  Cette  objection  est  grave;  et  Montucla,  pour  y  répondre,  suppose 
qu'il  s'agit  des  Grecs  d'un  temps  raj)j)roché,  où  le  savoir  et  l'amour  des  sciences  étaient 
déjà  sur  leiw  déclin,  dette  supposition  est  plausible;  mais  est-il  bien  nécessaire  d'y  avoir 
recours?  Nous  pensons  (jue  Montucla  ne  l'a  faite  (\uc  parce  que  Ion  s'exagère,  en  général, 
la  différence  qu'il  y  a  entre  le  système  de  numération  des  Grecs  et  celui  des  Indiens, 
et  la  dilïiculié  |)réit'ndue  d'opérer  dans  le  premier.  Il  nous  semble  qu'au  contraire  les 
deux  systèmes  diflèrent  très-peu  l'un  de  l'autre.  Tous  deux  ont  pour  base  la  progression 
décuple,  et  expriment  im  nombre  (|uelconque  de  la  même  manière,  par  unités,  dizaines, 
centaines,  mille,  etc.,  au  moyen  des  neuf  nombres  radicaux  et  générateurs  :  un,  deux, 

(rois, ,  neuf,  qui  forment  l'ordre  des  imités,  et  servent  à  former  l'ordre  des  dizaines, 

des  centaines,  des  mille,  etc.  En  un  mot  les  deux  systèmes  de  numération  reposent,  l'un 
et  l'autre,  sur  la  même  formule  suivante,  qui  exprime  la  composition  d'un  nombre  quel- 
conque : 

N  =  A.10'--t-B.  10'-'-f-C.10^-*-t-  .•■  -+-E.iO'. -4-F, 

où  chacun  des  nombres  générateurs:  A,  B,  C ,  E,  F,  est  l'un  quelconque  des  neuf  pre- 
miers :  un,  deux,  trois,  .... ,  neuf. 

'  Ce  dernier  vers  s'applique  ici  au  chiffre  9.  Néanmoins,  dans  la  suite  de  l'écrit,  le  9  est  appelé  celentis.  Quelle 
est  la  raison  de  ce  double  nom.  sipos  et  celentis,  qui  se  trouve  aussi,  comme  nous  l'avons  vu  ci-dessus,  dans  le 
manuscrit  de  Boèce? 

Dans  ce  nouvel  écrit  on  remarque,  à  la  suite  des  neuf  chiffres,  comme  aussi  dans  celui  de  Boèce,  un  rond,  qui 
rcpiésenlc  sans  doute  le  zéro.  Le  mot  sipos,  dans  le  principe,  n'auraii-il  pas  été  destiné  à  cette  dixième  figure, 
à  laquelle  il  convient  bien?  Alors  il  manquerait  ici  un  vers  pour  le  chiffre  9,  celentis. 

Nous  sounictioiis  ces  (jucstions  aux  lecteurs  à  qui  la  connaissance  de  l'hébreu  pourra  en  faciliter  la  solution. 

2  Conrad  Dasvpodius.  Lsaac  Vossius,  lluet.  Dom  Calmet,  Edouard  Bernard,  Weidler,  Jean  Ward,  Bayer, 
Villoison,  Montucla. 

Il  a  paru  en  Italie,  au  commencement  de  ce  siècle,  une  nouvelle  dissertation  sur  la  question  qui  nous  occupe; 
elle  a  pour  titre  :  Meinorie  suite  cifrc  arabiche.  Milan,  1815,  grand  in-4''.  Nous  ne  nous  sommes  pas  encore 
procuré  cet  écrit. 
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QiH'llc  csl  donc  lii  (linV'icncc  réelle  eiiiie  les  «|eii\  sysU'iiics  de  iiiiiiK'rîiliori?  (l'oi 
(Hrii|)iès  ii\(>ir  re|>lTS('nlr,  d;iiis  l'iiii  el  r.iiilre,  les  iieid"  iioinliies  «le  r«)r«|ir  des  iiiiil('s  |t;ir 
iKMdnniH'It'n's  iinrlicidieis,  hs  (Irees  re|néseiil('iil  1rs  rKidiKtinhces  de  ehiieiiii  des  ordres 
siiivmils  piir  d'iuilres  eiirîU'((M<'s  dillereiiis,  liiiidis  <|H('  les  Indiens  les  représenlenl  pnr  les 
neuf  proniicrs  caraetôrcs  cux-im^ines,  dont  les  Nnlcurs  divtMses  sont  diiïérenlic'-es  et  indi- 
«|iiros  pnr  les  places  (pi'ils  o«'cnpent  :  el  connne  ces  places  sont  les  niènics  dans  les  deux 
sysiènu's,  on  voit  cpie  les  calcnls  ne  doivent  point  être  plus  difliciles  dans  l'on  (pie  <lans 
l'aiilre,  et  ipiainsi  il  n'y  avait  pas  de  raison  bien  majein-e  pour  std)stituer  le  système 
indien,  (pioi(pi(>  plus  savant  et  |)lus  con)|)let,  nu  syslèine  fîr<'c  ;  substitution  (pii  aurait  pu 
se  l'aire  entre  les  inalliéinatieiens,  mais  qu'il  n'aurait  pas  été  l'aeilc  (Tiniposer  à  tout  nu 
peuple.  On  en  trouve  la  preuve  chez  les  Uomains,  dont  le  système  de  numération  rc'tidait 
les  calculs  extrêmement  |)énil)les,  et  qui  néanmoins  l'ont  conservé,  (pioi(prils  eonmissent 
celui  des  (îrees,  <|iii  lui  était  inliniment  supérieur. 

Une  objection  (jm",  au  premier  abord,  parait  très-forte  contre  l'opinion  de  ceux  (pii  pen- 
sent que  les  (îrecs  ont  connu  le  systèiue  indien,  c'est  que  dans  le  leur  ils  n'avaient  pas  de 
moyen  pour  exprimer  de  très-grands  nombres  (ils  s'arrêtaient  à  qualre-vingt-dix-neid" 
millions),  et  qu'Arcbimèdc  a  écrit  un  livre  des  Principes,  pour  remédier  à  ce  défaut,  el 
s'est  servi,  dans  son  Arénairc,  du  moyen  qu'il  avait  imaginé.  Si  dans  l'école  de  Pythagore, 
dit-on,  on  avait  possédé  le  système  indien,  Arcbimède  l'eût  connu,  et  n'aurait  pas  eu 
besoin  de  cbercher  les  moyens  d'exprimer  de  grands  nombres,  puisqu'il  lui  aurait  suffi 
de  proposer  ce  système.  Sans  doute,  si  Arcbimède  avait  voulu  créer  un  nouveau  système 
de  numération,  on  en  conclurait  qu'il  ne  connaissait  pas  celui  des  Indiens;  mais  tel  n'a 
point  été  son  but  :  il  n'a  voulu  que  trouver  le  moyen  d'exprimer  de  grands  nombres,  dans 
le  système  même  des  Grecs.  Qu'a-t-il  fait  pour  cela?  Il  a  appliqué  à  ce  système,  à  partir 
delà  limite  où  il  cessait  de  satisfaire  aux  besoins  du  calcul,  le  système  indien,  c'est-à-dire 
la  valeur  de  position  des  cbiiïres.  Est-ce  là  une  preuve  qu'Arcbimèdc  ignorait  ce  système 
indien?  Peut-on  dire  même  qu'il  n'en  avait  pas  parlé  dans  son  livre  des  Principes,  qui 
ne  nous  est  pas  parvenu,  et  qui  roulait  sur  la  numération,  et  appliquait  au  système  des 
Grecs  le  principe  des  valeurs  de  position  des  chiffres?  Dans  son  Arénaire,  il  n'a  point  eu  à 
entrer  dans  les  détails  qui  se  seront  trouvés  dans  les  Principes,  parce  que  cet  ouvrage 
n'avait  pas  pour  objet  d'exprimer  de  grands  nombres,  comme  on  parait  le  croire  quelque- 
fois; il  avait  pour  objet  miiquement  de  calculer  le  nombre  des  grains  de  sable  qui  se  trou- 
veraient dans  la  sphère  décrite  du  Soleil  comme  centre  et  embrassant  les  étoiles  fixes.  Et, 
ce  nombre  calculé,  il  voulait  l'exprimer  dans  le  système  de  numération  des  Grecs.  C'est 
pour  cela  qu'il  propose  de  donner,  aux  chiffres  placés  au  delà  delà  huitième  colonne,  des 
valeur  de  position  qui  étaient  les  mêmes  que  dans  le  système  indien. 

Le  peu  de  documents  qui  nous  restent,  ne  nous  disent  pas  comment  se  faisait  la  fixation 
de  ce  point  à  partir  duquel  les  chiffres  avaient  une  valeur  de  position.  Etait-ce  par  un  signe 
particulier?  ou  bien  fallait-il  que  les  huit  premières  colonnes  fussent  en  nombre  complet? 
ce  qui  aurait  introduit,  dans  le  système  grec,  la  considération  du  zéro,  sous  une  forme  quel- 
conque, telle  qu'un  point,  im  vide  ou  une  colonne.  On  sait,  du  reste,  que  le  zéro  était 
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noiinii  (les  (irccs,  et  (|iril  leur  sciNiiit  :i  mar(|n(;r  l'absoncc  do  def/rès  ou  de  minuten,  etc., 
dans  Iriii"^  calcnls  des  fraciions  sexagésimales  '. 

Toutes  ces  eonsidéiaiious  n  étaient  pas  au-dessus  du  génie  d'Atvlilinède;  mais  rien,  ce 
me  send)lc,  ne  doit  nous  autoriser  à  dire  (pi'il  n'a  ()as  pu  en  puiser  le  principe  dans  la 
connaissance  du  système  indien;  ou  bien  que,  s'il  avait  connu  ce  système,  il  eut  fait  autre- 
ment dans  son  Arénairc;. 

Mais  Apollonius,  dira-t-on,  s'est  occupé  aussi,  après  Archimède,  de  perfectionner  le 
système  de  numération  des  Grecs  :  il  a  réduit  à  quatre  colonnes  les  octades  ou  tranches  de 
huit  eoloiMies  d'Archimède;  s'il  eût  coiuiu  le  système  indien,  il  aurait  appliqué,  à  [)artir  de 
la  deuxième  coloime,  le  principe  de  valeur  de  position  (pi'il  appliipiait  à  la  cincpiième. 

Mais,  pour  juger  le  travail  d'Apollonius,  (|ui  ne  nous  est  point  parvenu,  et  dont  le 
résultat  scid  nous  est  connu  par  des  fragments  de  Pappus,  il  faut  rechercher  pourquoi  il 
s'est  fixé  à  quatre  colonnes,  plutôt  qu'à  trois  ou  à  einc].  La  raison  nous  parait  être  celle-ci  : 
c'est  que  les  Grecs  avaient  trente-six  chiffres  pour  exprimer  tous  les  nombres  composés  de 
quatre  colonnes,  tels  (juc  25o4.  Les  vingt-sept  premiers  chiffres  étaient  des  lettres  diffé- 
rentes de  leur  alphabet;  cl  les  neuf  suivantes,  qui  exprimaient  les  mille,  étaient  les  neuf 
chiffres  des  unités,  niarqués  d'un  iola,  ou  d'un  accent.  C'étaient  ces  irente-six  mêmes 
chiffres  qui  leur  servaient  à  exprimer  les  nombres  au  delà  des  simples  mille,  jusqu'à  la 
huitième  colonne  exclusivement;  et,  à  partir  de  la  cinquième  colonne,  ces  chiffres  représen- 
taient des  myriades,  et  on  plaçait  au-dessus  d'eux  la  lettre  m,  ou  bien  après  eux,  et  avant 
la  (luatrièmc  colonne,  les  lettres  Mf  pour  désigner  ces  myriades.  Ces  signes  étaient  embar- 
rassants, compliquaient  les  calculs,  et  pouvaient  faire  naître  des  err(Mirs;  et  Apollonius  a 
voulu  les  supprimer.  C'est  ce  qu'il  a  fait  en  imaginant  les  tranches  de  q.uatre  colonnes,  el 
en  leur  donnant  des  valeurs  de  position. 

IVous  voyons  dans  cette  idée  d'Apollonius,  de  même  que  dans  celle  d'Archimède,  l'in- 
tention de  conserver  religieusement  les  caractères  employés  par  les  Grecs,  avec  leur  signi- 
fication, el  de  les  appropriera  l'expression  de  tous  les  nombres  possibles.  El  nous  voyons 
que  ces  deux  grands  géomètres  sont  parvenus  à  leur  but  de  la  manière  la  plus  heureuse, 
en  attribuant  à  ces  caractères  des  valeurs  de  position,  suivant  le  principe  même  de  la 
numération  indienne. 

Cela  prouvc-t-il  qu'ils  aient  ignoré  absolument  ce  système  indien? 

SUn  UN  PASSAGE  DE  LA  (JÉO.MÉTRIE  DE  BOÈCE,  RELATIF  AU  PENTAGONE  DE  SECONDE  ESPÈCE. 
ORIGINE  ET  DÉVELOPPEMENT  DES  POLYGONES  ÉTOILES. 

Boèce,  dans  le  premier  livre  de  sa  Géométrie,  qui  est  une  traduction  de  propositions 
prises  des  (piatre  premiers  livres  d'Euclide,  ne  donne,  pour  chaque  théorème  ou  pro- 
blème, que  son  énoncé  et  la  figure  qui  s'y  rapporte. 

Sa  dernière  i)roposition  prise  dEuclide  est  le  problème  d'inscrire,  à  un  cercle,  un  pen- 

'   Voir  le  Mcmoiic  de  M.  UelamI)!»'.  sur  rArilhmélique  des  Grecs. 


m'\i:s  Ml 

fjigoiH"  n^giilicr  (proposilion  I  V  du  i'"  livre  (ri'iiiclidc).  Après  Y vwuwvv  {\v  cciir  ({iiestinn, 
sr  lioiivt',  siiiviuK  l'usiijîc,  hi  (i^iiic  (|iii  s'y  rappoilc,  cl  crllc  li;<iin'  iicclii  de  rciiinifpiîthlr , 
(|ir(>llc  |H(''S('n(('  à  lii  lois  le  p('ril;iji;(>ii<'  oïdiiiniic  cl  le  pcnliifioiic  i-foilr,  on  de  sirondr  fs/iin-. 

De  pins,  iipr(\s  ccKc  lij^iirc  sr  (ronvc  iiiic  r\|ilicniioii  (pi'on  ne  rciicoiiiriiit  pus  i'i  hi  siiiic 
dos  luilrt's  proposidoiis,  ci  «pii  nous  ii  paru  iiNoir  pour  oitjct  de  jjisiilicr  «'('(le  douhic  (i^iiic, 
on  plulôl  ce  iiouM'.-iii  p(Mil<i;i;oii<>,  prrscntr  connue  iTpoiid:iiil  :in  prohlcnic  pro[)()S('>. 

Connnc  ce  passage  «le  IJoc'-ce  esl  assez  dillieile  à  e(»nipi(*ndre,  ei  (pie  tions  ponvons  in^s- 
hien  nous  ironiper  dans  la  signification  (pi(>  nous  lui  donnons,  nous  allons  le  lappoiler 
ici ,  en  snivani  le  (e\le  dnii  njainisciil  heanconp  pins  <-orree(  (pie  lédiiion  de  Hi^le  (j.'iTO). 

«  Intra  ddlidii  viriKlinii,  qitinquaiif/iiluni  (jUixl  est  tv(inilatvruin  ahjiic  (rqnianf/nliini 
»    (lesi(jnarc  non  (lisconrcHit.   » 

Ici  se  li'onNc  la  lignre  (pii  répond  à  la  (piesiion,  cl  l'anlenr  ajontc  : 

M  lynni  oninid  (iii<vcni>i<n«'  suiit  nuinvroruni  rationc  sud  conslant;  et  proport ionniitvi 
«  aUi  ex  aliis  conslitainifur.  Cironnfcrentiœ  (v<inalilato  mulliplicationihiis  suis  (fuidem 
»    oxrcdcnfes  ;  ahiiir  altrniatiin  porlioiiihns  suis  tcnniniun  facicntcs.   » 


Il  faut  inscrire  dans  le  cercle  un  pentagone  équHatéral  et  êquiangle. 

La  lignre  qui  iTpond  à  la  question  prc'sente  doux  pentagones,  dont  Tnii  est  de  forme 
nouvelle,  et  dillëre,  par  conséquent,  du  pentagone  ordinaire.  Boèce  le  justifie  ainsi  : 

Car  tout  ce  qui  est  exprimé  en  nombres  a  lieu  par  la  propre  raison  des  nombres;  et 
ceux-ci  se  déduisent  proporlionnellement  les  uns  des  autres. 

Les  arcs  '  deviennent  plus  grands  d'une  quantité  égale  à  eux-mêmes,  par  leur  double- 
ment, et  leurs  cordes  '^, prises  de  deux  en  deux,  forment  le  périmètre  ^  de  la  figure. 

Si  celte  traduction  du  texte  de  Boèce  est  admissible,  elle  nous  parait  répondre  à  la  con- 
struction du  pentagone  étoile.  En  effet,  soient  A,  B,  C,  D,  E  les  cinq  sommets  du  penta- 
gone régulier  ordinaire.  Les  arcs  que  soutendent  ses  côtés  sont  AB,  BC,  CD,  DE,  EA. 
Qu'on  les  double,  ils  deviennent  ABC,  BCD,  CDE,  DEA,  EAB;  et  les  cordes  de  ceux-ci 
sont  AC,  BD,  CE,  DA,  EB.  Qu'oti  prenne  ces  cordes  de  deux  en  deux,  on  a  AC,  CE,  EB, 
BD,  DA  :  considérées  dans  cet  ordre,  ces  cordes  forment  le  pentagone  étoile. 

'  Circumferentia  est,  dans  plusieurs  autres  passages  de  Boèce ,  la  dénomination  des  arcs  du  cercle. 

*  Nous  U'aduisons  portionibtis  par  le  mot  cordes,  parce  que  portio  est  la  dénomination  du  segment  de  cercle 
qui  n'en  avait  point  d'autre  ciiez  les  Latins.  {Portio  circuit  est  figura  quœ  sub  recld  et  cinuU  circumferentia 
continelur).  tt  ici  nous  supposons  (]ue  lioèce  a  pris  le  loul  pour  la  partie  ,  c'est-à-dire  \e  segment  pouc  sa  corde 
parce  que  le  mot  corde  n'avait  pas  alors  de  dénomiiialion  simple,  on  disait  Inien  inscripta. 

''  Les  Latins  appelaient /tvm(/ii(s  l'extrémité  d'une  ligne,  et  le /;er/mé/re  d'un  polygone  ou  d'une  ligure  quel- 
conque (l-'igura  est  quodsub  aliquo  vel  aliquibus  terminis  continelur.  Définition  de  Boèce). 
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Du  rcsU',  on  no  doit  pont-êlro  pas  s'élonner  de  trouver  dans  Boèce  crtlc  figure;  car  il 
parait,  connue  nous  allons  le  nionlrcr  ci-dessous,  (pi'elle  a  été  conruie  dans  rAnti(pjilé, 
parlicnlièrenicnl  de  Pylhagore;  de  plus,  on  la  relrouve,  au  \III"  siècle,  dans  le  com- 
nicnlaire  de  (]ainj)anus  sur  Knelide;  cl  j)endanl  trois  on  quatre  cents  ans,  la  théorie  des 
polygones  étoiles,  (pi'on  apjx'lait  alors  polyiïones  éf/rédicns,  a  été  cultivée  cl  avait  même 
pris  de  l'extension.  Mais  celle  théorie,  (lc[)uis,  s'est  perdue  et  est  restée  ignorée,  parce  rpie, 
sans  le  concours  de  l'Analyse  algéhricpie,  elle  n'oiïrait  qu'un  intérêt  de  curiosité  et  n'a[)por- 
tait  aucune  utilité  réelle  en  Géométrie,  Mais  l'illustre  géomètre  qui  l'a  créée  de  nouveau, 
au  comuiencemeni  de  ce  siècle,  et  dont  elle  |)orte  le  nom,  lui  a  donné  unv.  imj)orlancc 
(pi'elle  ne  jx-nt  plus  perdre,  en  nionlranl  son  véritable  caractère  scientifique,  et  le  lien  ana- 
lvti(pic  qui  l'unil  nécessairement,  et  d'une  manière  indissoluble,  aux  |)olygones  anciens  '. 
INéanmoins  cette  théorie  peut  faire  honncm-  au  Moyen  âge,  où  l'on  a  si  rarement  l'occa- 
sion de  signaler  (pielques  traces  de  génie,  et  (|uelques  germes  d'irmovations  fécondes. 
C'est  pourquoi  nous  allons  rap|)orter  ce  que  nous  avons  trouvé,  à  ce  sujet,  dans  l'histoire 
d'une  épo(|ue  dont  il  nous  reste  de  trop  rares  documents. 

Mais  disons  d'abord  sur  quelle  autorité  nous  avons  avancé  que  le  pentagone  étoile  a\ait 
été  considéré  dans  l'Antiquité,  parlicnlièremenl  par  Pylhagore. 

Nous  trouvons,  dans  VEticijcIopédic  d'Àlsledius  2,  au  lo*"  livre,  qui  traite  de  la  Géo- 
métrie, immédiatement  après  la  construction  du  pentagone  régulier  ordinaire,  le  passage 
suivant  : 

«  Pentarjonum  ctiam  ila  scribihrr,  et  à  siiperstitiosis  notatur  hoc  nomine  iesus.  » 
(Ici  se  trouve  figuré  le  pentagone  étoile,  avec  les  lettres  i,  e ,  s,  u,  s,  placées  à  ses  cinq 
sommets.) 

«  Si  pentagono  ita  lonMructo  arhlas  lineam  ex  superiori  anr/itlo  in  opposilum  onrju- 
»  linii  ductam,  fiet  illn  figura,  quum  vacant  sanilalem  Pythagorae;  quia  Pytharjoras, 
»  hac  figura  delectatus,  adscribebat  singulis  proniinentibus  angulis  lias  ([uinque  litteras 
»  y,  y,  i,  G,  y..  Cerniani  vocant  ein  Trudenfus  :  quia  saccrdotes  veleres  Gernianorum  et 
»  GaUoruHi  vocabantur  Druidœ  :  qui  dicuntur  calacos  (peut-être  cnlceos)  hujus  figura' 
»    gestasse.    » 

Kircher,  dans  son  Arithniologia  -^  (pars  V,  De  Magicis  amuletis),  parle,  dans  le  même 
sens  ,  du  pentagone  étoile,  qu'il  appelle  pent/ialp/ia,  parce  que  deux  côtés  conligus  forment, 
avec  un  autre  coté  qui  les  coupe, la  lettre  A.  Il  désigne  ses  sommets  par  les  lellresy, y,  t, 9,a. 
Voici  le  passage  de  cet  auteur  :  «  in  quibus  (sigillis  magicis)  nil  frequenfius  occnrrit, 
»  quâm  penlalpha  et  hexal|)lia;  est  autem  pcntalplia  nil  aliud,  qnàni  linenris  figura  in 
»    quinque  A  diductuni,  quibus  Grœci  vyiBa,  id  est  saluleni  et  sanitatem  expriniebant ;  quo 

•  Voir  arlicle  Va  du  Mémoire  sur  les  polyjones  et  les  polyèdres  ;  |)ar  M.  Poiiisol.  (Journal  de  l'École  polytech- 
nique ;  X'^  Caliier,  t    IV  ) 

-  Encyclopœdia  unii'ersn.  Heiljonœ,  16:20,  iii-4".  —  Ilcm  secunda  aucta,  ibid.,  1630,  iii-fol  ,  2  \ol  —  Item 
Lujiduiii,  1649,  iii-fol.,  !2  vol 

5  Arithmolucjia,  sive  de  abditis  iiuinerorum  mysteriis ,  qud  oriyo,  aiitiquitas,  cl  fabrica  numerorum  expo- 
iiilur,  etc.  Ronite,  1665, 111-4". 
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»  Anfioc/min  rcxillo  iniposilo,  jussn  Ali:raiiilri  in  aoinno  apparvulis,  nio.r  ndtnirahilcvi  à 
«  (iitlutis  rirloriaiii  rcporfdssv  Mni/i  /inyinit,  rixiuc  latK/Kaiti  sutintia-  fvlicilafiH  sijtnholo  in 
»    suis  nio/anicnlis  iiliinliir.   » 

Kiisuilc  kirclici-  liippoiic  plusieurs  cin'ouslniK'Os  mystérieuses  où  l'on  faisait  usage;  du 
pentiilplia. 

Au  W'I"  siècle,  le  liuneux  alcluiiiisle  l'iuaeelse  a  encore  rcgai(l('>  l'cloilc  pcii(aj:oriale 
connue  reniblènie  de  la  sanlé  •. 

Mous  voyons,  dans  la  Ih'hliolhriinc  ninlhrntttlimic  de  Mniliaid,  (pic  le  savant  |>rolc'sscur 
Kiislner  a  Irailé  du  ponlalpha  et  de  Vhvxitlpha,  dans  ses  Recueils  de  Gconjétrie  ((ïeome- 
trisihe  Ahhandlungen.  Erstc  Sannnlunij ,  Anwendungen  der  ebenen  Geotnelrie  und  J'rifjo- 
nontetric.  (lOllingen,  1700,  in-8"). 

Passons  à  la  théorie  pioprenienl  dite  des  polygones  étoiles. 

Nous  en  trouvons  les  premiers  geiines  dans  les  coinnuiitaires  (pie  Campanus,  géomètre 
du  XIIl'"  siècle,  a  joints  à  sa  traduction  des  Eléments  d'iMiclide,  faite  sur  un  texte  arabe, 
et  la  première  qui  ait  paru  en  Ein"0|)e.  Au  sujet  de  la  trente-deuxième  proposition  ilu  pre- 
mier livre,  qui  dit  (jue  la  sonnne  des  angles  d'un  triangle  est  égale  à  deux  droits,  Cam- 
panus a  présenté  le  pentagone  étoile  connue  exemple  d'un  polygone  jouissant  aussi  de 
cette  propriété  du  triangle,  d'avoir  la  somme  de  ses  angles  égale  à  deux  droits.  Celte  pro- 
position a  été  reproduite  dans  les  éditions  de  l'Euelide  de  Zamberli,  où  se  trouvent,  avec 
les  eonnnentaires  de  ce  géomètre,  ceux  de  Campanus  '^;  et  divers  autres  auteurs  en  ont  fait 
usage  dans  leurs  propres  eonnnentaires  sur  les  Eléments  d'Euclide;  tels  sont  Lucas  di 
Borgo  ',  Peleiicr  *  et  Clavius  ^.  Ramus,  dans  ses  Sc/iolœ  mathcmalicœ^,  livre  9,  a  aussi 
cité  le  pentagone  étoile,  comme  exemple  d'une  figure,  autre  que  le  triangle,  dont  les  angles 
ont  leur  somme  égale  à  deux  droits  ^. 

Mais  tous  ces  géomètres  se  sont  bornés,  comme  Boèce  et  Campanus,  à  la  considération 
du  pentagone  étoile,  sans  faire  entrevoir  la  théorie  à  laquelle  ce  genre  de  figures  pouvait 
donner  lieu.  Nous  trouvons  que  c'est  un  écrivain  du  commencement  du  XIV*  siècle,  Brad- 

*  «  ....  Slellam  pentagonicam ,  seu  Germanico  idiomale  pedem  Trultœ,  Theophrasto  Paracelso  signum  sani- 
tatis.  (Kepler,  Hannonices  Mundi,  liber  secundus,  p.  60.) 

^  Les  Coninienlaires  de  Campanus  ont  été  imprimés  seuls  en  1482  et  1491  ;  puis,  avec  les  Commentaires  de 
Zamberli,  en  150o,  1516,  1557,  1546. 

'  Euclidis  opéra  a  Campano  interprète  fidissimo  Irauslala.  Lucas  Paciolus,  theologus  insignis,  altissima 
mathematicarum  discipliiiarum  scientia  rarissimus  judicio  castigatissimo  detersil,  emendavit,  elc.  Venetiis, 
1309,  in-fol. 

*  Demonstrationum  in  Euclidis  Elementa  Geomelrica,  libri  sex.  Lyon,  1537,  in-8».  Ilem,  1610,  in-4''. 
—  Les  six  premiers  livres  des  Éléments  géométriques  d'Euclide,  avec  les  démonstrations  de  Jacques  Pelelier, 
du  Mans.  Genève,  1628  ,in-8". 

2  Euclidis  etementorum,  libri  XV;  accessit  XVI de  solidorum  regularium  comparatione,  etc.  Romae,  1374, 
in-S".  A  eu  de  nombreuses  édilions. 

••  Scholarum  mathematicarum,  libri  XXXI.  Francf.,  1339,  in-4»,  —  Item,  Basileae,  1369.  —  Item,  Francf., 
1599.  -  Ilem,  ibid.,  1027. 

'  Sic  quinquangulum  è  conlinuatis  ordinalis  quinquanguli  lateribus  factum  cequat  quinque  interiores 
angulos  duobus  redis. 
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wardiii,  (|ni,  le  premier,  a  élenclu  la  théorie  du  penlagone  étoile  aux  poKgones  d'un  plus 
grand  nond)re  décotes,  et  (pii  a  fondé  la  véritable  doctrine  des  poiNgones  étoiles. 

L'ouvrage  dans  le(piel  nous  la  trouvons,  a  pour  litre  :  Geotnclria  spuculntiva  Thoine 
liravardini ,  lecolif/cns  onines  conclusiones  yeomelricas  studetitibKs  aitinin,  cl  pinlosophiœ 
Aristutelis ,  inldc  iiecessarias,  siiiiul  cum  quoddin  tractatu  de  quadrafurd  circuli;  noviler 
editio.  Parisiis,  a|)ud  Ueginalduni  (llinuldieie,  in-l'ol.,  vingt  feuilles,  sans  date.  La  première 
édition  de  cette  Géométrie  était  de  1490  '  ;  plusieurs  autres  ont  paru  en  l.'iO'i,  l'i08,  etc.  -. 
Nous  ne  connaissons  que  celle  (|ue  nous  venons  de  citer. 

A|)rès  avoir  traité  des  polygones  réguliers  ordinaires,  qu'il  appelle  figmes  simples, 
Bradwardin  consacre  un  chapitre  aux  |)ol\gon('s  étoiles,  (pi'il  nomme  fif/ines  à  anrjles  érp-ê- 
dienls.  Il  dit  (|ue  ces  poli/t/ones  sont  farinés  par  le  proloïKjement  des  calés  d\m  palyfjane 
simple,  jusqu'à  leur  rexconlre  deux  à  deux;  et  il  ajoute  (piil  n'a  pas  vu  qu'il  ait  été  parlé 
de  ces  nouvelles  figures  par  d'autres  géomètres  (jue  par  Campanus,  qui  en  a  traité  en  peu 
de  mots  et  accidentellement. 

Voici  l'analyse  de  celte  partie  de  l'ouvrage  de  Bradwardin. 

Le  pentagone  est  la  première  ligure  à  angles  égrédienls.  La  somme  de  ses  angles  esl 
égale  à  deux  droits.  La  somme  des  angl(?s  des  autres  polygones  à  angles  égrédienls  va  en 
augmentant  de  deux  droits,  eonmie  dans  l'ordre  des  figures  sim|)les. 

Cela  s'accorde  avec  la  formule  S  =  2  (m  —  4) ,  (|ui  donne  la  somme  des  angles  du  poly- 
gone égrédicnt,  de  m  côtés. 

Les  polygones  égrédienls  du  premier  ordre  donnent  lieu  ,  par  le  prolongement  de  leurs 
côtés  jusqu'à  leur  rencontre  deux  à  deux,  aux  polygones  égrédienls  du  second  ordre; 
comme  les  [)olygones  simples  ont  formé  les  |)olygones  égrédienls  du  premier  ordre. 

L'hej)Uigone  est  la  première  figure  à  angles  égrédienls,  du  second  ordre;  il  provient  de 
riieplagone  à  angles  égrédienls  du  premier  ordre;  celui-ci  est  la  troisième  figure  du  pre- 
mier ordre. 

Pareillement  le  pentagone  égredient,  première  ligure  du  premier  ordre,  avait  été  formé 
du  pentagone  simple,  troisième  figiu'c  de  l'ordre  des  polygones  simples.  Cette  analogie 
conduit  Bradwardin  à  énoncer  ce  principe  général  :  la  première  figure  d'un  ardre  est 
formée  par  le  prolanrjement  des  côtés  de  la  troisième  figure  de  l'ordre  précédent. 

Enfin  l'auteur  termine  en  disant  qu'il  serait  trop  long  de  parler  des  angles  de  ces  figures; 
mais  qu'il  croit,  sans  pouvoir  l'assurer,  que  la  première  figure  de  chaque  ordre  a  la  somme 
de  ses  angles  égale  à  deux  droits,  et  (.\ue,  dans  les  autres  ligures ,  cette  somme  va  en  aug- 
mentant toujours  de  deux  droits,  en  passant  d'une  figure  à  la  figure  suivante. 

Les  figures,  représentées  en  marge  de  l'ouvrage,  sont  le  pentagone,  l'hexagone,  l'hepta- 
gone et  l'octogone  du  premier  ordre;  l'heptagone,  l'octogone  et  le  nonagone  du  second 
ordre,  et  enfin  le  nonagone,  le  décagone  et  le  dodécagone  du  troisième  ordre. 

Deux  siècles  après  Bradwardin,  Charles  de  Bouvelles,  dont  on  ne  cite  ordinairement 
qu'une  prétendue  solution  de  la  quadrature  du  cercle,  a  reproduit,  dans  diverses  éditions 

1  Heilbronner,  Hisloria  Matheseos,  p,  523. 

'  Montucia,  Histoire  des  Mathématiques,  t.  !<''•,  p.  573. 
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il'iiii  Tniilt' (If  (iroinrliic  ',  h  llh-oric  des  polynoiics  nfn-ilii'nts ;  mais  iiioins  «•ompU'icmnii 
qiif  n'aviiil  Inil  |{|-n<l\v:ii'(liii.  On  ti'()tiv<>,  dans  son  ouvrage  ;  Ir  pcnlagonc  t'fjréflicnt,  iju  il  a 
a|)|){'lr  aussi  sailliinf,  et  don!  il  in'ouvc  (|ii('  la  somme  tU's  n\>(\  an}i;lcs  rsl  rj^alc  à  deux 
droiis;  riicxajioiic  ('(/rcdiciif ,  composé  de  deux  (liaiijilcs;  l'Iicpla^onr  ('■(/rcdiriil,  provenant 
du  |)rolon};('nieMl  des  eolés  »le  riiepla^M)ne  ordinaire;  l'Iu'plajione  plus  l'-t/rcdiciil ,  l'onnc 
par  le  prolongenieni  des  côlés  de  l'Iiepla^one  ôgrédieiil,  et  dans  lecpiel  l'aiiieur  |)ronve 
(pie  la  somme  des  anfj;les  est  éfïale  à  deux  droits. 

On  a  l'ail  mention  de  celle  théorie  ilans  l'exirail  de  la  (icométri*'  de  J{onvelles,  irjsér(^ 
dans  les  A|)pendices  de  la  M(ir(/nrit(i  philosuphiva  'K 

Ces  premières  notions  sur  la  théorie  des  polvffones  étoiles  onl  passe  inaperçues  dans 
les  nomhreuses  éditions  de  cet  ouvraiic,  connue  dans  celles  de  la  Géométrie  de  Houvellcs, 
dont  ou  n"a  parlé  (pi'au  sujet  cl  sous  rinspiralion  d'une  fausse  solution  de  l'inscription  de 
Ihepiagoue  légulier  au  cercle,  et  d'ime  prétendu»'  (piadratine  du  cercle,  empruntée  du 
eardir)al  INicolas  De  (lusa. 

On  trouve,  dans  les  figures  de  la  Perspective  de  Daniel  IJaiharo^,  le  pentagone,  l'hexa- 
gone et  les  deux  heptagones  étoiles.  JMais  il  ne  paraît  pas  que  l'auteur  ait  eu  l'intention  de 
jiroduire  ces  nouveaux  })olygones;  il  a  voulu  seulement  montrer  (jue  les  polygones  réguliers 
ordinaires  donnent  lieu,  de  deux  manières,  à  d'autres  polygones  (jui  lem*  sont  semhlables. 
La  première  est  de  prolonger  leurs  côlés  jusqu'à  leur  rencontre  deux  à  deux  (comme  j)our 
former  le  polygone  de  seconde  espèce)  :  les  points  de  rencontre  sont  les  sommets  d'un 
second  polygone,  semblable  au  proposé.  La  seconde  manière  est  de  tirer  toutes  les  diago- 
nales allant  de  chaque  sommet  au  deuxième  ou  au  troisième  sommet  après  lui;  elles  for- 
ment, par  leurs  intersections,  un  autre  polygone,  semblable  aussi  au  proposé.  Mais,  dans 
ces  deux  modes  de  construction,  on  forme  aussi  un  polygone  étoile,  qui  se  trouve  être  la 
partie  la  plus  remarquable  de  la  figure. 

Kircher,  que  nous  avons  cité  déjà  ci-dessus  au  sujet  du  penlalpha  et  de  Vhexalpha,  a 
fait  usage,  dans  un  autre  ouvrage  ^,  de  l'heptagone  du  second  ordre  (ou  troisième  espèce) 
pour  rendre  sensible  l'explication  comprise  dans  un  passage  remarquable  de  Dion  Cassius, 
au  sujet  des  sept  jours  de  la  semaine,  que  les  Egyptiens  ont  consacrés  aux  dieux  dont  les 
sept  planètes  portaient  le  nom.  Ces  planètes  étaient,  dans  l'ordre  de  leurs  distances  à  la 
Terre  :  Saturne,  Jupiter,  Mars,  le  Soleil,  Vénus,  Mercure  et  la  Lune.  Kircher  les  suppose 

•  Geometriœ  introduclionis  libri  sex,  brevisculis  annotationibus  exptanati,quibus  anneclunlur  libelli  de 
circuli  quadrature,  et  de  cubicatione  spherce,  et  inlroduciio  in  perspecliv:im  CaroH  Bovilli.  Paris,  1303,  in-fol. 

Cet  ouvrage,  moins  Vintroduclio  in  perspectivam ,  a  été  reproduil  on  français,  sous  le  litre  :  Livre  singulier 
et  utile ,  touchant  l'art  et  pratique  de  Géométrie ,  composé  nouvellement  en  français,  par  maître  Charles  de 
Bouvelles,  chanoine  de  Noyon,  Paris,  1S42,  in-4".  D'autres  éditions  ont  paru  en  1347,  1.351,  1557  et  1608. 

Bouvelles  a  composé  beaucoup  d'autres  ouvrages,  où  il  s'est  montré  philosophe,  théologien,  historien  ,  orateur, 
poète  et  canoniste. 

-  Pages  li251,  1253  et  1233  de  l'édition  de  1353.  «  Pentagonus  uniformis  dicitur,  cujus  latera  non  se  mutuo 
intercidunt.  Egrediens  vero,  cùm  ejus  latera  se  invicem  sécant.  Hexagonus....  » 

"'  La  pratica  délia  perspettiva  di  inonsignor  Daniel  Barbara,  Venise,  1369,  iu-fol. 

'   Ars  magna  lucis  et  umbrcr  in  dccem  libros  digesla.  Romae,  1646,  in-fol  ,  pages  217  et  537. 
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latiJioes  ilarj.s  cl-I  orclie  sui'  une  c-ircoDfV'reiiet'  de  cercle;  ei,  en  piissuiil  successivement  de 
la  preiinère  à  la  qualiièmc,  «le  la  qiialiièiuc  à  la  sepiièiiic,  de  celle-ci  à  la  troisième,  elc, 
il  trace  une  ligure  (|u'il  appelle  hi'ptafjune  (c'est  l'heplagone  de  troisième  espèce),  dont  les 
sommets  consécutifs  dèsigneni  les  sept  jours  de  la  semaine,  dans  leur  ordre  naturel.  Ainsi 
Saturne  répond  au  samedi,  le  Soleil  au  dimanche,  la  Lune  à  lundi ,  INIars  à  mardi.  Mercure 
à  mercredi,  Jupiter  à  jeudi  et  Vénus  à  Nendredi.  La  formation  de  cet  heptagone,  dit  Kir- 
eher,  est  une  helle  propriété  du  nomhre  sept. 

Les  ouvrages  dont  nous  avons  parlé  justpi'ici,  bien  que  leurs  auteurs  aient  joui  d'une 
certaine  célébrité,  ne  sont  plus  guère  connus  depuis  longtemps;  parce  qu'en  effet  ils 
ne  se  recommandaiet)t  point  par  ces  productions  du  génie  (pii  immortalisent  les  œuvres 
et  leurs  auteurs,  où  Ton  aime  à  rechercher  encore,  après  des  siècles,  les  pensées  des 
inventeurs  et  les  traces  de  leurs  efforts.  Il  n'y  a  donc  rien  d'étonnant  que  le  polygone  de 
Boèce,  celui  de  Campanus,  et  la  théorie  de  Bradwardin,  soient  inconnus  aujourd'hui. 
Mais  nous  avons  à  citer  maintenant,  dans  l'histoire  de  cette  théorie,  un  nom  célèbre,  un 
ouvrage  mémorable  ,  une  de  ces  découvertes  rares  qui  font  la  gloire  des  temps  modernes, 
enfin  des  considérations  analytiques  qui,  il  y  a  deux  siècles,  auraient  dû  faire  une  impres- 
sion profonde  sur  l'esprit  des  géomètres.  Mais  Kepler  a  devancé  son  siècle;  car  c'est  de 
lui  qu'il  s'agit,  et  de  l'ouvrage  de  V Harmonique  du  monde  ',  et  de  la  belle  proposition  sm' 
le  rapport  des  carrés  des  temps  des  récolutions  aux  cubes  des  distances  au  Soleil,  et  de 
cette  autre,  d'un  genre  tout  différent,  qu'une  même  équation  détermine  les  diverses  espèces 
de  poh/f/ones  d'un  même  nombre  de  côtés.  On  observera  sans  doute,  aujourd'hui,  qu'aucune 
conception  nouvelle  ne  s'était  janiais  présentée  dans  des  circonstances  en  apparence  plus 
favorables  pour  assurer  rapidement  à  l'auteur  une  gloire  durable.  Cependant  la  savante 
théorie  de  Kepler  est  tombée  dans  l'oubli;  et,  de  son  livre  immortel,  il  n'est  resté  que 
l'énoncé  de  sa  grande  loi  des  mouvements  des  corps  célestes;  encore  a-t-clle  été  mécon- 
nue, et  peut-être  dédaignée,  par  ses  contemporains,  parmi  lesquels  on  nomme  à  regret 
et  Descartes  et  Galilée;  encore  a-t-il  fallu  que,  près  de  quatre-vingts  ans  plus  tard,  Newton 
l'explitpiàt ,  la  fil  conq)rcndrc  et  lui  donnât  la  vie^!  La  théorie  des  polygones,  qui  a  guidé 
Kepler  dans  ses  lotigues  et  pénibles  spéculations,  a  été  encore  moins  favorisée;  la  simple 
curiosité  ne  s'en  est  pas  mêlée;  rien  n'a  pu  la  sauver  d'un  oubli  complet  :  oubli  qui  nous 
rappelle  cette  triste  réflexion  que  fait  Bailly,  précisément  au  sujet  des  lois  de  Kepler  : 
«  C'est  donc  en  vain  qu'on  découvre  des  vérités  ;  on  parle  à  ses  contemporains,  ils  n'écou- 
tent pas!  »  Non ,  ce  n'est  pas  en  vain  :  mais  trop  souvent  les  vérités  nouvelles  ne  sont  que 
pour  l'avenir. 

•  Harmonices  Mundi  libri  Y.  Lincii  Austriae;  1619,  in-fol. 

*  Kepler  a  prévu,  en  quelque  sorte,  que  les  découvertes  qui  lui  avaient  coûté  dix-sept  ans  de  travail,  et  de 
travail  conlinu,  ne  seraient  comprises  qu'après  un  long  intervalle  de  temps  : 

«  Le  sort  en  est  jelé,  dit  ce  grand  tiomme,  avec  l'accent  de  l'enlliousiasme,  j'écris  un  livre  qui  sera  lu  par 
»  ceux  de  l'âge  présent  ou  par  la  postérité,  il  n'importe  :  qu'il  attende  son  lecteur  pendant  cent  ans;  Dieu 
»  n'a-l-il  pas  attendu  six  mille  ans  le  contemplateur  de  ses  œuvres?  »  {Jaclo  in  aleam,  librumque  scribo,  seu 
prœsenlibus,  si-u  posteris  legendum;  nihil  intereal  :  expectat  lUe  suum  leclorem  per  annos  cenlum;  si  Deus 
ipse  per  annorum  sexa  tnillia  conlemplatorem  prœstolatus  est!  Habmomces  Mundi,  liber  V;  p.  179.) 
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L'ouvrngc  de  Kepler  <'st  en  <-iii(|  livres.  \,r  picniier,  (|iii  ii  iioiii-  liiie  ;  l)<>  /if/utantm 
rrf/ul<iriuiii ,  <jH<v  /iro/xirlioncs  haniiotucas  /xniiiiity  orfii,  rlassihiis,  nnlinr  cl  (li//i  ri-nliis, 
ainsii  scicntiiv  vt  (Icnioiislnitidiiis ,  rsl  v()\\^»v\r  i\  lii  lliéoiie  j^ém'-i  ;ile  des  lijiiiics  i('';{iilicn's, 
e(  eompreiid  en  pjnlienlier  eelle  des  |)(>lyji;ones  i-loUcs. 

Dans  le  pi'énndxde,  Ke|)ler  reproche  à  Uaniiis  davoii-  eriii(pié  le  H)  ii\re  <ri']nelide, 
et  d'avoir  voulu  le  rejeler  de  la  (iéoniéirie.  Il  se  |)r'0|iose  de  le  eonipléler,  <ii  (raiiani  des 
polygones  légidiers  (|ui  ne  sont  pas  (fooniétriiiitcineiit  inseriplihles  au  cercle,  cl  en  nion- 
Iranl  ce  qui  les  dislingue  de  ceux  (pion  saii  inscrire.  Il  proniel  (récrir»'  s«ir  celle  |»arlie 
de  la  (léoniélrio  en  philosophe,  el  d'une  manière  plus  claire,  plus  aisée  cl  plus  poj)ulaire 
qu'on  ne  l'a  l'ail  jus(pi  alors. 

Ce  livre  commence  par  de  nomhreuses  délinilions,  indispensahles  pour  comj)rendre 
l'ouvrage,  mais  dont  nous  ne  rapporterons  ici  (pie  les  deux  ou  trois  suivantes. 

Les  figures  régulières  sont  celles  (|ui  ont  leurs  côlés  l'gaux  et  leurs  angles  égaux. 

On  les  dislingnc  en  deux  classes.  Les  unes  sont  primaires  et  radicales  :  ce  sont  les 
polygones  réguliers  ordinaires;  et  les  autres  sont  cloilées;  celles-ci  sont  formées  par  les 
prolongements  des  côlés  d'une  figure  radicale. 

Inscrire  une  ligure  dans  le  cercle,  c'est  délerminer,  par  une  construction  géomctriffue 
(e'esl-à-dire  au  moyen  de  la  ligne  droite  et  de  la  circonférence),  le  rapport  de  son  cùlé  au 
diamètre  du  cercle. 

Ensuite  Kepler  rappelle  plusieurs  propositions  du  10"  livre  d'Iùiclidc,  dont  il  se  servira. 
Et  il  commence,  à  la  Proposition  55,  à  traiter  des  dill'éi-cnls  polygones  réguliers.  Il  con- 
sidère d'abord  ceux  qui  sont  géométriquement  inscriplibles  au  cercle. 

On  remarque,  quant  aux  polygones  étoiles,  le  pentagone  de  seconde  espèce,  l'octogone 
et  le  décagone  de  troisième  espèce,  le  dodécagone  de  troisième  et  de  cinquième  espèce, 
les  pentédécagones  de  deuxième,  quatrième  et  septième  espèce,  et  l'étoile  de  vingt-quatre 
côtés,  de  cinquième,  septième  et  onzième  espèce. 

Passant  aux  polygones  qui  ne  peuvent  pas  être  construits  géométriquement,  il  démontre 
que  l'heptagone  ordinaire  et  ses  deux  étoiles  sont  de  ce  nombre.  Alors  il  a  recours  à  l'Ana- 
lyse, pour  lui  reprocher  bientôt  de  n'être  pas  plus  habile,  et  de  ne  rien  lui  apprendre.  Ce  pas- 
sage contient  plusieurs  aperçus  analytiques  qui  auraient  dû  préserver  l'ouvrage  de  l'oubli. 

«  On  m'objectera,  dit-il  (pag.  54),  l'art  analytique,  appelé  Algèbre  par  l'Arabe  Gebcr, 
»  et  cossa  par  les  Italiens:  car  les  côtés  des  polygones  de  toute  espèce  paraissent  pouvoir 
»   être  déterminés  par  cette  méthode. 

»  Par  exemple,  pour  l'heptagone.  Juste  Byrge,  qui  dans  ce  genre  a  imaginé  des  choses 
»   très-ingénieuses  et  même  incroyables,  procède  ainsi....  etc.  » 

Kepler  cherche,  par  des  considérations  géométriques,  l'expression  du  côté  de  l'hepta- 
gone régulier  inscrit  au  cercle,  en  fonction  du  rayon  ;  et  il  parvient  à  cette  équation  : 

7  —  I4(/  -+-  liiij  —  \vj     œquè  valent  figurœ  nihili ; 

*  Kepler  ne  dit  pas  si  cette  idée  de  polygones  étoiles  est  de  lui,  on  s'il  l'a  empruntéo  de  quelqne  ouvrage  anlé- 
rieur. 
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ou,  MiiviMil  nos  symboles  aciuols, 

7_  iix'  -1   7x*  — x«=0; 

où  T  csl  le  inpjtori  dd  cùK'  de  riicplngoiio  nu  inyon  du  cercle. 

«  La  valeur  de  la  racine  d'une  lelle  é(|nalion,  dil-il,  est  unkpie  ;  car  il  y  en  a  deux  pour 
»    le  pentagone,  irois  pour  l'Iieplagone,  (pialre  pour  le  nonagone,  el  ainsi  de  suite.  » 

Il  ajoute  (jue  (pour  llieptagone)  les  Irois  racines  sont  les  côtés  de  Irois  heptagones  diiïé- 
rents,  qu'on  |)eul  concevoir  inscrits  au  même  cercle. 

Voilà  l'interprétation  bien  nette  des  trois  racines  de  l'équation  (jui  donne  le  côté  de 
]'lie|)lagone  régulier  inscrit  au  cercle.  Voilà  la  notion  analyiitpie  qui  unil  nécessairement  la 
théorie  des  polygones  étoiles  à  celle  des  polygones  des  Anciens. 

Kepler  expriuK'  encore,  plus  loin,  ce  même  principe  en  des  termes  remarquables;  car, 
en  avouant  les  dilïicullés  (|ue  fait  naître  la  fécondité  même  de  l'.Analyse,  il  reconnaît  tout 
ce  que  cette  méthode  a  ilc  beau. 

«  Jusqu'ici,  dit-il,  le  côté  d'un  polygone,  et  celui  d'une  étoile  du  même  nom,  avaient 
»  eu  chacun  une  description  propre  et  sûre.  Dans  l'Analyse  algébrique,  ce  qu'il  y  a  surtout 
»  d'admirable  ((pioitpie  ce  soit  là  précisément  ce  (pii  embarrasse  le  géomètre),  c'est  que 
»  la  chose  demandée  ne  peut  pas  être  donnée  d'une  seule  manière.  Mais,  encore  bien 
»  que  ce  ne  soit  pas  démontré  généralement,  poursuivons  ce  que  nous  avons  commencé 
»  plus  haut,  qu'il  y  a  autant  de  nombres  qui  satisfont  à  l'équation,  qu'il  se  trouve,  dans 
»  la  figm-e,  des  cordes  ou  des  diagonales  de  longueurs  diiïérentes  ;  comme,  dans  le  pen- 
»  lagone,  deux  ;  dans  l'heptagone,  Irois  ;  dont  un  pour  le  côté,  et  les  autres  pour  les  dia- 
»  gonales.  C'est  pounpioi,  enfin,  tout  ce  qui  est  énoncé  du  rapport  du  côté  de  la  figure 
»   au  diamètre,  est  commun  aux  rapports  de  toutes  ses  autres  lignes  au  même  diamètre.  » 

Kepler  reproduit  ces  mêmes  considérations  dans  la  proposition  suivante,  où  il  démontre 
que  la  division  d'un  arc  en  trois,  cinq,  sept,  etc.  parties,  n'est  pas  possible  géométri- 
quement. «  Plusieurs  lignes,  dit-il,  répondent  à  la  question,  et  d'une  j)ropriété  com- 
»  munc  à  plusieurs  choses  on  ne  peut  rien  conclure  de  spécial  et  de  particulier  à  l'une 
»   d'elles.  '  » 

Le  second  livre,  intitulé  :  De  fifjurarum  rerjidarium  cotKjruentiâ,  traite  encore  des  po- 
lygones réguliers,  puis  des  polyèdres.  Kepler  passe  en  revue  les  difiercntes  manières 
(rassemblei-  des  polvgoncs,  soit  de  même  espèce,  soit  d'espèces  difTérentcs,  pour  remplir 
exactemeni  une  surface  plane,  et  pour  former  des  polyèdres  réguliers. 

'  Au  milieu  do  ces  considérations  malhénialiques.  si  justes  et  si  profondes,  on  trouve  quelques  réflexions  qui 
annonceni  l'usage  l>i/,ane  el  cliiniérique  que  veut  fairc.de  ses  savantes  spéculations  sur  les  poly«ones,  le  génie 
de  Kepler,  dominé  par  les  idées  pylliagoriciennes  el  platoniciennes  sur  les  propriétés  cosmographiques  des 
nombres  :  tel  est  ce  passage  qui  termine  la  Proposition  io'  :  «  Il  est  donc  prouvé  que  les  côtés  de  ces 
»  figures  doivent  rester  inconnus,  ei  sont  de  leur  nature  introuval)les.  Et  il  n'y  a  rien  d'étonnant  en  ceci,  que 
»  ce  qui  ne  peut  se  rencontrer  dans  l'Archétype  du  monde,  ne  puisse  être  exprimé  dans  la  conformation 
»  de  ses  parties.  " 

Ce  sont  de  pareilles  idées  (lui  ont  conduit  Kepler  à  l'une  des  plus  grandes  découvertes  que  l'on  ail  jamais  faites! 


^()T^:s.  4h:> 

Le  livi'«'  .1,  /)('  tnfii  prnixirtioninii  lidniioniairtiin  ,  ilrqiic  unturn  et  (tifftrentiis  trrnin 
ad  ctintuni  itcrlincntiiiin  ,  (|iii  ne  liiiilc  t|(ic  de  riiiirmoiiic  mu.si(;iilc ,  rsl  rlninj^rr  à  Iti 
(ii'oiiirliic  cl  Ji  rAsiroiKtiuic. 

Diiiis  l(>  livre  i,  (|iii  a  pour  lilro  :  l>o  r<in/i(/Hr(ilioiuhns  linnnonin's  ladioruin  sidv- 
ruliuni  in  Tcrrà,  ('(irin)i(iiic  c/fcilH  in  ciciKlis  iMcIvoris ,  nliis(inv.  Muliirdiihus ,  Kepler 
(iiit.  iis!i};('  (les  p(»ly};()nes  éloilés  ei de  la  valeur  de  leurs  angles,  aux(|ue|s  il  eoiupar»!  les 
(•()n/i(/iir(i(ions,  ou  dislanees  aiij^ulaiics  des  plaiièles  :  ces  anj^les  eorrespondeiil  à  d(;s  eir- 
eonslanees  ci  à  des  pliénouièiies  suhiuiiaires  (|ui  diiïèrenl  suivant  (pTils  apparlieiuieiit  à 
tels  ou  tels  polyjîoiies.  I^es  conlif/uralioiis  c/fiiaccs ,  celles  (|ui  sont  propres  à  stimuler  la 
nnluie  suhlunaire  et  les  qualités  intérieures  de  l'ànie,  sont  exprimées  [)ar  les  angles  des 
polyfçones  inseripiibles  géométricpiement.  On  y  trouve  le  carré,  le  lrian^;le,  le  pentagone 
de  seconde  espèce,  Iheplagone  de  troisième  espèce,  le  décagone  de  iroisiènK^  espèce,  et  le 
dodécagone  de  cini|uiènie  espèce. 

Le  îi"  livre  a  pour  litre  :  De  harmonià  perfeclissinià  motuum  cwleslùnn,  ortiKiue  ex 
iisdeni  Exceniriritotum,  semidiametrorumque  et  Temporum  periodicorum.  Kepler  y  com- 
pare les  cin(|  corps  réguliers  aux  rapports  harmonicpies,  et  cherche  a  y  découvrir  des 
analogies  avec  les  mouvements  des  planètes.  C'est  dans  ce  5°  livre,  comme  rin(li(|uc  le 
titre,  rpie  se  trouve  sa  magnilicpie  loi  du  rapport  coistant  des  carrés  des  temps  des  révo- 
lutions des  planètes  <iux  cubes  de  leurs  distances  au,  Soleil  '. 

On  voit,  par  l'analyse  que  nous  venons  de  donner  de  l'ouvrage  de  Kepler,  (|ue  la  doctrine 
des  polygones  éloilés  y  joue  un  rôle  important  et  nouveau  sous  le  rapport  analytique. 
Cependant  nous  ne  saurions  en  trouver  depuis  aucune  trace,  {|uoiqu'elle  eût  dû  se  pré- 
senter dans  la  théorie  des  sections  angulaires,  qui  a  occupé  souvent  les  géomètres  .Wallis 
particulièrement,  qui,  un  demi-siècle  seulement  après  Kepler,  a  écrit  l'histoire  de  l'Algèhrc 
et  un  Traité  des  Sections  angulaires,  n'aurait  pas  dû  la  passer  sous  silence.  Ce  Géomètre  a 
bien  vu  que  la  seconde  racine  de  l'équation  du  second  degré  par  lacjuelle  on  détermine 


'  On  revient  toujours,  avec  une  sensibilité  mêlée  de  vénération,  sur  les  termes  mêmes  clonl  Kepler  se  sert  pour 
annoncer  sa  grande  découverlejils  expriment  tout  son  bonheur,  et  toute  l'importance  qu'il  a  mise  à  pénétrer  ce 
secret  si  caché  : 

"  Après  avoir  trouvé  les  vraies  dimensions  des  orbites  par  les  observations  de   Brahé  et  par  l'elTorl  continu 

»  d'un  long  travail,  entin,  dit-il,  enlln  ,j"ai  découvert  la  proportion  des  temps  périodiques  à  l'étendue  de  ces 

»  orbites  ; 

Sera  quidem  respexit  inerletn  , 

Respexil  tamen ,  el  lojigo  posl  tempore  venit  ; 

>'  El  si  vous  voulez  en  savoir  la  date  précise,  c'est  le  8  de  mars  de  cette  année  IfilS,  que  d'abord  conçue  dans 
»  mon  esprit,  puis  essayée  maladroilemenl  par  des  calculs,  partant  rejelée  comme  fausse,  puis  reproduite  le 
')  15  de  mai  avec  une  nouvelle  énergie,  elle  a  surmonté  les  ténèbres  do  mon  intelligence  :  mais  si  pleinement 
»  confirmée  par  nion  travail  de  dix-sept  ans  sur  les  observations  de  Bralié,  el  par  mes  propres  médita- 
')  lions  parfaitement  concordantes,  que  je  croyais  d'abord  rêver  et  faire  quelque  pétition  de  principe  : 
■)  mais  plus  de  doutes;  c'est  une  proposition  très-certaine  et  très-exacte,  que  le  rapport  entre  les  temps 
»  périodiques  de  deux  planètes  est  précisément  sesqui-altàre  du  rapport  des  moyennes  distances.  »  (Livre  5. 
pag.  189.) 
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le  côté  du  penisiiîoiic  rcKiilier  inscril  au  cercle,  eu  dotiruiil  lu  diajçorKilc  •  ;  mais  celle 
iiilerpréliiliou  ji;éoniélii(|ue  de  la  racine  éuangère  ne  sulTi>aii  pas;  il  fallail  la  rapprocher 
de  renoncé  nicinc  de  l;i  (|ii(sli()n,  poui-  y  voii-  non  pas  seuleinj-ni  une  diagonale,  mais  le 
côté  (l'un  second  pentar/onc.  Celle  idée,  ({ui  nous  parait  si  simple  aiijonrd'liiii,  et  (pn' 
conipléic  la  solution  analMi(pie  de  la  question,  a  échappé  à  Hernoidli,  à  |-]uler,  à  Laj^range, 
el  n'esl  venue  tpie  de  nos  jours  à  l'espril  diui  géomètre. 

[.a  doctrine  des  polygones  égrédienls,  de  Bradwardin,  a  été  vivcrn(Mit  cond)alluc  par  un 
auteur  du  W'Ih' siècle,  Jean  Broscius,  dans  un  ouvrage  intitulé  :  A]Jolo(/i(t  pro  Aristotclc 
et  Eiiclide  contra  P.  Rnunoii  et  nlios.  Dantisci,  lO'ii,  in-Zi-''.  Klle  navail  rien  à  redouter 
d'aucune  atta(|ue  (pii  n'aurait  dû  servir  même  (pi'à  la  propager,  cl  à  en  répandre  la  con- 
naissance. Cependant,  |)ar  un  hasard  singulier,  cet  oiivrag<'  de  Broscius  esl  peut-élre  le 
dernier  fpii  ail  traité  de  ces  polygones,  (pii  de|»uis  sotjt  tondiés  enlièrcmenl  dans  l'ouhli, 
el  qui  n'ont  même  réveillé  aucun  souvenir,  au  commencemenl  de  ce  siècle,  quand 
M.  Poinsot  les  a  créés  el  remis  sur  la  scène. 

Voici  ce  que  contient  l'ouvrage  de  Broscius  sur  ces  polygones. 

D'abord  il  reprend  forlcmenl  Ramus  pour  s'èlre  servi  du  pentagone  étoile,  comme 
exemple  d'une  figure,  autre  que  le  triangle,  où  la  somme  des  angles  élait  égale  à  deux 
droils.  «  Ce  qui  prouve,  dit-il,  l'ignorance  de  Ramus  eu  Géométrie.  Car  celle  figure  esl 
»  un  décagone  qui  a  cinq  angles  rentrants  et  cinq  angles  saillants,  et  la  somme  de  ces 
»    aneles  esl  égale  à  seizx'  droits.  » 

Broscius  cite  l'ouvrage  de  Bradwardin,  el  prouve  qu'on  peul  former  une  infinité  de 
figures  dites  à  angles  égrédienls,  de  sept,  neuf,  onze,  etc.,  côtés,  dans  lesquelles,  comme 
dans  celle  de  Ramus,  la  somme  des  angles  soit  égale  à  deux  droits.  Bradwardin  n'avait  fait 
que  soupçonner  celte  belle  proposition,  sans  la  démontrer;  et  Charles  de  Bouvelles  ne 
l'avait  appliquée  qu'à  l'heptagone  égrédicnt  de  troisième  espèce.  Broscius  va  plus  loin;  il 
considère  les  figures  de  différentes  espèces  pour  un  même  nombre  de  côtés,  et  donne  la 
somme  de  leurs  angles. 

Il  trouve  qu'il  y  a  trois  espèces  d'heptagones,  y  compris  Iheptagone  ordinaire,  dans  les- 
quels la  somme  des  angles  esl  10,  6  et  2  droits; 

Trois  espèces  d'octogones,  dans  lesquels  la  somme  des  angles  esl  12,  8,  4  droits; 

Six  espèces  de  figures  à  quatorze  angles  égi'édients  (y  compris  le  polygone  ordinaire 
de  quatorze  côtés),  dans  lesquelles  la  somme  des  angles  est  égale  à  24,  20,  16,  12,  8  el 
4  droits; 

Sept  espèces  de  figures  à  quinze  angles  égrédienls,  dans  lesquelles  la  somme  des  angles 
est  égale  à  26,  22,  18,  14,  10,  6  el  2  droils. 

Ces  résultais  s'accordent  avec  la  loi  trouvée  par  M.  Poinsot,  d'après  laquelle  la  somme 

'  Celle  remarque  avait  déjà  élé  faite  probaiilement,  un  siècle  el  demi  auparavanl,  par  SiiTel;  car  on  Irouve, 
dans  son  Ali;i'l)re,  les  expressions  du  côlé  el  de  la  diagonale  du  pentagone  régulier,  en  fonction  du  rayon  du  cercle 
circonscrit  {voir  son  Arilhmelica  intégra,  fol.  tTH  v").  Rn  su|»|)0sanl  qu'il  n'ait  ])()inl  obtenu  ces  expressions 
par  la  résolution  de  l'équation  du  second  degié,  leur  forme  a  dû  lui  montrer  que  les  carres  faits  sur  ces  lignes 
sont  les  racines  d'une  semblable  équation;  car  ce  géomètre,  très-habilr  algébrislc  pour  son  temps,  élait  fort 
exercé  dans  la  résolution  des  équations  du  second  degré. 
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(1rs  nii};l('s  <lo  l'IiiMUU-  polygniu'  i'slS-~*i(in  —"îli),  m  ('Inril  le  iiornliif  de  côK's  du  jioly- 
goiH",  «'1  //  celui  (|tii  iiiiii(|ii('  I V.s/jHv ,  on  Vontrr  de  ('«'Ile  lij^iirc. 

Le  point  de  vue  sons  lc(|n(>l  hrosrins  considri'c  ces  iionvcllcs  ligtnrs ,  m  1rs  rc^.-n'd.'ini 
connue  des  poly}fon(>s  ii  ;ni^les  sttillanfs  el  rvnlnints  nl(erniili\enieril ,  ei  doiil  les  cAiés  ne 
se  e()n|>enl  piis,  le  eondnil  ;i  un  njodc  de  eonslinetion  nonveiin  de  ces  li^^nres,  ei  ii  une  pio- 
priéli^  cniienso  (risopêiiniéirie. 

Prenons  pour  exemple  nn  iiephij^one  réf^idier  ordiiiîiire,  el  niincpions  les  poinis  inilienx 
de  ses  sept  eôJés.  Qu'iuiloni'  de  lu  droile  (pii  joindra  deux  poinis  niilienx  eonséenlils,  on 
lasso  tourner  le  pelil  lri;Mi}j;le  (pie  celle  droile  rciranehe  (\v  l'Iicpla'^one,  el  (|ue  ce  Irianj^hî 
s'appli(|ue  enlièrenienl  sur  la  sui  lace  de  la  lijj;iire.  Qu'on  fasse  loiUMier  sendilahlenieni, 
autour  de  eliaeune  d(>s  six  anires  droites  joij^nanl  deux  poinîs  niilienx  conséeniiCs,  le  pciit 
triangle  (ju  elle  relraneliail  de  riiepiagoiie;  tous  ces  petits  triangles  formeront,  dans  leurs 
nouvelles  |)osiiions,  un  nouveau  polygone  de  <pialorzc  côtes,  à  angles  saillanis  et  rentrants 
alternativement. 

Ce  nouveau  })olygone  de  quatorze  côtés  a  évidemruenl  le  même  |)érimètre  (jne  l'jiepta- 
gone  |)roposé. 

Maintenant,  qu'autour  de  elia(pie  droile  qui  joint  deux  sommets  d'angles  rentrants  eon- 
sccutifs,  on  fasse  tomiier  le  petit  triangle  que  celte  droite  retranche  du  polygone,  on  for- 
mera de  celle  manière  un  troisième  polygone  de  quatorze  côtés,  ayant  encore  ses  angles 
alternativement  saillants  et  rentrants;  et  ce  nouveau  polygone  aura  évidemment  son  péri- 
mètre égal  à  celui  du  second;  et,  par  conséquent,  égal  à  celui  du  premier. 

Les  surHices  de  ces  trois  polygones  sont  extièmenient  différentes  entre  elles;  puisque 
le  second  est  placé  dans  rintérieur  du  premier,  et  le  troisième  dans  l'intérieur  du  second. 

Maintenant,  on  reconnaît  aisément  que  le  second  polygone  n'est  autre  que  l'heptagone 
de  seconde  espèce,  dans  lequel  les  portions  de  ses  côtés,  comprises  dans  son  intérieur, 
auraient  été  efl'acées;  et  que,  pareillement,  le  troisième  polygone  n'est  autre  que  l'hepta- 
gone de  Iroisième  espèce,  dont  les  parties  de  ses  côtés,  comprises  dans  son  intérieur, 
auraient  aussi  été  effacées. 

Voici  donc  une  nouvelle  manière  de  former  les  polygones  égrédients,  en  les  faisant 
dériver  les  uns  des  autres.  Cette  méthode  méritait  d'être  remarquée,  surtout  à  cause  de 
cette  circonstance  singulière,  que  tous  les  polygones  déduits  ainsi  d'iui  premier,  quel  qu'il 
soit,  ont  toujours  le  môme  périmètre. 

Nous  ne  trouvons  pas  d'autre  ouvrage  où  l'on  ait  parlé  des  polygones  égrédients,  jus- 
qu'au commencement  de  ce  siècle,  où  cette  théorie  a  reparu  toute  nouvelle,  sans  que  son 
célèbre  auteur,  et  les  géomètres  qui  l'ont  admirée,  se  soient  doutés  du  rôle  qu'elle  avait 
déjà  joué  pendant  quatre  siècles. 


GEOiMETRIE  DES  ARABES. 

Depuis  le  VIII"  siècle  jusqu'au  XIII%  l'Europe  demeura  plongée  dans  une  ignorance 
profonde.  L'amour  el  la  culture  des  sciences  furent  concentrés,  pendant  ce  long  intervalle, 
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chez  un  soûl  |)eu|)l<',  Ic^  Ar;il)es  de  H;tt:(|;i(|  ci  de  (loidouc.  (>'e.sl  à  eux  (|iic  nous  ;ivons 
dû  la  conniiissanco  des  ouvrages  grecs  (ju'ils  avoienl  lr;i(luii'>  pour  leur  usage,  et  qu'ils 
nous  ont  tnuismis,  longtemps  avant  (pi'ils  nous  parvinssent  dans  leur  langue  originale. 
Jus(|u'ii  ces  derniers  temps,  on  a  pensé  que  celait  là  la  seule  ohliiration  que  nous  eus- 
sions aux  Arabes;  et  l'on  a  négligé  de  rcclierclier  et  d  étudier  leurs  propres  ouvrages, 
pensant  que  Ton  n'y  devait  trouver  rien  d'original,  ni  d'étranger  aux  doctrines  et  à  l'éru- 
dition grecques.  (î'est  une  erreur  sur  la(pielle  on  revient  aujoiird'liui,  surtout  depuis 
que  Ion  connaît  les  ouvrages  hindous,  et  (|u'on  sait  que  les  Arabes  \  ont  puisé  les 
principes  du  calcul  algébrique,  (|ui  les  distingue  essentiellement  des  ouvrages  grecs. 
Mais  il  y  a  trop  peu  de  temps  que  celte  erreur  est  détruite,  et  les  ouvrages  arabes  nous 
sont  encore  inconnus.  Un  assez  grand  nombre  existent  depuis  plusieurs  siècles  en 
Europe,  In  plupart  dans  leur  langue  originale  et  quelques-uns  en  latin,  ayant  été  traduits 
dans  le  XH'  et  le  XIU*"  siècle.  Faisons  des  vœux  pour  que  leur  iiTiportance  soit  appréciée 
et  pour  qu'ils  ne  tardent  pas  à  sortir  des  bibliothèques  où  ils  sont  restés  enfouis  :  alors 
seulement  on  pourra  songer  à  une  véritable  histoire  scientifique  des  Arabes.  Pour  le 
momeni,  il  n'est  possible  de  réunir  que  quelques  faits  principaux  et  quelques  données 
éparses,  qui  ne  permettraient  pas  déjuger,  avec  confiance,  de  la  part  que  cette  grande  et 
illustre  nation  a  prise  dans  l'œuvre  de  la  propagation  et  du  perfectionnement  des  sciences 
mathématiques,  et  où  n'apparaîtrait  pas  dans  un  jour  suffisant  le  caractère  que  ces  sciences 
ont  reçu  du  mélange  des  éléments  grecs  et  hindous  qui  les  ont  constituées.  .Mais  ce  carac- 
tère se  montre  dans  les  ouvrages  des  Eiu-opéens  au  XV''  siècle,  ouvrages  imités  de  ceux 
des  Arabes;  et  c'est  là  pour  le  moment  que  nous  pourrons  l'étudier  et  le  reconnaître  avec 
évidence. 

Le  goût  et  l'ardeur  des  Arabes  pour  les  sciences  se  développèrent  rapidement  au 
\  III"  siècle,  où  commença  le  règne  des  Abbassidcs.  Ces  princes,  nobles  imitateurs  des 
Ptolémées  d'Egypte,  firent  de  Bagdad  le  centre  de  tous  les  talents  du  monde  *.  Ils  recueil- 
lirent avec  activité  toutes  les  lumières  qu'ils  purent  trouver  chez  les  nations  que  les  suc- 
cesseurs du  Prophète  et  les  Ommiadcs  avaient  subjuguées.  Les  Arabes  s'approprièrent 
ainsi  des  sciences  toutes  faites  '^,  dont  ils  devinrent  les  seuls  dépositaires,  quand,  par  suite 
d'une  fatalité  attachée  à  l'espèce  humaine,  elles  déclinaient  et  se  perdaient  chez  les  peu- 
ples qui  les  avaient  créées  et  perfectionnées  pendant  des  siècles.  Les  Grecs  surtout,  et  les 
Hindous  ^,  furent  tributaires  dans  ce  contingent  scientifique.  Telle  est  l'origine  des  sciences, 
de  la  Géométrie  particulièrement,  chez  les  Arabes. 

Les  Eléments  d'Euclide  paraissent  être  le  premier  ouvrage  qu'ils  traduisirent,  sous  le 

'  Libri,  Histoire  des  sciences  mathématiques  en  Italie,  lom.  l'"",  pag.  117. 

'  -  On  ne  peut  point  douter  que  les  Arabes  n'aient  eu  de()uis  la  foudalion  du  Khaliful  et  rétablissement  de  leur 
empire  ,  une  grande  estime  pour  les  arts  et  pour  les  sciences,  puisqu'ils  oui  traduit  en  leur  langue  tous  les  meil- 
leurs livres  grecs,  hébreux,  chaldéens  el  indiens.  »  (D'Herbelol,  Bibl.  orientale,  au  mol  £/ni  [science]). 

•"'  On  lit ,  dans  la  Bibl.  orientale  de  D'Herbelot.au  mol  ketab  (qui  signifie  Traite},  les  titres  d'un  grand  nombre 
d'ouvrages  que  les  Arabes  avaient  traduits  ou  imités  des  ouvrages  indiens .  sur  toutes  les  parties  des  sciences 
niathénialiciues  et  philosophiques. 
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irgnr  «rAlmaiisor,  (l.iMs  le  \'III"  sirclc,  Hicrilùl  iipirs  on  dm,  im\  (•nc{)nni(,'r'm<'iils  ccl.iiirs 
(In  ciilirc  M  Mmiuoimi  ((|iii  ('oniiiiciic:!  :'i  rc^^nicr  l'i  lt:i^(l:i)l,  en  l'iiti  Kll),  la  coniiiii^saricc  îles 
t»iiviaj<«'s  (rAicliiiiU'ilc,  irApolloniiis  ,  (rily|)sic|c,(|c  Mc'rH'Ians,  de  Tlii'odosr',  cl  dt- 1  Aliiia- 
jçcslc  de  IMoIcMiu'c. 

Dos  lors  l(s  projiirs  des  Arahcs  dans  les  sciences  rincnl  lapidcs,  cl  le  l\"  siècle  <-oni|)ia 
des  (Jéonièlres  habiles  cl  d'nn  savoir  Irès-éiendn. 

Trois  iVèics,  iMoliannned ,  llaniel  cl  llascn,  lils  de  Musa  hen  Scliaker,  Inrcnl  cj-lèhrcs, 
par  les  liiulnclions  ([u'ils  donnèrenl  de  divers  ouvrages  grecs  cl  hindous,  cl  par  leurs 
projtres  écrils  sni-  loules  les  parties  des  sciences  jnalhéinaii(pics,  doni  plusieurs  \unis 
sonl  parvenus.  Des  Tahles  asironomiipies,  tpie  Mohannned  hen  Musa  avait  dressées  rfo/<.s 
le  si/stèinc  indien,  iVnrnl  longlenips  célèhies  dans  l'Orient.  Mais  un  ouvrage  hcaucoup 
plus  précieux  et  plus  iinj)orlanl  à  nos  yeux,  est  son  Traité  (l\H(/i>hrc ,  le  plus  ancien  (pii 
lui  connu  jus((u'à  ees  dernicM's  lenips,  où  ceux  des  Hindous  nous  sonl  parvenus.  C'est 
dans  cet  ouvrage  qu(>  nous  avons  puisé  nos  premières  connaissances  algéhiicpies,  d'ahord 
|>ar  reniremise  de  Léonard  de  Pise,  <|ui  avait  été  s'instruire  en  Arabie,  ensuile  en 
l'ayant  nous-mêmes  à  notre  disposition,  et  en  le  traduisant  au  XIII'"  siècle.  De  là,  on  a 
regardé  Mohammed  hen  Musa  comme  l'invenleur  de  l'Algèbre  ',  et  son  nom  est  resté,  à 
juste  litre,  en  grande  réputation  chez  les  Géomètres  européens.  Cependant  son  ouvrage, 

'  Cardan  dit,  au  eomnioiicomeiit  do  son  .1rs  maynn  :  llœc  ars  olim  à  Mahomele,  Mosia  Arabis  filio,  initium 
stimpsit.  Etcuim  Intjus  rei  loctiples  tcslis  Lconardtis  Pisanus. 

11  répète  la  même  chose  dans  son  Trailé  De  subtililute  (liv.  16),  oii  il  place  Mohammed  ben  Musa  après 
Archylas,  et  le  neuvième  parmi  les  douze  plus  grands  génies  de  la  Terre.  Huic  Mahomelus  Moisis  filius  Arabs, 
Algchraticœ  ut  Ha  dicain  artis  inreiitor,  succcdit.  Oh  id  inventum  ab  arli.s  tiomine  cogiioinen  adeptus  est. 

Tartalea  aUribue  aussi,  à  Mohammed  ben  Musa,  l'invention  de  l'Algèbre,  ciu'il  appelle,  dans  le  litre  delà 
1 1""  partie  du  Traité  général  des  nombres  cl  des  mesures  :  Anlica  pratica  specuintiva  del  arle  magna,  detta  in 
Arabo  Algebra  et  Almucabala ,  over  regola  delta  casa ,  Irovata  da  Maumeth,  figlio  de  Moise  arabo,  la  qiiale  se 
pito  dire  ta  perfelta  arte  dcl  calculare,  etc. 

On  avait  attribue  d"abord  l'invention  de  l'Algèbre  à  Geber,  autre  Géomètre  arabe.  Ainsi ,  Stifel,  célèbre  algé- 
briste  allemand,  contemporain  de  Cardan,  écrit  au  professeur  .Milichius  :  Tuo  quoque  consilio  usas ,  Algebram 
(qitam  persuasisti  bonis  rationibus  à  Gebro  astronomo ,  autore  ejus,  ita  esse  nuncupalam)  multis  exempUs 
illuslratam  scripsi  (Arithmetica  intégra,  pag.  ±2i}  \");  et  appelle  souvent  l'Algèbre.  Régula  Gebri.  Cette  opinion 
était  encore  partagée  au  XVlb'  siècle  (cuir  Kepler,  Uarnwnices  Mundï,  lil).  I,  prop.  io);  mais  comme 
elle  n'avait  pas  d'autre  fondement  (jue  la  ressemblance  des  mois,  elle  n'a  pu  se  soutenir,  surtout  quand  on  a 
connu  la  vraie  étymologie  du  mot  Algèbre,  qui  provient  de  la  double  dénomination  Algebr  v  Almocabelah , 
dont  se  servent  toujours  les  Arabes,  et  qui  signilie  opposition  et  comparaison.  Celle  dénomination,  que  nous 
avons  remplacée  par  le  seul  mol  Algèbre,  se  rapporte  assez  bien  aux  équations,  dont  le  mécanisme  est  le  fonde- 
ment de  toute  la  science. 

D'autres  écrivains,  à  la  tèle  desquels  on  trouve  Regiomoiilanus  et  Scheubel.  avaient  regardé  Diophanle  comme 
le  premier  inventeur  de  l'Algèbre,  et  celle  ophiion  a  prévalu  generalenioiit;  parce  qu'en  ellel ,  Diophanle  avait 
une  grande  antériorité  sur  les  Arabes.  Mais  aujourd'hui  la  (pie.stion  de  priorité  est  entre  les  Grecs  et  les  Hindous. 
Brahmegupta  est  postérieur  de  deux  siècles  à  Diophanle,  mais  la  perfection  de  son  ouvrage  annonce  certaine- 
ment que  r.Mgèbre  avait  déjà  une  existence  très-ancienne  dans  l'Inde. 

Car,  ainsi  <iue  le  dit  Peletier  dans  son  Algèbre,  e'esl  là  une  de  ces  choses  qui,  loin  de  devoir  leur  invention  à 
un  seul  auteur,  n'ont  pris  règle,  forme  et  ordre  qu'après  un  long  temps  de  circuilions,  d'intermissions  et  de 
continuelles  exercitations  d'esprit. 
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aii(|U('l,  ne  IVit-cc  (|iic  |tiii-  iccoimaissaiicc,  éiiiiciii  si  h'^iiirnciiu'iil  dus  les  lioiirieiirs  d« 
rimprcssioii,  csl  resK'  inîiiins«;rii,  cl  (Icpiiis  irois  siècles  dans  l'oubli,  (|u:ui(l  |)our  la 
prciiiiôre  fois,  eu  I8ôl,  .M.  Iloscri  la  |)ul)li(''  eu  arabe  el  eu  auglais.  >I.  I.ibri  vient  aussi 
de  rej)i()(luiie,  dans  le  juemiei-  volume  de  son  Histoire  des  sciences  en  Italie,  l'une  des 
tiaduelious  latines  que  l'on  couscrvail  à  la  Hil)lioll)è(|ue  royale.  Celle-ci  n'est  pas  aussi 
complète  (pie  le  manuscrit  dont  s'est  servi  M.Hosen.  i^a  partie  fièomèlrique, entre  autres, 
ne  s'y  trouve  pas. 

On  sait  que  .'Moliamnied  ben  Musa  avait  tiré  des  Indiens  une  partie  de  ses  connais- 
sances matlièmatiques  '.  Mous  d(;vons  penser  (jue  c'est  d'eux  qu'il  reçut  l'Algèbre.  Son 
ouvrage  j)résente  des  points  de  ressemblance  certains  avec  les  leurs,  el  nullement  avec 
celui  de  Diopbante.  ÎMoliannned  y  fait  usage,  comme  les  Indiens,  de  considérations 
géométriques,  pour  mettre  dans  tout  son  jour  la  certitude  des  opérations  de  l'Algèbre;  on 
dislingue  surtout  la  manière  dont  il  démontre,  par  cette  métbode,  les  règles  pour  la 
)'ésolution  de  ré(|ualion  du  second  degré,  dont  il  considère  trois  cas  ^.  L'ouvrage  contient 

'  Casiri,  Dibliotlieca  Arabico-Hispana^  pag.  427-428.  —  Colebrooke,  Drahmeyupla  and  BItascara  Algehra; 
Dissertalion,  pag.  lxxii.  —  F.  Rosen,  Alychra  of  Moltainmecl  beti  Musa.  Préface,  pag.  viii. 

^  Ces  ti'ois  cas.  (Joui  i'aiitcui'  ne  doniip  (jue  des  exein|)les  miméiiques.  sont  ixpriniés  |)ar  les  trois  équations 
litlérales  : 

ax*  -4-  ftJT  —  c  =  0, 
a^*  —  bx  —  c  =  0, 
ax*  —  /^.r  -+-  f  =:  0 . 

1-0  (|uaUiéme  cas  que  peut  présenter  l'équation  générale  du  second  degré  est 

ax^  -»-  ^x  -t-  f  =  0 , 

où  tous  les  ternies  sont  positifs.  Moliainmed  n'en  parle  pas,  parce  que  les  racines,  dans  ce  cas,  sont  toujours 
négatives. 

Dans  les  autres  équations  il  ne  prend  que  les  racines  posilive.s,  et  laisse  de  côté,  comme  insignlHanles,  les 
racines  négatives. 

Dans  la  troisième,  ax^  —  bx-i-c  =  0,  oii  les  deux  racines 
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x=  —  zt  —  ^b^  —4ac 
2a        2a 

sont  positives  (supposé  qu'elles  soient  réelles),  Mohammed  dit  qu'on  les  calcule  l'une  el  l'autre,  mais  que,  dans 
chaque  cas,  il  l'aul  s'assurer  qu'elles  répondent  à  la  question.  On  essaie  d'abord  la  première,  qui  provient  du  signe 
plun;  et  si  elle  ne  convient  pas.  la  seconde,  (jui  provient  du  signe  moins,  conviendra  certainemenl.  (Wtien  you 
meel  loilli  un  instance  tchich  refers  you  la  lltis  case,  Iry  ils  solution  by  addition,  and  if  tlial  do  not  serve,  ttien 
stibtraction  cerlainly  will,  page  11.) 

Les  Indiens  admettaient  aussi  les  deux  racines  .  dans  les  cas  oii  elles  convenaient  toutes  deux  {fUja-Ganita, 
§§  150,  159),  et  en  rejetaient  une,  comme  absurde,  dans  d'autres  cas  (ibid.,  §§  140,  141).  Par  exemple 
dans  cette  question:  L'ombre  d'un  gnomon  qui  a  12  doigts  de  hauteur,  étant  diminuée  du  tiers  de  Tliypo- 
ténuse,  devient  /4  doigts  :  quelle  est  l'ombre?  On  est  conduit,  pour  déterminer  l'ombre,  à  une  équation  du 
second  degré ,  dont  les  d-.-ux  racines  sont  positives  et  égales  à  ^  el  à  9.  La  première  convient  paice  qu'étant  plus 
grande  que  14,  elle  peut,  étant  diminuée  du  tiers  de  l'hypoténuse,  devenir  égale  à  14;  mais  la  seconde,  étant 
plus  petite  que  14,  doil  être  rejetée,  dit  Dhascara,  à  cause  de  son  absurdité  (by  reason  of  ils  incon^^-uity). 

Lucas  di  Horgo  suii  en  tout  point  Mohammed   ben  Musa:  il  considère  trois  cas  aussi:  il  donne  la  solu- 


aussi,  coniiiic  eciix   des   liulinis,   iirir  piiitic   m''oiiM'li'i((iic   sm-  hi  mcsiii»'  ^\t•^   Mirfiiccs. 

On  V  rtiiijiitiiic  les  Mois  <'\|»icssi(iiis  "'  \  \[)  cl  [-.'J^tlii  iiiniMiri  ;i|i|iI(icIm''  (h-  l:i  cii- 
(•oiilV'ri'iice  lin  (liinnrlic,  «pii,  connnc  nous  l';i\ons  dit,  ont  vW'  cninincs  «les  Indirris  ';  «i 
les  (n)is  Momlucs  15,  li  cl  !;>  |>iis  [xinr  les  côii's  d'un  liiinij^lc,  «jnr  nous  jivnns  irouvés 
aussi  dans  les  (XiM-ai^cs  de  liialnncf^npla  cl  de  Hliascai'a. 

l/ouvra^c  d<'  Moliainincd  csl  l)caucou|i  moins  cicndii  (|nc  ccu\-<m  ;  il  ne  Irailc  |);c> 
connue  eux  dos  ê(|ualions  itidctcriniiK'cs  du  second  ni  dn  |»rcinicr  dej^ré.  Nous  en  irou- 
Nons  la  raison  dans  la  |trérace  de  l'anlcnr,  <|ni  non>  a()|ii'cii(l  (|n"il  a  composé  ee  Traili'  suc- 
eiiui,  à  la  demande  du  ealil'e  AI  M;nnonn,  |(our  l'acililer  inic  luiilr  d'opéralions  (pii  se 
|»iTseiUenl.  dans  le  commeree  des  hommes  cl  dans  les  l)es(tin>>  de  h  \ie. 

Ce  passajçc  sulïirail  pour  nous  prouver  «pie  les  Arahes  possédaieni  alors  des  ouvrajçes 
plus  olendus  cl  d'un  ordre  plus  élevé,  si  nous  ne  savions  pas  ipi'en  ellél  ils  eomiaissaionl 
les  savants  ouvrages  des  Imliens,  ei  (preux-mémes  onléeril  sur  la  résolution  des  écpialions 
du  Iroisièine  degré,  connue  nous  le  dirons  plus  loin. 

Quoi  (pTil  en  soit,  c'est  un  lait  bien  remarcpiahlc  et  digne  de  la  méditalion  des  savants 
de  riMirope,  (pi'un  traité  d'Algéhre,  rcf/anlè  coninip  éléinenfaire  au  IX' siècle  chez  les 
Arabes,  el  en  (picicpie  sorte  comme  manuel  pralicpie  à  l'usage  du  peuple,  a  été,  se[)t  cents 
ans  après,  VArs  iuar/na  des  Kuropéens,  et  la  base  el  roiigine  de  leurs  grandes  décou- 
vertes dans  les  seienees  '^. 


lion  (le  cJKicmi  ilaiiï  une  blioiilic  do  i|ii;ilic  vers  kiliiis;  |iiiis  il  lu  ju^lilii'  |iar  tirs  (•oiisidoralioiis  geoiiie- 
U'iques.  Qiiniil  au  cas  où  les  deux  racines  sonl  positives,  il  reconnail  (|u"elles  peuvent  convenir  l'une  el 
l'aulre  dans  certaines  i|ueslions,  mais  que  dans  d'autres  l'une  seulement  salislait.  (N/t7ie  luno  e  lultro  modo 
salisfa  cl  llieina.  Ma  a  le  rollc  se  hane  In  rcrihi  a  luno  modo.  A  le  voile  a  tallro.  El  perche  se  raratulo  la  radiée 
del  dilto  rémanente  de  la  mita  de  le  rose  non  sali.sfacesse  al  lliema.  E  tu  la  ditta  li  iradiee)  ayionrji  a  la  mita 
de  le  cose ,  e  harerai  el  quesito  :  et  mai  fallara  cite  a  uno  de  li  doi  modi  non  sia  satisfatio  el  quesilo,  cioe 
yiongnendola,  overo  cavandola  del  dimeccamento  de  te  cose,  etc.  (Summa  de  Arillimelica,  etc.  Distinclio  8, 
Iraclatus  5,  art.  13.) 

Ces  rapports  nianilesles,  (|ui  ont  lieu  entre  l'ouvrage  de  Mohammed  ben  Musa  el  ceux  des  ludiens,  d'une  part , 
et  celui  de  Lucas  di  Borgo.de  l'autre,  monlrent  bien  l'origine  de  l'Algèbre  des  Européens,  el  l'influence  directe 
(jue  les  ouvrages  arabes  ont  eue  sur  les  progrès  et  le  caractère  des  sciences  mathématiques  à  la  Renaissance.  Tel 
a  été  l'objet  lie  celte  Note. 

'  Il  parail  que  le  rapport  ^^=^  =  5.|.il60  est  dû  aux  Indiens,  el  qu'ils  l'avaient  trouvé  en  calculant  le 
coté  du  polygone  régulier  de  768  côtés.  Gl'  Indinni,  corne  apparisce  da  un  libro  dei  Bramini,  intitolato  Ajin- 
Akbari,  avean  trovato  con  ingeynosissimo  metodo  Geometrico,  mediante  rinscrtzione  di  un  poliyono  regolare 
di  768  lali,  clie  la  circonferenza  del  circolo  sta  al  diameiro  conte  09-27  a  1250.  (Saggio  sulla  storia  délie  ntate- 
maticlie,  opéra  del  sig.  P.  Fraxchim;  Lucca,  1821  ;  in-8».)  Th.  Simpson  est  parvenu  de  lui-même  au  rapport 
3,1416,  par  l'inscription  du  polygone  de  768  côtés;  il  a  obtenu  même  le  rapport  plus  approché  ^:^,-  Votj.  ses 
Elént.  de  Geotn.)  Sa  méthode  est  très-simple;  je  ne  sais  pour(|uoi  l'on  n'en  parle  jamais. 

*  Jusqu'ici  nous  n'avions  connu .  des  Arabes ,  que  le  Traité  d'Algèbre  de  .Mohammed  ben  Musa.  C'est  le  seul  du 
moins  dont  les  Géomètres  du  XV^  siècle,  Lucas  di  Borgo.  Cardan.  Pelelier,  Tartalea,  Sievin.  etc.,  aient  parlé. 
Mais  beaucoup  d'autres  auteurs  arabes  ont  écrit  sur  l'.VIgèbre;  on  trouve  les  noms  de  plusieurs  d'entre  eux ,  et  les 
tili-es  de  leurs  ouvrages,  dans  la  Bibliothèque  orientale  de  D'Herbelot,  au  mot  Gebr;  el  au  mot  Ketab  fpag.  966, 
2"'<-  colonne;  967.  l^col.;  édit.  in-fol.  de  1697). 

Il  exist(»un  ouvrage,  traduit  de  l'arabe  en  anglais,;!  Calcutta,  en  1S|2,  (lui  traite  de  l'Arithméti(|ue,  de  la 
Céomètrieet  de  l'Algèbre,  et  dont  je  m'étonne  cpie  l'on  ne  jiarle  pas.  (le|Miis  (pieUpies  années  «pi'on  s'occupe 
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Molijiniiiicd  iiviiii  ccril,  sur  les  iriiinjilcs  pliiiis  ou  s|)licii(|ucs,  un  Tiailc  (juori  dit  exister 
«•iiforc  sous  le  lilre  ;  De  fif/iiris  jtlanis  el  .s/i/iœn'ds. 

On  possède  ;in><>i  un  (invraj^e  de  (iéoniétric  (jn'il  n  conii»»)-!',  ixohahicnienl  en  conuuun 
avec  ses  deux  (rércs,  llaniel  el  Ilasen ,  car  il  a  |i()ur  liirc  :  Vcrha  fillorum  Moi/.si,  filii 
Srhalar,  Maliitmeti,  llmneli,  Ilasen.  Dans  cet  ouvrage;  se  iir)uve  drinonlrc»'  la  fornnde  de 
l'aire  du  Irianiile,  erj  fonelion  des  trois  eôlés;  el  l'apiiliealion  en  esl  laile  au  Iriangle  (|ui  a 
pour  ses  cùlés  les  li'ois  n()nd)res  lô,  14  el  I.'j,  eoninie  eliez  les  Indiens.  La  (h'-inonslralion 
(Si  celle  (pie  Fibonaeei  cl  Joidan  Xeinorariiis  onl  donnée  au  \III'  siècle,  el  (pu-  Lucas  di 
lioij^o  el  Tarlalea  nous  on  fail  eonnaiire.  Llle  |)arail  ap|)ai"lenir  aux  Arabes,  car  elle  esl 
(liilérenle  de  celle  de  Héron  d'Alexandrie. 

Les  Irois  fils  de  Musa  bcn  Scbaker  ontécril  beaucoup  d'aulres  ouvrages,  <lonl  on  Moiinc 
rindicalion  dans  la  Ilihiiol/ieca  Arabko-Hispana  de  Casiri  (lom.  l'^',  pajr.  418). 

Alkindus,  l'un  de  leurs  plus  célèbres  eonteniporains,  que  Cardan  niel,  comme  Mu~ 
bamnied  ben  !Musa,au  nombre  des  douze  plus  puissants  génies  du  monde  ',a  aussi  éeril 
sur  loules  les  parties  des  Malbémaliques.  Cardan  cite  avec  éloge  son  traité  De  rerjulâ  sex 
(juantiUitnm  '^.  Nous  avons  dit,  dans  la  >ole  \"1,  (piel  élail  Tobjel  de  celle  règle  des  six 
<pianlilés,  (pii  s'enècluait  par  le  calcul  ou  par  une  construction  géomélri(pie  déduite  du 
ibéorèniede  Ptolcmée. 

Alkindus  avait  écrit  sur  l'Arilbinéliquc  da  Indiens  (De  Àrilhmeticà  iudica),  cl  sur 
l'Algèbre  (De  (juantilnte  relalivâ,  scu  Alf/ebrà).  Nous  ne  citerons  pas  ses  autres  ouvrages, 
(|ui  sont  exlrèmemiMit  nombreux.  Une  partie  doit  se  trouver  encore  dans  les  bibliolbètpies 
d'Kspagne.  Plusieurs,  sans  doute,  ofl'riraient  de  rinlérèt'^. 

d'étudier  l'histoire  des  sciences  chez  les  Indiens  et  les  Arabes.  Nous  trouvons  le  litre  suivant  de  cet  ouvrage,  que 
nous  lie  connaissons  pas  encore,  dans  le  catalogue  de  la  HibliotluVinc  de  M.  Langics ,  art.  ;)o2,  The  khoala.'iut-ool- 
liisfih,  a  compendium  of  arithmelic  and  geomeiry;  in  Ihe  arable  langaacjc,  hij  liuhae-oodil-deen,  of  Amool  in 
Sj/ria,  icilha  translation  inlo  persiaii  and  conunenlary,  bij  the  laie  Muoluwee  Ruoshun  Ulee  of  JuonpoDr  :  tn 
which  is  addcd  a  (réalise  on  algebrabij  Nujm-God-den  Ulee  khan,  head  Quazee,  lo  Ihe  Sudr  Deetcauee  and 
Nizamiit  Udahil.  licrisrd  and  cditcd  lif  Tarinee  Churun  Milr,  Muoluwee  Jan  Ulee  and  Ghoolam  Ukbiir. 
(Calcutta,  Peroira,  1812,  grand  in-8". 

M.  Libri  vient  de  mettre  au  jour  un  ouvrage  d'Algèbre ,  traduit  dé  l'original  arabe  en  lalin ,  et  resté  manuscrit  a 
la  Bibliothèque  royale,  sous  le  tiUe  :  Liber  augmenti  et  diminutionis  vocalus  numeratio  divinalionis,  ex  eo 
ijuad  sapicntcs  fndi  posucninl,  qiiem  Abraham  compilavit ,  et  secundum  librum  qui  Indontm  dictas  est, 
vomposuit. 

Cet  ouvrage  esl  précieux  sous  plusieurs  rapports.  D'abord,  il  est  essentiellement  dilTérenl  de  celui  de  Moham- 
med ben  Musa;  car  il  roule  uniquement  sur  les  règles  de  fausse  position,  simple  cl  double.  Kt,  ensuite,  il  nous 
apprend  ([ue  ces  rèi:les  viennent  des  Indiens.  On  les  avait  attribuées  jusqu'ici  aux  Arabes,  sur  r.intorilé  de  Lucas 
(li  ISorgo,  (pii  les  a  appelées  règles  d'Helcataym  «  e  vocabulo  Arabo.  »  (Summa  de  Arith.,  etc.,  Dislinctio  septiina  . 
traclatus  primus.) 

Mais,  dans  d'antres  ouvrages  du  même  temps, on  les  appelle  liecjula  falsi ,  seu  aiiqmenti  et  dccrenienli ,  connue 
le  compilateur  Abraham  (voir  Algorilhmus  de  integris,  minutiis  vulgaribus,  ac  proporliontbus,  cum  annexis 
de  tri,  falsi,  aliisque  regulis.  Liptzck,  lo07,  in-l".) 

'  De  snblilitate  libri  XXI,  Mb.  XVI. 

'  Ibid.,  lib.  XVI.  —  l'raclica  arillnnetice,  cap.  XLVl.  —  Opus  novum  de  proport ionibiis  numernrum,elc. 
Propositiocpiinta.  " 

■'  Tel  serait  son  Traité  d'Arithmétique  indienne.  Car  il  est  assez  singulier  que.  depuis  si  longtemps  (|u'om 
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Tlit'ltil  Ix'ii  Coi'oli,  (lisciplr  de  iMoliiiiiiiiicl  lien  Mii>^:i,  lui  :i(issi  un  (ii'unirlrr  n'-lrhrc , 
(|iii  cinhnissii  les  IM)illii'iiiiili(|iics  (laiis  loiilt'  leur  «'IcikIiic.  P:iniii  1rs  noiiihrniN  oinni^i-s 
(|iril  ;i  l:iiss(>s,  <>(  duiit  on  Iroiivc  le  ciiInlo^Mic  diiiis  (Insiri ,  il  en  est  un  ijonl  le  lilrc  :  Ih- 
/irohlcniiitihiis  ali/rltricis  i/conictricn  rnlimic  <<>iiiiir()h(iiiilis ,  iinriiil  ilù  |ii((n('r  Ni\cincnl 
In  ciiiiosiU'  (les  (Iroiiirli'cs  ;  n\y  il  iumoncr  i|u*'  Tlndiil  ,-i\:iil  :i|)|ili(|(i(''  rVl^chir  À  hi  (li'-o- 
môlric.  (Vosi  snns  doiilc  le  lidc  de  vv\  oiiviiijfc  <|ni  i\  l'iiil  dire  à  Mniilnclîi  (|iir  :  «  Tlii-hil 
»  il  ôci'il  sur  la  (-crlilndc  des  diMnonsIralioiis  du  c.-dcnl  al!;rl)i'i(|ii<*,  ca-  qui  poui  rail  ditmicr 
•'  lieu  de  |ii'ns(>r  (pic  les  Arahcs  cuicnl  aussi  l'idc-o  heureuse  d'appliciuer  rAlgèhre  à  lii 
»  (léoinélrii".  »  Celle  eonjeelure  esl  devenue  pour  nous  lui  l'ail  eerlaiu,  oonslalé  «léjà  par 
I  Alp,è|)re  de  Mohainnied  Ucu  Musa,  el  donl  on  Iiounc  une  preuve  plus  convaineanir  encore 
dans  nn  autre  ouvrage  doni  on  doit  la  connaissance  récenle  à  M.  L.- Am.  Si'dilloi. 

(iCl  ouvrage  es!  un  rragnienl  d'Miïèhre  (Irouvé  dans  le  inanuscril  arahe  n"  I  104  de  la 
Hibliolhècpie  royale),  où  les   (Mpiations  du   iroisième  degré  son!  résolues  (jéainétrifiue- 
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M.  Sédillol  nous  apprend  (pTaNanl  de  |)asser  à  la  solnlion  de  ces  é(|ualious,  railleur 
donne  eelle  du  |)rol)lèine  des  deux  nioyeunes  proporiionnellcs,  (pTil  résout  par  deux  para- 
boles, el  dont  il  se  sert  pour  la  solution  de  certaines  c(pialions.  Le  géomètre  arabe  se 
serait-il  aperçu  que  toutes  les  équations  du  iroisième  degré  [)euvenl  se  résoudre  |)ar  les 
deux  moyennes  i)roporlionnelles,  el  la  triseelion  de  l'angU":  ce  (jiii  est,  comme  on  sait, 
une  des  découvertes  (|ui  ont  fait  honneur  à  \'iète?  ïl  construit  les  racines  des  équations  de 
la  forme  x^  —  ax — 6  =  0,  par  un  cercle  et  une  parabole.  Mais  nous  pensons  qu'il  ne  s'agit 
encore  que  d'équations  numériques,  les  seules  qu'on  trouve  dans  les  ouvrages  arabes  et 
chez  les  iModernes  jusqu'à  Viète,  à  (|ui  est  dû  le  pas  immense  (ju'il  fallait  franchir  pour 
arriver  à  l'idée  el  à  la  considération  d'équations  littérales. 

Toutefois,  malgré  cette  restriction  dans  les  spéculations  algébricpies  des  Arabes,  nous 
|)ouvons  dire  (pie  non-seulement  ils  ont  possédé  l'Algèbre,  mais  <|u  ils  ont  eomiu  aussi 
l'art  d'expiimer  graphiquement  les  formules,  et  d'en  j)résenter  aux  yeux  la  signification; 
arl  si  beau  et  si  précieux,  que  Kepler  regrettait  de  ne  pas  savoir  *,  el  qui  a  été  l'une  des 
grandes  conceptions  de  ^'iète. 

On  avait  toujours  pensé  que  les  Arabes  n'avaient  pas  été  au  delà  des  é(|uations  (\\f 
second  degré.  On  fondait  cette  opinion  sur  ce  (pie  Fibonacci  et  Lucas  di  Borgo  s'étaieni 


agile  la  ciuoslioii  de  l'origine  de  noire  syslème  de  luunéralion,  el  qu'on  ne  |)eul  s'accorder  sur  ta  signilicalion  du 
passage  de  Hoèce  et  de  la  lettre  de  (îerberl  (|ui  s'y  rapportent ,  on  n'ait  pas,  an  lieu  de  raisoinier  sur  la  forme  des 
ehiflVcs,  (|ul  nécessairement  a  dû  varier,  compart»  ces  deux  pièces  avec  les  Traités  d'Arithmétique  que  les  Arabes 
nous  ont  laissés,  el  tlonl  aucun,  je  crois,  n'a  été  ni  traduit ,  ni  |)ul)lié  dans  le  lexle  original. 

'  Kepler,  ne  pouvant  traduire  graphiquement  la  projjriélé  que  roprésenle  l'équation  du  second  degré  qui 
donne  le  rapport  du  côté  du  pentagone  régidier  au  rayon  du  cercle  circonscrit,  s'exi)rime  ainsi  :  Qtiomodo  affec- 
liu»em  ri'prœsciildho^^  quo  actu  geomctnro?  Mullo  alto  id  doceov  fncere ,  quàm  Knurpando  proporlionem , 
qiiam  quœro  :  principitim  petitur.  Miser  calciilator,  dcslilutus  omnibus  yeoineiriœ  prœsidiis,  hœrcns  iiiler 
spinela  numerorum ,  frustra  cossam  suam  respectai.  Hoc  iinutn  est  discrimen  iuler  cossicas  el  iitter  f/eome- 
Iricas  detertninationes.  (H.vrmomces  mundi  .  liber  !  ;  pag  37.) 
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iurèlés  à  ce  jioiiM  «le  l;i  seii'uce  '.  Moriiiiclii,  \v  piciiiicr,  la  mise  «mi  doiMc,  ec  a  pensé  (jiie 
les  Arabes  ponvaient  hieti  avoir  hiiilé  des  é(|uaiioii^  du  iroisiènie  dcfçré;  il  se  fondait  sur 
II-  lilrc  Al(/fltr(i  cnhiai,  st-ii  de  jtrohlciiialiini  solidonmi  rcsoltilionc,  d'nn  niatniseril  apporté 
de  r(hi(iil  |t;ir  le  célèhre  (ioliiis,  et  (pii  »c  lidiivc  d:ins  l:i  Hiltlioljièfnic  de  I>c\de  *.  Le 
fiaiinicnl  (rAlirchrc  ironNc'  par  M.  Sédillol  coiilirni»'  la  eonjcelnre  de  Monluela,  <i  en  l'ail 
riiii  des  points  les  plus  iniporlanls  de  liiisioirc  scicniirKiiic  des  Arabes. 

Mais  nous  dcv oii^  dire  (pie  rien  ne  noii'»  autorise  eneore  à  penser  (pTils  aient  eonnu  la 
résolution  (il</cliri(jiieih's  étpiations  du  troisième  deirré,  e'esl-à-dire  l'expression  des  raeincs 
»le  ees  é(|uali()iis.  L(>  litre  du  maimserit  de  la  FJiblioihècpie  de  l.eyde  send)le,  au  eontraire, 
indi(pi(  r  (piil  y  est  (piesiion  de  leur  eonsiruciion  jréouK'trique  [)ar  les  lieux  solides  (les 
sections  eonirpies),  eomme  dans  celui  de  la  HibJiollièrpic  roudede  Paris. 

La  Triiïonoméirie  est  l'imc  des  parties  des  .Malliémalitpies  (pie  les  Arabes  cidliNèrenl 
avec  le  plus  de  soin,  à  cause  de  ses  applications  à  rAsironomie.  Aussi  lein- dut-elle  de  nom- 
breux pcrfeclioimements,  (pii  lui  dount^'iciit  une  forme  nouvelle,  cl  la  rendirent  propre  à 
des  applications  que  les  Grecs  n'auraieni  pu  faire  (|m('  Irès-péniblenienl. 

Les  premiers  progrès  de  la  Trijronoméirie  dateni  dAlbalegnius,  |)rince  de  Syrie  •',  (|ui 
florissail  vers  Tan  880  et  (pii  mourut  en  928.  C'est  ce  grand  Astronome,  surnommé  le  Pio- 
lémée  des  Arabes,  qui  eut  riieureuse  et  f(^conde  idée  de  substituer  aux  cordes  des  ares  , 
doni  les  Crées  se  servaient  dans  leurs  calculs  trigonomélri(pics,  les  demi-eordes  des  ares 
doubles,  c'est-à-dire  les  sinus  des  arcs  pro|)osés.  «  Plolémée,  dit-il ,  ne  se  ser\ait  des  cordes 
entières  que  poin-  la  facilité  (h'r^  démonstrations;  mais  nous,  nous  avons  pris  les  moitiés 
des  ares  doubles  ^  » 

Albalcgnius  est  j)arvenu  à  la  l'ormidc  fondamentale  de  la  Trigonométrie  spbérique  : 
COS.  rt  =  cos.  h  COS.  c  -+-  sin.  b  sin.  c  cos.  A,  dont  il  a  fait  diverses  applications  ^. 

On  trouve  dans  ses  ouvrages  la  première  idée  des  tangentes  des  arcs,  et  l'expression 
^""'''  »  don!  les  (îrecs  ne  se  sont  pas  servis.  Albateenius  la  fait  entrer  dans  les  calculs 

cosinus  '  "^ 

de  Gnomonique  et  l'appelle  ombre  étendue.  C'est  la  tangente  trigonométrique  des  Modernes. 
On  voit  qu'Albategnius  avait  des  Tables  doubles,  qui  donnaient  les  ond)ies  correspon- 
dant aux  bauteurs  du  Soleil,  et  les  bauteurs  correspondant  à  des  ombres;  c'est-à-dire 
les  tangentes  des  arcs,  et  les  ares  correspondant  à  des  tangentes.  Mais  ses  Tables  étaient 
(;alculées  pour  le  rayon  12,  laiidis  (|ue  celles  des  sinus  relaient  pour  le  ra\on  GO:  ce  qui 
prouve  (pi'il  n"a  pas  eu  la  |)ensée  d'introduire  ees  tangentes  dans  les  ealcids  Irigonomé- 
(riques  '•, 

I   Fihoiiacci  résout  bien  (|iiel(|Ufs  écuialimis  d'un  degie  supeiieHr,  mais  qui  se  réduiseiil  au  xroiul. 

-  Histoire  des  Mathémalicims,  tom.  I"".  juig.  5S5. 

'  Le  nom  propre  de  ce  géouièu-c  est  .Moliammed  heu  Gelier;  il  fui  surnoninie  al  tJalani,  parce  (|uil  élail  ne  à 
Halan,  ville  de  la  .Mésopotamie,  et  de  ce  nom  les  Modernes  ont  fail  celui  de  Alhategnius. 

•  Delambre,  Histoire  de  l'Astronomie  du  Moyen  âge,  \Mty:  l"2 

•'  Ihid  ,  paj;.  21.  161.  On  sait  que  la  formule  correspondante,  cos.  A  =  sin.  1$  sin  C  cos.  a  -  cos.  I!  cos  (^  est 
(lue  à  Mêle,  (jui  l'a  donnée  en  K)!I3.  dans  son  Vuriorum  de  rébus  rnftlIieuitiUcis  responsoniin  .  lilx'r  oi-lavns. 

'•  Delambre,  Histoire  de  l'Astronomie  du  Moyen  âge,  pag.  17. 
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(l'est  il  Alioiil  \N  clii  cl  :i  Uni -^  oiiiiis ,  (|iii  lui  son!   |iusifnciii>  tlnii  siècle ,  iju  c^l  du  cr 
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Ahoiil  \\v\\\  (D.IT-UDS),  îipiès  iivdii  exposé  In  ihéoiie  «les  sinus,  ({(''(iiiil  d'anlres  Ij^^im's 
irigoiioMiéli'iijiies  «  (|ii'il  ciii|ilojci'i)  iLiiis  son  uu\iii<;e,  iiotir  les  l'aii'e  seivii'i'i  la  soliilioii  de 
(lin'(''ii'ii(s  |)i(»l)lèiiies  (le  T Aslroiioiiiie  s|ili«''ii(|ue.  » 

(le  soiil  les  lani/riitcs  el  cotanifcnfrs ,  (|u"il  n|i|»elle  nnihrc  rerso  cl  onihvc  droite,  cl  les 
sécantes,  {\u\l  a|i|»elle  (lia mètre  de  l'onihre. 

Ahoiil  W  ('la  a  calculé  sa  Taltle  iW  laiij^ciiles  |M)iir  un  rayon  é}^al  à  (K)  :  il  na  pas  cal(;ulé 
les  sécanU's. 

On  n'a  |u)in(  celle  Table  des  (aiificnles;  mais  ce  (pi'il  iniporlail  de  savoir,  (•"('•(ail  la  dale 
ceriaiiie  de  leur  inlroduelion  dans  le  calcul  lrig()iioinéli'i(|iie. 

Colle  heureuse  révoliiliou  dans  la  sci«'nce,  <|ui  en  hannissail  ces  ex|)ressioiis  coinposéos 
el  ineouunodes,  eouleiianl  le  sinus  cl  le  cosinus  de  rinconnue,  ne  s'esl  ojjérée  (pu;  cin(| 
eenis  ans  |)lus  lard  chez  les  Modernes;  on  en  a  l'ail  honneur  à  Hci^ioinonlanus  ;  el ,  près 
d'un  siècle  après,  lui  (lopernic  ne  la  eonnaissail  pas  encore. 

lbn-\  oùnis  (*.)7*.)-l008)  se  servit  aussi  des  oud)res  ou  langentcs  el  eolangenlcs,  el  en  eiii 
aussi  des  Tables  sexagésinudes  '. 

Il  cul  le  premier  l'idée  de  calculer  dos  arcs  subsidiaires  qui  simj)Iilient  les  formules, 
Cl  disponsenl  de  ces  exlraclions  de  racines  carrées,  qui  rendaienl  les  niélhodes  si  pénibles. 
Ces  artilices  do  calcul,  aujourd'hui  si  comnums,  soni  reslés  longleni|)s  inconnus  en  Europe, 
el  ce  n'esl  que  sepl  cenis  ans  plus  lard  qu'on  en  irouve  quelques  exemples  dans  les  ouvrages 
de  Simpson  (Delandiro,  Histoire  de  rAstrononiie  du  Moyen  âge,  pag.  IGo). 

La  Trigonoméirie  sphéri(pie  doit  à  Geber,  Astronome  (|u'on  suppose  avoir  vécu  vers 
Tan  i0r)8,  la  formule  eos.  C  =  sin.  B  cos.  c,  qui  est  la  ciiKiuiènie  des  six  qui  servent  à  la 
résolution  des  triangles  rectangles  '^.  La  sixième,  cos.  «  =  col.  B  col.  C,  est  resté  inconnue 
jusqu'au  X\  !'•  siècle;  on  la  doit  à  Vièle. 

Ces  deux  fornuiles  sont  colles  ([ui  eonlicnnenl  les  deux  angles  obliques  du  triangle.  Les 
Grecs  n'avaient  ou  que  les  quatre  premières,  qui  leur  sulïisaiont,  parce  que  dans  leurs 
applications  de  la  Trigonométrie  à  l'Astronomie,  le  cas  des  trois  angles  connus  ne  se  pré- 
sentait pas. 

Tels  sont  les  principaux  perfectionnements  que  les  Arabes  apportèrent  à  la  Trigono- 
métrie. 

Ils  purent  ainsi  cultiver  l'Astronomie  avec  succès.  Aussi  compte-t-on  un  très-grand 
nombre  d'auteurs  arabes  qui  s'adonnèrent  à  cette  science.  Nous  n'avons  point  à  parler  ici 
des  progrès  qu'ils  y  firent  ;  et  nous  dirons  seulement  quelques  mots  de  l'une  de  ses  appli- 
cations, la  Gnomonique,  qui  n'est  au  fond  qu'une  question  de  pure  Géométrie. 

Les  Arabes  attachèrent  ume  grande  importance  à  la  construction  des  cadrans,  qui  étaient 
à  peu  près   leur  seul  moyen   de  compter  le  temps.  Dès  le  IX"  siècle,  dos    géomètres 

'  Delambre,  Histoire  de  rAstronomie  du  Moyen  âge,  pag.  164. 

*  Nous  appelons  B,  C,  les  deux  angles  obliciues  du  triangle:  b,  c,  les  côtés  opposés,  et  a  l'hypoténuse. 
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crlrbrcs  s'en  ocfupniciil.  ("/est  à  cet  iirl  que  se  rapporUiicui  sans  (loiiic  deux  ouvrages 
d'AIkindiis  ,  iiililiiK'S  :  Ih  fiorolof/iiou  sn'atficn'conini  dcscnptionc;  cl  De  liorolof/.  hori- 
soiitali  prœstdHfiorc,  cl  les  deux  sui\ai]ts,  de  Tliéhil  heu  (if)i;di  :  De  hiiroiitclrià  scu  hoiis 
(liiirnis  (ic  iiodiirnis;  cl  De  /ifjiirà  lineannti  <jiins  (jnoinoiiicfiKiii  (stijii  apln's  iniihra)  per- 
cunil.  Ce  dernier  liire  semble  annoneer  (|ue  Tliébil  se  ser\ail  de  la  eonsidcralion  des  sec- 
lions  eoni(|ucs  dans  la  eonsiruelion  des  cadrans.  Nous  allons  voir  celle  méthode  praliquéc 
savanunenl  par  un  aiiirt  géomèire  arabe  du  Mil'  siècle.  Maïuolycns  en  a  eu  la  première 
idée  ebc'/,  les  Modernes,  ei  elle  a  »lonnè  à  son  <)ii\ra,i;e  un  earaetcre  dorijiinalilè  (|ui  lui  a 
fait  bomieur. 

L'écrivain  arabe  au(|nel  la  (in()moni(|ne  parail  le  plus  redevable,  est  Aboul  Ilbassan  Ali, 
de  Maroc,  (|ui  vivait  au  commcneemeni  du  XIII"  siècle;  son  ouvrage  avaii  pour  litre: 
Livre  qui  réunit  les  conimencemenls  et  les  fins,  parce  (pj'il  se  compose  de  deux  parties  dis- 
lincles,  doni  la  première  traite  dc^  calculs  et  la  seconde  des  instruments  et  de  leur  usage. 
M.  Sédillol,  dont  les  sciences  matbématiques  elles  langues  orientales  déplorent  la  perle 
récente  (en  1852),  a  fait  une  traduction  de  cet  ouvrage,  qui  a  été  mise  au  jour  |)ar  les  soins 
de  M.  L.  Ain.  Sédillot,  son  (ils,  sous  le  titre  :  Traité  des  instruments  astronomirjues  des 
Arabes  (2  vol.  in-4",  Paris,  18Ô4)- 

Cet  ouvrage  est  un  Traité  complet  et  tiès-délaillé  de  la  Gnomonique  des  Arabes.  Il  con- 
tient plusieuis  choses  nouvelles,  qui  sont  de  Tinvcnlion  d'Aboul  Ilbassan. 

On  y  trouve,  pour  la  première  fois,  des  heures  érjales,  dont  les  Grecs  n'avaient  point  fait 
usage.  Il  parait  que  cette  innovation,  qui  a  été  conservée  chez  les  Modernes,  est  due  à 
l'auteur  lui-même,  car  il  dit  :  «  Ceci  fait  partie  des  choses  inusitées  que  nous  donnons 
dans  cet  ouvrage,  comme  le  résultat  de  nos  méditations  et  de  nos  réflexions.  »  (Liv.  5, 
chap.  \I\j.  11  expose,  dans  le  plus  grand  détail,  la  construction  des  lignes  d'heures  tem- 
poraires (appelées  aussi  heures  antiques,  inégales^,  judaïques). 

Dans  les  chapitres  XXVI  et  suivants,  intitulés:  Détermination  du  paramètre  et  de  Taxe 
principal  des  parallèles,  en  quelque  lieu  que  ce  soit,  Aboul  Ilbassan  se  sert  des  propriétés 
des  sections  coni(jues  |)our  décrire  les  arcs  des  signes.  Il  calcule  les  paramètres  et  les  axes 
de  ces  courbes,  en  fonction  d<'  la  latitude  du  lieu,  de  la  déclinaison  du  Soleil  et  de  la  hau- 
teur du  gnomon. 

Celte  partie  de  l'ouvrage  prouve  que  le  géomètre  astronome  Aboul  Ilbassan,  était  un 
homme  de  mérite.  Il  ne  doime  pas  la  démonstration  de  ses  régies,  mais  elle  devail  se 

'  Ces  heures  étaient  égalos  entre  elles  pendant  un  même  jour,  mais  leur  durée  cliangeail  d'un  jour  à  l'autre, 
parce  quelle  elaii  toujours  la  douzième  partie  du  temps  compris  entre  le  lever  et  le  coucher  du  Soleil.  Les  ligues 
qui  marquaient  ces  heures  étaient  des  courbes  très-peu  difTérentes  de  la  li^ne  droite,  ainsi  que  l'a  reconnu 
M.  Delambre,  par  le  calcul.  (Histoire  de  l'Astronomie  ancienne,  t.  II ,  pag.  481.)  Mais  la  nature  de  ces  lignes  n'est 
pas  encore  connue;  elle  peut  faire  le  sujet  d'une  l)elle  question  d'Analyse,  qui  se  réduit  à  ceci  : 

Que  sur  une  demi-sijliere  un  suppose  traces  des  arcs  de  cercle  dans  des  plans  parallèles  entre  eux ,  et  inclines 
sur  le  plan  du  grand  cercle  qui  sert  de  base  à  la  demi-sphère  ;  que  ces  arcs  parallèles  soient  divisés  dans  un 
rapport  donné;  les  points  de  division  formeront  une  courbe  à  double  courbure,  située  sur  la  demi-sphère  ;  que 
par  cette  courbe  on  fasse  passer  un  cône  ayant  son  sommet  au  centre  de  la  demi-sphère  :  la  section  de  ce  cône 
par  un  plan  sera  la  ligne  d'une  des  heures  égales. 


Iroincr  d.iiis  tin  Ttaitv  des  snlions  r<ini<ini's ,  (\u'\\  iiviiil  ((iiiiiKts»'.  M.  Drliiitihic,  i|iii  n 
iipproloïKli  loiilc  ('('Ile  piirlic  g(''()iiiriri(|iic  de  roiivni^c  d'Ahoiil  illitissdti,  In  Iroiivc  liicri 
|)rofV>ial>l(Miu\  pl'ocôdrs  ('iisci;i;ii('>s  |)iil*  ('.oinniiiiidiii  cl  (ilaviiis,  ipii  ont  aussi  (mer  leurs 
arcs  des  si)j,ii('s,  par  des  moyens  lires  de  la  ihcoric  des  ('()iii(|ii('s.  (l(|)<'Mdaiil  il  rccoiuiail  <jih' 
les  règles  du  ^ôoni(Mr<>  arahc  n'ont  pas  encore  touie  la  siuipliein''  dont  elles  sont  stisecp- 
libles  :  il  l'nil  usage  de  la  liauleur  du  pôle  pour  délcriuincr  le  paraiiiclre,  ce  (pii  eoui- 
plicpie  e(  allonge  les  calculs  hien  inulilt'inenl ,  puisipie  Texpression  de  ce  pararnèlre, 
réduilo  aux  éléuieuls  indispensables,  est  indépendanh-  de  la  hauleiu'  du  |)ole,  cl  ne  con- 
lienl  (pie  la  déclinaison  cl  la  liauleur  du  gnomon,  ainsi  (pie  le  (h'inonli'e  M.  Delamhre. 
CVsi  lu  un  (li(''or(;mo  asse/.  reinar(]ual)le,  dil-il,  cl  (pii  ('>lai(  assez  imporlaiilen  (jnomoni(pHr 
pour  n ÏMre  pas  négligé  |)ar  les  ailleurs  (pii  oui  donné  des  mélliodes,  si  c()m|)li(piées,  pour 
lra(!er  les  ares  des  signes  d'après  les  propriélés  des  seelioiis  eoni(pies  '. 

V,c  lliéorème,  en  langue  géomé!ri(pie,  signilie  (pie  ((Kitcs  les  sections  d'un  lone  droit, 
faites  pui  (les  plans  coapanisj  ('(/alcniciif  cloif/ncs  de  so)i  sommet,  ont  le  niéhie  jiara- 
niètre. 

Celle  propriété  du  ctuie  droit  à  lieu  aussi  dans  h;  e()ne  ohlicpie.  delà  résulte  du  beau 
lliéoréme  de  .Jae(]ues  iJernoulli,  que  nous  avons  énoncé  en  parlant  des  Coniques  d' Apollo- 
nius, et  (jui  lui  a  servi  à  déterminei'  le  paramétre  dans  la  section  du  ecme  oblique  (en  sup- 
posanl  U^s  plans  coupants  perpendiculaires  au  triangle  par  Taxe). 

On  attribue  à  JMabomet  lîagdadin,  géomètre  du  X°  siècle,  un  élégant  Traité  sur  la  divi- 
sion des  surfaces,  qui  a  été  traduit  par  Jean  Dec  et  Connuandin  2. 

Cet  ouvrage  a  pour  objet  de  diviser  une  figure  en  parties  jjroportionnelles  à  des  nombres 
donnés,  par  une  droite  menée  d'après  certaines  conditions.  Il  se  com[)ose  de  vingt-deux 
propositions,  dont  sept  sont  relatives  au  triangle,  neuf  au  quadrilatère  et  six  au  pentagone. 
L'auteur  les  énonce  sous  la  forme  de  problèmes,  dont  il  donne  la  solution,  qu'il  démontre 
ensuite. 

Cet  ouvrage,  par  sa  nature,  est  un  complément  nécessaire  d'un  Traité  de  Géodésie; aussi 
a-t-il  été  imité  par  tous  les  Géomètres  modernes,  dans  leurs  Traités  de  Géométrie  pratique. 

l)ée  et  Commandin  pensèrent  que  ce  Traité  pouvait  provenir  d'Euclide,  qui,  au  rapport 
de  Proclus,  dans  son  Commentaire  sur  le  premier  livre  des  Eléments,  avait  aussi  écrit  sur 
la  division  des  ligures.  Cette  opinion  n'a  pas  été  partagée  par  Savile;  et  depuis,  la  ques- 
tion est  restée  indécise.  Nous  sommes  tout  à  fait  porté  à  attribuer  l'ouvrage  à  un  géomètre 
grec;  à  Euclide,  si  l'on  vent  (puisque  Proclus  cite  de  lui  un  traité  De  divisionibus) ;  eai' 
il  ressemble  parfaitement,  par  sa  forme  et  parla  pureté  du  style  géométrique,  aux  ou- 
vrages des  Grecs,  cl  nullement  à  ceux  des  Arabes,  qui,  alliant  la  science  des  premiers  à 
celle  des  Hindous,  avaient  introduit  le  calcul  algébrique  dans  leur  Géométrie,  et  démon- 
traient leurs  propositions  les  plus  générales  sur  des  données  numériques,  et  non  pas  dans 

•  Histoire  de  l'Astronotnic  du  Moyen  âge,  pag.  550. 

-  De  supevficierum  divisionibus  liber  Mahometo  Bagdedino  ascriplus.  Nunc  primùm  Joannis  Dee  Londi- 
netms,  et  Federici  Commandini  Urbinalis  operâ  in  htcem  edilus. 
Federici  Commandini  de  eadem  re  libellus.  Pisauri,  1370,111-4". 
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Ic'lul  (le  j^éiii'i'alUc  ol  (rahslraclioii  (iiic  prcsfiilciil  celles  du  Tiailc'  en  <|ueslioii.  Ajoulous 
(jnc  les  (tiers  iivaienl  éeril  sur  la  (ieodésie  «les  les  picinicM's  lenips  <le  l'école  d'Alexandrie, 
comme  nous  le  voyons  |)ar  nn  ouvraj^c-de  Héron  lancien,  mis  anjc^urpar  M.  Venlnri;  ei 
que,  s'ils  n'avaieni  |)as  eu  leur  Traité  Dr  (liiisionibus  supcr/icienim,  c'eut  été  une  lacune 
que  ne  peut  Aiire  supposer  la  |)eileciion  qu'ils  doimaieni  à  leius  ouvrages. 

l/()|ili(|iie  a  ('lé  Irailée  chez  les  Arabes  par  un  grand  nombre  d'ailleurs,  dont  le  plus 
célèbre  est  Alhasen.  Son  ouvrage,  {|ui  nous  est  parvenu  ',  se  reconnnande  par  des  consi- 
dérations de  (îéométrie,  savantes  et  étendues.  On  y  remarque  surtout  la  solution  d'un 
problème  (|ui  dépendrait,  en  Analyse,  dune  écpiation  du  (pialrième  degré.  Il  s'agit  de 
trouver  le  point  de  lédexion  sur  nn  miroir  spbéri(pie,  le  lien  d(;  l'œil  et  celui  de  l'objet 
étant  donnés,  (le  problème  a  occujié  de  célèbres  (îéomètrcs  «riodernes,  tels  que  Sluze, 
Huygens,  liarrow,  le  marquis  de  Lbospilal,  H.  Simson.  Ce  dernier  Ta  résolu  très-simple- 
ment, par  de  j)ures  considérations  de  Géométrie.  (Scrh'onuDi  conicannn  Uhri  V.  A|)pendix, 
pag.  223.) 

On  a  pensé  (jiic  l'ouviage  d'Albasen  était  imité  du  Traité  d'Oplicjue  de  Plolémée.  C'a  été 
l'opinion  de  Montnela.  .Mais  Delambre,  (juoicpi'il  fût  généralement  porté  c/j  faveur  des 
Grecs,  ne  l'a  pas  partagée.  H  a  même  pensé  qu'il  se  pouvait  qu'Alhascn  n'eût  pas  eu  con- 
naissance de  l'ouvrage  de  Ptolémée,  parce  que  le  sien  lui  est  très-supérieur  ^.  Quoi  qu'il 
en  soit,  l'ouvrage  d'Alhasen  fait  honneur  aux  Arabes,  et  nous  devons  le  regarder  comme 
ayant  été  l'origine  tie  nos  connaissances  en  Optique.  \  itellion,  géomètre  polonais,  l'un  des 
plus  savants  du  XIII"  siècle,  y  a  puisé  utilement  pour  la  composition  de  son  Traité  d'Op- 
tique, le  premier  qu'ait  fait  paraître  un  géomètre  euroj)éen. 

On  doit  à  M.  L.  \m.  Sédillot  la  connaissance  récente  d'un  ouvrage  original  des  Arabes, 
intitulé  Traité  des  connues  géotnétriqnes,  par  Hassan  ben  Haithem  ^. 

Ce  géomètre  florissait  vers  l'an  1009,  et  mourut  au  Caire,  en  1038.  Il  a  composé  un 
commentaire  de  l'Almageste,  et  un  autre  sur  les  définitions  qui  sont  en  tète  des  Éléments 
d'Euclide. 

Son  Traité  des  connues  est  divisé  en  deux  livres  :  «  Le  premier,  dil-il,  comprend  des 
»  choses  tout  à  fait  neuves  et  dont  le  genre  même  n'a  pas  été  connu  des  anciens  Géomè- 
»  1res,  et  le  second  contient  une  suite  de  propositions  analogues  à  celles  qui  ont  été  trai- 
»   tées  dans  le  livre  des  Data,  mais  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  cet  ouvrage  d'Euclide.  » 

Sous  le  litre  de  Prolégomènes ,  l'auteur  se  livre  à  une  discussion  métaphysique  sur  la 

'  Imprimé  à  Bàle  en  1d72,  avec  la  troisième  édition  de  l'Optique  de  Vilellion,  sous  le  titre  :  Oplicœ  thésaurus. 
Alfiazcm  Arabis  libri  srpirm ,  uunc  primum  editi.  Ejusdem  liber  de  crepusculis  et  nubium  ascension ib us. Item 
Vitellionis  Tfiiiringo-Poloni  libri  decem,  à  Fr.  Hisnero ,  in-f'ol. 

*  Histoire  de  V Astronomie  ancienne,  p.  412  du  lonie  II. 

■"'  Nouveau  journal  asiatique,  xim  i^ô4t. 

La  copie  sur  laquelle  M.  .Sédillol  a  fait  ceUe  traduction  est  du  3  juin  1144;  elle  se  trouve,  avec  six  autres 
opuscules  sur  les  .Mallienialiques,  dans  le  manuscrit  arabe,  n"  1104  de  la  Bibliothèque  royale.  .M.  Sédillol  promet 
de  faire  connaître  ces  pièces,  donl  une,  qui  est  le  fragment  d'Algèbre  sur  la  résolution  des  équations  du  troisième 
degré,  dont  nous  avons  parlé  plus  haut,  sera  l'un  des  monuments  les  plus  précieux  de  Tbistoire  des  sciences 
chez  les  Arabes. 


iNOTKS.  iîM» 

(h'Iiiiilioii  (les  connues,  leurs  divisions  ri  siilxlivisioiis,  ri  l.i  iciiiitr  di-s  i|ii.'iiiiitrs  iiiix- 
quelles  elles  se  ni|>|K)il«'iil. 

dos  |)réliii)iii:iii'es ,  dil  !M.  Sédillol,  ipii  enniclt^l'isetil  res|)i'il  des  l'rudils  du  leiii|i^  de 
Ifnssiui  heu  lliiilheiu,  iiennelletil  (r;i|i|)i-('-eiei'  iisse/  ex.'ieleiiienf  l:i  |iliil()s()|diie  niiiiln'iiiii- 
ti(|U('  des  Aiidx's. 

iMais  le  siivjuit  Iriulueleur  ne  nous  jiiil  coiiiiiulre  (|ue  le  eoiniiieiieeinenl  de  ces  proh-ffo- 
nièiu's,  el  nous  ne  voyons  pns  hieii  «|uelie  peul  èlre  rîi|>|)liciiliou  de  (•es  disiiuclioiis  sidnilrs 
juix  pi()|)()si(i()iis  de  (Jéoiuéliie  cpii  loruieul  le  eorps  de  l'ouvrage;  sniis  doulc  elles  por- 
liiieiK  sur  la  Ibruie  inôiue  (pic  Ijuiteur  a  doiuu'c  aux  (''U()n(;(''s  de  ces  piojjosiiious  ;  mais 
niouliaiciil-clles  rulili(('>  de  ccUc  forme  imisil(''e,  el  le  eaiacl(3rc  scieiilili(|U(;  ainsi  (pie  la 
vraie  (IcsliuiUion  de  ces  propositions?  C'csl  là  ce  (ju'il  nous  imjiorlerail  de  savoir. 

CeMe  l'orme  esJ  la  m(Mne  (pie  celle  des  Honnécs  d'^uelide,  de  sorle  (pie  ce  Traité  est 
une  imitation  el  une  eonlinuation  du  li\re  des  (lonnécs  du  gé()in(''lic  grec;  mais  avec 
cette  (lilV('Mencc  (pie  les  propositions  du  premier  livre  «  choses  tout  à  fait  neuves,  el 
dont  le  genre  URMiie  n'a  pas  ('ii'  connu  des  Anciens,»  roiilcnl  sur  d(>s  propositions  lo- 
cales, tandis  (]ue  toutes  celles  d'Iùiclidc  c'taicnt  des  th(ioiTmes  ordinaires,  où  tout  est  (h-- 
Icrminc. 

Ainsi,  dans  les  Données  d'Kuciidc,  l'ohjel  d'une  proposition  éliùl  de  (l(Jmontrcr  (pic 
telle  chose  (point,  droite,  ou  (piantil(3),  devant  résulter  de  telle  construction  ou  de  telles 
conditions,  était  |»airaitcmeiU  connue;  cl  de  déterminer  la  valeur  el  la  position  de  celte 
chose. 

C'est  là  aussi  l'ohjel  des  propositions  du  premier  livre  des  connues  de  Hassan  hcn  Mai- 
thcm;  mais  il  y  a  dans  chaepic  (picslion  une  indétermination  de  condition,  lésullanl  de 
la  considération  d'un  lieu  géo)né(ri(jue. 

Ces  propositions  sont  de  deux  espèces. 

Dans  les  premières,  il  s'agit  de  démontrer  (|ue  tel  lieu,  formé  [)ar  la  succession  de  points 
déterminés  par  telles  conditions,  (>st  parfailemcnt  connu,  et  de  doimei'  la  construction 
directe  el  immédiate  de  ce  lien. 

Voici  l'énoncé  d'une  [)ropositioii  de  cette  espèce  : 

«  Lorsque,  de  deux  points  connus  de  position,  on  mène  deux  lignes  droites  qui  se  coupent 
en  un  point,  oii  elles  forment  un  angle  connu,  et  ritfensuitc  on  prolonge  directement  une 
des  deux  lignes,  si  le  rapport  de  cette  ligne  à  son  prolongement  est  connu,  son  extrémité 
sera  sur  une  circonférence  de  cercle  connue  de  i)Ositio)i.  »  (Proposition  7  du  1"  livre.) 

Dans  toutes  ces  propositions,  le  lieu  géométrique  est  la  ligne  droite  ou  circulaire.  Klles 
paraissent  prises,  en  général,  des  Lieux  plans  d'Apollonius. 

Dans  les  propositions  de  la  seconde  espèce,  ce  n'est  pas  le  lieu  géométri(pic  qu'il  s'agit 
de  déterminer,  mais  (juehjue  autre  chose  qui  s'y  rapporte,  et  (|ui  doit  être  commune  à  une 
infinité  de  points  ou  de  lignes,  à  cause  d'une  indétermination  dans  les  conditions  de  con- 
struction. Exemple  : 

«  Lorsque  deux  cercles  connus  sont  tangents ,  et  que  l'un  est  dans  l'intérieur  de  l'autre, 
si  l'on  mène  au  petit  cercle  une  tangente  dont  l'extrémité  (outre  que  le  point  de  fnngence) 
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.^0/7  tcniinicc  à  In  ci  non  fer  en  ce  du  grand  cercle  ,  rf  (/u'on  jaifjnc  par  une  droite  celte  extré- 
mité an  point  de  tanfjcnce  des  deux  cercles,  le  rap/iorl  de  relie  ileniière  ligne  à  la  tangente 
est  un  rapport  connu.  »  (Proposition  19.) 

CelU'  (lornièn;  proposilioii  cl  colles  de  son  espèce  sonl.eoninie  on  le  \oil,cl;ins  le  geiiic 
(les  Porisines  (IKnclidc,  enlendus  siiiv.'int  lit  docliine  de  U.  Siuisoii. 

Les  premières,  qui  sont  dill'crentes,  ptircc  (|ne  la  chose  à  délcrniiiK-r  est  le  lieu  j^éonu-- 
triqiie,  répondent  à  l'idée  que  nous  nous  étions  faite  sui-  la  nature  cl  la  vraie  destination 
de  ces  porisines,  avant  de  connaître  ccto|)usculc  du  géomètre  arabe.  (Voir  Note  III.) 

Cet  ouvrage  est  le  seul,  justpi'à  ce  joiu',  qui  nous  ait  présenté  de  l'analogie ,  ou  du  moins 
une  apparence  d'analogie,  avec  le  célèbre  Traité  des  Porisines  d'Euclide.  Cette  circonstance 
lui  donne  du  prix  à  nos  yeux;  et  la  découverte  de  cet  opuscule,  (pii  vient  eonlirmer  en 
quelque  sorte  l'opinion  du  savant  géomètre  Castillon,  qui  j)ensait  (|u'au  XIII"  siècle  le 
Traité  d'Euelide  existait  encore  en  Orient,  nous  permet  du  moins  d'espérer  de  trouver 
encore,  parmi  les  nombreux  nianuscrits  arabes,  restés  jusqu'ici  inconnus  au  fond  des 
bibliothè(|ues,  quelques  traces  de  celte  doctrine  des  porismes.  Nous  ne  savons  si  c'est  à 
cette  théorie  que  se  rapporte  un  ouvrage  de  Tbébit  ben  (lorah,  que  nous  trouvons  indiqué, 
sous  le  titre  suivant,  dans  le  catalogue  des  manuscrits  orientaux  de  la  F^ihliolhèque  de 
Leydc  :  Datorum  sivc  deterniinatorum  liber  continens  probleniata  geometrica.  Cet  ouvrage, 
par  son  litre  et  par  le  nom  de  l'autciu',  se  recommande  à  l'altenlion  des  Géomètres  qui 
possèdent  la  langue  arabe. 

Toutes  les  propositions  du  second  livre  des  connues  sont  dans  le  genre,  mais  différentes 
de  celles  d'Euelide;  elles  appartiennent,  comme  celles-ci,  à  la  Géométrie  élémentaire  (à  la 
ligne  droite  et  au  cercle);  mais  plusieurs  offrent  un  degré  de  plus  de  difficulté.  Elles  sont 
de  celles  qu'on  propose  aujourd'hui,  comme  exercices,  aux  jeunes  étudiants  qui  possèdent 
déjà  les  éléments  de  la  Géométrie.  iVous  citerons  les  suivantes  : 

Lorsqu'on  o  un  triangle  dont  les  côtés  et  les  angles  sont  connus,  et  qu'on  mène  une 
ligne  du  sommet  à  la  base,  si  le  rapport  du  carré  de  la  ligne  au  rectangle  formé  sur  les 
deux  segments  de  la  base  est  un  rapport  connu,  la  ligne  menée  sera  connue  de  position. 
(Proposition  lo.) 

Lorsque,  sur  la  circonférence  d^un  cercle  connu  de  grandeur  et  de  position,  on  prend  deux 
points  par  lesquels  on  mène  deux  droites  qui  se  rencontrent  en  un  autre  point  de  cette  cir- 
conférence,  si  le  produit  des  deux  droites  est  connu,  chacune  de  ces  droites  sera  connue  de 
grandeur  et  de  position.  (Proposition  22.) 

Lorsqu'on  a  deux  cercles  connus  de  grandeur  et  de  position,  et  qu'on  mène  une  droite 
tangente  aux  deux  cercles,  cette  droite  est  connue  de  grandeur  et  de  position.  (Proposi- 
tions 24  et  25,  dernières  de  l'ouvrage.) 

«  Toutes  ces  choses,  dit  en  terminant  Hassan  ben  Haithem,  sont  d'une  utilité  majeure 
pour  la  résolution  des  questions  géométriques,  et  n'ont  été  dites  par  aucun  des  anciens 
(iéomèlres.  » 

Cet  ouvrage  mérite,  par  sa  natme,  d'être  placé  entre  les  Données  et  les  Porismes  d'Eu- 
lide,  et  lex  Lieux  plans  d'Apollonius,  d'une  part,  et  les  ouvrages  de  R.  Simson  et  de 
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Sicwiirl,  (le  raiilic;  il  Inrinc  cnimii»'  ciiv  do  (omiilminifs  de  lu  (iconicliM'  f|ctiiiiil;iirr, 
dcslirirs  n  rncililcr  lii  rr.soliilioii  (l<'s  iirolilriiics. 

On  a  ci'ii  lr(Ui\(  r,  (huis  ccl  ouvra;;!'  de  lla^^aii  Ix-ii  llailliriii,  de  I  analogie  >i\('<:  la  (ii'onii'- 
li'iodc  posilion  «  coininc  d'Alcinltcil  n  (lariiol  lOiil  ciilciidiic.  »  Mais  nous  ne  poitvon>> 
voir  dans  la  pcnsrc  de  d"  VIciidiiMl ,  <|iii  liii-nit^iiic  tii  ri'coiinaissail  la  n''alisa(i(Mi  cofilrairr 
à  la  iialiirc  de  I  Al^i-ltrc  ',  dans  \i\  (ivomctrir  dr  position  de  Cariiol,  <•(  dans  l'oiivra^r  <lii 
^l'onirtrc  arali<\  niic  Icllc  analogie,  (lariiol,  dans  sa  (Ironirtric  de  position,  a  en  principa- 
Icnirnl  en  \  uf  dcMahlir  la  vi'iilaldc  llirorir  dc>  (pianlilrs  iK-r/afircs  ;  vi  hi  (ironirlrir  de 
position  ne  lut ,  dans  son  esprit ,  cl  dans  \r  l'ail ,  (pic  la  (■conK'lric  oi'dinairc,  dans  l:i(pic||c . 
d'apirs  coUo  doctrino  des  (piantitôs  négatives,  une  seule  ({('luonslration,  ('-tahlic  siu-  un 
état  sullisauuncnt  général  d'une  (i^uic,  dcvail  s'appli(pu'r  iniUKulialcnicnt ,  et  sniis  nou- 
V(>aux  Irais,  à  loiilcauirc  loriuc  de  la  liiiiirc  '-. 

(l'est  à  ee  earaelc're  nouveau  de  geiK'ialité',  de  l'aeililc  el  d«!  hrièveté,  et  à  la  nature  des 
llu'ories  et  des  noiuhreuses  propositions  noinelles  (pie  contenait  Touvrnjïe  de  (larnot,  ipi'il 
a  dû  son  iniporlanee  seienlili(pi('  el  riieureuse  induenee  (piil  a  eue  siu'  les  iirogrès  de  la 
(léoniélrie  |)ui('. 

Sans  niellie  en  aMivie  l'idée  de  (l"Alend)ert,  le  li\re  de  (lainol  n'a  donc  aueune  analogie 
avec  l'ouvrage  du  géomètre  arabe  sur  les  connues  (fconH'triques. 

Nous  ne  pouvons  lerininei-  notre  a|)crçu  des  travaux  des  Arabes,  en  (iéoinctrie,  sans  dire 
un  niot  du  célèbre  Astronome  et  Géomètre  persan  Nassir  Eddin  de  Tbus  (I^OI-C^Ti), 
dont  les  ouvrages,  qui  traitent  de  toutes  les  parties  des  connaissances  bumaines,  sont 
écrits  en  langue  arabe.  On  y  remarque,  outre  ceux  qui  se  rap|)orlent  à  l'Astronomie,  des 
traductions  de  plusieurs  ouvrages  grecs,  d'Kuelide,  d'Arcbimède  et  de  Tbéodose;  un  traité 
d'Algèbre  et  un  corn  pend  iian  d'Ariibmétique  et  d'Algèbre.  De  tous  ces  ouvrages,  les  clé- 
ments d'Euclide  seuls  ont  été  publiés  dans  la  célèbre  im|)rimcric  des  Médicis  (Rome, 
lr)94,  in-fol.),  avec  les  commentaires  de  Nassir  Eddin,  qui  sont  estimés  et  qui,  conienani 
plusieurs  démonstrations  nouvelles  des  propositions  d'Euclide,  ont  servi  à  plusieurs 
auteurs  modernes,  dans  le  temps  où  la  connaissance  de  la  langue  arabe  élait  plus  répan- 
due qu'aujourd'bui.  On  y  distingue  une  démonstration  du  cin(|uième  postuhttnn,  (pie 
W'allis  a  lrou\ée  ingénieuse,  et  qu'il  a  reproduite  dans  le  tome  II  de  ses  œuvres. 

'  »  Il  serait  à  souhaiter  que  l'on  trouvât  moyen  de  faire  entrer  la  siluation  dans  le  calcul  des  problèmes;  cela 
les  simplifierait  exirèmemenl  pour  la  plupart:  mais  l'état  el  la  nalure  de  l'analyse  algébrique  ne  paraissent  pas  Ir 
permeUre.  •'  (E;it;/c/>  p(^(/i>,  arUcle  situation  ) 

'  Celait  là  une  véritable  innovation  (|ue  n'avaient  point  osé  se  permettre,  quelques  années  auparavant,  deux 
mathématiciens  qui  avaient  lait,  de  la  Géométrie  pure,  l'objet  spécial  de  leur  travaux,  et  qui  lui  avaient  dû  leur 
célébrité  Nous  voulons  parler  de  R.  Sinison  et  de  Stcvvai  t  qui  donnaient .  d'une  proposition ,  autant  de  démonstra- 
tions que  la  figure  à  laquelle  elle  se  rapportait  prenait  déformes  dilTereiUes  par  le  ciiangemenlde  position  respec- 
tive de  ses  parties.  Carnot,  au  contraire,  après  avoir  démontré  une  proposition  sui'  une  figure  considérée  dans  un 
état  généial  de  construction,  montrait  ce  que  devenaient  cette  proposition  et  les  formules  qui  l'exprimaient,  ou 
(|ui  s'y  rapportaient,  quand  la  figure  changeait  de  forme  par  le  changement  déposition  de  ses  différentes  parties 
Ces  nouvelles  formules,  (pi'it  appelait  corrélatire-s,  par  rapport  à  la  première,  et  qu'il  déduisait  immédiatement 
de  celle-ci,  sans  démonstiation,  auraient  été  démontrées  directement  comme  la  première  elle-même,  par  Simson 
et  Slewart. 


o02  .NOTES. 

De  ce  qui  iurcède  nous  coiiclnroiis,  vu  résumé  : 

Que  les  Arnhcs  nul  moniic  une  «^M-indc  cstimo  r{  un  goùi  prononcé  pour  les  sciences 
ni:illiéin;i(i(|U(<s: 

Qiiils  ont  eu  une  (•()nMiii>s;inc('  conipléle  des  ouvr.'iiics  cl  du  sîivoir  des  (iéomètres 
grecs  ; 

Qu'ils  oui  perfectionné  la  Trigononiclric  d  une  manière  noiiilile,  cl  (pic  celle  jiarlie  de 
la  (iéoniélrie  a  reçu  d'eux  sa  forme  moderne,  indispensable  j)our  les  progrès  de  l'Aslro- 
noniie; 

Qu'ils  ne  paraissent  j)as  avoir  été  an  delà  des  Grecs  dans  les  autres  parties  de  la  Géo- 
niéirie,soil  parce  qu'ils  nonl  pas  eu  le  génie  inventeur,  soit  parce  que, ayant  acquis  rapi- 
dement de  grandes  connaissances  dans  toutes  les  parties  des  sciences,  ils  ne  se  sont  pas 
donné  la  peine  de  chercher  à  en  leculer  les  limites; 

Mais  qu'ils  ont  eu,  sous  un  autre  rapport,  un  véritahie  avantage  sur  les  Grecs; 

Qu'ils  ont  possédé  l'Algèbre  des  Indiens,  et  qu'ils  ont  cormu  l'application  de  l'Algèbre 
à  la  Géométrie  ; 

Que  leurs  travaux  en  ce  genre  ont  été  poussés  jusqu'à  la  solution  des  équations  du 
iroisième  degré  par  une  construction  géométri(pie; 

l'^nUn,  qu'en  irailanl  l'une  j)ar  l'autre,  et  par  les  secours  tpie  ces  deux  |)arlies  se  pré- 
taieiU  mutuellement,  la  Géométrie  des  Grecs  et  l'Algèbre  des  Hindous,  ils  ont  empreint 
leur  science  mathématique  d'un  caractère  propre,  caractère  original  qu'ils  ont  transmis 
aux  Kuropéens,  et  (jn'il  fani  prendre  entre  les  mains  de  ceux-ci  pour  l'origine  et  le  fonde- 
ment de  la  siq)ériorité  rapidement  acquise  au  X\  P  siècle  sur  les  Géomètres  de  l'Anti- 
quité. 


GÉOMÉTRIE  CHEZ  LES  OCCIDENTAUX,  AL  MOYEN  AGE. 

Pendant  que  les  Arabes  fournissaient  utie  rapide  et  brillante  carrière  dans  les  sciences, 
les  Européens  étaient  plongés  dans  l'ignorance.  Ainsi,  après  Isidore  de  Séville,  qui  est  le 
dernier  (|ue  nous  ayons  nommé  dans  notre  aperçu  sur  les  travaux  des  Latins,  peu  d'écri- 
vains, jusqu'au  XIl""  siècle,  nous  ont  laissé  quelques  traces,  non-seulement  de  la  culture, 
mais  de  quelques  connaissances  des  sciences.  Vers  celte  épo(|ue,  un  premier  mouvement 
intellectuel  s'opéra  en  Europe,  et  de  nombreux  elForts  furent  faits  pour  y  transporter  les 
sciences  anciennes  de  la  Grèce,  conservées  et  cultivées  par  les  Arabes.  Ce  mouvement  se 
reproduisit  avec  une  nouvelle  énergie  vers  le  milieu  du  XV"  siècle;  et,  favorisé  alors  par 
la  connaissance  que  l'on  eut  des  manuscrits  grecs,  prépara  les  grandes  découvertes  du 
XVI''  siècle,  d'où  date  linnnense  supériorité  des  Modernes  sur  les  Anciens,  dans  les 
sciences  mathématiques. 

Nous  allons  jeter  un  coup  d'œil  rapide  sur  les  travaux  qui  se  rai)portent  à  la  Géométrie 
pendant  cet  intervalle  de  huit  cents  ans. 
viirMLLi.r.       Au  commencement  du  Vin""  siècle,  Bcde  eut  une  grande  érudition  pour  son  temps, 
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*'l  rcrivit  sur  liciiii('i)ii|i  de  iiiiilirirs  (|ilV('-r<'iil('.s.  Ses  oiiMiigcs  (|iij  s<>  nippcMiciil  iin\  M.-iilic 
mali(|(i(s  soiil  :  I"  deux  TiaiU's  sur  la  iMusi(|U('  llu''()ri(|U('  r(  |)r»li(|uc;  "i"  dillV-irrih-s  pircrs 
sur  rAslriiiiouiic,  où  l'on  (lislin}i;ii('  un  pclil  ('cril  /><•  cinnlis  s/j/ia-ra-  cl  /loln,  un  de  (înonift 
ui(|U(',  sous  le  lilrc  Pc  iiicnsnrd  hùniloijii ,  cl    lui  De  (isliiilahlo,  (mi  il  se  scrl  de  conslruc 
lions  ^ra|ihi(|U('s;  Ty  cl  cniin  (juclqucs  |)ic(!cs  sur  1'  \r-illun(''li(|uc.  l/inic  d'elles,  iulilidi'c  /A' 
an'l/iiticliiis  niinicris,  csi  un  cMi  ail ,  cMrcincini  ni  succinel,  de  (|ue|(|ues  délinilions  prisiîK 
dos  Ti'ailcs  (l'Arilliuicli(|uc  d'Aindee  cl  de  IJncee,  don!  les  nouis  soûl  eil(''s  |)ar  Hcdc.  Une 
aulrc,  Do  huiaclù  pcr  (/cstuiii  (lif/itoniiii,  uionlrc  à  combler  |)ar  le^  doijiis  ei  leurs  arlieuhi- 
lioiis.  (le  livio  a  été  <'ni|)runlé  cl  rcproduil  |>ar  divers  aulcurs. 

Une  Iroisiéuu',  qui  nous  parait  ollrir  aujoiuiliiui  le  plus  (rintéièl  dans  le  \oliuniiu'U\ 
recueil  des  u'uvres  de  IScde,  est  le  Traité  De  ninncroridn  dirisionv,  aucpicl  on  a  lait  jus- 
ipriei  si  peu  (ralleution,  (pie  les  écrivains  (|ui  eu  ont  rendu  compte  se  sont  uiéjtris  sur  sou 
eouleim  '.  (le  Traité  est  préciséuieut  le  uiéuu"  (pic  celui  (pii  l'ait  suiK;  à  la  Lettre  de  (îcrhcrl 
à  Constantin,  où  géuéraleuicul  ou  a  cru  voir  rcx|)osiliou  de  notre  système  de  mimération. 
Kst-il  de  IJèdc  ou  de  (icrherl?  Nous  avons  déjà  soidcvé  celle  (picstion,  eu  parlant  du  pas- 
sage de  la  («éométrie  de  lîoècc  rclaiil  au  même  système  de  numération,  cl  dont  ce  Traité 
nous  a  semblé  être  une  imitation  cl  un  développement  :  du  moins  Tun  cl  l'autre  roulcul 
sur  la  même  matière,  cl  onl,  à  notre  sens,  la  même  origine  '-.  Du  rcsic  on  trouve,  dans  les 
mamiscrits  anciens  de  lîèdc,  les  chiU'res  arabes  comme  dans  ceux  de  Boèce.  {Wullis,  de 
al(/ebrà  tractalus ,  cap.  IV.) 

Enfin,  lesœuvi'es  de  Bèdc  conlienncnl  un  livre  De  arithmetkis  proposilionihus,oi\  l'on 
trouve  d'abord  diiïérentcs  manières  de  deviner  un  nombre  (jui  a  été  pensé;  el  ensuite  un 
assez  grand  nombre  de  questions  aritbmétiques,  ad  acuendos  juvenes,  esl-il  dit,  el  qui 
prouvenl  rintention  d'entretenir  la  culture  des  Malbémati(pies.  Mais  on  voil  dans  quel  étal 
déplorable  elles  étaient  tombées,  par  les  règles  dont  Tauteur  se  scrl  pour  calculer  l'aire 
du  triangle  cl  du  quadrilatère.  Nous  avons  rapporté  ces  règles  en  parlant  des  ouvrages  de 
Brahmegupla. 

'  Montucla,  Histoires  des  Mathématiques,  t.  I.p.  495  :  «  Bède  fut  auteur  d'un  livre  d'arithmétique  intitulé 
De  numeris;  et  d'un  autre,  De  numcrorum  divisione,  par  lequel  on  voil  combien  dans  son  temps  cette  opéra- 
tion était  embarrassée.  «  —  Delambre,  Histoire  de  T  Astronomie  ancienne ,  t.  1,  p.  5'22.  «  Dans  ce  chapitre  {Delà 
division  des  nombres),  Bède  enseigne  à  se  servir  des  doigts  et  de  leurs  articulations ,  pour  faciliter  les  divisions 
et  les  multiplications.  » 

'  Nous  nous  empressons  de  réparer  ici  une  erreur  ([ue  nous  avons  faite,  en  disant,  précédemment,  que  l'on 
n'avait  point  encore  remarqué  que  la  Lettre  de  Gerbert  se  trouvait  dans  les  œuvres  de  Bède.  Nous  ne  nous  étions 
pas  aperçu  alors  que  la  remarque  en  avait  été  laite  par  Andrès,  dans  son  ouvrage  Dell'  origine,  de  progressi,  e 
dello  statG  attuale  d'ogni  tilleratura;  Parme,  7  vol.  in-4",  1782-1 799  ;oii  il  s'exprime  ainsi  :  Ma  è  da  osservarsi, 
ciô  che  non  vedo  rifletluto  ne  da  matematici ,  né  da  crilici ,che  taie  Jettera  riportata  fra  le  Gerberziane  è  quella 
medesima  ajjatto ,  che  si  ritrova  nelle  opère  di  Beda  al  principio  del  libro  De  numerorum  divisione  ad  constan- 
tinum  ;  ne  io  voylio  decidere  se  sia  da  riporsi  fra  le  opère  di  Gerberto  ovverfra  quelle  di  Beda  (t.  IV,  p.  53). 

Mais  Andrès  ne  parle  que  de  la  Lettre  même,  et  non  du  Traité  qui  lui  fait  suite;  Traité  qu'il  n'a  connu  que 
dans  les  œuvres  de  Bède,  el  qu'il  n'a  pas  su  être  le  même  que  celui  qu'on  attribue  à  Gerbert. 

Nous  ajouterons  enfin  que  ce  célèbre  historien ,  qui  a  commenté  longuement  le  passage  de  Boèce ,  pour  prouver 
qu'il  ne  peut  en  aucune  manière  s'appliquer  à  notre  système  de  numération  (t.  IV,  pp.  41-43),  n'a  pas  remarqué 
son  analogie  avec  le  Traité  De  numerorum  divisione  en  question. 


501  ^()Ti:s. 

\a'  livic  De  arilhinflicis  propositionihus  a  l'ié  rt'vcn«li(jiic  poirr  Alciiiii,  cl  compris  dans 
ses  œuvres.  La  {|iicstioii  ck-  propiiéié  ici  csl  sans  iiiiérèt. 

Alcuiii,  diticiple  de  Bcdc,  lui,  coninie  lui,  un  prodij^e  d'érudiiion  dans  son  lenips.  ^ous 
nous  boiticrons  ici  à  dire  (pi'ij  a  écril  sur  les  sept  arls  libéraux,  et  en  particulier  sur  l'As- 
ironoiuic.  Il  ne  ii(»u>  est  paiNcuu  de  co  ouMages  (jue  les  parties  (|ui  traitent  de  la  Gram- 
maire et  de  la  Khétoricpie  ;  on  reeoimait  (juClles  sont  imitées  des  écrits  de  Cassi{»dore.  i^a 
céléhrité  (piAlcuin  a  conservée  pro\ient  surtout  de  la  |)ari  <|u'il  a  [)rise  dans  la  fondation 
des  Lniver^ités  de  Paris  ci  de  Pavie,  cl  dans  les  eiïoris  de  (>harlemajine  pour  résister 
au  torrent  des  lénèhre»  (pii  se  ré|)andaienl  siu'  IKuroj»',  cl  pour  ralhuner  \v  flambeau 
de  la  science. 

iMais  la  scolaslicjue  prenait  naissance,  et  I  elémenl  leligieux  cpii  lui  s<'r\ail  de  base  fut 
loul-puissanl  cl  occupa  exclusivement  les  esj)rils.  Aussi,  cliose  Irés-remarcpiable  dans  This- 
loire,  aux  elforts  mêmes  de  (Ibailcmagne  succéda  précisément  l'époque  de  la  plus  profonde 
ignorance.  IClle  dura  |)rès  de  deux  siècles. 
X'  siKf.i.F..  Pendant  ce  temps  l'bisioirc  ne  prononce  guère  (jue  le  nom  de  (jcrbcrt  (qui  devint  pape 
en  99'J  et  moiuut  en  lOOo),  cl  de  (pu'l(|ues-uns  de  ses  disciples.  Ce  moine,  à  l'exemple 
des  sago  de  la  (îrècc  (pii  avaient  été  s'insiruire  en  Egypte,  alla  aussi  s'insiruire  en 
Espagne,  seul  |)oinl  de  lEurojje  où  les  sciences,  im|»ortées  de  l'Orient,  fussent  cidlivées 
par  les  Sarrasins.  De  retour  en  France,  il  rèpandil  av<'c  ardeur  ses  connaissances.  Elles 
tenaient  du  j)iodige  aux  yeux  de  ses  contemporains,  au  point  qu'il  fut  accusé  de  magie. 
Mais  cela  montre  cond)ien  l'ignorance  était  profonde  aloi's,  car  on  doit  convenir  que 
l'ouvrage  de  Gerbert  sur  la  Géométrie  et  ses  Traités  de  la  Sphère,  de  l'Astrolabe  et  des 
Cadrans  solaiies,  ne  roulent  que  sur  les  matières  les  plus  élémentaires  de  la  science,  ei 
ne  comportent  que  des  connaissances  Irès-supcrficielles.  Le  contraste  (jue  ces  ouvrages 
présentent  avec  l'état  avancé  des  sciences,  à  celle  é])oque,  chez  les  Arabes  de  Séville  et  de 
(>ordoue,  fait  douter  que  ce  fût  d'eux  que  Gerbert  ait  reçu  ses  connaissances,  comme  on 
a  coutume  de  le  répéter  d'après  Guillaume  de  Malmesbury.  On  y  reconnaît  plutôt,  surtout 
dans  sa  Géoméirie,  une  imitation  et  un  eommenlaire  des  ouvrages  de  Boéce,  qu'un  reflet 
du  savoir  et  des  méthodes  arabes  '  dont  nous  ne  trouverons  les  premiers  germes,  en 
France,  qu'au  XIl"  siècle. 

'  Celto  observation  s'accorde  avec  celle  de  Goujel,  qui  dil  que  le  voyage  de  Gerbert  en  Espagne  est  réel,  mais 
(|ue  le  motif  qu'on  en  donne  ne  lesl  pas  yDe  l'elat  des  sciences  en  France  depuis  la  morl  de  Charlemayne 
jusqu'à  celle  du  roi  Robert,  pag.  55). 

Andrès,  au  conhaire,  qui  a  auaché  une  grande  ini|)orlance  faislorique  aux  connaissances  et  aux  travaux  de 
Gerbeit,  leur  atuibue  une  origine  arabe,  en  supposant  loutcfois  que  ce  netaienl  pas  précisément  les  Sarrasins 
qui  avaient  été  les  maîtres  de  Gerbert,  mais  bien  les  chrétiens  espagnols,  leurs  disciples, qui  ne  pouvaient  ensei- 
gner aussi  que  les  sciences  et  les  méthodes  des  Arabes.  •>  Quesie  rayioni  mi  fanno  congetlurare  non  senza 
(/iiulcht  probabilità ,  clic  quel  dodo  r  (jrand'uomo  chefu  Gerberto  tullo  egli  si  fece  sotio  la  disciplina  de  cristiani 
spagituoli,  scnza  avère  avulo  bisogno  di  mendirarc  il  soccorso  dalle  scuolc  de'  Saraceni.  Ma  quantunque 
spagniioli  fossero  i  maeslri  di  Gerberto ,  arabica  pur  era  la  dottrina,  ch'ei  trasse  dalle  Spagnee  communico 
aile  Gnllie  ed  aH'llalia.  La  scienza  favorita  di  lui  era  la  matcmatica;  e  la  malematica ,  que  si  sapeva  in 
Ispagna,  lulla  ri-nive  délie  scuote  e  da'  libn  ilc  Saraceni.  Se  veroc,  che  Gerberto  délia  Spagna  aile  suuote 
Europee  recasse  l'ardhinetica  arabica,  colla  quale  facili  divenivano  moite  operazioni,clie  neïïantico  melodo 
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\ Oiti  rniiiilysc  de  (•«*  'rniilr  (!<■  (i(''()mriii«'  (|iii  ii  rlr  mis  nii  jour  pur  IJrrmird  P«/.,  «Iiiiis 
le  Joinc  III,  sccoiuN'  |iiirli(',  de  son  riicstiKiKs  (inridoloiinn  norissinnis.  (Aiimislir  Vitidi-- 
licormn,  ITtil,  in  1'".) 

Apri's  nvoir  donnr  les  pi'cniii'rt's  drlinilions  rcliilivcs  ii  b  (ic'oini'liic ,  (icihcil  fiiii  con- 
riailrc  les  nitsurcs  don!  les  Anciens  fiiisîiit'nl  nsiij^c;  ce  sont  les  dif/ilus,  iinria,  palnius, 
sexto,  (lodrans,  de. ,  des  Uoninins,  donl  on  (roiive  lii  nonicncliilnir  dans  In  (iconiéliic  de 
Boèce.  Il  se  sort  do  oos  ni«"siiros  dans  lonl  le  ooiirs  do  sou  livio ,  ainsi  (|iio  dos  sigiios  (|iii 
les  roprôsonlont,  ot  (iiii  oxpriiuont  aussi,  d'iino  inaniôro  ahsliaito,  les  fraclions  lollos  cpio  .j» 
r.'oto.  Il  oniploio  lo  mol  coraiistiis  pour  dosignor  la  base  siipôrioiiro  d'un  (piadrilaioïc  II 
oonsaoro  plusieurs  ohapilros  aux  trian}j;los  reolanj^los,  (pi'il  ap|)ello  (rianf/iili  pi/tliaf/orici , 
cl  (pi'il  apprend  à  construire  on  nombres  raliomiols,  un  colo  écanl  donné.  Il  so  sert  poui 
cola  des  rôjiios  connues,  aliribuées  à  Pylliaiiore  cl  à  Platon,  (pii  donnont  dos  nond)ros 
entiers  poui'  les  côtés  du  trianii,le,  cl  d'autres  régies  qui  donuoni  d(!s  nombres  IVactiot)- 
naircs.  Les  unes  el  les  autres,  qui  sont  du  mémo  genre,  dérivent  des  formules  générales 
que  nous  avons  trouvées  dans  les  ouvrages  indiens.  Au  sujet  de  ces  triangles  rectangles, 
Gorbert  résout  im  problème  remarquable  pour  l'époque,  parce  qu'il  dépend  d'une  équa- 
tion du  second  degré;  c'est  celui  où,  étant  données  l'aire  et  l'bypolénuse,  on  demande  les 
deux  côtés.  Soient  A  l'aire  et  c  Pbypoténuse  :  la  solution  de  Gcrbert,  traduite  enjormule, 
donne,  pom*  les  deux  côtés,  la  double  expression 


_  [l/,.ï  -V-  4 A  rt=  \/c*  —  4a]. 


Ensuite  il  apprend  à  calculer  avec  l'astrolabe,  ou  avec  un  autre  instrument  qu'il  appelle 
horoscope,  la  bautour  d'une  tour,  la  profondeur  d'un  puits,  el  la  distance  d'un  objet  inac- 
cessible. Puis  il  calctde  la  perpendiculaire,  dans  un  triangle  dont  les  côtés  sont  connus. 
Il  prend  pour  ces  côtés  les  trois  nombres  15,  14  el  lo.  Il  donne,  pour  la  surface  des  poly- 
gones réguliers,  les  formules  fausses  des  arpenteurs  romains,  et  résout  aussi  comme  eux  le 
problème  inverse  :  élanl  donnée  l'aire  d'un  polygone  régulier,  trouver  son  côté.  Pom*  le 
cercle,  il  donne  le  rapport  ,^.  On  trouve,  sous  les  titres  :  In  campo  quadrangulo  agripennos 
cognoscere,  el  In  campo  triangulo  agripennos  invenire,  les  formules  fausses  que  nous 
avons  déjà  signalées,  dans  les  œuvres  de  Bède,  pour  la  mesure  de  l'aire  du  quadrilatère  el 
du  triangle;  el  Gcrbert,  dans  ces  exemples,  se  sert  des  mêmes  nombres  que  Bède.  Enfin 
on  trouve  (cbapitre  LXXXV)  la  formule  qui  donne  la  somme  des  termes  d'une  progression 
ariibmétique'.  La  formule  pour  l'aire  du  triangle,  en  fonction  des  trois  côtés,  n'y  est  pas; 
ell'on  en  trouve  une  autre  pour  le  triangle  rectangle,  qui  n'est  pas  exacte. 

troppo  erano,  imbarazznnti ,  questa  o  immediatamente,  o  per  mezzo  de'  maesfri  spagnunli  rapita  fu  da  lui 
à  Saraceiii ,  cotne  dice  Guyliemo  di  Malrsburi.  (Dell' origine,  de  prof^iessi,  etc.,  P  paite,  cap.  IX.)  —  La 
nature  des  ouvraj;es  de  Gci  bert  no  nous  permet  pas  de  parlager  et  tle  opinion  sur  l'orii;ine  de  ses  connaissances. 
'  Villoison  dit  que,  dans  un  manuscrit  Irès-ancien,  ce  chapitre  LXXXV  contient  les  chiffres  arabes.  (Voir 
Analecta  grœca ,  l  11,  p.  133).  Mais  nous  devons  convenir  que.  dans  les  deux  manuscrits  de  la  Géométrie  de 
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A  lii  siiiic  tic  l:i  (iroiin'lrie,  est  un  pclil  rcril  iiitiliiU;  :  (ivrbcrti  epistola  ml  Adol- 
holduiii  (le  ((iiisà  (liicrsitaiis  arpanim  in  fiif/ono  œriin'latcro  f/ennielricè  arithitielicève 
expeuso.  (icrhcri  ('\|)li(|ii(' (inc  l;i  fonmilc  g(''oiii('lri(|ii(',  yl^ô,  de  l'iiirc  du  irijingle  é(juil;i- 
lénil,  csi  cx-icic,  ('(  <|u('  lit  lonimlc  îitiihiiK'iifjiu',  "'^",  ne  l'est  pas,  et  (nrdle  n'est  qu'ap- 
proximative. Dniis  sotj  explication  (îcrberl  conitnct  une  erreur,  car  c'est  la  formule 
'  T"  '^M"'  devait  résulter  d(^  son  raisonnement;  et  celle-ci  est  vérilaMcment  approxi- 
mative, (-ar  si  on  la  rend  homojiène,  en  y  introduisant  l'imité  de  mcsm'e  linéaire,  (pie 
nous  ap|)cllerons  o,  clic  devient  """^"'^  '-:r'i  e'  celle-ci  approche  d'autant  plus  de  l'expres- 
sion 7-I/Ô,  (pii  est  l'aire  exacte  du  triangle,  (|ue  d  est  plus  pclil. 

On  voit,  par  celle  analyse  de  la  Géométrie  de  Gerherl,  (|irclle  est  dans  le  genre  des  écrits 
de  Boèee  et  de  Bèd<';  et  qu'on  n'y  peu!  reconnaître  l'origine  arabe  qu'on  a  attribuée  légè- 
remenl ,  et  sans  critique,  aux  comiaissances  scienli<iques  de  l'aïucur. 

Il  parait  que  (ierbcit  a  beaucoup  écrit  sur  l'Arithmétique,  j)articulièrcment  sur  un  sys- 
tème de  numération,  différent  du  système  latin  alors  en  usage;  et  c'est  pour  cela  principa- 
lement que  son  nom  est  resté  célèbre  dans  l'histoire  des  sciences.  Nous  avons  parlé,  au 
sujet  du  passage  de  la  Géométrie  de  Boèce,  du  Traité  De  numerorum  divisione,  qu'on  lui 
aitiibuc  '  ;  cl ,  en  remarquant  que  celte  pièce  se  trouve  dans  les  deux  éditions  que  l'on  a 
des  œuvres  de  Bède,  nous  avons  eu  la  pensée  qu'elle  pourrait  être  de  ce  dernier.  Mais 
Gerbert  et  ses  disciples  ont  laissé  plusieurs  autres  écrits  sur  le  même  sujet,  qui  prouvent 
qu'ils  avaient  alors  une  grande  coimaissancc  des  procédés  du  calcul  dans  ce  système  de 
lumicration,  qu'ils  appelaient  le  système  de  V Abaque.  Les  écrits  de  Gerbert,  qui  la  plu- 
pari  se  trouvent  dans  la  Bibliothèque  du  Vatican,  sont  intitulés  :  1°  Gerbcrti  scholastici 
Àbaats  compositiis;  '2"  De  minunis;  5°  Regulœ  Abaci;  h'"  Fraymentiim  Gerberti  regulœ 
(le  Abaco;  o"  Gerberti  arithmetica.  Le  premier,  Abacus  compositus ,  existe  dans  plusieurs 
autres  bibliothèques.  Pez  ayant  trouvé  à  sa  suite,  dans  la  Bibliothèque  de  l'Abbaye  de 
S'-Emcran,  à  Katisbonne,  une  autre  pièce  intitulée  :  G.  Liber  siibtiiissimus  de  Arithme- 
ticd,  l'a  attribuée,  à  cause  de  l'initiale  G,  à  Gerbert.  Dans  ce  manuscrit  de  Ratisbonne,  le 
Traité  de  VAbacns  porte  aussi  le  nom  (ÏAUjorismus;  il  est  adressé  à  l'empereur  Othon  III  2. 
La  Bibliothèque  de  Leyde  possède  deux  manuscrits  provenant  de  Scaliger  et  de  Vossius, 
dont  le  premier  est  intitulé  :  Libelliis  multiplicationum,  in  quo  epistola  Gerberti  ad  Con- 
stantinum  de  doctrinà  Abaci;  et  le  second  :  Gerberti  de  Divisionibus  cum  nolis  ad  illas. 
(Catalogis  BiBLiOTHEC;*;  LxtvEnsiTATis  Llgdlno-Batav^  ,  pag.  541  et  590.) 

Quant  au  Traité  De  numerorum  divisione,  il  est  assez  singulier  qu'il  ne  se  trouve  sous 
ce  titre  dans  aucun  des  grands  dépôts  littéraires;  du  moins  on  ne  le  cite  dans  aucun  cata- 

Gerhert  qui  existent  à  la  Bilîtiolliècpie  royale  de  Paris  (n"'  7i8o  et  7377  c).  nous  n'avons  vu  que  les  ctiitTres 
romains,  et  les  signes  par  lesquels  les  Latins  représentaient  les  tractions.  Ces  signes  ont  été  rapportés  fidèlemeni 
par  Pez,  dans  son  édition  de  la  Géométrie  de  Gerbert. 

•  Le  premier  éditeur  des  letlres  de  Gerbert  a  rapporté,  à  la  suite  de  la  161'  et  dernière  lettre,  les  premières 
lignes  de  ce  Traité.  Le  second  éditeur,  en  conservant  la  lettre,  en  a  supprimé  ces  premières  ligues. 

'  Gerberti  Ahaciis  seii  Alyorismus  ad  Olloncm  imp.  (Voir  Thésaurus  anecdolorum  novissimus ,  l.  i,  Disser- 
latio  isagogica ,  p.  xxxviii.) 
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logdci,  sous  ce  lilrc,  disoiis-iioiis.  (Icllc  cin'iiiisUiiicc  aviiil  coiiti'iliiii'  n  nous  fiiiic  >u|)|ioM-r 
<|U('  ce  TiniU'  pounail  olrc  de  Itcdc.  (oui  en  icconiiiiissiuil  (|ur  le  piod'-dc  de  cnlcnl  mu- 
l»'(|iu'l  il  roule  rliiil  l'iunilicr  ii  (icrltcii  '.  <Mi<l  (|iiVii  ^oii  l'aulcur,  uoll^  |irisislous  l'i  le 
irgnrdci"  connue  iniilc  du  piissiijçc  de  IJoct'c  sur  le  uh'UH'  sujcl,  cl  i'i  penser  (|u'il  roule  sur 
un  sysicuie  île  numéinlion  (|ui  ne  dill'ère  i\[i  noire  <|u"eu  un  seid  poiiil,  rnnploi  du  zvin 
qui  y  n  éU'  inlroduil  pi)sléri«'ureinenl,  cl  n  peiinis  idors  de  su|»priiner  les  eoloiuies.  |);uis 
celle  nijuiiére  d«'  Noir,  il  ne  resiernil  à  résoudre,  .m  sujcl  de  eei  Mmvus,  (pie  hi  (pnsiion  de 
savoir  si  celle  innovalion  liemcuse,  l'emploi  du  /ér(),aélé  un  perrecliormenienl  direci  du 
syslèiiie  luoine  de  VAhiKiuc,  ou  hien  si  les  Kuropéens  l'oiU  prise  dans  1'  \riihineli(|ue  arabe, 
vers  le  XI*"  ou  le  XII'"  siècle. 

Plusieurs  eonleinporains  de  (îerberl,  (pion  reiiardc  eoiuine  ayani  éié  ses  disciplo,  oni 
aussi  écril  sur  rArillinu''li(pie  pialicpiée  dans  le  sysièine  de  ÏAIxkiiw.  Telssunl  Adalltolde, 
évè(pie  (Il  irechi,  llerif;er,  abbé  de  Laubes,  el  IJernelin. 

Il  resie  du  premier,  dans  la  IJibiiollièipie  du  \  alicaii,  nii  écrit  iiililiili'  :  Alholdi  ad  (îci- 
beiiuiH  scholaslHKiii  de  Aslnmoniio,  seu  AtxKO -.  On  trouve,  dans  le  lonie  iii  du  7'/ii'- 
saurus  anciduloruin  novissinius  de  Pez  ("2''  pari.,  p.  8(»),  un  autre  écril  d'Adalbolde  intr- 
lulé  :  Lihcllus  de  rationc  inrenicndi  crassiludinein  spluvrœ,  où  il  donne,  pour  le  vobune  de 
la  spbère,  la  lornuile  D"Vf  '  D  étant  le  diamèlre,  qui  a  poui'  base  le  iap|)orl  (rArebimède. 
Dans  son  calcul  numérique  Adalbolde  se  serl,  comme  (îerberl  dans  sa  (îéoméliie,  des 
caraclères  l'omains  (pii  e\|)rinuiieni  les  fractions  tt'^'  etc. 

Ileriger  commenta  YAbacns  de  Gerberl,  dans  im  écrit  qui  se  trouve  dans  la  liibliotbe(pje 
de  Leyde,  sous  le  litre  :  Ralio  Abmi secundùm  dicuni  Ilerit/cnnii  '\ 

IJernelin  avait  écril  sur  la  Musiipie,  la  GéoméH'ie  et  l'Arillimélicpie,  un  ouvrage  iiiscril 
dans  la  Bibliollièquc  du  A'atican,  sous  le  tilre  :  Bonelini  Abaii,  Musiia,  Arithmetka  et 
Gcoinefria  *;  et  un  autre  Traité  en  quatre  livres,  De  Àhaco  et  muneris,  (jue  Vigniei-,  dans 
sa  ^/ft//o//)èr///p/j/s/or/«/<^,  assure  que  le  célèbre  jurisconsulte  Pierre  Pilbou  avait  possédé^. 

'  Deux  exemplaires  de  cet  écril ,  qui  se  trouvent  à  la  Bibliollièque  royale  de  Paris,  sous  d'autres  tiUes ,  purteiit 
le  nom  de  Gerbert,  ajouté,  il  est  vrai,  à  une  époque  rapprochée  :  le  premier  est  intitulé  Ralioucs  numero- 
ruin  Ahaci  (manuscrit  n"  66:20);  et  le  second,  Tractatus  de  Abacu  (n»  71  b9  A).  Nous  supposons  qu'une  parlie 
des  manuscrits  dont  nous  avons  rapporté  les  titres  ci-dessus,  |iarticulièrenient  ceux  de  la  Bibliollièque  de 
Leyde,  ne  sont  aussi  que  ce  même  Traité  De  numerorum  divisionc. 

*  Montfaucon,  Dihliotheca  bibliothecarum  manuscriptorum  nora.  t.  1.  j).  87. 
^  Histoire  lillrraire  de  la  Fratice,  t.  VU,  p.  :206. 

*  Montlaucon,  ibid.,  t.  1,  p.  :24  :  on  voit,  à  la  page  110,  que  la  IJibliothéque  du  Vatican  possède  d'autres  pièces 
du  même  auteur,  sous  le  titre  :  Bernelinus  junior  de  Abaco  et  alla  plurima. 

'•>  Nous  allons  rapporter  ce  passage  de Vignier.  auquel  il  ne  paraît  pas  qu'on  ail  fait  aUenlion  .  et  qui  cependant 
a  une  importance  histori(|uequi  n'est  point  à  dédaigner:  car  il  nous  prouve  qu'au  XVI''  siècle  on  regardait  nos 
chitîres,  et  notre  système  de  numération,  connue  dérivant,  sinon  du  système  même  de  V Abaque,  du  moins  de  la 
même  origine  que  lui  ;  ce  passage  vient  à  l'appui  de  l'interprétation  que  nous  avons  donnée  de  VAbacus  de  Boèce  : 

«  Gerbert.  dit  Vignier,  (^ut  encore  un  autre  sien  compagnon  ou  disciple  es  sciences  géométriques  et  mathé- 
'>  mat itpies  nommé  ISernelinus,  cpii  composa  quatre  livres  De  AI)aco  et  numeris.  Des(|uels  se  peult  apprendre 
•I  l'origine  de  (^hiflVe  dont  nous  usons  aujourd'hui  es  comptes  d'arithméli(pie.  Lescpiels  livres  M.  Savoye  Pitliou 
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On  voil,  dans  le  loiiic  \lî  de  Vllistoiiv  llltéraire  de  la  l'rnucc,  écii(  (  ii  I77Ô,  qii  alors  un 
cxcniplîiirc  de  cet  ouvrage  se  (ronvail  dans  l'AUbayc  d(;  Sainl-Vielor,  de  Paris.  La  préface 
avait  pour  li(re  :  Incipil  prœfalio  lihri  Ahacl  (inon  junior  Jicnicliiius  edidil  Parisiis  *. 
C'est  penl-èlre  encore  à  ce  Traité  de  i'Ahatpic  (pic  se  rapporte  une  aniic  pièce  de  Fiernelin 
cpii  se  trouve  dans  la  Hihliollièrpie  de  Lcvde,  à  la  snilc  de  VAhacns  de  (îerixrt,  sous 
le  titre  :  Scnlica  (Sc/toiia  probablement)  Hernelini  l'(n-isiis  ail  Aiticliiini  siiuni  édita  de. 
niinutiis. 

On  cite  encore  un  moine  noimné  Halber  cpii ,  dans  le  même  lemf)s,  a  aussi  écrit  sin- 
VAhaens  de  (Jcrbert.  (Histoire  littéraire  de  la  France,  t.  \  II,  ().  lôH.j 

Il  serait  bien  utile,  [)our  éclaircir  enlin  les  «pieslions  bistoii(pies  relatives  à  l'origine  et 
à  l'introduction  en  Europe  de  notre  Aritbmétiqne,  et  particidièrenient  à  ce  système  de 
VAbaqiie,  qui  tient  une  grande  place  dans  l'Iiistoire  littéraire  du  X'  siècle,  et  (pii  probable- 
ment n'était  que  renouvelé,  après  plusieurs  siècles  d'oubli,  des  ouvrages  de  IJoèce,  et  de 
(|uelques  auteurs  du  même  temps  '^,  qui  eux-mêmes  le  tenaient  de  l'école  de  Pytbagore, 
ainsi  que  le  dit  Boècc  ',  il  serait  utile,  dis-je,  que  l'on  mit  au  jour  les  différentes  pièces  de 
(Jerbert  et  de  ses  disci|)les,  dont  nous  avons  rapporté  les  titres  ci-dessus,  et  que  l'on  lit 
attention,  dans  les  bibliotbècpies  de  manuscrits,  aux  pièces  sendjlables  (|ue  certainement 
on  y  devra  découvrir. 
XI' SIÈCLE.  Au  XI*  siècle,  Ilermann  Contractus  se  fit  un  nom  par  différents  écrits  sur  les  Matbé- 
maliques,  dont  im  sur  la  Quadrature  du  cercle,  et  un  sur  l'Astrolabe.  Celui-ci,  en  deux 
livres,  (jui  traitent  de  la  construction  et  de  l'usage  de  l'Astrolable ,  a  été  imprimé  dans  le 
tome  III  du  Thésaurus  novissitnus  de  Pez.  Wallis  dit,  dans  son  bistoire  de  l'Algèbre,  (pi'un 
passage  d'un  manuscrit  ancien,  de  la  Bibliotbôi|ue  Bodiéienne,  l'autorise  à  penser  que 


■  m'a  assuré  avoir  en  sa  bil)liothè(|ue,  et  recognoistre  en  iceux  un  sçavoir  et  intelligence  admirai)le  de  la  science 
»  qu'ils  traitent.  Et  pour  ce  qu'avec  ceux  là  furent  encore  fort  renommés  au  même  temps  en  la  France  plusieurs 
•  autres  grands  personnages,  à  cause  de  leur  grand  sçavoir  es  mêmes  sciences  philosopliiques  et  mathématiques, 
'■  comme,  etc    «  {Bihliotlieqne.  hisloriale,  3  vol.  in-fol.;  Paris  1588;  second  vol.  p.  642.) 

'  II  exislait.  dans  la  Bibliothèque  de  l'Abbaye  de  Saint-Viclor,  un  autre  Traité  de  V Abaque,  (|ue  Montfaucon 
inscrit  sous  le  tilre  :  Radulphi  iMudunensis  de  Abaco  (Bib.  bib    t.  11.  p.  1574.) 

*  Par  exemple  nous  sommes  poité  à  croire  que  Viclorius,  malliémaiicien  contemporain  de  [îoèce,  avait  aussi 
écrit  sur  ce  système,  ou  du  moins  avait  laissé  des  calculs  qui  s'y  rapportaient;  et  que  c'est  à  ce  sujet  que 
(lerbert  et  ses  disciples  client  souvent  le  calcul  de  Viclorius  cl  sa  brièvelé,  car  il  ne  paraît  pasquecela  doive 
s'entendre  du  nouveau  canon  pasc;il  (jue  Viclorius  avait  calcule. 

'  Il  n'e.sl  pas  rare  de  trouver,  dans  l'histoire  des  sciences,  des  idées,  des  principes,  des  ihéories  même,  qui 
ont  paru  et  disparu  ainsi ,  plusieurs  fois  et  à  de  longs  intervalles ,  avant  de  trouver  un  sol  préparc  pour  y  jeter  de 
profondes  racines  et  prendre  une  existence  durable.  Les  polygones  étoiles  nous  offrent  un  exemple  de  pareilles 
intermissions.  Considérée  d'abord  dans  l'Ecole  de  Pytliagore,  et  oubliée  pendant  dix  siècles,  Tf/o/Ze  pentagonale 
reprend  naissance  dans  la  Géométrie  de  Boèce;  oubliée  encore  pendant  six  siècles,  elle  doit  une  nouvelle  vie  à 
Campanus;  un  siècle  après  elle  produit  la  théorie  des  polygones egm/jV?!/.?;  deux  siècles  plus  tard,  le  nom  et  les 
travaux  mémorables  de  Kepler  semblent  devoir  assurer  un  rôle  brillant  et  durable  à  cette  théorie,  qui  pourtant 
retombe  dans  un  oubli  complet  pendant  deux  siècles,  pour  reprendre  enfin  l'existence  imjiérissable  que  lui  assurent 
les  considérations  analytiques  qui  l'unissent  à  la  théorie  des  polygones  ordinaires. 
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McriniiiMi  (loiiinii'liis  connnissnit  noire  syslriiD'  de  niiiiicrnlioi)  ;  <l  il  l<-  nid  ,  ;i|)|ts  (icrlxTi, 
vu  l(''l(>  (les  jnilcnis  qni  onl  rciil  sur  <•«•  snjcl  '. 

Le  \ll"  siècle  se  (lislinj;;ne  par  (|iiel<|iies  elVoi  Is  eonire  rii^imiinice  gi'wM'iiile.  IMiisienis  xir  «.uxlc. 
Kumpéens,  sniviHM  l'exemple  de  (ierheil,  (piillenl  leur  pa\s  puni'  nller  s'insifuire  au  loin. 
On  (lisn'nu;ue  parmi  eux  .Adliélard,  ou  Aihélard,  cl  (îerard  de  (in'mone.  I.e  premier 
visija  j'lvs|»aji;ne,  ri'!j;vp(e  el  l'Arahie,  el ,  à  son  retour,  haduisii  de  l'arahe  plusieur-' 
ouvrages,  an  n(unl)re  des(piels  se  Ironvenl  les  l'iléinenis  d  lluelide.  (Vc^i  la  première 
Iraduelion  ipu'  l'on  ail  eue,  en  l'ïnrope,  de  eel  ou\ra;;(',  (pie  l'on  ne  eoimaissail  ipic 
par  l'exirail  Irès-reslroinl,  el  (pii  se  lioriiaii  à  «pichpies  ('iioneés  de  proposilions,  (|ue 
Bocco  on  avail  donnés,  dans  le  premier  livre  de  sa  (iéoinélrie.  Adliélard  a\aii  joini,  à 
sa  traduction,  dos  Conunenlaires  sur  les  pro|)osiiions  iTHuclide.  (loi  ou\rajie  est  resté- 
manuscrit  '^. 

!M.  Join-dain  attribue  à  Adliélard  un  Traité  de  TAstrolahe  et  une  doctrine  do  VAhaqup^. 
{Hvclnnfu's  sur  les  tntdiicdons  (l'Anslolc,  pag.  100.) 

(iérard  do  "(Irémonc  (III4-I1S7)  alla  résider  pendant  longtemps  à  Tolède,  pour  \ 
apprendre  rarahe  ol  y  faire  de  nombreuses  traduclions,  qu'il  rapporta  dans  sa  patrie. 
IlIIos  s'étendaient  sur  toutes  les  parties  des  sciences  (pii  florissaicnt  parmi  les  Maure-- 
(r^spagno.  On  y  distingue  l'Almageste  de  Ptoléméc,  le  Traité  des  crépuscules  (rAlbazen 

'  Ifujusce  Hcrmanni  mcntionem  reperioin  qnodam  BiblioUiecœ  liodleianœ  M  S  0,  ubi  dicilur  quod  ab  Her- 
manno  et  Prodocimo  didiccrint  Auaolm  ,  hoc  est  (alio  iiomine)  Algorismum. 

ileiniann  Conlraclus  passe,  aux  yeux  de  quelques  liisloriens,  de  lîruclipr  parliculièrempnt,  pour  avoir  cultive 
de.s  premiers  la  langue  arabe,  et  fait  les  premières  naduclions  laiines  d'Ari.-lote.  Mais  M.  Jourdain, en  remonlanl 
à  la  source  de  celte  opinion,  cioil  qu'elle  est  erronée,  ou  du  moins  qu'elle  n'est  pas  jusliliée;  il  pen-e  que  l" 
Traité  de  l'Astiolahe,  d'IIerinann ,  u'es-t  pas  une  version  d'nn  ouvrage  arabe,  mais  hien  Cl>lnpo^e  d'après  de> 
matériaux  déjà  publiés   (Recherclies  sur  l'dge  el  l'origme  des  Iraductions  latines  d'Anstote,  p.  Ib6) 

Je  rapproche  ce  .sentiment  de  M.  Jourdain  du  fait  cite  par  ^^  allis,  parce  qu'on  en  lire  une  induction  favorable 
à  l'opinion  que  j'ai  déjà  émise  souvent ,  à  savoir  que  lous  les  écrits  sur  VJbaqne,  tels  que  ceux  de  Gerberl  el  ûo 
ses  disciples,  émanent  de  la  nièmi;  souico  que  celui  de  lioèce,  et  ne  proviennent  point  directement  des  ouvrages 
arabes  empruntés  des  Sarrazins  d'Espagne. 

'  Il  se  II  Olive,  dans  la  bibliothèque  des  Dominicains  de  Saint-Marc,  à  Florence,  sous  le  titre:  Euclidis  Geomeiria 
cum  Commenio  Adelardi;  et  dans  la  bibliOihè(|ue  Bodiéienne  sous  celui  de:  Euclidis  elementa  cuin  scholiis  il 
diagrammatis  latine  reddita  per  Adelarduin  Bitthoiiiensem.  La  Bibliothèque  loyalede  Paris  en  possède  aussi 
une  copie  (n"  7:213  des  manuscrits  latins).  Une  autre,  qui  a  appartenu  à  Regiomontanus,  se  trouve  dans  la 
Bibliothèque  de  Nuremberg. 

'  Nous  ne  savons  sur  quelle  autorité  M.  Jourdain  se  l'onde  au  sujet  de  cette  doctrine  de  V Abaque ,  ni  si  élit- 
portail  précisément  sur  le  système  de  VAbacus  de  Boèce  et  de  Gerberl.  Ce  point  historique  est  d'une  grande 
importance,  parce  ([ue  lous  les  travaux  d'Adhélard  ont  eu  pour  objet  de  faire  connaître  les  ouvrages  philoso- 
phicjues  el  malhènialiciues  des  Arabes,  dont  il  reconnaissait  la  haute  supéiiorité  ^ur  les  doctrines  de  la  scolas- 
tique  du  temps;  el  nous  .serions  porté  à  croire  que,  sil  a  écrit  sur  l'Arithmétique,  ce  serait  sur  l'Arithmétique 
même  des  Arabes,  qui  reposait  bien  sur  le  même  principe  de  la  valeur  de  position  des  chiffies  que  lesystème  de 
l'Abaque,  mais  qui  en  différait,  suivant  nous,  par  ru.>-age  du  zéro.  Peut-être  l'ouvrage  d'Adhélard  elablissait-il 
la  transition  dusvsième  de  l'Abaque  à  celui  des  Arabes,  et  montiail-il  l'identité  des  deux  systèmes,  dont  le  second 
néanmoins  était  d'une  application  pratique  plus  facile,  et  a  reniiilacé  le  premier,  en  prenant  le  nom  (\'Algorisrnus. 
Cet  ouvrage  d'Adhélard  pourrait  donc  être  Irès-précieux,  comme  résolvant  peut-être  la  question,  encore  irré- 
solue ,  de  la  véritable  origine,  parmi  nous,  du  système  de  numération  en  usage  depuis  cinq  ou  six  siècles. 


510  NOTES. 

1 1  le  li\rx'  De  siivnliis,  (rAH'iUiihiiis  ".  M.  Joiii-diiiii  |K'iisl'  ()ue  ("«'si  jiiissi  à  (jC'nird  de  (Pié- 
mont' (|ii('  Ion  doit  le  Tniilc  de  P('r>|)»'ctivc  dWlhazen.  {Rerlu-nhes  vriliques  sur  les  tradui- 
rions Uniiies  d  Aristide,  piiji.  I2H.;  l  n  Tniiic  d"  ^niliinrlùjiic,  (|iii  se  trouve  dans  la  Hihlio- 
lliè(Hi('  Hodléicnne,  sous  le  lilre  Alyorisiuus  ma^fislri  Gerardi  in  inicffris  et  minutiis*, 
serait-il  aussi  de  Gérard  de  Crémone,  (|ni ,  en  elïet,  en  rapporlani  (ri>|»iij!;ne,  une  partie 
des  eoiHKiissanees  scicnli(i(|ues  des  Arabes,  n'a  pu  né}:liger  leur  ingénieux  système  de 
numération,  à  moins  (pie  déjà  il  ne  lût  bien  eonnu  des  boinmes  qui  se  livraient  à  l'élude 
des  seienees,  ainsi  (pie  nous  serions  porté  à  le  penser,  en  voyant,  dans  le  siècle  suivant, 
le  grand  nombre  d'auteurs  (|ui  ont  écrit  sur  ce  système  de  numération  ,  ou  qui  s'en  sont 
servis  dans  leurs  ouvrages. 

Trois  autres  hommes,  contemporains  d'Adbélard  et  de  (jérard  de  Crémone,  travaillèrent 
aussi  à  faire  eonnaitre  les  ouvrages  mathémati(pies  répandus  chez  les  Arabes.  (>  sont 
Platon  de  Tivoli  {Plato  Tiburliniis),  le  juif  Jean  de  Sé\ille,  connu  sous  le  uom  Jo/iannis 
Hispalensis,  et  Uodolj)l)e  de  Bruges  {linnj/iensis). 

Le  premier  traduisit,  de  l'arabe,  les  Sphériques  de  Théodose,  \ers  Tan  I  1:20  (imprimé 
en  I0I8);  de  l'hébreu,  un  Traité  de  Géométrie  de  Savosarda  ';  el  divers  autres  ou\ rages. 

Jean  Hispalensis  traduisit  les  Eléments  astronomiques  d'Alfragaïujs  (en  1142,  suivant 
(i.  J.  Vossius  et  plusieurs  aulems),  et  divers  ouvrages  sur  l'Astrologie,  au  nombre  des- 
(piels  est  un  Traité  d'Albumasar,  (jui  se  trouve  en  manuscrit  dans  la  Bibliothèque  Maylia- 
becifii  sous  le  lilre  :  Liber  introducturii  niajoris  in  inafjislerio  scient iœ  Astrunnn.  editione 
llbuniazar  et  inlerprelalione  Johunnis  Hispiilensis  ex  arabica  in  latinuni.  Celle  version 
parait  avoir  été  faite  en  l'an  1171,  car  elle  se  termine  par  ces  mots,  scriptns  est  liber  iste 
anno  domini  nostri  Jesu  Chrisli  I  11 I .  Elle  est  précieuse,  en  ce  (|u'elle  contient  des  Tables 
astronomiques  en  chilfres  arabes  *.  Ce  sont  peut-être  les  plus  anciennes  qui  aient  une  date 
certaine.  Jean  Hispalensis  a  aussi  laissé  un  Traité  d'Ariihméiique  arabe,  sous  le  litre 
(VAUjorismus.  C'est,  jusqu'ici ,  le  plus  ancien  Traité  d'Arithmétique  (pii  |iorte  ce  nom, 
(pie  nous  trouverons  dans  tous  les  ouvrages  du  XH*"  siècle.  Ce  Traité  eommeiK-e  ainsi  : 
Incipit  prolofjus  in  libro  Abjorismi  de  praclicà  Arilhmeticœ,  (pii  éditas  est  à  Magistro 
Johnnne  Hispalensi.  Il  est  très-complei  ;  il  comprend  les  sept  opérations  :  addition,  sous- 
traction, (lu|)lntion,  médiation,  iiHdliplicaiion,  division  e(  cxiriuiion  de  racines,  d'abord 
pour  les  nombres  entiers,  j)uis  pour  les  fractions.  On  liou\e  à  la  suite,  sans  interrup- 
lion.  et  (le  la  même   écriture,  sous  le   lilre  :  Excertinnes  de  libro  fjai  dicitur  Gebro  et 

'  Fahricius  a  forme  une  première  liste  des  iraductioiis  alliiliuées  à  Gérard  de  Crémone  (Bib.  med.  et  infimœ 
lai.,  X  lll,p.Uo.)  M.  Jourdain  en  a  donné  une  seconde,  presque  double.  L'ouvrage  d'Alfarabius  n'y  est  pas  compris. 
C'est  M .  Libri  qui  l'a  trouvé  dans  un  manuscrit  de  la  Bibliothèque  royale,  sous  le  lilre:  Liber  Mfarabii ,  de 
.scientiin.  traiislatus  à  muyislro  Glierardu  Cremonensi,  iit  TokUo.de  arabica  in  latinum.  {fJistoire  des  sciences 
mathématiques  en  Italie,  l.  I,  p.  172.) 

'  Heilbroniier.  H/.s/.  Malh..  p.  601. 

■'  Liber  Embadorum  a  Savosarda  judœn  in  liebrairo  compositus,  el  a  l'Ialone  Tiburtino  in  iMlinutn  ser- 
monem  translatus.  (In  IJibliothecà  S.  .Marci  Dominicorum  Klorenliie.)  M.  Libri  doit  (ioimer.  dans  le  sec(md  volume 
de  son  Histoire  des  sciences  mathématiques ,  une  analyse  de  cet  ouvrage  imporlanl. 

*  Targioni ,  Relazinni  di  alcuni  Viaggi,  eic,  t.  II.  p.  67. 
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Mi(i-uh(ila  ',  lin  iiioiTcaii  il'Algôhro,  (|iii  pnrnil  v\\  l'iiirc  [uirlir.  (!'rsi  lu  n'soliiiioii  (l«'s  n|iiii 
lions  (In  mciukI   (h'gri'.  On  y  it^sonl  |iliisit'nrs  (incstions  (elles  (|n('  celles-ci  :  (>«>■/  rsl  Ir 
nonihri'  (iiii ,  ajoiilc  à  10  fois  sa  niciiic,   ilonnr  ô'.)?    (^hifl  csl  h-  iKimhrc  (/ni,  ajoute  a  \), 
vyale  (»  (ois  s<i  rdcinry 

(Ici,  (»nviii{;e,  (|iii  |iaiiiil  cire  rcsié  ignore  jiis(|n'ici,  csl  précieux''',  connue  el;iiil  le 
pins  iineicn  Tniilc  (l'ArilInncMipic  iiniite  ci  (rAI,!;clii-c  ipii  soil  cunnii.  On  iiviiil  rcgnnlc, 
jusqu'ici,  ccini  de  Lconind  ilc  Pise  connue  él.iiil  le  pins  ancien. 

On  (loil  à  Utxiolplu*  de  Bruges  la  connaissance  du  IManispliére  de  IHoiéniée,  (juil  (ra- 
«Inisii  de  l'arabe,  sur  une  version  conmienlée  par  un  aulcnr  iionnné  iMoIscm.  Le  ie\ie 
grec  ne  nous  est  pas  parveiui.  L ouvra};!'  de  Kodolplie  de  lliiifics  a  élé  imprimé  pour  la 
première  l'ois  en  l.')()7,  à  la  suile  de  la  (jéoj^rapliie  de  Plolémée  (l{on)e,  in-folio);  puis 
en  I55G  ^.  (iommandin  en  a  donné,  en  J.'i.'iH,  niu'  iradiietion  plus  correele,  aeeonipagnée 
d'un  Connuenlaiie  (|ui  est,  en  grande  parlie,  un  Traité  général  de  Perspective;  ouvrage 
éeril  d'iui  slyle  géoniéiii(pie  assez  facile  ipion  ne  renconire  |)as,  généralement,  dans  les 
nombreux  Traités  de  l'erspeelive  (jui  ont  paru  dans  le  XV  I''  et  le  XV  II'  sièele. 

Le  Xlir  sièele  marque  nue  ère  nouvelle  dans  Ibisloire  des  sciences.  Il  prépare  leur  xm- sieci.k. 
rétablissement,  en  répandant  la  eonnaissance  usuelle  du  système  de  numération  arabe, 
de  l'Algèbre,  et  de  plusienis  ouvrages  imporianis  de  l'Kcole  grecque.  Celle  épotpie  est 
prescpie  féconde  en  écrivains;  on  y  trouve  Jordan  iVemoraiius,  Léonard  Fibonacci  de  Pise, 
Sacro-Bosco,  Campanus  de  JNovarre,  Albert  le  Grand,  V  incent  de  Beauvais,  Roger  Bacon, 
Vilellion,  dont  les  noms  sont  restés  célèbres  et  honorent  le  Moyen  âge. 

Campanus  iiaduisil,  sur  un  texte  arabe,  et  accompagna  de  Commentaires  les  treize  livres 
des  Eléments  d'Euclide  et  les  deux  qu'on  a  attribués  îi  Ilypsicle  *.  C  est  cet  ouvrage  qui  a 
servi  a  répandre  en  Europe  la  connaissance  de  la  Géométrie.  11  a  été  imprimé  pour  la 
première  fois  en  1482,  et  a  eu  i)lusieurs  autres  éditions.  Pendant  longtemps  encore,  après 
la  renaissance  des  sciences,  il  a  joui  d'une  grande  estime,  et  les  Commentaires  de  Cam- 
panus ont  été  consultés  par  les  géomètres  qui  ont  écrit  sur  les  éléments  de  la  Géométrie, 

'  Le  manuscrit  dit  Exceptiones  de  libro  qui  dicitur  Glcba  et  Mutabilia ;  mais  cela  provient  probablemenl 
d'erreurs  du  copiste. 

^  Les  copies  en  doivent  être  très-rares,  car  les  catalogues  de  manuscrits  n'en  indiquent  aucune. 

5  Avec  le  Planisphère  de  Jordan,  et  diQérentes  autres  pièces  concernant  l'Astronomie,  sous  le  titre  général  : 
Spliœrce  alqtie  astronim  cœleslnim  ratio,  nalura  et  mutas;  Valderus,  lîasilene,  la56,  in-4". 

M.  Delambre,  dans  son  Histoire  de  l'Astronomie  ancienne  (t.  II ,  p.  -i56),  a  donné,  à  la  traduclion  latine  de 
Rodolphe  de  lîrugcs,  la  date  de  134-4,  au  lieu  de  1144.  Celte  erreur  a  élé  cause  que  ce  célèbre  Astronome  s'est 
étonné  qu'une  traduction  faite  en  1544  se  trouvât  dans  un  ouvrage  imprimé  eu  1356. 

*  Quelques  hisloriens  ont  pensé  que  cet  ouvrage  de  Campanus  n'était  autre  que  la  traduction  d'Adhélard,  à 
laquelle  Campanus  avait  joint  des  Commentaires.  Voici  comment  s'exprime  Andrès  à  ce  suiel:  Set  {Campano} 
non  tradusse  corne  si  dice  comunemente ;  certo  illustra  cou  comenti  l'Euclide,  tradolto  primo  dalT  Arabo  in 
Latino  dalV  inglese  Atelardo  Golho,  corne  lia  fatto  vedere  il  Tiraboschi  {Deir  origine,  de  progressi,  e  dello 
stato  attuale  d'ogni  litteratura.  Parle  1,  cap.  IX).  Le  titre  suivant,  d'un  exemplaire  manuscrit  de  l'Euclide  de 
Campanus,  qui  se  trouve  à  la  Bibliothèque  royale  de  Paris,  sous  le  n"  7:215,  vient  conlirmer  cette  opinion  : 
Euclidis  pliilosophi  socratici  incipit  liber  Elementorum  urtis  geometricœ  translatas  ab  Arabica  in  Latinum 
per  Adelardum  Gothum  Batlioniensem ,  sub  commenta  Magistri  Campani  Novarriensis  (MS.  du  XIV«  siècle). 


m^  NOTES. 

K'Is  (|iu' Ziunix'iii,  LiHiis  (li  Hotgo,  Pcleticr  du  Miiiis,  (ihiviiis,  el»;.,  cl  par  les  Alttc'biisU's 
<|ui  oui  Wiùiv  (les  (|ii;iiiiii('>  iiicomincnsiiriihles,  ('oiiime  Siifcl,  dans  son  Arithmctica 
intcrjra. 

Nous  avons  dit,  m  pnriani  dti  passage  de  lioèce  où  nous  nvons  cru  apercevoir  le  penta- 
gone èloilo,  (pie  celle  (iiiure  a  élé  eonsidc-rée  expressément  par  (^ainpaïuis,  dans  son  Com- 
inenlairo  sur  la  5!2'  Proposiiion  du  1  "  livre  d  l"]iiclide,  et  (|ue  c'est  là  que  Bradwardin, 
<lans  le  siècle  suivant,  a  j)ris  l'idée  de  ses  polygones  égrédicnls,  dont  il  a  donné  une  théorie 
assez  étendue. 

On  trouve,  à  la  fin  du  i"  li\re,  deux  propositions  de  Cauipauus',  dont  la  première  a 
poiu"  ol)jet  la  trisection  d'un  angle;  et  la  seconde,  rinscription,  dans  le  cercle,  du  nonagone 
régulier.  Ce  seeond  problème  dépend  île  celui  de  la  iriseeiion  de  l'angle;  et  la  solution 
(pie  Campanus  donne  de  celui-ci  est  remaripiahle  par  sa  simplicité:  elle  se  réduit,  en 
prati(pie,  à  la  construction  d'une  conclioïde  de  iNicornède.  Kn  voici  le  principe  :  Que  du 
soniinel  de  l'angle,  comme  centre,  avec  un  rayon  arbitraire,  on  décrive  une  circonférence 
de  cercle,  (pii  rencontrera  les  deux  côtés  de  l'angle  en  deux  points  a,  b;  que  l'on  mène  un 
demi-diamètre  per|)endiculaire  au  premier  c()té;  (pie  par  le  point  6  on  mène  une  droite, 
de  manière  que  sa  partie  comprise  enti-e  ce  demi-diamètre  et  la  circonrérence  (\u  cei'cle 
soit  égale  au  rayon;  et  enfin  que,  par  le  sommet  de  l'angle,  on  tire  une  |)arallèle  à  celle 
droite  :  celte  parallèle  opérera  la  iriseeiion  de  l'angle. 

Campanus  ne  dit  pas  comment  on  déterminera  la  direction  de  celle  droite  issue  d'un 
point  de  la  circonférence,  et  donl  la  partie,  comprise  entre  le  diamètre  et  l'autre  partie  de 
la  circonférence,  doit  être  égale  au  rayon.  Peut-être  élaii-ce  là  un  |)roblême  dont  il  avait 
donné  ailleurs  la  soluiion.  On  voit  (|u'ellc  peut  s'eflcctuer,  comme  nous  l'avons  dit,  par 
une  eonclioïde  de  Nicoinède.  Ce  problème  a  eu  (pielque  célébrité  vers  la  fin  du  XVII'  siècle, 
parce  qu'ayant  été  proposé  publi(|ucment  avec  deux  autres,  dans  le  Journal  des  Savons 
(août  IG7G),  il  a  été  résolu  |)ar  Viviani  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Enodatio  problematnm 
universis  geometris  proposiluruni  à  Cl.  et  R.  D.  Claudio  Comiers,  canonico  Ebredunensi, 
collegialis  ecclesice  de  Ternant  Prœposito  difjnissinio.  Prœinissis,  horum  occasione,  lenta- 
inentis  variis  ad  solnlioncin  illuslris  vetcnmi  problemalis  de  anfjuli  trisectione  (Florentiae, 
1677,  in-4°).  Viviani  fil  voir,  par  une  démonstration  géométrique  irès-simple,  que  les  trois 
points  où  la  eonchoïde  rencontre  la  circonférence  du  cercle,  el  qui  répondent  aux  trois 
solutions  du  problème  de  la  trisection  de  l'angle,  sont  sur  une  byperbolc  équilatère. 

On  sait  que  la  section  d'une  droite,  en  moyenne  el  extrême  raison,  joue  un  grand  rôle 
dans  la  théorie  des  quantités  incommensurables  du  10^  livre  d'Euclide,  dans  son  13*  livre, 
el  dans  la  théorie  des  corps  réguliers.  Les  nombreuses  propriétés  de  cette  division 
d'une  droite  n'ont  point  échappé  à  Campanus,  qui  les  a  signalées  comme  étant  admi- 
rables, el  dérivant  de  (pielque  principe  digne  de  l'attention  des  philosophes  2.  C'est  cette 

'  Dans  l'édition  de  1337  (Basie,  in-fol.),  qui  comprend  ions  les  ouvrages  d'Euclide  qui  nous  sont  parvenus, 
ces  deux  proposilious  sont  placées  à  lu  lin  du  volume. 

*  Mirabilis  itaque  est  potentia  liiieœ  si-ciindum  proportioncm  habenlem  médium  duoque  extrema  divisœ.  Cui 
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tli\i>^ioii  (|ii('  LiM'iis  (li  ll»»l};n  :i  ii|»|M'l('i'  pin/ini  linii  iliiinv,  ihiiis  son  niiMii^c  (|iii  :i  |)(iiil 
lilif  :  Ih'rina  prii/xulioHc,  rlc,  cl  dotil  il  :i  (!(•  mille'  (iri/c  r//rtli,  mii  iiliiilôs.  Anjonrd'liiii 
<-cs  |ii'(i|)t-i('>(rs  soiil  |)(Mt  connues,  jiiu'cc^  (inOn  ne  voil.tJiniN  la  divisiim  d'une  droite  en 
inoNcnnc  cl  cMicnie  liiison ,  (|iu-  la  résoliilion  d'une  é(|ualion  du  second  de^n'- (|ui  doit 
i-enreiinei'  loules  ces  |iro|iriélés.  Cela  est  vnii  de  celles  (|ui  sont  pureuieni  analMiques , 
mais  les  |dus  i'eiHai(|ual)les  cl  les  plus  nonducuses  soni  celles  (|ui  naissent  de  consid(''ra- 
lions  !^éoinélri(|ues.  I-Hles  niérileiaient  (|u"on  lénnii  de  nouveau  loules  les  ju-oposilioris  (|ui 
s'y  rapporleni,  connue  (|uel(|ues  géomètres  oui  lait  à  l'égard  de  la  diNision  harmonique 
d'une  droile  '.  (le  serait  assurément  un  recueil  tie  pro|)ositions  iuléressantes ,  «jui  domie- 
raient  lieu  à  de  nouvelles  découvertes  sur  le  même  sujel ,  cl  à  (piel(jues  relalions  send)la- 
liles  cl  d'une  plus  grande  géuéralilé  -. 

(lampauus  cite,  dans  une  note  (|ui  est  à  la  suite  de  la  première  Proposilion  du  (|uator- 
/ième  livre  (lo  premier  des  deux  dllypsiele),  Arisiéc  et  A|)ollonius  comme  ayant  démontré 
eetle  proposition,  cpie  les  surfiiics  du  dodécaèdre  el  do  rkosaèdre  réguliers,  iitscrils  à  la 
même  sphère,  so)il  entre  elles  dans  le  rapport  des  volumes  de  ees  deux  corps.  L'ouvrage 
d'Arislée,  dil-il,  était  intitulé  ;  Expositio  scienti\v  quimjue  corpormn,  el  celui  d'Apollonius 
avait  poiu"  objet  la.  Comparaison  du  dodécaèdre  et  de  llcosuèdre.  Au  commencement  de  la 
Proposition  dixième  du  même  livre,  (lui  est  ])récisément  celle  que  nous  venons  d'énoncer, 
(lampanus  prononce  encore  les  noms  d'Arislée  et  d'Apollonius.  Les  ouvrages  de  ces  deux 
(iéomètres  célèbres  de  rAuli(|uilé  ne  nous  sont  point  parvenus;  el  peut-être  étaient-ils 
incomuis  aussi  de  Campanus,  quia  pu  en  parler  d'après  Hypsicle,  qui  les  cite  à  peu  près 
ilans  les  mêmes  termes,  au  conuncneemeni  de  la  seconde  Proposition  de  son  premier 
livre.  Dans  sa  préface,  Hypsicle  avait  déjà  parlé  longuement  d'Apollonius  et  de  son 
ouvrage  :  De  dodecahedri  et  Icosahedri  in  eàdeni  sphœrd  descriptorum  comparatione.  Il 
parait  qu'on  n'a  fait  attention  généralement  qu'à  ce  passage;  car  on  ne  cite  ordinairement 
(|ue  l'ouvrage  d'Apollonius,  et  luillement  celui  d'Arislée,  et  je  ne  vois  que  Ramus  qui 


cum  pliirima  plùlosopimutium  admiratione  diyna  coiivcniunt,  lioc  principiiim  vti  prœcipuum  ex  superiorum 
principionim  iin^ariabili  procedit  natura,  ut  tam  diversa  solida  tiim  magnitudiiie  tum  basium  numéro,  tutu 
fliam  ligurà,  irralioiiali  (luadam  Sfiinplioiiiarationabilifer  conciliet.  (Lit).  XIV,  Proposition  10.) 

'  De  Billy,  Tractalits  de  purporlioiie  liantioiiicù.  Paris,  IG08,  iii-i".  —  Saladiiii,  Délia  propurzioiie  armonica. 
Pologne,  17GI,  iii-8". 

-  Par  exemple  :  la  division  d'une  droite,  eu  moyenne  el  extrême  raison,  se  réduit  à  trouver,  entre  deux  points 
donnés  A.  U.  un  troisième  |)oint  (;,  tel  (luel'on  ait  AC  =  AB.  CB  :  un  moyen  facile  de  généraliser  celte  (luestion, 
c'est  de  la  regarder  comme  dérivant  d'une  autre,  dans  laciuelle  on  a  suitposé  (lu'un  point  de  la  droite  proposée  a 
disparu  en  passant  à  l'infini.  Soit  I  ce  point:  le  point  cherché  C  devra  satisfaire,  par  rapport  aux  trois  points 
donnés  A,  C.  I,  à  l'équation 

Ci:n{!  =  CB.CI.BA.IA. 

Kn  effet,  si  l'on  sup()Ose  le  point  I  à  l'infini,  l'équalion  se  réduit  à  la  première  ci-dessus. 

Cette  équation  a  cela  de  remarciuable,  ciue  chacun  des  ([uatre  points  (jui  y  entrent  y  joue  le  même  rôle  par 
rapport  aux  trois  autres;  et  que,  quel  que  soit  celui  des  quatre  points  qu'on  suppose  à  l'infini,  l'équation  résul- 
tante ex|)rime  toujours  la  division  d'une  droite  en  moyenne  el  extrême  raison. 
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•il  4  NOTKS. 

iiil  mis  ce  (Icniicr  an  nonibrc  de  <oux  <|iii  oui  écrit  sur  les  cinq  corps  réguliers.  Les  liis- 
loriens  des  Malliéinali(nies  ne  parleni  de  lui  ([iTau  sujet  de  ses  cin(j  livres  iYtHémcnts 
(les  coniques,  et  de  ses  Lieux  (/éoniéfi  ifjues,  dont  \  iviani,  coninie  on  sait,  a  donné  une  di- 
vinalion. 

Du  reste,  il  nesl  pas  élonnanl  (juArislée  ail  écrit  sui-  les  eiii(|  ((Hps  léi^uliers;  car  cette 
théorie  a  été  Tort  cidlivée,  et  en  grand  liornieur  dès  la  plus  haute  aniiipiité  des  sciences 
chez  les  Grecs.  Pylhagore  en  avait  fait  le  principe  de  sa  Cosmogonie,  dans  lacjuelle  les 
cinq  corps  régidicrs  répondaient  aux  (jualic  éléments  et  à  ILnivers  ',  ce  (jui  a  fait  (ju'on 
les  appelait  les  cintj  ligines  mondaines  (firjurœ  ninndanœ  ^).  Platon  adoptait  ces  idées  ^, 
et  avait  aussi  cultivé  celte  théorie  *,  sur  laciuelle  Théatéle,run  de  ses  discij)les,  passe  j)our 
avoir  écrit  le  jjrcmier  •'.  Ensuite,  on  trouve  donc  Aristée,  j)uis  Euclide,  Apollonius  et  IIy|i- 
sicle''.  Ce  dernier  cite,  dans  ses  deux  livres,  Isidore  le  Grand,  son  maître,  de  (jiii  il  avait 
appris  ce  qu'il  savait  sur  cet  objet.  Ces  cinq  corps  réguliers  ont  joué  un  si  grand  rôle 
dans  l'Antiquité,  par  suite  des  idées  pythagoriciennes  et  j)laloniciennes,  (pi'on  les  regar- 
dait comme  étant  le  but  final  aiupicl  étaient  destinées  et  l'étude  et  la  science  des  Géo- 
mètres ^. 

Pappus  nous  apprend  ^  qu'Archimèdc  a  cherché  à  étendre  celle  théorie,  et  que,  ne  pou- 
\ant  l'oimer  plus  de  cinq  polyèdres  réguliers,  il  en  avait  imaginé  d'un  nouveau  genre, 
(ju'on  a  appelés  semi-réguliers  :  leurs  faces  étaient,  comme  dans  les  cinq  premiers,  des 
j)olygones  réguliers,  mais  non  tous  semblables  entre  eux.  Ces  nouveaux  corps  étaient  au 
nombre  de  treize.  Pappus  en  a  donné  une  description  très-claire,  que  Kepler  a  reproduite, 

'  Le  cube  représentait  la  terre;  le  tétraèdre,  le  feu;  l'octaèdre,  l'air;  l'icosaèdre,  l'eau;  et  le  dodécaèdre, 
l'Univers.  (Plutarque,  Placit.  philos.,  liv.  11,  caj).  VI.) 

'  Proclus,  Commenlarius  in  Euclidevi, \ib.  il,  cap.  IV.  —  Kepler,  Harmonices  mundi,  liber  secund us,  p. 38. 

^  Timée,  S*"  partie.  —  Plutarque,  Platonicœ  questiones. 

*  Pappus,  Collections  mathématiques ,  livre  S,  à  la  suite  de  la  proposiliou  17.  —  Proclus,  in  Euclidem,  lib.lï, 
cap.  IV. 

^  Theatetus,  Atheniensis,  Archytœ  sodalis,  Geometrica  auxit,  primusque  de  quinque  solidis  tractavit  ut 
Laertius  et  Proclus  produnl.  (Heilbronner,  Hisloria  matheseos,  p.  149.) 

•'  On  n'est  pas  d'accord  sur  l'époque  où  a  vécu  Ilypsicle,  que  les  uns  placent  dans  le  deuxième  siècle  de  notre  ère, 
et  les  autres  dans  le  deuxième  siècle  avant  J.-C,  un  j)eu  après  Apollonius.  C'est  cette  seconde  époque  que  nous 
avons  adoptée  en  parlant  d'Euclide;  nous  avons  dit  qu"Hyi)sicle  lui  était  postérieur  de  prés  de  cent  cinquante  ans. 

Ce  fut  là  le  sentiment  de  Bernardin  Baldi,dans  sa  Cronica  de  matematici,  p.  57,  et  de  Vossius,  qui  pensa 
qu'Hypsicle  avait  vécu  vers  le  temps  de  Ptolémée  Lathyre;  et  Isidore  le  Grand,  son  maître,  dont  il  parle  dans 
ses  deux  livres,  sous  Ptolémée  Physcone.  Cet  Isidore  le  Grand  pourrait  être,  suivant  Vossius,  celui  que  cite 
Pline  dans  sa  Géographie.  (Vossius,  De  scient iis  malhematicis,  p.  û"28.) 

Le  savant  médecin  Mentel,  dans  la  préface  de  sa  traduction  latine  du  petit  ouvrage  astronomique  d'Hypsicle, 
intitulé ^/*fl^j/(or/c(/s  sire  de  Asce7isionibiis ;  Paris  16j7,  in-4";  et  récemment  M.  Delambre  {Histoire  de  l'Astro- 
uontie  ancienne,  1. 1'''',  p.  246),  et  M.  Frauchiui  (Sayyio  délia  sloria  délie  malemaliche ,  p.  146),  ont  placé  aussi 
Hypsicle  vers  Tan  146  avant  J.-C.  Mais  Fabricius  {Bibliotheca  grœca,  t.  11,  p.  91),  et  d'après  lui,  Weidler, 
Heilbronner,  Montucla  et  Lalande,  l'ont  fait  naître  dans  le  second  siècle  de  notre  ère. 

"  Xihil  in  anliquâ  Geometriâ  speciosius  visum  est  quinque  corporibus  ordinalis,  eorumque  gratiâ  Geome- 
triam,  ut  ex  Proclo ,  inilio,  diclum  est ,  inventa  esse  veteres  illi  crediderunt.  (Ramus.  Scholarum  mathemati- 
caruni.  liber  xxx.) 

•*  Collections  mathématiques,  livre  3.  à  la  suite  de  la  Proposition  17. 


miKs.  ni:; 

en  (loiiiiiiiil  1rs  lif^iircs  (|tii  s'y  riipporlciil,  diiiis  If  second  livic  de  son  llarniuniv  iIk  Moinlr. 
Les  liisloiicns  imsscnl  sons  silence  ce  liaviiil  d'Arcliinièile  :  il  esl  vi;ii  (pi'il  esl ,  |iiii-  sa 
iiiilure,  bien  iidV-rioni'  an\  antres  (l(''eon\ cites  de  (■(>  grand  JKunnie.  Il  eùl  é((''  |)lns  digne 
(lu  génie  (rAreiiiniède,  |tiiis(|n'il  voninil  aller  an  delà  d'l']nelid(;  el  des  iinlres  (îéoniètres, 
dans  celle  ihéorie  des  lignres  régniières,  d(;  (;réer  les  nonveanx  |iolyèdres  rloilcs,  i\\\\\ 
déerils  IM.  Poinsol,  cl  qni  Ibrinenl  la  \('iilal)U'  «Alension  dont  celle  anli(|nc  cl  ((''lèhre 
lliéorie  émit  susee|»til)le. 

UevenoDS  à  Canipanns.  fonças  (lanriciis,  Aslrononic  cl  Aslrologiic  najtolilain,  a  mis  an 
jonr,  an  et)nnneneemenl  dn  sei/iènie  siècle,  sons  le  r)oin  de  ce  (iéomèlre,  ini  'l'railé  De 
(i'tra(jonisnio,  scit  (Juddratura  cirnili  '  ;  ol  depnis,  (|nel(HM's  ailleurs  oui  ré|iél(''  (|iie  Cain- 
panus  a  écrit  sur  la  Qnadralnie  dn  ccrclo.  Mais  l'onvragcMlonl  il  s'agil  ne  (h'nolc  (pi'igno- 
ranec  dans  son  auleur,  cl  est  absolninenl  indigne  do  porler  le  nom  dn  savant  inlerprèlo 
(rEnelide.  Lanlenr  prend,  pour  hase  de  sa  (piadralnre,  le  rapport -^  de  la  circonrérencc 
an  diamètre,  «  secundùni.  quoif  plerinuo  )iinf/ieni(i(iti  scn'psernnt  et  juxln  phijsicam  rcri- 
(aicni ;  »  et,  en  |)assant  par  (pielcpies  propositions  inlermédiaircs,  il  en  concint  (pic 
le  colé  du  carré  qui  est  égal  en  sniTace  à  nn  eerelc,  esl  cin(|  fois  et  demie  la  septième 
partie  du  dianièlr(>  dn  eerelc.  De  sorte  (pic  D  étant  le  diamclrc,  l'aire  du  cercle  serait 
—  [-)  ,  au  heu  de  -•-- 

Sacro  lioseo  a  dû  une  longue  célébrité  à  son  Traité  De  sphœrà  niiindi,  qui  est  un  extrait 
de  rAlmagesie  de  Ptolémée,  et  qui,  |)endant  plus  de  quatre  cents  ans,  a  servi,  dans  les 
écoles,  à  enseigner  rAslrononiie.  Imprimé  pom*  la  première  fois  en  1472,  à  Ferrare,  il  a 
eu  de|)nis  au  moins  cinquante  éditions.  \  n  grand  nondjie  d'auteurs  des  plus  célèbres, 
tels  que  Purbacb,  Kegiomontanus,  Klie  Vinci,  Clavius,  etc.,  l'ont  éclairci  par  des  noies  ou 
des  commentaires. 

Mais  il  est  important  de  remarquer  ici,  pour  se  faire  une  idée  vraie  de  l'état  de  la 
science  alors,  que  cet  ouvrage  ne  contenait  que  les  notions  les  plus  élémentaires  de  Pto- 
lémée; il  faisait  connaître  les  cercles  delà  sphère,  les  phénomènes  du  mouvement  diurne, 
et  disait  quelques  mois  des  éclipses.  Ce  n'est  que  deux  siècles  plus  tard  (jne  l'on  (il  nn  pas 
de  plus  dans  la  connaissance  de  l'Almagesle,  et  (pic  Piirbach  expli(pia  la  théorie  des  |)la- 
nèles,  qui  en  est  la  partie  la  plus  imporlanle  et  la  {)lns  dinicilc. 

Sacro  Bosco  a  laissé,  sons  le  tilre  :  De  Algoriamo,  un  Traité  d'Arithmétique  écrit  en  \ers. 
C'est  notre  Arithmétique  actuelle  -  :  Sacro  Bosco  raltribne  aux  Indiens.  Il  la  divise  en 
neuf  parties,  qui  sont  :  Numération,  addition,  soustraction,  médiation  ^,  duplation  '*,  mul- 

'  Tetragonismu.s ,  id  esl  circuli  quadratura  per  Campanuin,  Architiiedcin  Suracusanuiii  nique  Balium 
matlwmaliccs  perspicocinsimos  adiii  renia.  Veiieliis,  130-3,  in— i". 

-  On  a,  du  même  temps,  un  autre  Trailé  d'Arilbméti(|ue  écrit  aussi  en  vers  latins,  |)ar  Alexandre  de  Villedieu. 
(Vossius.  De  scienliis  mnthematicis ,  p.  40.  —  Daunou,  Hisloire  liltéraire  de  la  France,  t.  XVI,  p.  1 13.) 

"'  Division  par  deux. 

*  Mulliplicalion  par  :2.  Cette  opération  el  la  médialion  ont  été  comprises,  dans  les  ouvrages  du  XVI"^^  siècle, 
dans  les  règles  générales  de  la  multiplication  et  de  la  division  ;  de  sorte  que  les  Traités  d'Arithméliciue  n'ont  plus 
eu  que  sept  chapitres  au  lieu  do  neuf.  (Voir  la  Siinuna  de  Ariltimelica,  de  Lucas  di  Borgo.) 
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lipliratloH  ,  dlrisinn,  prof/ri'ssioti  cl  cxirnriion  des  racines  carrées  ef  cubiques.  Pcndani 
Irès-loMjzit'mps,  li's  Traiirs  (l'Arillim(''ii(|iie  se  soni  composes  de  ces  neuf  cliapilies  :  on  les 
Iroiive  (  iKorc  diiiis  des  ouvrages  du  \\V  siècle. 

Ou  a,  de  Sacro  Bosco,  (picNpies  éerils  sur  l'Aslroiioniie,  où  les  calculs  soiil  faits  en 
cliiiïrcs  arabes.  Ces  picces,  cl  le  Trailé  de  lAlgorisuie,  soril  restés  manuscrils.  Les  cliiiïres 
de  Sacro  IJosco  sonl  lorigine  des  noires  :  on  suil  irès-bicji ,  dans  les  manuscrils  du  Xl\'' 
cl  du  X^'''  siècle,  cl  même  dans  plusieurs  ouvrages  des  premiers  lenips  de  limprimerie, 
les  petites  altéraiions  successives  (jui  leur  ont  donne  dèliniiivemcnl  la  forme  aclucllc. 

On  doit,  à  Jordan  Némorarius  : 

1"  Un  ouvrage  (rArillmièlique,  en  dix  livres,  <pii  c>i  un  Trailé  sur  les  |>ro|)riètés  des 
nombres,  imilé  de  ceux  de  IVicomaquc  et  de  Boèce.  Cet  ouvrage  a  été  imprimé,  a\ec  des 
(îommcnlaires  de  Fabrc  (TKlaples  (Fabor  Sta/julensis),  lin  1496,  et  a  eu  depuis  plusieurs 
autres  éditions. 

2°  Ln  Traité  (rAriibinétirpie  pratique,  dans  le  système  arabe,  intitulé  Algorisnins,  (pii 
est  resté  manuscrit. 

3°  Un  Trailé  du  Planispbère,  qui  a  été  im|»rimé  en  1507,  1o5()  et  1538,  avec  celui  de 
Plolémée.  C'est  dans  cei  ouvrage  (juc  se  trouve  démonlrée  pour  la  première  fois,  dans  toute 
sa  généralité,  celle  l)elle  ])iopriclé  de  la  projection  sléréograpbique  qui  est  le  fondemcnl 
de  la  conslruclion  du  Planispbère,  à  savoir  que  :  tout  cercle  se  projette  suivant  un  cercle. 
Plolémée  n'avait  démontré  ce  ibéorème  que  pour  des  positions  particulières  du  cercle  de 
la  spbèrc  mis  en  perspective ,  parce  que  cherchant  partout  la  clarté  et  la  facilité,  comme 
le  dit  Proclus  au  cbapitre  X  de  son  Ili/poli/pose,  il  n'introduisait  dans  ses  ouvrages  et 
n'y  démontrait  que  les  propositions  géométriques  qui  lui  étaient  absolument  indisj)en- 
sables. 

Plolémée  faisait  la  projection  sur  le  plan  de  l'équaleur,  l'œil  étant  j)lacé  au  pôle;  Jordan 
l'a  faite  sur  le  plan  langent  à  la  spbèrc,  mené  par  le  second  pôle.  Depuis,  IMaurolycus  et 
les  autres  Géomètres  l'onl  imilé.  Nous  remarquons  ces  légères  dllférences  entre  l'ouvrage 
de  Jordan  et  celui  de  Plolémée,  parce  quelles  sonl,  pour  l'époque,  de  véritables  innova- 
lions  qui  marquent  les  piemiers  pas  de  l'esprit  de  recbercbe  cl  d'invention ,  qui  était  rare 
au  XIll*"  siècle,  où  les  inielligenees  avaient  assez  à  faire  d'acquérir  les  connaissances  que 
les  Arabes  leur  livraient. 

La  dénomination  de  projection  stéréoçjraphiquc,  (pic  l'on  a  donnée  à  la  projection 
employée  par  Plolémée  dans  son  Planispbère,  est  moderne;  elle  est  due  à  Aguilon  qui  l'a 
proposée  et  s'en  est  servi  dans  son  Optique  '. 

La  projection  sléréograpbi((ue  jouit  dune  propriété  très-remarquable,  qui  consiste  en 
ce  que  Vamjle  de.  deux  cercles  tracés  sur  la  sphère,  est  é(jal  à  l'angle  des  deux  cercles  en  pro- 

'  Aguilonii  Opticorum  Mn' sex.  Paris ,  1613,  iii-lbl. 

«  Quare  tamdsi  stereograpuices  nomine  imsqiiam  vocalum  tioc  projectionis  yenus  reperimus;  qaià  tamcn 
ncc  ftlio  qiiidem  ullo  solitinii  est  appcllari,  placiiil  hoc  nomcn  usurparc,  quod  nobis  in  prœsenti  visum  est  ad 
tvm  ipsam  quâiii  maxime  accomodaliim  >>  (iii  [nicralioiic). 
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jvcdoii.  Ce  hi'iUi  lliroivinc  n'.i  pus  ('ii'  ii|ifr(;ii  |i)ir  iMoIrmr»'  ni  |i)ii-  .lortliiii  '.  l/oiivmgr  le 
plus  jiiicici),  i\  11»  ('oniiiiissniifi'  iW  iM.  Drliimln'c,  où  il  se  lioiivc,  csi  le  Tiiiiii-  de  Nii\i(/;iii(iii 
«le  U(>l)('i-s(()n  (l7."J'i).  (NOir  'l'rdilr  (rAslnnioiniv,  loin.  III.) 

Il  existe  un  TiniU'  luiiiiusciil  />r  lr{(in(/iilis ,  «le  .l<)i-(l:iti  "■*. 

Il  iiMiil  itiissi  ('cril  Irois  liviTS  De  (U'oincttià ,  «pic  Vossiiis  suppose  (|e\(iir  se  Iioum'i 
(jîuis  la  Itibliothècpie  du  \  alieîui  ^,  el  (pi'a  possédés  aussi  la  |{iltliulliè(pie  de  rAeadf'inie  de 
liOipsiek  *. 

Uauius  lui  adi'ihue  la  dénionslralion  de  I  elé^aule  l'orniide  |)omi'  l'aire  du  iiian^le,  en 
roiu'liou  des  eôlés  ^.  Nous  ne  savons  dans  quel  ()uvra}j;e  Jordan  Ta  donnée;  \I,  Venluri  ne 
Ta  pas  (rouvée  dans  son  (railé  De  fri(ttifinlis  ''.  (lelle  dénionslralion  est  la  même  (pie  celle 
que  Léonard  de  IMse  a  donnée  dans  le  même  siècle,  dans  sa  Groniôlrii-  pm/iffuc.  Elle 
parail  èlre  d'orif-ine  arabe;  car  elle  se  trouve  dans  l'ouvrage  des  trois  Géomètres,  (ils  de 
i\hisa  ben  Sehaker,  et  tians  celui  du  juif  Savosarda. 

Jordan  a  aussi  écrit  sur  rOplitpie  et  sur  la  iMéeani<pie  ^. 

Albert  le  (iraïul,  ainsi  nommé,  dit  Montucla ,  soit  à  cause  de  sa  répulalion,  soil  |)arce 
(|ue  son  nom  propre,  qui  est  (ilrott,  signifiait  ç/rcDid  dans  le  langage  du  tenq)s,  avait  écrit 
sur  l'Arilbniélicpie,  la  (îéométrie,  rAslronomie  et  la  IMusique.  (les  ouvrages  ne  nous  sont 
jtoint  parvemis.  Il  l'ut  célèbre  par  son  liabilelé  en  Mécani((ue.  Cet  écrivain,  d'une  fécon- 
dité élonnante,  avait  une  connaissance  étendue  des  ouvrages  arabes. 

Koger  lîacon,  l'un  des  plus  puissants  génies  du  Moyen  âge,  occupe  le  premier  rang 
parmi  les  promoteurs  de  la  renaissance  générale  des  lettres  et  des  sciences.  11  contribua 
particulièrement  aux  progrès  des  Matbématiques  en  montrant,  dans  plusieurs  de  ses 
ouvrages  ^,  le  rang  qu'elles  tiennent  dans  l'ensemble  des  connaissances  humaines,  et  les 
secours  qu'elles  peuvent  procurer  dans  tontes  les  recherches  scienli(l(jues,  dont  elles  sont 
le  rondement.  Son  Optique  contient,  comme  tout  le  monde  le  sait,  de  savants  aperçus  et  des 
découvertes  réelles  en  théorie,  et  l'invention  de  plusieurs  instrument  devenus  de  la  plus 
haute  utilité. 

Ses  connaissances  en  Astronomie  lui  firent  reconnaître  les  erreurs  du  calendrier,  dont 
il  conçut  la  réformation.  Le  calendrier  qu'il  calcula,  et  qui  est  resté  manuscrit,  se  distingue 
par  sa  correction  et  par  l'usage  des  chiffres  arabes,  qui  sont  les  mêmes  que  ceux  de  Sacro 
Bosco. 

'  Nous  avons  dit.  dans  noiro  cinquième  Époque,  qiu}  la  projection  sléréogvapliique  jouit  d'une  autre  propriété 
assez  belle,  concernant  la  déterminalion  du  centre  d'un  cercle  en  perspective;  et  que  les  principes  de  celte 
projection,  transportés  aux  surlaces  du  second  degré,  forment  aujourd'hui  une  méthode  de  recherche  en  Géo- 
métrie rationnelle. 

*  Ce  Traité  se  trouve  dans  la  Bibliothècpie  des  Dominicains  à  Florence  (Montfaucon,  Bib.  hib.)  ;  dans  celle  de 
la  ville  de  Dàle  (HLcnel,  Catalotji,  etc.),  et  dans  la  Hibliothèque  royale  de  Paris  (n»  7378  A.). 

5  De  scicntiis  mallicmaticis,  pag.  553. 

*  C.  Gesner,  Bibliotheca  univcrsalis,  etc.,  tom.  II,  fol.  77  v». 
s  Scholœ  malhemnticœ:  à  la  suite  du  livre  51^ 

"  Comwcutari  sopra  la  sloria  e  le  teoricdeïï  otiica.  Conunentario  II:  del  Traguardo,  cap.  xxx. 
'  Jordcuii  (le  poiuleribus })ruposition('s  XllI  et  (Icmonutratioiies.  Norimberg;u,  1551,  in-4". 
"  Spécula  malhematica.  —  Opus  Majiis;  quatrième,  cinciuième  et  sixième  parties. 
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Vilellioii  a  laissé  un  savnni  Traité  d'Oitliquc,  iinilé  do  celui  do  l'Arabe  Alhascn,cl  (|iii 
est  romaniuiihic,  surtout  pour  r(''|)0(|uc  oti  il  parut,  par  les  principes  de  bonne  Géométrie 
do  l'Ecole  jirerf|U(',  sur  les(juels  il  repose. 

Tout  le  1"  livre  est  consacré  à  la  Géométrie.  L'auteur  y  a  réuni  les  propositions  dont  il 
aura  à  faire  souvent  usage  dans  la  suite,  cl  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  les  Kléinenls 
d'Kuclidiî.  Ouehpies-unes  sont  |»rises(les  (Ioniques  d'Apollonius,  cpie  cite  Vitellion.  D'autres, 
(pii  concernent  la  division  Jiarn)oni(|ue  d'une  ligne  droite,  sont  dans  le  genre  de  celles 
(ju'on  trouve  dans  le  7"  livre  des  Collections  tnafhé)nati(jues,  de  Pap|)us.  D'autres  enfin  sont 
dans  le  genre  de  celles  qui  se  trouvent  dans  le  traité  De  inclinationibus,  d'Apollonius.  Mais 
il  n'est  pas  (îiil  mention  do  cet  ouvrage,  ni  de  celui  do  Pappus. 

Vitellion,  en  citant  les  Eléments  d'Euclide  et  les  Coniques  d'Apollonius,  ouvrages  avec 
les(juels  il  parait  familiarisé,  nous  montre,  d'une  part,  qu'une  traduction  d'Euclide,  autre 
que  celle  de  Campanus,  alors  Iroj)  récente,  était  déjà  en  circidaiion  en  Europe;  et  ensuite 
que  le  fameux  Traité  des  Coniques  y  était  aussi  déjà  connu.  On  avait  pensé  que  l'on  n'avait 
commencé  à  le  connaître  que  deux  cents  ans  plus  tard,  vers  le  milieu  du  XV"  siècle,  où 
llegiomontanus  en  méditait  une  édition  '. 

Un  autre  écrivain,  conlom|)orain  de  Vitellion,  Peccam,  arcbevèquc  do  Cantorbéry,  a 
aussi  laissé  un  Tiaité  d'()i)li(jue,  mais  qui  est  moins  savant  que  celui  du  géomètre  polonais. 

>'inconl  do  Boauvais  n'est  point  un  auteur  original  ;  mais  son  speciilutn  mundi,  recueil 
immense,  qui  a  reçu  le  nom  A" Encyclopédie  du  XIIT  siècle,  mérite  d'être  cité  conmio  don- 
nant une  idée  do  l'étal  où  les  sciences  se  trouvaient  à  cette  époque,  si  l'on  n'y  comprend 
pas,  toutefois,  les  progrès  notables  ((u'ollos  ont  faits  dans  ce  siècle  mémo.  On  trouve  dans 
cet  ouvrage  des  extraits  d'Euclide,  d'Arislote,  de  Vitruve  qui  avait  paru  jusque-là  inconnu 
dans  le  Moyen  âge,  de  Boèce,  de  Cassiodorc,  d'Isidore  de  Séville,  d'Alfarabius,  d'Avicenne 
et  de  divers  auteurs  arabes. 

^"incenl  do  Boauvais  dit  qu'Alfarabius  ^  distinguait  liuit  sciences  mathématiques,  (jui 
sont  l'Arithmétique,  la  Géométrie,  la  Perspective,  l'Astronomie,  la  .Musique,  la  Métrique 
ou  la  science  des  poids  et  mesures,  et  la  science  des  esprits  (c'est-à-dire  la  Méta|)hysique). 
Il  n'y  a  là  que  sept  sciences;  la  huitième  qui  est  omise,  est  l'Algèbre,  qu'Alfarabius  avait 
placée  après  rArithméti(|ue.  Vincent  de  Boauvais  n'en  parle  pas  non  plus  dans  la  suite,  ce 
(pii  fait  |)enser  qu'alors  l'Algèbre  avait  à  peine  pénétré  en  France,  ou  du  moins  qu'elle  n'y 
était  connue  que  dans  le  cercle  restreint  d'un  très-petit  nondire  de  mathématiciens. 

Notre  système  do  numéraiion  est  exposé  très-clairement,  avec  le  zéro,  sous  le  titre 
(.VAIgorisnius.  La  (iéométrie  se  réduit  aux  définitions  et  à  quelques  notions  élémentaires. 
Ce  qui  nous  prouve  que  les  matières  sur  lesquelles  roulaient  les  savants  ouvrages  de  Sacro 
Bosco,  de  Campanus,  de  Jordan,  de  \  itellion,  étaient  encore  toutes  nouvelles,  el  que  la 
connaissance  n'en  était  point  parvenue  à  Vincent  de  Beauvais. 

'  Moiilucla,  Histoire  des  Mathcmaliques ,  loin.  I ,  pag.  248. 

-  Alfarabius  fui  l'un  des  Aial)es  les  |)lus  célèbres  du  X<'  siècle,  surtout  eoiiime  GeonièUe  et  Astronome.  Dans 
le  catalogue  de  ses  nombreux  ouvrages  on  en  remanjue  un  dont  le  titre  :  Nilus  felicilalum,  seu  disciplinarum 
viathematicarum  Thésaurus,  prouve  loul  le  prix  qu'il  attachait  à  la  culture  des  Mathématiques. 
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Si  nous  :i\loiis  suivi  rordic  ('lir()ii()l(i|i;i(|iic ,  (l.iiis  nolic  cmiiiicii  des  r(Tivaiiis  ilii 
\lll'' siiVIc,  nous  l'iiinions  couMucncr  sans  doulc  pnr  lilxmiM'ri,  :i|)|)r|r  codununrinrnl 
L(''()n;U(l  de  l*isr,  donl  le  Lihvr  Ahlidci  |n>il<'  lit  d;il«'  «U'  hiO'i.  M;us  ccl  ouMii^i'  u  eu  une 
U'Ilc  inllucnt'C  sur  In  diiTclion  (ju'onl  |)risc  1rs  scit-nrcs  niiillu'-nialifiui's  au  X  V'  sirclc,  <|nr 
nous  a\ons  voulu  le  dislinguor  spociaicnicnl  de  ceux  dont  nous  avons  parir  Jus(|u'i('i. 
(leux-c'i  ap|iaitt'nai('nl  à  ri'lcoic  {;,i('('(|ur ,  (|uoi(|ui'  ce  soil  par  rmlri-niisc  des  Aiahcs,  d 
dans  leur  ianjijut',  qu'ils  aicnl  in-nrlic  en  liuropc.  Ccnv  de  l^ronard  d«'  Pisc,  au  conlraiit', 
nous  paraissent  ôlro  d'origine  hindoue,  (pioiqu  ils  :iient  |)assé  aussi  par  la  luaiii  des  Arabes. 
C'est  de  là  ([ue  |)rovient  le  earaelère  ipii  les  distiiij^ue  des  autres. 

Léonard  Fihonaeci  a  voyagé,  eonune  Ton  sait,  en  Orient;  et  à  son  retour  il  a  lait  parailrc; 
un  Traité  d'Aritlunéti(|ue  et  d'Algèhre,  eonuneneant  |)ar  ces  mots  :  Incipit  Liber  Ahhad 
coniposilus  à  Lvonardo  /ilio  Honacci  Pisano,  in  anno  Iù0:l.  L'Arilhniéii(iue  est  noire  sys- 
tème actuel,  avec  le  zéro;  Fibonaeei  l'altrihue  aux  Indiens  : 

«  Novetn  /if/vrœ  Indortan  hœ  sunt  : 

viiu.  Vin,  VII,  VI,  V,  un,  ni,  ii,  i. 

9,         8,        7,      <],     5,     4,       :>,     2,    1.  ' 

cum  his  itaque  nocem  /iguris  et  cum  hoc  signo  o  ([uod  arabicè  zephirnm  uppcllatur,  scvi- 
bilur  qnilibct  numevus,  etc.  "^.  » 

Le  Traité  d'Algèbre  que  Fibonaeei  appelle,  comme  les  Arabes,  Ahjebra  et  Almuchaba, 
s'étend  jusqu'à  la  résolution  des  équations  du  second  degré,  et  de  quelques  autres  qui  se 
réduisent  à  celles-là.  11  est  une  imitation  de  cette  partie  de  l'Algèbre,  traitée  par  .Mohammed 
ben  Musa,  qui  était  élémentaire,  et  en  quchpie  sorte  populaire  au  I.V  siècle,  chez  les 
Ai'abes.  Fibonaeei  y  lait  des  applications  de  celle  science  à  la  Géométrie.  Et  c'est  là  le  pre- 
mier exemple  et  l'origine,  chez  les  malhématiciens  européens,  de  l'introduction  de  l'Algèbre 
dans  les  démonstrations  et  les  spéculations  de  la  Géométrie.  Celte  alliance  de  deux  sciences 
qui  avaient  été  si  distinctes  chez  les  Grecs,  forme  le  caractère  propre  de  l'ouvrage  de  Fibo- 
naeei, où  non-seulement  elle  se  trouve  mise  en  pratique,  mais  où  elle  est  exprimée  l'or- 

"  Ces  chififres  ressemblent  à  ceux  de  Sacro  Bosco,  que  beaucoup  d'auteurs  ont  rapportés  dans  leurs  ouvrages. 
(  Voir  parliculiérenient  Hcilbronner  et  Monlucla.)  Du  reste,  les  chifl'res  arabes,  qu'on  trouve  dans  un  grand  nombre 
de  manuscrits  latins  du  XIII'  et  du  XIV<^  siècle,  ont  toujours  la  même  forme. 

*  On  voit  que  presque  tous  les  auteurs  du  Xlllf  siècle,  Fibonaeei.  Jordan,  Sacro  Bosco,  Vincent  de  Beauvais, 
Alexandre  de  Villedieu,  Roger  Bacon,  ont  écrit  sur  le  système  de  numération  arabe,  ou  plutôt  indien.  Cela 
prouve  évidemment  que,  depuis  longtemps,  ce  système  était  déjà  connu  et  pratiqué  des  mathématiciens;  et  que 
les  recherches  à  faire  pour  fixer  la  date  de  son  introduction  en  Europe,  dont  l'honneur  ne  peut  être  attribué  à 
Fibonaeei , ni  à  aucun  des  autres  écrivains  que  nous  venons  de  nommer,  doivent  remonter  au  delà  du  XIl^  siècle. 
On  ne  peut  croire  que  les  écrivains  du  siècle  précédent,  qui  avaient  rapporté  d'Espagne  de  nombreuses 
traductions  des  principaux  ouvrages  des  Arabes,  n'y  aient  pas  compris  leur  système  de  numération,  tant  pour 
lui-même  que  parce  qu'il  devenait  indispensable  pour  traduire  leurs  Tables  et  autres  ouvrages  astronomiques;  tels 
(jue  ceux  d'Arzachel,  d'.\lfraganus ,  etc. 

En  effet,  nous  avons  déjà  cité  un  Traité  à' Algorisme  qui  parait  être  de  Gérard  de  Crémone,  et  un  autre  de 
Jean  Hispalensis.  Ces  deux  écrivains  ont  vécu  dans  le  X1I«  siècle. 


im  ISOTKS. 

iiK'llcinciit  ('(iininc  iciiiinl  ;i  hi  iiiiliirc  iiiciiic  do  dciiv  sciences  ijiii  (l(ii\ciil  >e  |iicler  «le 
miiliu'ls  secoiM's  ;  car,  dans  >a  prclace,  l'ilxjiiaeci  dit  :  /iV  (/nin  A  rllhiiiclini  et  (îciniiclriœ 
scicuiin  suni  vonncsœ ,  cl  suf/nif/dioria'  sihi  ad  nincrni ,  non  jjolcal  de  minivro  plcua  tiadi 
doclrinu,  nisi  iiiscroHliir  f/cotni'(ri<a  (juœddtn ,  xd  ad  (jf'oiitetn'ain  spcclantia;  cl  il  ajoiilc 
(jue  soii\«  m,  les  règles  cl  les  opération^  de  lAlgèhre  lireiii  leur  évidence;  cl  leurs  dénion- 
slralions  des  figures  cl  des  considérations  géon)élri(|ues.  Itlnsuile  railleur  annonce  qu'il 
irailera  avec  plus  d'étendue  de  ce  qui  concerne  la  (icomélrie,  dans  un  livre  de  (iéoniéirie 
pi'nii(|ue  (|u'd  a  composé. 

(Ici  oiiviagc,  divisé  en  huit  cha|)i(res,  est  intiiulé  :  Lconnrdi  Pisani  de  filiis  lionarcl 
Prartica  Gcoiiielrica;,  coniimsita  anno  MCCXX.  Il  esl  resté  inaniiscril,  de  même  (jue  le 
Traité  d'Algèbre.  Bernardin  IJjddi  nous  apprend  «pie  Comniaiulin  avait  préparé  une  édition 
de  C(;  Traité  de  (iéoméirie,  mais  (ju'il  esl  mon  sans  avoir  \m  ic-aliser  ce  pnjjet  '.  K«louard 
Heinard,  savant  Géomèlre  cl  Astronome  anglais,  du  W  II'  siècl«',  devait  compiendre  le 
Traité  d'Algèbre  dans  le  septième  volume  de  la  magnilitpie  collection,  qu'il  avait  préparée, 
des  ouvrages  des  matbématiciens  anciens  -. 

Fibonacci  avait  laissé  un  Traité  des  nombres  carrés,  qui,  d'après  ce  qu'on  en  peut  jugei 
par  des  passages  de  la  Summa  de  Arithmetka,  etc.,  de  Lucas  di  Borgo,  «'l  de  l'Arithmé- 
tique (le  Cardan,  «pii  le  citent ,  roulait  sur  rAnalyse  indéterminée,  du  premici-  et  du  second 
«Icgre.  Les  formules  dont  ces  deux  géomètres  font  usage  dillércnl  de  celles  de  l)i()|)banle, 
cl  sont  les  mêmes  que  celles  «pie  l'on  trouve  dans  les  ouvrages  indiens,  à  rexception  tou- 
tefois qu'elles  ne  résolvent  point  des  questions  aussi  dilïiciles  cl  aussi  générales  (|ue  dans 
ces  ouvrages  indiens.  Nous  devons  regarder  ce  Traité  de  Fibonacci  comme  une  copie  de 
quehiue  ouvrage  arabe,  emprunté  lui-même  de  ceux  des  Hindous. 

Ainsi,  en  somme,  les  écrits  de  Fibonacci,  qui  au  WV  siècle  ont  été  le  modèle  et  le  fon- 
dement de  ceux  de  Lucas  di  Boigo,  de  Cardan  et  de  Tarlalea ,  avaient  une  origine  pure- 
ment arabe,  et  primilivemeni  bindoue.  C'est  donc  une  opinion  erronée,  sur  hujuclle  il  faut 
revenir,  que  nous  avons  dû  notre  savoir  et  nos  progrès  dans  les  sciences,  directemenl  cl 
exclusivement  aux  ouvrages  des  (irecs. 

Les  ouvrages  de  Fibonacci,  dont  on  reconnail  aujourd'hui  toute  l'importance,  sont 
cependant  encore  inédits;  les  manuscrits  en  sont  très-rares;  et  le  Tiailé  des  nombres  carrés 
esl  déjà  perdu,  depuis  une  soixantaine  d'années.  C'est  le  son  réservé  aux  Traités  d'Algèbre 

'  Cronica  de  matematici,  p.  89. 

-  Celle  collcclioii  lievail  avoir  (|ualorzc  volumes;  le  di^lail  desouviages  «lui  devaient  y  entrer  se  Iroiive  dans  la 
Bibliollieca  (jrœca  de  Fabiicius  (lib.  5,  cap.  XXIJI). 

On  remarque  dans  le  volume  VI,  destiné  à  l'Algèbre,  le  litre  suivant  d'un  ouvrage  de  Thebit  l)en  Corah.  qui 
monlrc  bien  l'alliance  intime  (pie  les  Arabes  avaienl  élabile  entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie ,  qui  forme  le  carac- 
tère i)njpre  de  leur  science  matliémati(iue  :  Tliabcti  tnutatu>i  de  veritatc  propositionmn  alyebricanim  demun- 
slrationibus  Geometricis  adstruenda ,  citm  aliis  traclatibus  eyregiis,  quœ  Gebricam  artem  spectant.  Araljïcè 
et  latine. 

Les  immenses  et  précieux  matériaux  préparés  i)ar  Éd.  Ii(>rnard  ont  i»assé,  après  sa  mort,  dans  la  Uibliothèque 
Bodiéiemie.  On  a  lieu  de  s'étonner  qu'une  aussi  belle  et  aussi  utile  entreprise  n'ait  pas  reçu  son  exécution,  dan 
un  pays  où  les  sciences  ont  trouve  souvent  de  nobles  et  généreux  encouragements. 


^()Tl:s.  «2< 

•  1  (If  (irdMHiiic,  si  rimprcssioii  lU"  \iciir  pioinplctiiciit  ikmis  ussurrr  la  consrrviilion  dr 
CCS  inoiiiiiiicnls  si  prcciciix  i\c  l'Iiisidiic  sciciilili(|uc  des  lOiiropcciis  '. 

Le  \l\'  siiVIc  pjiinil  wwr  nioiiis  d'cchil  i|iic  le  Xlll",  ditns  riiisloirc  du  Moyen  i'igc ,  xiv  Mfcri.K. 
parce  (in'cii  cllcl  les  prodiieliotis  ncmes  cl  iiiiporliiiilcs  (pii  rciidenl  céli'-hics  les  noms  (je 
l'"il)oi)iH'('i,  de  Sacro  Hosco,  ilc  (",ani|ianiis,  de  Jordan,  de  N'ilcllion ,  de  Itoj^er  Hacon ,  de- 
niandaienl  h  (Mro  nicdilées  cl  éindices  silcncieusenienl  poin*  cire  hicn  comprises  cl  porter 
leur  fruil.  'roiilclois  le  XW'  siècle,  Irop  peu  eonrni  cncor»',  nous  send)le  avoir  rt'inpli  sa 
làejie  ;  les  éludes  nuillienialicpies  oni  conliiMH'  d'c(re  cidlivées,  cl  elles  nn  se  snni  jtoini 
rcduilcs  à  la  simple  rcproduclion  on  à  l'iinilalion  de  (pielqnes  ouvraj^es  aiahcs  :  de  [)re- 
nn'ers  elVoris  ont  élc  l'ails  pour  appliquer  les  connaissane«'s  ae(piises  ,  et  pour  aller  au 
delà;  les  esprils  ont  été  préparés  à  la  Iccinrc  des  lexles  grecs  cl  an  moiivcmcnl  ra|)idc  cl 
jiénéral  (|ni  a  produit ,  dans  le  siècle  suivant,  le  renouvellemonl  des  sciences. 

Le  premier  tiers  du  XH  '"  siècle  nous  ollVe  un  lionune  (pn°  a  en  une  jîrande  célébriic 
par  son  savoir  en  Pliilosopliie,  en  Mailiéma(i(iues,  en  Tliéologie  et  dans  la  lillérature  arahc, 
Thomas  de  Biaihvardin,  archevè(iue  de  ('an(oil)éry.  ïNous  avons  fait  connaître  la  savante 
théorie  des  polyiiones  i'(/rv(livnts  que  ce  (îéomètre  imaiïina,  sur  la  simple  donnée  du  pen- 
tagone étoile  de  Campamis.  Cette  théorie  était  véritablement  une  conception  nouvelle,  (|ui 
doit  faire  lionneiu'an  XI \'"  siècle.  Klle  se  trouve,  comme  nous  l'avons  dit,  dans  un  Traité 
intitulé  :  Geonieln'a  spcculatira ,  qui  a  été  imprimé  en  1496,  et  a  eu  dcjjuis  plusieurs  au- 
tres éditions  -.  Cette  date  de  149()  |)arait  avoir  induit  en  erreur  les  historiens  des  Mathé- 
matiques, Bernardin  Baldi,  Ileilbronner  et  Monincla,  qui  ont  placé  l'auteur  à  la  fin  du 
XV*"  siècle;  et  c'est  peut-être  là  la  cause  pour  laquelle  on  n'a  pas  fait  attention,  jusqu'ici, 

'  >'  Les  personnes  qui  ne  sont  pas  spéciatement  occupées  de  recherches  historiques,  ne  sauraient  s'imaginer 

»  combien  de  manuscrits  précieux  ont  été  détruits,  même  dans  ces  derniei-s  temps Après  de  si  coupables 

"  négligences,  comment  ose-t-on  parler  encore  de  la  destruction  des  manuscrits  au  Moyeu  âge?  Sous  peine  de 
»  passer  pour  des  barbares  aux  yeux  de  la  postérité,  il  faut  arrêter  une  telle  dévastation.  »  (Histoire  dfs 
sciences  mathéiualiques  en  Italie,  t.  I,  pag.  ij). 

Nous  nous  faisons  un  devoir  de  répéter  ces  paroles  de  M.  Libri;  nous  voudrions  qu'elles  eussent  souvent  de 
l'écho.  iMais  on  sent  (jue  le  devoir  qu'elles  commandent  n'est  point  celui  de  simples  |)articuliers:  mais  bien 
celui  des  gouvernemenls  désireux  de  contribuer  aux  progrès  des  sciences  et  du  développement  de  l'intelligence 
humaine.  L'im|)ression  de  quelques  manuscrits  auxquels  s'attache  un  intérêt  scientitique  et  historique,  de  même 
que  la  reproduction,  dans  la  langue  nationale,  de  quelques  ouvrages  étrangers,  serait  de  leur  part  une  digne  et 
utile  coopération,  peu  coûteuse  du  reste,  aux  travaux  des  hommes  qui  se  vouent  à  l'étude. 

Une  seconde  mesure  à  prendre,  pour  arrêter  la  destruction  des  raretés  littéraires  (^telles,par  exemple,  que  les 
productions  du  XYIP  siècle,  qui  disparaissent  tous  les  jours),  serait  l'établissement  d'une  Bibliothèque  spéciale 
destinée  aux  sciences;  Bibliothèque  en  quelque  sorte  historique,  oii  se  trouveraient  réunies,  par  siècles,  toutes 
les  productions  du  savoir  et  du  génie,  et  qui  deviendrait  un  centre  oii  chacun  se  ferait  un  devoir  et  un  bonheur 
de  porter  ses  petites  propriétés  particulières,  qu'on  laisse  perdre  aujourd'hui,  parce  qu'on  ne  sait  réellement  à 
quoi  les  réunir  pour  les  rendre  utiles  et  leur  assurer  une  conservation  durable. 

*  Dans  un  manuscrit  de  la  Iîil)liothèque  royale  (n»  73G8.  copie  du  XIV<-  siècle)  se  trouve  une  pièce  intitulée, 
dans  le  catalogue,  Fraymentum  eleinentorum  Gcometriœ,  où  nous  avons  reconnu  des  passages  de  la  Géométrie 
de  Bradwardin.  La  théorie  des  polygones  eyredienis  y  est;  mais  on  ne  trouve  dans  les  tiguresque  le  pentagone 
de  seconde  espèce  et  l'heptagone  de  troisième  es|)èce,  qui  y  sont  appelés,  comme  dans  l'ouvrage  imprimé, penta- 
gone du  pre7nier  ordre,  et  heptagone  du  second  ordre.  Les  autres  polygones  égrédients  n'y  sont  i»as  représentés. 
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à  son  onvrnge;  c;tr  le  nijeunir  ainsi  de  plus  dim  siècle  et  denii,  cé(ail  en  diminuer  le 
mérite.  Pour  répo(|ue  où  il  fut  écrit,  il  nous  parait  remarcpiahle,  non-seulement  par  la 
théorie  des  jtoiyiïones  égrédienis,  mais  encore  par  plusieurs  autres,  parmi  lesquelles  on 
dislingue  tpieKpies  propositions  sur  les  figures  isopérimètres. 

Voici  l'analyse  de  cet  ouvrage  : 

Son  second  titre  est  :  Brève  compendiiuv  arfis  Geometriœ  à  Thotna  Bravardini  ex  libris 
Jùd'lidis,  liocfii ,  et  Campnui  peroptimè  compilation.  L'auteur  aurait  dû  nommer  aussi 
Arehimède  et  Théodose,  f|u"ii  eile  souvent,  et  de(|ui  il  a  faii  plusieurs  emprunts,  pris  du 
livre  De  quafl ratura  lircnli  du  premier,  et  des  Sphérifpies  du  second. 

L'ou\rnge  est  en  quatre  parties  : 

La  première  comprend  les  définitions,  les  axiomes  et  les  postiilata  qui  sont  en  tète  des 
|-]lémeiits  d'Euclide;  et  la  théorie  des  polygones  égrédients. 

La  deuxième  partie;  traite  des  triangles,  des  (|uadrilalères,  du  cercle,  et  des  figures  iso- 
pôrimètres,  dont  Kuelide  n'a  pas  parlé  dans  sa  Géométrie,  ainsi  que  le  remarque  Brad- 
wardin.  Mais  on  sait  que,  dans  l'Ecole  même  de  Pythagore,  cette  théorie  a  été  éhauchée; 
et  que  Zénodore,  disciple  de  ce  philosophe,  a  laissé  sur  cette  matière  un  écrit,  destiné 
à  condjattre  ce  préjugé  vulgaire  que  les  figures  de  contours  égaux  avaient  des  capacités 
égales.  Cet  ouvrage,  le  plus  ancien  des  écrits  géométriques  des  Grecs,  qui  nous  sont 
parvenus,  a  été  conservé  par  Théon,  dans  son  Commentaire  sur  l'Almagesie  '.  Pappus 
a  traité  aussi  cette  matière,  au  commencement  du  cinquième  livre  de  ses  Collections 
mathématiques.  Bradwardin  ne  dit  pas  si  les  propositions  qu'il  démontre  sont  prises  de 
cet  ouvrage,  ou  de  l'Almageste,  ou  hien  s'il  les  a  imaginées  de  lui-même.  En  voici 
les  énoncés  : 

PRE.\nKHE  PROPOsiTio.N.  Dc  tous  les  pohjgones  isopérimètres ,  celui  qxn  a  le  plus  grand 
nombre  d'angles  est  le  plus  grand  en  surface. 

Delxié.me  proposition.  De  tous  les  polygones  isopérimètres,  d'un  même  nombre  d'angles, 
le  plus  grand  est  celui  qui  a  ses  angles  égaux. 

Troisième  propositio.x.  De  tous  les  polygones  isopérimètres  qui  ont  le  même  nombre  de 
côtés  et  leurs  angles  égaux,  le  plus  grand  est  celui  qui  a  ses  côtés  égaux. 

QUATRIÈME  proposition.  De  toutes  les  figures  isopérimètres ,  le  cercle  est  la  plus  grande. 
L'auteur  ajoute  que  la  sphère  jouit  de  la  même  propriété  parmi  les  solides. 

La  troisième  partie  de  l'ouvrage  traite  des  proportions  et  de  la  mesure  des  aires  du 
triangle,  du  quadrilatère,  des  polygones  et  du  cercle. 

liradwardin  dit  que  l'aire  du  cercle  est  égale  à  celle  du  rectangle  construit  sur  la  moitié 
de  la  circonférence  et  de  la  moitié  du  diamètre,  pour  côtés.  Il  conclut  cette  proposition  de 
celle  d'Archimède  qui  est  la  même,  en  d'autres  termes,  et  qu'il  emprunte,  sans  démon- 
stration, du  livre  De  quadraturd  circuit,  où  elle  est  énoncée  ainsi  :  in  cercle  quelconque 
est  égal  à  un  triangle  rectangle  dont  un  des  côtés  de  Vangle  droit  est  égal  au  rayon  de  ce 
cercle,  et  dont  l'autre  côté  de  l'angle  droit  est  égal  à  la  circonférence  de  ce  même  cercle. 

'  Clavius  l'a  reproduit  dans  son  commentaire  sur  la  Sphère,  de  Sacro  Bosco. 
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|{ri)(l\v:ir(liii  iijonlc  (|iic  le  iii|)|Mir(  de  lii  (>ii'<-oiiri'>i'ni('('  ;iii  (liiiiiK'Irr  est  '.  ;  «  /mr  ni  /uihclur 
•   ah  vodvin  Ari/iiiiirnidc  '  in  pranlirh)  li/trllo  (  Itc  tiiiath  iiliini  virnili.  )  » 

La  (|UJili'icin(*  piiilic  liailc  des  ligiircs  i'i  imis  (liiiiciisioris,  des  plans,  des  jin^lrs  solidrs, 
des  ciii<|  corps  i(''j;nlicrs  ri  de  l:i  spliric. 

Le  t'Iiiijiilic  de  lu  splirrc  csl  une  collcclioii  df  divciscs  pi(>|i()sili()iis  Mir  les  cercles  lr;icr.s 
sur  celle  suil'iiee,  (pie  IJiiidwnrdiii  dil  avoir  jd'ises  du  livre  »les  Sithvii(^iifs,  de  'l'Iu-odosc. 

Kniiu  ou  trouve  lui  pelil/rrailé  pai-li<-ulier  sur  la  (piadralure  du  ecrelc,  tpii  esi  iuliluh'*  : 
J  racttifiis  (le  (fmuhatino  ciriidi  cdilus  à  nmultiin  (iirliirpiscoiK)  onlliils  fnilnnti  iiii- 
noruin.  (le  Trailé  est  préeiséuienl  le  nièiue  (pie  celui  (|ue  (iaurieiis  a  aili  iluK-  à  (iampaiiiis. 
D'après  ce  que  nous  en  avons  dil ,  ou  pensera  ipi'il  ne  doit  pas  plus  porter  le  noiii  de 
liradwardiu  (pu;  celui  de  (laïupanus. 

Une  idée  de  Bradwardiu,  Iruit  des  preniii;res  lu(Uirs  de  la  pliilosopliie  plalouicieiiiie 
(|ui  eonuneiKjail  à  pénéirer  eu  Kuro|>e,  lut-rile  dèlre  reiuai(piée.  CCsi  (pic  ccl  ('crivaiii 
clierclia,  le  premier,  à  appli(pier  la  inélliode  ji,(''om(''lri(pi(î  à  la  Théologie,  cl  i(''|)audil  de 
la  sorte  les  premiers  germes  de  ecl  esprit  diudépeiulauee  (pii  ne  larda  poiiil  à  se  l'aire 
sentir  dans  les  eloilres  et  les  couvents;  cl  (pii,  cultivé  avec  plus  de  succès  dans  le  siècle 
suivant,  par  un  autre  [)riiiee  de  l'hlglise,  le  cardinal  iNieolas  de  Cusa,  pliiloso|)Iie  plato- 
nicien, secoua  le  joug  de  la  scolasli(]ue  du  IMoyen  âge,  et  aboutit  à  la  pliilosopliie  uio- 
dcrnc. 

Continuons  riiisloire  du  \IV''  siècle.  IV'disianuis,  au  eomnieiiccnienl  de  ce  siècle,  a 
écrit  sur  la  Géométrie  et  la  Géodésie;  le  moine  liarlaam  a  laissé  un  Traité  d'Arithméii(|ue, 
et  un  Trailé  d'Algèbre,  en  six  livres,  intitulé  :  Lo(/isticœ  libri  VI,  écrit  en  grec  -,  quoicpie 
l'auteur  l'ùl  Italien  ;  mais  il  avait  été  résider  en  Oiient  pour  apprendre  la  langue  grccijue. 
Une  version  latine  du  Trailé  d'Algèbre  a  été  imprimée  en  loJ^  (Strasbourg,  iu-8'),  puis 
en  lOOt)  (Paris,  in-4"),  avec  des  scolies  de  Jean  Cliamber.  Le  Traité  original  est  peut- 
être  le  plus  ancien  ouvrage  d'Algèbre  <pii  nous  soit  parvenu,  apiès  celui  de  Fibonacci, 
()ui  lui  est  antérieur  de  plus  d'un  siècle. 

Killingworih  a  laissé  des  Tables  astronomi(pies,  cl  un  Trailé  d'Algorisme. 

Simon  de  Bredon  a  commenté  l'Almagesle  de  Piolémée  ',  et  a  écrit  sur  rArithmétique. 

Isaac  Argyrus,  moine  grec,  a  calculé  des  Tables  astronomiques,  et  a  écrit  sur  l'Astrolabe  ; 
sur  rArithmétique,  De  extractione  radicis  quadraticœ  quadratonun  irmtionalium  ;  sur 
la  Géodésie ,  Coinpcndiuin  goodœsiœ  seu  de  dimensione  loconnn  inethodus  brecis  ac  tutu  ; 
et  sur  diiréreutes  parties  de  la  Géométrie,  De  inLentione  quudraïujulurimn  luterum; 
Theorenintn  de  IriatujuUs;  De  dhuensione  tiiangulorum  aiiarumque  figuraruni;  De  fujuris 
non  rectangulis  nd  rectamjulas  reducendis. 

•  Bradwardin  appelle  Arcliimède  Archimenides. 

*  Delambre,  eu  rendant  compte  du  livre  de  cet  ouvrage  qui  se  rapporte  aux  calculs  astronomiques,  a  placé 
l'auteur  avaul  Bède,en  disant  toutefois  que  l'on  ignore  répO([ue  précise  oii  il  a  vécu.  Cette  inadvertance  est 
singulière,  car  Barlaam  est  un  personnage  encore  célèbre  dans  l'histoire  lilléraire  et  politique  du  \l\<^  siècle. 

'  Ed.  Bernard  devait  comprendre  cet  ouvrage  dans  le  tome  VllI  de  sa  collection,  dont  nous  avons  parlé  plus 
haut.  Il  l'intitule  :  Super  demonstratioues  aliquas  Ahnagesti  :  Opus  perdoctum. 
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Aucun  (le  (■(•>  c'crio  n'ii  cU:  imprinu';  nous  regrclloiis  de  ne  pouvoir  dire  i\uv\  en  csl 
l'ohjc't ,  ni  ce  (|u'ils  ollrnienl,  (Jjuis  k'  tcni|>s  où  ils  onl  paru,  de  neuf  el  d'utile.  Edouard 
Bernard  devait  en  eoni[)reiidre  uu ,  en  grec  el  en  latin,  sons  le  litre  :  De  fifjio-nnuti  ttans- 
iitittalionc ,  dans  sa  eolleelion  des  auteurs  anciens. 

Paolo  di  Digoniari ,  connu  sous  le  nom  de  Paolo  dell  Abhaco ,  a  écrit  sur  l'Algèbre,  la 
(iéoinéirie  et  l'Astronomie,  el  l'ut  aussi  un  lilléralenr  distingué,  (pji  a  mérité  d'être  cité  à 
coté  de  ses  célèbres  contemporai/is  :  le  Dante  et  Pélrarcpie. 

iMonluela  place  au  \iV'  siècle  Biagio  di  Parma ,  (|ni  écrivit  sur  rArilInnétique,  la  Géo- 
métrie, l'Astronomie  et  r()|)li(|ue,  el  (pii  fut  im  lionnne  distingué  «laiis  son  temps.  Lucas 
di  fiorgo  le  cite  parmi  (juehpies  auteurs  modernes  dont  les  ouvrages  lui  ont  été  utiles  pour 
composer  sa  Siiinina  de  Arithnicfica,  ele.  Mais  il  le  place  itmnédialement  après  Léonard 
de  Pise,  et  avant  Sacro  Bosco  el  Prosdoeimo  de  Padoue,  ce  qui  nous  jjorlerail  à  croire 
(pie  ce  (îéomètre  l'a  regardé  comme  étani  du  XIIP  siècle,  car  il  a  observé,  (]u  reste, 
l'ordre  cbronologi(pie  dans  renonciation  des  autres  noms  qu'il  cite.  Ce  sont,  parmi  les 
Anciens,  Euclide  el  Boèce ,  el,  parmi  les  .Modernes,  Léonard  de  Fisc,  Biagio  di  Parma, 
Saero  Bosco  el  I*rosdocimo  de  Padoue. 

(le  dernier  a  vécu  sur  la  fin  du  XIV''  siècle  el  dans  le  commencemenl  du  W";  il  a 
calculé  des  Tables  asironomi(|ues,  et  écrit  un  livre  De  algorithniv,  où  Monlucla  suppose 
qu'il  a  traiié  de  l'Algèbre  (/lisloire  des  MulhéniatUiues,  t.  II,  p.  716);  mais  cet  ouvrage 
est  probablement  un  simj)le  Traité  d'Arilbméliquc  pratique,  comme  tous  ceux  qui  porienl 
le  même  nom  iVAUjorisnie;  d'autant  plus  (pie  Bernardin  Baldi  ne  cite  Prosdoeimo  que 
comme  ayant  écrit  sur  rArilbmélique,  et  non  sur  l'Algèbre.  Du  reste,  le  traité  De  al(jo- 
tithmo  a  été  imprimé  en  1485.  C'est  peut-être  le  premier  ouvrage  sur  notre  système  de 
numération  que  rimpiimerie  ail  mis  au  jour.  Le  Coni.penditim  orithmetices  Boelii,  de 
Fabre  d'Liaples,  a  bien  été  imprimé  en  1480;  mais  cet  ouvrage  ne  roule  que  sur  l'Ariih- 
mélique  spéculative,  ou  Tbéorie  des  nombres,  qui  est  indépendante  de  la  manière  de  les 
représenter  en  se  servant  de  quehpies-uns  seulement  pour  exprimer  tous  les  autres  '. 

Cossali,  dans  son  Histoire  de  l'Algèbre  '^,  cite  plusieurs  autres  Italiens  qui  ont  écrit  sur 
celle  science,  dans  le  XIV  siècle.  On  y  voit  que  Guillaume  de  Lunis  avait  traduit  l'Al- 
gèbre de  Mobammed  ben  Musa,  sous  le  litre  La  Reç/ola  deir  AUjebra.  Mous  a\ons  dit,  en 
parlant  de  la  Géométrie  cbez  les  Arabes,  qu'on  avait  eu,  dans  le  XIII'  et  le  XIV'  siècle, 
plusieurs  autres  traductions  latines  de  cet  ouvrage,  dont  l'une  a  été  reproduite  |)ar 
M.  Libri,  dans  le  premier  volume  de  son  Histoire  des  sciences  via  thématiques. 

L'Astronomie  a  été  la  science  la  plus  cultivée  dans  le  cours  du  XIV'  siècle,  où  l'on 

•  Le  Traité  De  algoritlimo,  de  Prosdoeimo,  nous  paraît  olfrir  de  l'intérêt,  parce  qu'il  confirme  l'opinion  de 
Wallis  sur  l'identité  de  la  signification  des  mots  abacus  et  algorismus,  dont  il  pensait  que  le  second  avait  rem- 
placé le  premier,  dans  les  derniers  temps  du  Moyen  âge.  Wallis  ayant  lu.  dans  un  manuscrit  de  la  Bibliothèque 
liodleienne,  que  Hermann  Contraclus  el  Prosdoeimo  avaient  écrit  sur  ['abacus,  ajoute  que  cela  signifie,  sous  un 
autre  nom,  algorismus,  ou  système  de  numération  arabe.  Le  titre  de  l'ouvrage  de  Prosdoeimo.  que  \Valli<  ne 
connaissait  pas.jusiilie  pleinement  son  opinion. 

'  Slurin  cri/ica  'Irir  nriginc ,  Irnspnrio  r  primi prngrpsxi  in  Ilalia  ih-ll'  Algcbrn.  Parme.  JTit";  -1  vol.  in-t". 
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IroilM'  un  ^i;iii(l  iirMiilii*'  (rAsIi'oiioiiics;  In  |)Iii|kii  I  oui  Inissc  des  'iViiili-s  iK;  l'AslroInljc. 
Mous  n'avons  |iojiii  en  h  les  iioninicr,  |kii'(t  (|iril  |iiinii(  ({n'ils  n'ont  [»\s  éci'it  iinrliciilirn*- 
nicnl  sur  lu  (M'onirlric. 

On  voil,  |tai'  ce  (|ni  [urcrdc,  (pic  les  «(iniiiiissaiKtcs  nialli('>niali(|n('s,  clicz  les  chic-lirns 
(In  IMoycM  à^c.  se  soiii  lornu-cs  Icnlcincnl  (ll•|>lli>^  le  \  III'  siècle  jns(|ir)i  la  (in  <ln  XIV', 
d'ahoid  (le  (int'l(|U('s  noiions  snpcrliciciics,  cniiunnlrcs  piiniilivcincnt  des  (iicrs  ci  iians- 
niisos  par  IJoôcc,  (lassiodorc  cl  Isidore  de  Séville,  cl  ensnile  des  onvrajj;es  vérilahlenicnl 
savnnis,  (pie  vcms  le  \ll'  sièele  on  a  lir('s  de  l'I'lsjjaj^ne  cl  liadnils  de  laïahe  en  laliri. 
(Icux-ci  paraisseni  anjonrd'lini,  d'après  les  eilalions  cpie  nous  avons  laites,  avoir  (■'i(''  en 
trt's-petil  nond)re;  car,  apivs  a\oir  lrouv('  {\v^  liadnelions  d'I'uelide,  do  Tliéodose,  de  l'io- 
U'Mnt'r,  d' Allia/en,  de  iMolianuned  hen  Musa,  nous  aNons  auj^nn''  senlomcnl,  de  (piehpies 
passages  de  r()pli(pie  de  \  ilellion,  (pie  les  (loni(pies  (rA|)ollonius  ('taienl  connues,  mais 
nous  n'avons  en  à  eiler  anenne  traduction  de  cet  ouvrage  iinporlant,  ni  de  ceux  d'Arehi- 
iiKMle,  de  Héron  ,  de  IMeiuMaiis,  de  Pappiis,  de  Sereiuis,  de  Proeliis.  Cependant  nous  ne 
pouvons  croire  (]ue  les  ouvrages  de  ces  (léonièlres  grecs,  dont  il  existait  de  nombreuses  tra- 
ductions arahes,  n'aient  pas  pénétn'î  chez  les  chrétiens  d'Europe  an  XII'  cl  au  XIII"  sièele, 
en  même  temps  que  les  éléments  d'Kuclide.  Kl,  en  elVet,  il  existe  des  traductions  latines 
de  quehpics-uns  '.  Mais  leur  rareté,  et  le  silence  gardé  sur  les  Géomètres  qui  en  ont  été  les 
auteurs,  ou  qui  s'en  sont  servis,  prouvent  que  ces  ouvrages  ont  été  peu  connus ,  et  que  les 
sciences  mathématiques,  à  la  fin  du  XIV"  siècle,  étaient  encore  dans  l'enfance,  en  compa- 
raison de  l'état  florissant  qu'elles  avaient  alleinl  dès  les  premiers  temps  de  l'École  d'Alexan- 
drie chez  les  («recs ,  et  dès  le  IX*"  siècle  chez  les  Arabes  ^. 

Mais,  au  XV"  siècle,  qui  est  l'époque  de  la  renaissance  générale  des  lettres,  des  sciences  xv  siècle. 
cl  des  arts,  en  Europe,  les  sciences  mathématiques  reçurent  une  impulsion  nouvelle  et 
féconde,  qui  jirépara  rapidement  les  grands  progrès  qu'elles  firent  dans  le  siècle  suivant. 
Cette  impulsion  fut  provo(|uée  par  la  connaissance  des  ouvrages  grecs,  que  l'on  étudia  jjour 
la  première  fois  dans  leur  langue  originale,  et  dont  on  prépara  aussitôt  des  traductions  qui 
tirent  connaître,  dans  toute  sa  pureté,  la  Géométrie  d'Euclide,  d'Archimède,  d'Apollonius, 
et  des  autres  grands  écrivains  de  l'Antiquilé. 

Ces  premiers  pas  étaient  déjà  un  progrès  notable  dans  l'étude  des  sciences,  qui  suffirait 
seul  pour  rendre  célèbre  le  XV"  siècle.  Mais,  en  même  temps,  un  autre  élément  scien- 
tifique, en  quelque  sorte  étranger  aux  connaissances  des  Grecs,  l'Algèbre  indienne,  qui 
languissait  depuis  bientôt  trois  cents  ans  en  Europe, sans  qu'on  parût  y  faire  attention,  fut 
reproduite  de  nouveau;  ses  usages  furent  enseignés,  et  son  importance  mise  dans  tout  son 

'  Paniculièrement  dans  le  manuscrit  de  la  Bibliothèque  royale  intitulé:  Mathematica  (supplément  lalin, 
n»  40,  in-fol.).  M.  Libri  a  donné,  dans  son  flistoire  des  sciences  malhématiqites  en  Italie,  t.  I,  pag.  263,  la  liste 
des  ouvrages  qui  se  trouvent  dans  ce  volume. 

'  Il  faut  convenir,  toutefois,  que  nous  connaissons  très-imparfaitemenl  l'histoire  du  Moyen  âge,  que  l'on  a 
négligée  jusqu'ici,  tout  occupé  que  l'on  a  été,  depuis  le  \\'  siècle,  d'étudier  la  littérature  et  les  sciences  grecques, 
et  de  puiser  aux  sources  incomparablement  plus  précieuses  qu'elles  nous  ont  ofterles .  pour  établir  les  fondements 
de  nos  connaissances. 
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jour.  L';illi;iiici'  entre  elle  el  la  Géométrie,  «jiie  Fihonaeei  avait  prescijte,  ne  Cul  plus  une 
idée  stérile,  niais  un  |)rinei|)o  mis  déjà  en  praticjuc.  Enfin  (ju('l(|ues  ouvrages  originaux, 
premiers  essais  du  génie,  et  premières  applicati(tns  des  connaissanees  empruntées  des 
iirees  el  des  Arabes,  viemicint  eneore  eonlribuer  à  léelat  du  XV  '  siéele.  Ajoutons  (jue  Tin- 
venlion  de  rim|)riineri(S  qui  prit  naissance  au  milieu  de  ec  sièeK;,  apporta  un  secours 
in)mense  el  merveilleux  aux  eiïorts  de  l'esprit  limnain,  auparavant  entravé  et  rebuté  par  la 
rarelé  et  la  défectuosité  des  manuscrits,  (letle  invention  mémorabU;  était  le  complément, 
en  quelque  sorte,  d'un  autre  grand  événement  du  XV'  siéele,  la  prise  de  Constaniinople, 
qui  livrait  à  l'Hluropc  les  arts,  la  liltéralurc,  la  pbiloso|)l)ic  el  les  sciences  de  la  Grèce 
ancienne  '. 

Nous  allons  passer  rapidement  en  revue  les  Géomètres  à  (|ui  sont  dus  les  premiers  Ira- 
vaux  d'où  datent  nos  progrès  dans  les  sciences. 

A  leur  tète  on  trouve  Purbach,  el  surtout  son  célèbre  disciple  Kegiomontanus. 

Le  prenjier  est  connu  surtout  comme  Astronome,  et  comme  auteur  du  livre  des  Tliéo- 
ric/iœs  des  planètes  ^.  Gel  ouvrage  était  une  sm'le  de  la  Sphère  de  Sacro  Bosco,  destiné  à 
compléter  la  connaissance  de  lAlmageste  de  Ptolémée,  que  Purbacb  avait  débarrassé  des 
calculs  cl  des  démonstrations  géométriques.  Ensuite  Purbacb  entreprit  une  traduction  sur 
le  texte  grec,  récemnienl  apporté  en  Europe  par  le  cardinal  Bessarion,  de  la  partie  géomé- 
trique de  cet  ouvrage  de  Ptolémée.  Celte  traduction ,  qu'une  mort  prématurée  l'empêcha 
de  terminer,  fui  continuée  par  Regiomonlanus,  el  parut  à  Venise  en  1496,  sous  le  litre  : 
Plolemei  Alexandrini  aslronomorum  primipis  in  magnam  consiructionein  Georr/ii  Pur- 
bavhii,  ('jusque  discipuH  Jo/iannis  de  Rer/iomonte  asb^onomkon  epitoma.  Veneliis,  1496, 
in-folio. 

Les  deux  savants  traducteurs  substituent,  dans  les  calcids  trigonométriques  de  Ptolémée, 
les  sinus  aux  cordes,  ainsi  qu'avait  fait  Albategnius,  et  après  lui  les  autres  écrivains  arabes; 
mais  ils  conservent  les  expressions  '''""''  ,  el  ne  font  pas  usage  des  tangentes,  qu'Ibn- 
'i'oùnis  avait  connues  et  (|u'Aboul  Wefa  avait  introduites  dans  la  Trigonométrie,  cincj  cents 
ans  auparavant.  Plus  tard  Kegiomontanus  les  imagina ,  à  son  tour,  et  en  fil  nne  table 
connue  sous  le  titre  de  Table  féconde,  (|u'il  lui  donna. 

Hegiomonlanus  est  l'un  des  hommes  les  plus  remarquables  que  présente  l'histoire  des 
Mathémaliques.  L'universalité  de  ses  connaissances,  la  fécondité  extrême  de  son  esprit 
infatigable,  el  le  nombre  de  ses  productions,  peuvent  le  faire  regarder  comme  le  véri- 
table restaurateur  des  sciences  en  Europe.  Ces  productions  comprennent,  dune  part,  les 
principaux  ouvrages  des  grands  Géomètres  de  l'école  d'Alexandrie  :  Euclide,  Arcbimède , 
Apollonius,  IMénélaiis,  etc.,  que  Regiomonlanus,  le  premier,  lui  dans  leur  langue  ori- 

'  Plusieurs  autres  événements  contemporains,  comme  la  découverte  de  l'Amérique,  du  Cap  de  Bonne-Espé- 
rance el  des  Indes  Orienlales,  qui  amena  le  perfectionnement  de  l'AsU-onomie,  de  l'Optique,  de  la  Géométrie, 
vinrent  eonlribuer  aussi  à  l'aclivilé  générale  des  esprits,  el  à  l'impulsion  forte  que  recul  la  cullure  des  sciences 
à  cette  époque. 

^  Tlieoricœ  Planetariim,  imprimé  pour  la  première  fois  à  Veni.se,  in-4",  1488,  vingt-buit  ans  après  la  mort  de 
l'auteur,  et  réimi)rimé  depuis,  un  grand  nombre  de  fois,  le  plus  souvent  avec  des  commentaires. 
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j^imilc,  n  <l()nl  il  avait  fuit  des  vciNioiis  |>liis  (•(irrrrlcs  que  celles  (|iii  iums  \((i:ii<iii  «lei 
Anilu's;  (>i,  (riiiilii'  piiil  .  les  |H()|iit's  tircoiivc  ries  de  U(  ^ioiiioiiliiniis.  l'jiriiii  t'cllrs-ci  on 
(lisliiignc  siirloiil  son  TiniU'  Dr  lri<iH()Nlis  (tinniniotlis  lihri  (/iiinfiin'  (\()\i\n\)vrnit',  1  .'m3, 
in -folio).  (Ici  onM'ii^c  est  un  Tinilc  complci  de  Tri^ononK-liic  plane  ei  de  'l'rij,'(ur()niéliie 
S|)liéii(|nc.  Les  dcnx  incniicis  livres  sont  iionr  les  lii;nij;les  reelili}^nes;  ils  reideiin«'nl  nnc 
lonlc  de  |trol)lènies  (|ni  pininssenl  ponr  la  première  lois.  Il  s'agil  lonjcnirs  de  dclerniiner, au 
moyen  de  trois  données  (pu'lconipics,  les  anires  parties  d"(m  Irian^lc.  Ainsi,  par  exemple, 
dans  le  |)rol)lènie  7  du  livre  "i,  on  donne  le  périmèlre  et  denx  anjîlcs  d'un  triangle;  dans 
le  problème  hi  du  même  livre,  on  donne  la  hase,  la  |»erpendienlaire  v\  Iv.  ra|)porl  des  deux 
côtés.  Ueyiomontanns  dit  (pie  ce  pr(d)lèmo  n'a  pas  encore  été  résolu  par  la  (îéoniétric  ', 
et  il  y  applicpie  l'Algèbre,  (pi'il  appelle  ors  ici  et  ccusks ;  elle  le  conduit  à  une  é(|uation 
du  second  degré;  et  il  ajont(>  (iiiod  restât  pra'ccpf a  artis  ('dorchutit  '^.  On  voit  par  là  (|ue 
Uegiomontanus  possédait  la  connaissance  de  l'Algèbre,  (|u'il  avait  ac(juise  soit  par  I  ou- 
vrage de  Léonard  de  Pise,  qu'il  avait  pu  considter  en  Italie,  soit  par  les  traductions  de 
l'Algèbre  de  IMobammed  ben  IMusa;  et  cela  n'est  point  étonnant,  car  un  esprit  vaste  et 
pénétrant,  connue  celui  de  Rcgiomontanus,  ne  pouvait  ignorer  une  invention  aussi  belle 
et  aussi  utile,  l'un  des  plus  précieux  dons  que  nous  aient  faits  les  Arabes;  mais  ce  passage 
offre  de  l'intérêt,  parce  que  ses  termes  prouvent  que  déjà,  vers  le  milieu  du  XV""  siècle,  la 
connaissance  des  régies  de  l'Algèbre  était  répandue  et  vulgaire  parmi  les  Mathématiciens. 
Et  en  elîet  Rcgiomontanus,  qui  fait  encore  usage  souvent  de  la  règle  rci  et  ccnsus ,  dans 
ses  lettres  que  le  célèbre  bibliographe  De  Murr  a  publiées  ^,  écrit,  à  l'Astronome  Blan- 

'  La  solution  de  ce  problème,  par  la  seule  Géométrie,  n'olTrail  pas  de  difficulté,  et  je  ne  sais  pourquoi  Regio- 
moulanus  a  cru  devoir  y  employer  nécessairement  l'Algèbre.  En  ellel ,  d'après  l'énoncé  de  la  question ,  le  sommet 
du  triangle  cherché  se  trouvera  d'abord  sur  une  droite  parallèle  à  la  base  donnée,  el  ensuite  sur  une  circonfé- 
rence de  cercle,  qui  est  le  lieu  des  points  dont  les  dislances  aux  deux  extrémités  de  la  base  sont  entre  elles  dans 
le  rapport  des  deux  côtés. 

Celle  proposition  était  connue  des  Anciens  :  Pappus  l'énonce  comme  l'une  de  celles  qui  se  trouvaient  dans  le 
second  livre  des  Lieux  plans  d'Apollonius,  et  Eulocius  l'a  démontrée  au  commencement  de  ses  commentaires  sur 
les  Coniques  de  ce  Géomètre,  pour  donner  un  exemple  des  Lieux  géométriques  qui  servaient  aux  Anciens,  dans 
la  solution  des  problèmes.  Elle  se  trouve  dans  le  Traité  des  connues  géométriques,  de  l'Arabe  Hassan  ben  Haitem 
(l'"'  livre,  proposition  9).  Chez  les  Modernes,  nous  la  trouvons  dans  le  livre  De  proportionibus  numerorum, 
motuum,  etc.,  de  Cardan;  puis  dans  un  ouvrage  d'Alexandre  Anderson  (voir  Note  III  sur  les  porismes);  dans  les 
Discorsi  e  dimostrazioni  matemaliclie,  etc.  (pag.  59)  de  Galilée;  dans  les  Lieux  p/a/is d'Apollonius,  restitués  par 
Fermai,  Schoolen  et  A.  Simson  ;  dans  la  Dioptrique  de  Huygens,  et  dans  beaucoup  d'autres  ouvrages. 
M.  Legendre  l'a  comprise  dans  ses  Eléments  de  Géométrie. 

•  La  base  élanl  20,  la  perpendiculaire  5,  el  le  rapport  des  deux  côlés4,  Regiomonlanus  prend  pour  l'inconnue 
la  dilTérence  des  deux  segments  faits  sur  la  base  par  la  perpendiculaire;  et  il  arrive,  par  des  considérations 
géométriques,  à  l'equalion  20  census plus  2000  œquales  680  rébus;  c'est-à-dire  20  x^  -+-  2000  =  680  x. 

Dans  le  Problème  2.3,  où  il  s'agit  de  construire  un  triangle  dont  on  connaît  la  différence  des  deux  côtés,  la 
perpendiculaire,  et  la  différence  des  segments  qu'elle  fait  sur  la  base,  Regiomonlanus  emploie  encore  la  règle 
rei  el  census.  Nous  avons  dit,  en  parlant  de  la  Géométrie  des  Indiens,  que  ce  problème  se  trouvait  résolu 
dans  le  Lilavati  de  Bhascara. 

'  Dans  le  premier  volume  de  son  recueil  intitulé:  Memorabilia  Bibliolhecarum  publicarum  Norimbergensium 
et  universitatis  Altdorfinœ.  Norimbergs,  1786,  2  vol.  in-S». 
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«'hiniis,  qu'il  pciist'  qur  cci  ,iit  lui  c^i  lics-fitiiiilicr  ';  cl  celui-ci,  eu  ellel,  s'en  scit  aussi 
cJans  SCS  réponses  ;i  Hcgioiiioiilnnus. 

Les  livres  ^,  4  ci  .'i  irniienl  des  triangles  s|)lic''ri(|ues. 

Le  livre  5  est  dans  le  genre  des  Sphériqucs  de  Ménc'laiis.  Le  livre  4  renferme  une  Tri- 
gononiélrie  eoniplèie;  el,  le  livre  o,  divers  problèmes  qui  sont  résolus  pour  la  première 
fois.  On  y  remarque  ceii»'  pr()|)osiiion,  qui  correspond  à  une  propriété  des  triangles  plans, 
connue  des  Grecs  :  L'arc  de  f/rand  cercle  qui  divise  en  deux  éfjalement  l'angle  an  sommet 
d'un  triauf/lc  sphérique,  fait,  sur  la  hase,  deux  segments  dont  les  sinus  sont  entre  eux  comme 
les  sinus  des  côtés  qui  comprennent  l'angle. 

RegiomoMlaniis  a  écrit  un  Traité  d'Arillimé(i(|uc  pratique,  qu'il  \\\)\\v\i\  Algorisnius  demon- 
stratus.  C'est  l'ouvrage  (pie  Schoner  a  imprime  en  I  .')Ô4,  sous  le  tilre  Algoritfunus  démon- 
stratus;  cliangeani  ainsi  le  mol  algorimus  en  algorithmus,  |)arce  qu'il  pensait  que  l'ouvrage 
de  Hcgiomontanus,  dont  il  avait  trouvé  une  copie,  avait  dû  être  intitulé  par  ce  géomètre 
algorithmos,  ce  mol  provenant,  dit-il,  du  mot  grec  aoiBu^q,  altéi'é  par  les  Sarrasins.  Scho- 
ner ignorait  donc  que  le  mot  algorismus  était  consacré  depuis  plusiems  siècles,  comme 
on  le  voit  par  les  ouvrages  de  Sacro  fiosco,  de  Vincent  de  Beauvais ,  etc.,  pour  désigner 
notre  syslèmc  de  numération  '^;  et  cpiainsi  c'était  à  dessein  que  Regiomontanus  l'avait 
employé.  Cet  ouvrage,  que  nous  avons  déjà  eu  occasion  de  citer  plusieurs  fois,  est  très- 
remarquable  sous  un  rapport  dont  nous  n'avons  point  eu  encore  à  parler;  c'est  qu'il  fait 
partout  usage  de  lettres  au  lieu  de  quantités  numériques,  suivant  la  coutume  du  temps;  et 
ces  signes  abstraits,  qui  constituent  la  forine  des  sciences  mathématiques  modernes,  sont 
employés  même  poiu-  exposer  le  système  de  numération ,  et  poiu-  démontrer  les  règles  de 
l'Arithmétique  pralicjue.  Si  une  mort  prématurée  n'avait  enlevé  Regiomontanus  dans  la 
première  période  d'une  carrière  si  brillante,  peut-être  lui  aurions-nous  dû  la  grande  con- 
ception de  Viète. 

Dans  le  recueil  de  lettres  que  nous  avons  cité  préeédennuent,  on  remarque  une  solution 
trigonoméirique  de  la  question  de  construire,  avec  quatre  côtés  donnés,  un  quadrilatère 
qui  soit  inscriptible  au  cercle.  >ous  avons  donné,  en  parlant  de  la  Géométrie  des  Indiens, 
une  notice  historique  sur  ce  problème,  dont  plusieurs  géomètres  se  sont  occupés  dans  le 
XVr  siècle. 

Nous  ne  parlerons  point  des  autres  ouvrages  de  Regiomontanus,  dont  le  nombre  est 
très-considérable,  mais  dont  la  plupart,  malheureusement,  sont  restés  inédits.  La  liste 
s'en  trouve  dans  plusieurs  ouvrages  dont  nous  citerons,  comme  étant  les  plus  répandus, 
VHistoria  matheseos  de  Heilbronner,  et  VHistoria  astronomiœ  de  Weidier. 

On  concevra,  à  l'inspection  de  cette  liste,  d'autant  plus  étonnante  que  l'auteur  a  été 

'  Sed  nunc  eam  eligi  quam  vobis  arbitror  familiarissimam  ,  per  artein  videlicet  rei  et  ceJisus  quod  quœre- 
batis  ahsolvendo,  p.  94  du  premier  volume  du  recueil  cité. 

*  La  pièce  ancienne  mise  au  jour  par  Clichlovée,  sous  le  titre  Opusculum  de  praxi  numerorum ,  quod  algo- 
rismum  vocanl,  el  quelques  autres,  restées  manuscrites  (dont  deux  existent  à  la  Hibliothèque  Sainte-Geneviève, 
el  une,  en  français,  à  la  Hibliotlièque  de  l'Arsenal),  disent  (jue  le  mot  algorismus  provient  du  nom  d'un  philo- 
sophe appelé  AIgtts.  Maison  ne  trouve  aucune  preuve  de  celle  origine. 
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iiil(\(''  ;iii\  snCnccs  i\  l'i'ij;*'  de  (|iiarnni('  ;ms  ,  cl  (|ii»'  |i<'ii(liint  sa  coiiilr  cxisU-iiP»'  il  M'i'liiil 
livre  |)i'iii('i|ial('in('iii  ;iti\  oliscrvalioiis  ri  aii\  riilciils  nsli'oii()iiiii|ii<'s  ,  (|ii'il  ii\ni(  fsiit  drs 
«'phrnit'ridcs  ('(>in|iitMiiiiii  iiciiic  iiiiiit''<'s,  (huis  un  l('in|)>  nn  le  secours  des  lo^iirillimcs 
iiiaii(|ii(iil  au  caleiilalciir,  (|U  il  élail  lialiilc  iii(''eaiiicieii  cl  (|ii  il  diii^^Mail  une  iiii|iriiiiei'ie, 
lin  eotieevra  ,  dis-je,  (|iie  Kaiiiiis  l'ail  mis  s[\v  le  intime  raiif^  (|iie  les  ({rniids  génies  (|iii  «ml 
honoré  la  (Jréee  '. 

Le  cardinal  Micolas  de  ('.usa,  bien  (|ue  ses  (cuvres  uialliéinali(|ues  soient  ein[)ri'inles 
souvent  de  |)araloji;isnies  (|ui  leur  ôlenl  aujourd'liui  loiile  valeur,  est  cependatil  liiu  des 
luuiunes  (|ui  ont  le  plus  «'onirihiié  au  réiahlisscincnt  di's  sciences  ,  |»ai'  riuiporlance  <ju"il 
letu'  reconnut,  el  en  les  popularisant  par  rusajj;e  (pi'il  chcrclia  à  en  faire  dans  tous  ses 
écrits,  H  inènu*  dans  e(Mix  (pii  se  rapportaient  à  la  Tliéolo};;ie.  Il  suivait  en  cela  l'exemple 
doiuu'!,  un  sièele  et  demi  auparavant,  par  l{radvvardin. 

On  cite  ^icolas  de  Cusa  surtout  au  sujet  de  sa  <|uadrature  du  cercle,  où  il  a  eu  le  pre- 
mier l'idée,  en  spéculations  matliématicpies,  de  l'aire  rouler  un  cercle  sur  une  lijine 
droite.  On  a  cru  voir  dans  cette  idée  les  premières  traces  de  la  cycloïde;  cl  >\  allis  s'est 
elloreé  de  l'aire  remonter  l'origine  de  cette  courbe,  devenue  si  l'ameuse  dans  le  XVIl'"  siècle, 
à  i\icolas  de  Cusa,  lui  reprochant  toutefois  de  l'avoir  crue  un  arc  de  cercle.  Mais  rien 
ne  nous  parait  aimoncer,  dans  l'ouvrage  de  ce  cardinal,  (pi'il  ail  songé  à  considérer  la 
courbe  engendrée  par  un  point  de  la  circonférence  qu'il  ftiisail  mouvoir  sur  une  ligne 
droite;  et  l'arc  du  cercle  qu'il  ilécrit  sert  seulement  pour  déterminer  le  |)oini  de  la  droite 
où  venait  se  placer,  ajirés  une  révolution  du  cercle,  le  point  de  sa  circonférence  qui  tou- 
chait d'abord  cette  droite.  Il  nous  parait  probable  que  l'auteur  avait  trouvé,  par  des  expé- 
riences mécani(]ucs,  les  j)rincipes  de  sa  construction  -. 

Le  cardinal  Cusa  est  resté  célèbre  dans  riiisioire,  pour  avoir  adopté  les  principes  de  la 
philosophie  platonicienne,  qui  prenait  naissance,  et  surtout  pour  avoir  eu  l'honneur  de 
ressusciter,  le  premier  parmi  les  Modernes,  le  système  de  Pvthagore  sur  le  mouvement 
lie  la  Terre  autour  du  Soleil,  renouvelé  depuis  avec  plus  de  succès  par  Copernic  et  Galilée. 

Le  W"  siècle  nous  présente  deux  peintres  célèbres,  Albert  Durer  et  Léonard  de  Vinci, 
qui  méritent  d'être  comptés  aussi  au  rang  des  géomètres  les  plus  savants  de  leur  époque. 
Le  premier  a  laissé  un  ouvrage  de  Géométrie,  destiné  aux  architectes  et  aux  peintres,  écrit 

'  Noriberga  tum  Regiomontano  fruebatur  :  mathemalici  indè  el  studii  el  operis  gloriain  lantam  adepla , 
ul  Tarenlum  Archyla,  Syracusœ  Archimede ,  Bizanlium  Proclo,  Alexandria  Clembio ,  non  jiislius  quant 
Noriberga  Regiomontano  gloriari  possil.  (Scholai  mailiemalicae,  iib.  2,  p.  6^.) 

*  Les  écrils  malliémaliqiies  de  Nicolas  de  Cusa  foiinciU  la  Iroisième  partie  de  ses  œuvres  complètes,  imprimées 
à  Paiis  en  ldl4,  in-lol.,  cl  à  Bàle  en  I060,  in-fol.  lis  se  composent  des  pièces  suivantes  :  I»  De  Ueomeiricts 
transmulalionibits;  2"  De  arilhmeticis  eomplemenlis;  3"  De  malliematicis  complemenlis ;  i«  De  quudralurù 
circuti ;  5"  De  sinibus  el  cltordt.s  ;  G"  De  und  recti  currique  mensurd;  7"  Compleuientuni  theologicum  (iguralum 
in  complemenlis  malhemalicis  ;  8"  De  malliemalicà  perfecliune  ;  d'  Reparalio  catendarii;  10»  Correctio  labu- 
larum  Alfonsi ,  11"  Alia  quœdam  ex  Gaurico  in  Cusam  adjecta. 

La  plupart  de  ces  écrils  rouk-nl  sur  la  quadraluie  du  cercle,  qui  parait  avoir  occupé  constamment  Nicolas  de 
Cusa.  Dans  celui  De  mathemaiiiis  complemenlis,  l'auteur  parle  des  sections  coniques,  el  apprend  à  les  décrire 
sur  le  plan. 
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(-11  iillcniiiiid ,  cl  (|iii  a  v\v  i'('|)i odiiil  en  liilin  sous  le  liirc  !sui\u(il,  qui  l'ail  cuniiaiirc  Tobjel 
lie  CCI  ()uvra}ii'  :  Instilulioumn  (/eoinetricanim  lihri  qualvor ,  in  qxiibus  lineas,  superficies 
ri  sdlida  corjioia  ilo  tradavil ,  ni  /ion  nialhcscos  sohiiii  sludiusin,  sed  et  pictoribus,  fabris 
a'raiiis  (i<-  li(/n<irlis ,  hipitldls ,  sUihiariis ,  el  uniiersis  dcniiim  (/ni  rircino,  f/nowone, 
lihi'llà,  aiif  (di(Kjui  ccrlâ  mcnsitrà  opéra  sua  erainiuaiil ,  sint  sunnuè  utiles  et  necessarii. 

Dans  le  |)icnii('r  livre,  Aibeil  Durer  apprend  ;i  décrire  diiïéreules  lignes  courbes;  on  y 
irouve  plusieurs  hélices  planes,  cylindri(|ues,  sphéri(pies  et  coniques;  la  description  de 
l"eili|)se  |»ar  rnllonirenienl  des  oidonnées  du  cercle  dans  un  rapport  conslanl,  ou  bien  en 
la  considcranr  comme  la  section  dini  cône  dioit,  que  l'autein-  appelle  pyramide.  Il  ap- 
prend à  décrire  aussi  les  deux  autres  sections  coniques  :  lliyperbole  cl  la  parabole.  (>'esi 
l'ini  des  ouvrages  les  plus  anciens,  chez  les  Modernes,  (pii  aient  traité  des  sections  coniques. 

On  irouve  aussi,  dans  ce  premier  livre,  la  description,  par  points,  de  répicycloïde 
engendrée;  par  un  point  du  plan  d'un  cercle  qui  roule  sur  une  circonférence  fixe. 

Dans  le  second  livre,  on  irouve  l'inscription  des  polygones  dans  le  cercle,  et  différentes 
autres  figures  régulières  formées  par  des  arcs  de  cercle;  puis  une  quadrature  du  cercle  et 
la  manière  d'assembler  dinerenls  polygones  pour  remjilir  exactement  une  surface  plane; 
on  n'y  voit  point  les  polygones  étoiles.  Après  avoir  donné  la  eonslruclion  du  pentagone 
inscrit  au  cercle,  qui  se  trome  dans  le  premier  livre  de  rAlmageste  de  Plolémée,  Durer 
apprend  à  construire  un  pentagone  régulier  sur  un  côté  doimé;  et  sa  construction  a  cela 
«le  remarquable  quelle  se  fait  avec  une  seule  ouverture  de  compas;  mais  elle  n'est  qu'ap- 
proximative, el  la  figure,  qui  a  conservé  le  nom  de  pentuqone  de  Durer,  n'a  pas  tous 
ses  angles  égaux',  ainsi  que  l'ont  démontre  J.-B.  de  Benediciis^,  etClavius^  dans  le  siècle 
suivant.  Ce|)endant,  à  cause  de  sa  facilité,  la  construction  de  Durer  est  employée  par  la 
plupart  des  architectes. 

Le  livre  5  traite  des  corps  solides,  des  coloimes  et  des  pyramides  de  différentes  formes, 
et  des  lignes  qu'on  trace  sur  leurs  surfaces,  dans  les  arts;  de  la  construction  des  cadrans 
solaires,  et  de  celle  des  lettres  de  ralphabct. 

Dans  le  cinquième  livre,  l'auteur  donne  la  description  des  cinq  corps  réguliers,  et  de 
plusieurs  autres  corps  formés  par  des  polygones  réguliers,  mais  non  tous  semblables  entre 
eux,  comnjcnl  sont  les  treize  corps  semi-réguliers  d'Archimède.  Puis  on  trouve  plusieurs 
solutions  de  la  duplation  du  cube;  et  enfin  un  Traité  de  Perspective,  dans  lequel  Durer 
a  imaginé  le  premier  instrument  connu,  pour  faire  la  perspective  mécaniquement,  sur 
un  verre  ou  une  toile  transparente.  C  est  surtout  pour  cette  partie  que  l'ouvrage  de  Durer 
est  cité  dans  l'Histoire  des  Malhématiques. 

Léonard  de  \inci,  l'un  des  plus  grands  peintres  de  ritalie,  fut  un  de  ces  génies  rares 
qui  manient  avec  une  égale  facilité  tous  les  objets  des  connaissances  humaines,  et  dont 
le  nom  se  présente  dans  l'histoire  de  chacune  d'elles.  Il  cultiva  particulièrement  les  Ma- 

'  Chacun  des  angles  il'uu  vrai  pentagone  régulier  est  de  108  degrés.  Dans  le  pentagone  d'Albert  Durer,  deux 
angles  sont  de  107»  2';  deux  autres  de  108»  -22',  et  le  cinquième  a  109°  12'. 

-'  Diversai-unispeculotionum  malliematicanim  el  physicarum  Liber:  Turin  1383,  in-l". 
*  Geomeiria  praclka.  lib.  VIII,  prop"  29. 
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Mii(li(''niiili<nics  cl  les  sciences  (|iii  en  (N'-pcndeiii ,  (elh^  (|iir  hi  IMi\si(|iic ,  l.i  M<i;iiiit|iii- 
nilioniiellc  ou  |>i'iili(|iic,  ril\(li'i)siiiii(|iie,  lu  Miisj(|iie,  eic. ,  |ici'siiii(|<'-,  cniinne  il  le  ilit , 
i\\\il  n'ii  a  point  (le  vcililndv  dans  les  scinirrs  m)  on  ne  jtcnl  pas  applitpirr  (jnflipif 
partie  des  Mathintatiiiitcs,  oa  (jni  n'en  dvpvndcnl  pas  dr  ijttvhpic  nianiirr.  \'('-iilc  Imp  |tiii 
sciKic  »lc  nos  jours  encore,  niiilfj;ré  les  proj^rès  (ju'ii  fails,  dcpins  irois  siècles,  h  r;ii>M)ii 
liinnnine. 

hôounrd  (le  Vinci  «n  liussc  de  nond)i-cu\  iniinusciits,  où  se  (rouxeni  rc|);uidues  ses  vuos 
nouvelles  «M  ses  s|»ccidalions  sur  lonlcs  les  parlics  des  siMcnccs  iniillicniiili(nics  ;  mais  ils 
n'ont  poini  encore  été  étudiés,  <•(  sont  restés  jns(|u'à  ce  jour  sans  porler  aucun  l'niii. 
M.  Venluri,  savant  |)rorcsseur  de  Holoii;ne,  devait  en  Taire  coiniailre  les  parties  les  plus 
iniporlanlcs,  dans  trois  Traités  (pii  se  seraicnl  rapportés  à  la  î\l(''cain"(pie,  à  riJNdiaulifpie 
et  à  r()pli(|ue.  iMalluMMXUisenieut  ce  pi'ojet  n'a  pas  reçu  d'exécution.  On  doit  seulcnicDi 
à  M.  \  onturi  la  coniuiissance  de  «piclcpies  rra}j;nienis  détachés  des  œuvres  pliysico-matlié- 
Miiiliques  de  Vinci  '.  Dans  le  premier,  intitulé  :  Delà  descente  des  corps  f/rares,  comltinée 
arec  la  rotation  de  la  Terre,  on  voit  (pi(^  le  eélèhre  peintre  admettait  l'idée  du  rnonve- 
luenl  de  la  Terre,  émise  déjà  (piel(|ues  aimées  auparavant  |)ar  Nicolas  de  (liisa  ,  dont  les 
œuvres  n'étaient  point  encore  publiées. 

iN'ous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  les  lra\au\  pliysico-malliématicpics  de  Léo- 
nard de  Vinci.  IMais  il  est  une  de  ses  inventions,  en  niécani(|ue,  <)ue  nous  devons  distinguer 
ici,  parce  qu'elle  se  rapporte  essentiellement  à  la  (iéométric,  et  que  nous  la  regardons 
connue  le  premier  germe  d'une  théorie,  peu  cultivée  depuis,  et  qui  mérite  néanmoins  de 
fixer  ratlention  des  géomètres.  Nous  voulons  ()arler  du  tour  à  ovale,  (pie  Lomazzo,  élève 
de  Vinci,  lui  attribue  en  ces  termes  :  Vinci  fat  aussi  l'inventeur  du  tour  orale,  ourrarje 
admirable  quun  élère  de  Meizi  apprit  à  Denis ,  Frère  de  Mafjr/ioi'e ,  (jui  s'en  sert  aujour- 
d'hui arec  beaucoup  d'adresse.  (Lomazzo,  Trattalo  délia  Pitlura,  p.  17.) 

Or,  il  nous  parait  (|ue  le  tour  à  ovale,  auquel  les  géomètres  ont  lait  peu  d'attention,  car 
on  n'en  trouve  nulle  part  la  théorie  malhémaficpie,  reposait  sur  une  idée  tout  à  fait  nou- 
velle, concernant  la  description  des  courbes;  et  celte  idée  donnait  lieu  à  une  spéculation 
nouvelle  en  Géométiie. 

Jusque-là  on  avait  décrit  les  courbes  par  la  trace  d'un  stylet  mobile,  imprimée  sur  un 
plan  (ixe  :  Vinci  conçut  leur  description  d  une  manièi'c  invei'se,  c'esl-à-dire  au  moyen  d'mi 
siylet  fixe  qui  imprime  sa  trace  sur  un  plan  mobile.  Tel  est  roHice  du  tour  à  ovale,  (pii 
sert  à  décrire  l'ellipse. 

Quel  mouvement  fallait-il  donner  au  plan  mobile,  pour  obtenir  ainsi  une  ellipse?  Telle 
est  la  question  qu'a  dû  se  proposer  Léonai'd  de  \  inci.  Elle  était,  comme  on  voit,  d'un 
genre  tout  nouveau;  et  ce  célèbre  peintre  a  su  découvrir,  j)armi  une  infinité  de  solutions 
dont  elle  était  susceptible,  la  plus  simple  inconteslablement;  elle  se  réduit  à  donner  au 
plan  mobile  le  mouvement  d'un  angle  de  grandeur  constante,  dont  les  deux  C(îtés  glissent 

'  Essai  sur  les  oui->rages  pliysico-malliématiqiies  de  L'onanl  de  Vinci,  arcv  des  fraijnieiils  lires  de  ses 
manuscrits.  Paris,  an  V,  in-4». 
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sur  deux  points  lixcs.  L'Iiisloirc  (W  l;i  science  sernii  inU''r('N>cc  ;i  connailrc  les  corisidcra- 
linns  de  (iéoinélrif  (|iii  l'ont  condiiil  ;i  ce  heaii  lésullal. 

Maljrré  tout  l'iiiiérèt  (|iie  celle  quesiion,  considcrce  comme  moyen  nouveau  cl  général 
de  décrire  les  courbes,  devait  oITrir,  et  dans  les  arts,  et  connue  |)ure  spéculation  géomé- 
Iriquc,  elle  n'a  fait  prescpie  aucun  progrès  jusqu'à  ce  jour.  Si  nos  recherches  hisloriipies 
à  ce  sujet  ne  nous  induisent  point  en  erreur,  nous  croyons  (|u"elle  n'a  fixé  l'attention  (pie 
d'un  seul  géomètre,  le  célèbre  (llairault,  (|ui  l'a  traitée  dans  un  Mi'-moirc  lu,  en  1740,  à 
l'Académie  des  sciences.  Après  avoir  signalé  le  nou\cau  mode  de  des(tri|)lion  des  courbes, 
dont  le  tour  à  ovale  oiïiait  le  seul  exemple  connu,  (llairaut  dit  avoir  supposé  d'abord  que 
la  courbe  décrite  sur  ce  tour  devait  être  une  conchoïde  du  cercle,  mais  qu'il  n'a  jjas  tardé 
à  reconnaître  qu'elle  est  une  viaic  ellipse  d'Apollonius.  Puis  il  fait  deux  applications  de  ce 
nouveau  mode  de  génération  des  courbes.  11  suppose,  dans  la  première,  (|u'un  cercle  roule 
sin-  une  droite;  et,  dans  la  seconde,  qu'un  cercle  roide  sur  un  autre  cercle.  Un  stylet  fixe 
imprime  sa  trace  sim-  le  |)lan  du  cercle  mobile,  et  celle  trace  forme  une  courbe  dont  (;iai- 
rault  cherche  les  écpiations.  Sa  solution  est  entièrement  analytique,  et  les  équations  aux- 
(piellcs  il  parvient  contiennent  même  des  intégrations  (pii  ne  soni  pas  effectuées.  Dans  un 
seul  cas  les  intégrales  disparaissent ,  et  l'on  reconnaît  la  spirale  d'Archimède. 

Ainsi,  sous  le  rapport  géométrique,  Clairaull  a  laissé  cette  (|ucstion  iniacte;  c'est-à-dire 
((ue  les  diverses  pro|)riétés  géométriques  de  ce  mode  de  description  des  courbes,  ses  i-ap- 
ports  avec  la  description  ordinaire  j)ar  un  point  mobile,  et  la  manière  de  substituer  im 
mode  de  description  à  l'autre,  pour  produire  la  même  courbe,  sont  encore  des  (piesiions 
neuves. 

Ces  questions  nous  paraissent,  tant  sous  le  rap|)ort  théorique  qu'à  cause  de  leurs  appli- 
cations aux  arts,  mériter  d'entrer  dans  les  spéculations  de  la  science.  Nous  y  reviendrons 
dans  un  autre  écrit.  Pour  le  moment  nous  renvoyons  à  la  Note  XXXiV,  où  se  trouvent 
(pielqucs  développemenis  sur  cette  théorie,  qui  offre  un  exemple  assez  remarquable  de 
(lualilé.  Nous  nous  bornerons  à  ajouter  ici  que  de  celte  théorie  il  résultera,  sans  calcul, 
(|ue  les  courbes  dont  Clairaull  a  trouvé  des  expressions  algébriques  fort  comj)liquées, 
(pii  ne  lui  ont  permis  de  reconnaître  la  natin*e  que  d'une  seule  d'entre  elles,  la  spirale 
d'Archimède,  sont  tout  simplement  des  épicyeloïdes.  Les  imes  peuvent  être  engendrées 
par  un  point  mobile,  lié  (ixement  à  mie  droite  qui  roule  siu"  une  circonférence  de  cercle; 
cl  les  autres,  |)ar  un  point  du  plan  d'une  circonférence  de  cercle  qui  roule  sur  un  cercle 
lixe. 

J.  Verner  n'a  |)as  été  un  écrivain  d'un  esprit  aussi  vaste  et  aussi  fécond  que  Léonard 
de  \  inci  cl  llegiomontanus,  les  deux  plus  grands  hommes  du  XV''  siècle  c|ue  nous  ayons 
nommés.  Mais,  considéré  comme  simple  géomètre,  il  nous  parait  devoii'  être  placé  immé- 
diatement après  Rcgiomontanus.  Ses  ouvrages  ne  sont  point  l'imitation  ou  la  reproduction 
des  ouvrages  grecs,  comme  c'était  l'usage  dans  ces  premiers  temjjs  de  la  culture  des 
sciences;  mais  ils  sont  le  fruit  des  propres  idées  de  l'auteur  et  portent,  avec  le  cachet  de 
l'originalité,  celui  d'une  excellente  et  solide  Géométrie. 

Dans  un  livre  (\u\  a  été  inqjrimé  en  l5.o2,  Wrnei-  traite  des  sections  coniques,  de  la 
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(liiphlion  (In  ciiIm' ,  <-l  dti  pi'ohN^iiic  d' Arcliiinrilc  où  il  s'ji^il  de  divisri  iiiir  s|ilirir,  pur 
un  |)lini,('n  (l('ii\  pinlics  (|ni  soient  cnli*'  elles  «liuis  un  i-:i|i|)oi-l  (loinii-  '.  I  iie  (|u:ilriéinc 
[liulie  (le  r()uvi'ii;i,('  esi  consiierée  i'i  rAsirononiie  "■*.  Nous  ii\ons  (léj;'i  pnrle ,  iliuis  noire  (roi- 
siènie  Mpoipie,  An  pelil  irailc  <h's  ('oni(jucs,  (pii,  outre  rjiviuitiijic  d  cire  W  premier  (pii  ni( 
piuii  en  Kurope,  iivail  aussi  celui  de  re|)oscr  sur  une  tnclliode  dinV'r<'nle  de  celle  (lc> 
Anciens.  VCrner  considéiiiit  les  eoni(pics  dans  le  cône,  et  se  servait  des  pro|>ri(''lés  de  ce 
solidi'  pour  en  dcduii'c,  dune  nianière  dès  l'acile ,  celles  de  ces  conrhes.  Mélhode  ration- 
nelle, (pii  a  été  uiisc  en  nsajj;e  aussi ,  ciiupianle  ans  après,  par  Maurolycus ,  et  sur  lacpielle 
ont  reposé  ensuite  les  ouvrajj;es  de  Desar^ues,  de  Pascal  «'t  de  La  Ilire. 

Vcrner  avait  composé  plusieurs  autres  écrits ,  «pii  n'ont  point  vu  le  jour.  Ileilhroimer  en 
donne  la  liste  dans  son  Histoire  des  malliématicpies  (pajj;.  'il 5).  On  \  remarcpic  un  Trail('" 
des  lrianii,les  sphériques,  en  ciiK]  livres,  et  un  autre  sur  les  a|)plications  de  la  Triffonomi'- 
Iric  à  l'Astronomie  cl  à  la  (■éograpl)i(<;  un  Traité  (rArilhméti<pie,  un  de  (înomoni(pic,  cl 
un  ouvrage  intitulé  :  Tractalus  rcsoliitorins  (ini  jn-opô  pcdisciiniis  csistil  libris  l)al(»uiii 
i'Jurlidis,  (pii  parait,  d'après  ce  litre,  se  ra|)poi(ei'  à  l'Analyse  géoméiricpie  des  Anciens. 
Peut-èire,  faisant  suite  aux  Données  d'iMiclide,  était-il  dans  le  genre  des  Porismos.  (Voir 
notre  opinion  émise  à  ce  sujet  dans  la  Noie  III.)  Nous  sei'ions  curieux  de  connaiire  cet 
ouvrage  de  W'rner. 

11  nous  resie  à  parler  île  Lucas  Pacioli,  connu  généralement  sous  le  nom  de  Lucas  di 
Horgo,  dont  l'ouvrage  principal  apparlient  à  la  fin  du  XV*"  siècle  et  peut  être  regardé 
comme  l'origine  de  l'Ecole  italienne  qui  a  produit  Cardan  et  Tarlalea,  et  qui  a  contribué 
si  puissamment  à  donner  aux  sciences  mathémaliques  la  forme  nouvelle  {|u'elles  ont  prise, 
dès  la  Renaissance,  et  qui  résultait  de  l'alliance  de  l'Algèbre  des  Hindous  et  de  la  (iéométri*^ 
des  Grecs.  Cet  ouvrage  est  intitulé  :  Snninia  de  Aril/imetica ,  (teomelriu,  Proportioni  r 
Proporlionalito.  Il  a  été  inqjrimé  pour  la  |)remière  fois,  en  1 4-1)4,  par  Paganino  de  Paga- 
ninis  de  Brescia,  et  a  eu  une  seconde  édition  en  1o25.  îNous  avons  eu  occasion  de  le  citer 
souvent,  et  de  dire  déjà  l'influence  qu'il  a  eue  sur  le  renouvellement  des  sciences;  aussi 
nous  nous  hornerons  à  en  donner  ici  une  analyse  briève,  dont  nous  nous  dispenserions 
même  si  cet  ouvrage  était  moins  rare  et  plus  connu. 

Il  est  divisé  en  deux  parties  prtncij)alcs  :  l'une  relative  à  la  science  du  calcul,  com- 
prend l'Ariihmélique  et  l'Algèbre,  et  l'autre  traite  de  la  Géométrie.  Les  ouvrages  dont 
l'auteur  annonce  s'être  servi  pour  composer  le  sien  soni  ceux  d'KucIide,  de  Boèce,  de 
Léonard  de  Pise,  de  Giordano  Biagio  de  Parme,  de  Saero  Bosco,  et  de  Prosdocimo  de 
Padoue. 


'  Eutocius,  dans  son  comnienlaire  sur  le  second  livre  de  la  sphère  el  du  cylindre,  a  rapporte  les  solutions  de 
ce  problème,  données  par  Dionysidore  el  Dioeiès. 

*  Libellas  super  viginti  duobus  elemeniis  conicis.  —  Comme nlarius^  seu  paraphrastica  enar ratio  in  undc- 
cim  modos  conficieiuli  ejus  probleinatis  quod  cubi  duplicatio  dicilur.  —  Commenlatio  in  Dionysidori  pro- 
blema ,  qiio  data  spliwra  piano  sub  data  ratione  secatur.  Alius  modus  idem  problema  conficiendi  ab  eodcm 
Vernero  riovissimè  compertus,  demnnstratusque.  —  De  motu  octavœ  spliœrœ  tractât  us  duo,  ut  et  summaria 
l'narratio  Iheoricœ  motus  octavœ  sphœrœ.  Norimhergaî,  15:22,  in-4". 
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La  iirciiiièic  piinic  csi  un  Trailr  (•(Hiiplct  de  1"  \iiiliiiiéii(]iii'  spccuhilivc,  (jiii  coiisidcrc 
les  proprirlés  clcs'noiiihics,  cl  de  I  \iill)in(''li(|ii('  [)riili(|iM'. 

l/ArilliiiK''li<|U('  sprciilalive  est  dans  le  j^ctitc  des  ouvrages  de  .Niconia(|iie  ,  de  Théon,  de 
Boèee  el  de  Jordan  iNeinorariiis.  Mais  elle  est  leriniiiée  par  une  parlie  sur  les  nond)res 
carrés,  (pii  ne  se  iroiivail  pas  dans  ces  ouvrages,  el  qui  esl  irès-renianpiahle.  (l'est  une  suite 
do  (piestions  (|ni  a|)parii('nnenl,  aujourd'hui,  à  l'Analyse  indéternnnéc  du  second  degré. 
Lucas  di  Horgo  en  donne;  seulement  les  soliitioiis  sans  dcinonsiralion  ;  il  les  emprunte, 
dil-il,  du  Trailv  des  nombres  de  Léonard  de  l*ise,  où  elles  ('laienl  démontrées  ;>ar  (/c'."i 
considérdUons  el  sur  des  /if jure  s  géuinélriques.  Ces  solutions,  particulièrement  celle  (jui 
se  ra})porlc  à  lécpialion  ./-  »-  v^  =  A,  sont  diUérentes  de  celles  de  JJiophantc,  et  sont 
les  mêmes  (jue  celles  qu'on  trouve  dans  les  ouvrages  indiens,  el  (]ui  oni  été  imaginées 
dans  le  siècle  dernier  par  Kuler,  ainsi  (jue  nous  l'avons  déjà  dii  en  parlani  de  la  Géomé- 
trie de  liralwnegupta. 

L'Arithmétique  |)rati(pie  commence  par  l'exposition  du  s\stème  de  mimération,  «  doni 
les  premiers  inventeiu's,  suivant  quel(jues-uns,  dit  Lucas  di  Horgo,  sorii  les  Arabes;  ce 
(pii  (ail  (jue  cet  art  a  été  appelé  abaco  pom*  dire  el  juiiodo  arabico;  mais  daulres,  ajoiite- 
t-il,  l'ont  dériver  ce  nom  du  mot  grec  '.  »  On  trouve  les  quatre  opérations  fondamentales 
de  l'Arithmétique  *,  la  ihéoiie  des  progressions,  cl  l'extraction  des  racines  carrées  et  des 
racines  cubiques  des  nombres,  arilhméli(piemenl  et  géométri(|uement;  ])uis  le  calcul  des 
fractions;  les  règles  de  trois;  celles  de  Causse  position,  que  lauieur  appelle,  d'après 
Léonard  de  Pise,  règles  iVUeIrnIai/in,  et  (luil  attribue  aux  Arabes,  mais  qui  leur  venaieni 
des  Indiens;  et  l'Ariihinétique  commerciale,  traitée  avec  une  grande  |)rofusion  de  ques- 
tions et  d'exemples  :  cette  partie  de  l'ouvrage  a  été  imitée  par  beaucoup  dauteius  alle- 
mands, dans  la  première  moitié  du  XVI'"  siècle. 

Lucas  di  Borgo ,  en  passant  à  l'Algèbre  (Disthicti  o  octava),  la  regarde  comme  la  partie 
de  la  science  du  calcul  la  |)lus  nécessaire  à  l'Arithmétique  et  à  la  Géométrie.  Il  dit  qu'on 
ra|)pelle  commimémeni  VArte  ntaf/r/iore,  ou  la  règle  de  la  coso ,  ou  AU/ebrn  e  Almucn- 
bala.  Connue  cet  ouvrage  est  le  premier  Traité  d'Algèbre  qui  ait  été  imprimé,  et  qu'on  a 

'  Ce  passage  fait  voir  que,  du  temps  de  Lucas  di  Borgo,  on  n'était  pas  lixé  sur  la  vraie  origine  de  notre  sys- 
tème de  numération.  La  signific;ilion  que  nous  avons  donné  au  mol  abacus,  employé  par  Boèce,  nous  autorise  ;i 
adopter  la  seconde  supposition  de  Lucas  fii  Borgo,  c'est-à-dire  à  regarder  le  mol  abaco  comme  dérivé  du  grec 
Quoi  qu'il  en  soit,  ce  passage  mérite  d'ètrè  pris  en  considération  dans  les  recherches  sur  l'origine  de  notre 
système  de  numération. 

*  L'auteur  donne  plusieurs  procédés  pour  chaciue  opération.  Parmi  ceux  de  la  multiplication  se  trouve  une 
méthode  indienne,  donnée  par  Ganesa  dans  ses  conmientaires  sur  le  Lilavati  de  Hhascara,  qui  consiste  à  écrire 
le  produit  de  chaque  chiffre  du  multiplicande  par  chaque  chiffre  du  niulliplicaleur,  en  plaçant  séparément, 
dans  les  deux  cases  triangulaires  d'un  carré,  les  chiffres  des  unités  et  des  dizaines.  Cette  méthode  ingénieuse, 
sur  laquelle  re|)Ose  celle  des  bâtons  de  Neper,  \>anh  avoir  été  très-u.Mtée  dans  le  Moyen  âge  et  au  XVI'^  siècle: 
car  on  la  trouve  dans  plusieurs  manuscrits  (voir  les  n"'  7578.  A  el  7532  des  manuscrits  de  la  Bibliothèque  royale 
de  Paris)  et  dans  plusieurs  ouvrages  imprimés,  dont  nous  citerons  le  Compendion  de  la  abaco  de  Pellos  ; 
VArillimelica  praclica  d'Oronce  Finée  ;  VArilhinclica  practica  île  Peverone,  el  les  Scholœ  mathematkœ  de 
Ramus.  M.  Libri  l'a  trouvée  aussi  dans  un  ouvrage  chinois.  iHisloire  dea  sciences  malhcmaliques  e»  Italie, 
tom.  I.  pag.  341.) 
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roiiliiiiic  (le  le  l'Cf^.-ii'dcr  roiiinir  iiMiiil  iiiilif  lt'>  f^roiiHii'o  diiiis  ci'Kc  science,  il  r>l  esseii- 
liel  (le  reiiiai'(|(i('i' (jiie  l.iiciis  di  Koi'^'o  ne  |(résciile  poiril  l'Algèbre  coiiitiie  un  iir(  noiiveiiu, 
lUiiis  hien  eoinnie  une  ('ll()^^e  coniaie  depuis  louf^lenips  du  vulgiiire  (r/c/  ruhfo).  (iciii  s'hc- 
conle  avec  la  reniai(|ue  (|ue  nous  avons  (aile  en  lendanl  t'oniple  du  irnilé  Do  frianf/nlis,  de 
He^ionionlaniis,  (|iii  parle  au^si  des  iè<<;les  de  l'Al^^èhrc  connue  d'une  rn('-lliode  lainiliérc 
aux  m'onièircs.  On  peu!  en  conclure  (pie,  depuis  le  Xlll*'  siè<;le,  où  I  Aljiélue  a  clc  inlro- 
duile  en  Kuropc  par  Kdxtnacci  '  e(  par  les  iraduclions  (pi'ou  a  laites  alors  de  rouvrage  de 
Molianiined  hen  Musa,  celle  science  a  lonjouis  eonlinuc  (rèlrc  L'ulli\éc. 

Lucas  di  Morgo  dcnionire  d'ahord  la  règle  des  signes;  il  apprend  à  faire  les  opcralions 
arithinéiiipies  sur  les  (pianlilcs  irralionnelles ,  cl  déinonlre  la  |)lu|)arl  des  propositions  du 
dixième  livre  des  Kléinents  d'Ktielide,  (pii  lornie  une  ihéorie  étendue  de  ces  (pianlités.  I^iis 
il  passe  aux  é(|uatioiis  du  second  degré,  doni  il  considère  (rois  cas,  coiiiine  nous  l'avons 
dit  en  parlant  de  l'Algèbre  de  iMolianiined  ben  Musa.  Il  dit  (|ue  plusieurs  autres  éijuatioiis 
il'iui  tiegré  supérieiM'  peuvent  être  ramenées  à  celles-là.  il  considère  les  équations  (pii 
eoniieiment  l'inconnue,  son  carré,  et  sa  (piatrième  piussance;  ce  (pu'  donne  lieu  à  liuii 
cas  qui  s'expriment,  par  les  symboles  actuels,  de  celle  manière  : 


X*  "=  «  , 

X*  -4-  ax  =^  6x*, 

x*  =  ax. 

X*  -\-    a  =6x', 

X*  =  «x* , 

X*   h  ax*  =  6, 

X*    f-   0X*=  /)X. 

X*  =     0    -V-  bx\  2 

H  apprend  à  résoudre  les  trois  premières  et  les  trois  dernières;  mais  la  quatrième  ei 
la  cinquième,  dil-il,  sont  impossibles.  En  eflel,  elles  ne  peuvent  se  réduire  au  second 
degré,  mais  seulement  au  troisième.  Cela  prouve  qu'au  temps  de  Lucas  di  Borgo  la  réso- 
lution des  équations  du  troisième  degré  était  inconnue. 

Celte  première  partie  de  l'ouvrage  (Ariibmélique  et  Algèbre)  est  terminée  par  les  régies 
de  société  el  une  foule  de  questions  relatives  aux  opérations  commerciales,  et  même  à  la 
tenue  des  livres  en  parties  doubles. 

Dans  beaucoup  de  passages,  Lucas  di  Borgo  se  sert  de  considérations  géométriques  pour 
illustrer  ses  règles  de  calcul;  il  démontre  ainsi  les  règles  de  fausse  position;  la  règle  des 


'  Nous  uous  conformerons  à  l'opinion  reçue,  en  répétant  que  Fibonacci,  a.  le  premier,  introduit  l'Algèbre  en 
Europe,  au  commencement  du  Xlll«  siècle;  mais  nous  pensons  cependant  que,  depuis  un  siècle  au  moins,  on 
avait  déjà  quelque  connaissance  de  celte  science;  el  nous  fondons  celle  opinion  sur  ce  fait,  lapporlé  précédem- 
meut,  que  Jean  Hispalensis  a  écrit  dans  le  Xil»  siècle,  sous  le  lilre  d'Alyurismus,  un  Traité  d'Arithmétique,  à 
la  suile  duquel  se  trouve  la  résolution  des  équations  du  second  degré,  extraite,  est-il  dit,  du  livre  De  Gebrà 
et  Mucabalâ. 

'  Lucas  di  Borgo  énonce  ses  équations  en  langage  ordinaire;  seulement,  par  abréviation,  il  se  sert  des  lettres 
p  et  m  pour  signifier  p/w,v  (più)  et  v\oins  (mè/io);  il  se  sert  du  mol  égal^  mais  non  du  signe  =.  Il  appelle 
l'inconnue  cosa;  son  carré  censo;  sa  quatrième  puissance  censo  de  censo;  et  la  quantité  connue  il  numéro.  De 
sorte  qu'il  énonce  la  dernière  équation ,  par  exemple,  ainsi  :  censo  de  censo  equale  a  numéro  e  censo. 


signes  cil  Algolirc,  cl  les  formules  pour  lii  rcsolulion  des  c(|u;iiioris  du  second  i\e{irv.  iNoiis 
.dlous  voircpie,  réei|)r()(|ueiiien(,  diuis  la  seconde  pariie  de  louvrage ,  (|ui  iraiJede  la  (iéo- 
niélrie,  Lucîis  di  IJorgo  fail  ini  griwid  usii-jc  de  r.Alf^ébre. 

(a' Traité  comprend  d<'s  Klémenis  de  (iéomél rie  assez  comf)lels.  II  repose  en  pnrtie  sur 
les  Élémenls  d'Euelidc;  eepcndani,  eonmie  il  en  diiïcre  sous  plusieurs  rjipporis,  nous  allons 
en  donner  Tanahse.  Il  se  divise  en  liuil  |)Milics,  en  eonsid(-r;ilioM  .  dii  l'iiMteur,  des  huit 
héiilitudes  (a  reierentiâ  de  le  <S  bcutitiKlinc). 

Dans  la  ()remière,  cpii  iraiU'  di's  (ii^iu'es  iriangulaires  et  (piadrilalérales ,  on  trouve  la 
plupart  des  propositions  (pii  font  l'objet  des  livres  I,  2  et  G  d'Euclidc.  L'auteur  démonlre, 
à  la  manière  des  Indiens,  que  l'aire  du  triangle  est  égale  au  produit  de  la  base  par  la  moitié 
de  la  hauteur;  il  démontre  la  formule  de  l'aire  en  fonction  des  trois  côtés,  comme  Fibo- 
nacci  elles  trois  frères  arabes  Mohanuned  ,  Ilamct  et  Ilasen,  dans  leur  ouvrage  intitulé  : 
Verba  filionim  Moisi  filii  Schalier.  Il  apprend  à  calculer  la  perpendiculaire  dans  un 
triangle,  et  pour  cela  il  se  sert  du  ihêorémc  des  deux  segments  cpj'elle  fail  sur  la  base. 
Il  donne  de  ce  ihéorème  une  démonstration  géométri(|ue  tiés-rcmarquable.  Il  sagil  de 
prouver  que  la  différence  des  carrés  des  deux  cotés  du  triangle  esl  égale  à  la  dillérenee 
des  carrés  des  deux  segments  faits  par  la  |)erpendiculaire  sur  la  base  ;  ou  bien ,  que  le  pro- 
duit de  la  somme  des  deux  cotés,  multipliée  par  leur  différence,  est  égal  au  produit  de  la 
base  multipliée  par  la  différence  des  deux  segments.  Lucas  di  Borgo  construit  une  figure 
dans  laquelle  se  trouvent  les  expressions  géométriques  des  (piatre  facteurs  qui  forment 
celte  égalité;  et,  par  la  comparaison  de  deux  triangles  semblables,  il  conclut  que  le 
premier  produit  est  égal  au  second.  Cette  démonstration  esl  très- élégante  et  élémen- 
taire, puisqu'elle  ne  fait  pas  usage  de  la  proposition  du  carré  de  Thypolénuse.  Elle  a 
élé  reproduite  par  Tarlalea,  dans  son  General  Tratlalo  di  ISumeri  e  Misurc  (4*^  parte, 
folio  8). 

Dans  la  deuxième  partie,  on  résout  de  plusieurs  manières  ce  problème:  Étant  donnés 
les  trois  côtés  d'un  triangle  et  étant  pris  deux  points  sur  deux  d'entre  eux,  trouver  In 
longueur  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points. 

La  troisième  partie  traite  de  l'aire  des  quadrilatères  cl  des  autres  polygones;  on  y 
résout  plusieiH's  problèmes  sur  les  rectangles,  par  la  voie  algébrique  :  Lucas  di  Borgo  se 
sert  des  formules  qu'il  a  enseignées  précédeirimcnl  pour  la  résolution  des  équations  du 
second  degré. 

La  quatrième  partie  comprend  les  propositions  qui  sont  l'objet  (\u  5''  livre  d'Euclide,  et 
la  mesure  du  cercle.  L'auteur  démonlre  le  rapport  ",  comme  Archimède,  par  l'inscription 
du  polygone  de  nonante-six  côtés  ;  et  apprend  à  former  la  Table  des  cordes  des  arcs,  donnée 
par  PtoléiTiée  dans  le  premier  livre  de  l'Almageste. 

La  cinquième  partie  traite  de  la  division  des  figures  dans  des  rapports  données;  c'est 
celle  partie  de  la  Géométrie  qui  fail  l'objet  do  l'ouvrage  De  superficierum  divisionibus ,  de 
Mahomet  Bagdadin,  qu'on  regarde  comme  imité  d'un  ouvrage  d'Euclide,  ou  comme  étant 
de  ce  géomètre  lui-même.  Lucas  di  Borgo  complète  celle  matière,  en  traitant  aussi  de  la 
division  du  cercle,  suivanl  des  conditions  données. 
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La  sixiômt'  pailic  (•oncciiic  \vs  volumes  des  corps;  dit;  (.'otilii'iil  les  p^()p(»sili()||^  du 
1 1"  livre  d'Iùielide. 

Dans  In  sepdèine  partie,  on  parl(>  des  dilIV'renls  insiriiiiienls  ipii  scim-iiI,  dans  la  pra- 
li(pie,  pour  iiiesiirei",  à  la  vue  simple,  les  dimensions  des  corps. 

Mndn  la  liuiiième  partie  est  nn  recueil  de  cent  prohlèmcs  de  (icomeirie,  résolus  la  plu- 
part par  l'Alfièhrc,  suivi  d'im  Traité  parlieidier  des  einij  corps  ré}iulieis. 

Voici  (piekpies-unes  des  (piestions  (|ui  lonl  partie  de  ces  cent  prohlèmcs  : 

Elunt  ihunu's  deux  côtés  d'un  Irianf/lc  vf  so(i  aire,  troiircr  le  troisième  coté. 

Etant  données  l'aire  et  la  di/férence  des  deux  céttés  d'an  rectangle,  Iroarer  ces  cotés. 

Soil  a"^  l'aire,  et  d  la  dillérenco  des  (l(>u\  côtés;  Lucas  di  IJorji^o  |irend,  |)our  le  plus 
grand  côté,  cosapii(r),  c'est-à-dire  .r  +  ^;  et,  pour  le  second  cùlé,  cosa  nièno  'cj-,  <><•  ■"'  —  ^' 
On  a  inunédiatemeiU ,  pour  déterminer  l'incoimue,  ré(piali()n 

.       '^        . 

d'où  se  concluent  les  valeurs  des  deux  côtés. 

Cette  solution  est  plus  simple  que  si  l'on  avait  pris  direetemenl  poiu-  ineomuies  les  deux 
côtés,  ce  qui  eût  conduit  aux  deux  équations 

yz  =  ^^     ?/  —  z  =  d, 

el  à  l'équation  finale  du  second  degré, 

.V*  —  dy  =  a\ 

Dans  la  première  partie  de  son  ouvrage,  Lucas  di  Borgo  a  donné  d'autres  exemples  de 
pareils  artifices  de  calcul,  qui  prouvent  que  l'Algèbre,  dans  de  cerlaines  limites,  était  cul- 
..^Jivée  et  perfectionnée  depuis  longtemps.  Par  exemple,  que  Ton  demande  deux  nombres 
dont  la  somme  des  carrés  soil  égale  à  20,  et  le  produit  égal  à  8.  Lucas  di  Borgo  ne  pose 
pas  les  équations  jc'--f//^  =  20  clxy=H,  qui  conduisent  à  une  équation  du  quatrième 
degré,  réductible  au  second.  Il  fait  mieux  :  il  prend  la  sonmie  de  deux  inconnues  (x  -+-  z) 
pour  le  premier  nombre  cherché,  et  leur  différence  (x  —  z)  pour  le  second  ';  de  sorte 
qu'on  a  immédiatement  les  équations  : 

d'où 

x*==9,     ^*=1;    x  =  3,     z=l. 

Les  deux  nombres  sont  donc  4.  et  2. 

'  Lucas  di  Borgo  appelle  la  première  inconnue  cosà,  el  la  seconde  quantità.  11  dit  que  les  Anciens  appelaieni 
celle-ci  cosa  seconda;  mais  que  les  Modernes  la  nomment  simplement  quanlilà.  (Distinctio  octava;  Iractalus 
"extus.) 
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Celle  solution  ressemble,  par  son  élégance  ei  sa  simplicité,  à  celles  que  nous  avons 
renianjuécs  dans  les  ouvrages  indiens. 

Trouver  le  diamètre  du  cercle  hiscril  à  un  Iriangle  dont  les  côtés  sont  connus. 

Dans  un  triangle,  décrire  deux  cercles  égaux,  tangents  entre  eux,  et  dont  chacun  louche 
deux  côtés. 

Jetant  donné  un  cercle,  en  décrire  trois,  ou  quatre,  ou  cinq,  ou  six  autres  égaux  entre 
eux,  tangents  au  cercle  proposé,  tels  que  le  premier  touche  le  second,  le  second  louche  h- 
troisième,  le  troisième  louche  le  suivant,  etc. 

Trouver  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  dont  les  côtés  sont  donnés. 

Étant  donnée  l'aire  d\in  triangle  dont  on  sait  que  le  second  côté  surpasse  le  premier 
d'une  unité,  et  le  troisième  côté  surpasse  le  second  aussi  d'une  unité,  quels  sont  les  côtés 
du  triangle? 

L'aiie  du  triangle  étant  84,  Lucas  di  Borgo  détermine  ses  côtés  par  une  équation  du  qua- 
trième degré,  résoluble  conmie  celles  du  second  ;  il  tiouve,  pour  ces  côtés,  les  nombres  13, 
14  et  1o. 

Par  les  sommets  d'un  triangle,  on  élève  trois  perpendiculaires  sur  son  plan,  et  l'on  de- 
mande de  déterminer  le  point  de  ce  plan  qui  se  trouve  à  égale  distance  des  extrémités  des 
trois  perpendiculaires. 

Étant  donné  un  triangle,  on  demande  le  diamètre  du  cercle  qui,  étant  tangent  à  ses 
deux  côtés,  aura  son  centre  sur  la  base. 

Dans  tous  ces  problèmes  les  données  sont  numériques,  et  leurs  solutions  sont  algébri- 
ques et  dépendent,  la  plupart,  d'équations  du  second  degré. 

Pareillement,  dans  les  premières  parties  de  l'ouvrage,  qui  forment  des  Éléments  de  Géo- 
métrie, les  figures  sont  toujours  exprimées  par  des  nombres,  comme  s'il  s'agissait  de  faire 
une  application  particulière  d'un  théorème.  Ainsi,  par  exemple,  pour  démontrer  la  formule 
qui  donne  l'aire  du  triangle,  en  fonction  des  trois  côtés,  l'auteur  prend  le  triangle  ABC 
dont  les  côtés  sont  15,  14  et  15,  et  se  sert  toujours,  dans  tout  le  cours  de  son  raisonne- 
ment, de  ces  nombres,  à  la  place  des  côtés,  que  les  Grecs  employaient  d'une  manière 
abstraite  en  les  désignant  ainsi  AB,  BA,  CA.  Cette  méthode  était  empruntée  des  Arabes, 
qui  la  tenaient  des  Indiens;  elle  a  été  suivie  exclusivement  par  tous  les  géomètres  du 
XVP  siècle,  Cardan,  Stifel,  Tarlalea,  J.-B.  Benedictis,  Memmius,  Commandin,  Clavius, 
Stevin  :  Ad.  Romanus,  Ludolph  Van  Ceulen,  etc.,  jusqu'à  ce  que  Viète  introduisit  l'usage 
des  lettres  dans  l'Algèbre,  îVous  dirons  plus  loin  la  cause  de  cette  manière  de  procéder,  les 
avantages  qu'elle  oflVait  et  les  graves  inconvénients  qui  en  résultaient. 

Lucas  di  Borgo  a  laissé  deux  autres  ouvrages,  qui  méritent  d'être  cités,  mais  qui  n'ont 
pas  l'importance  de  celui  dont  nous  venons  de  présenter  l'analyse.  Le  premier  est  intitulé  : 
Liicœ  Pacioli  divina  proportione ,  opéra  à  tutti  glingegni  pcrspicaci  e  curiosi  necessaria; 
ove  ciarun  studioso  di  philosophia,  prospettiva,  pictura,  sculptura ,  architectura ,  musica  e 
altre  viatematiche ,  soavissima,  sottile  e  admirabile  dottrina  consequira  e  delectarassi  con 
varie  questione  di  secretissi7na  scientia.  Venetiis,  1509,  in-4''.  L'auteur  appelle  jïroporlion 
divine  la  division  d'une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison,  dont  il  démontre  de  nom- 
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biTiiscs  |)i'(>|)i'i(''((''s ,  c-i  (loni  il  liiil  diverses  ii|i|ili(')ili(iiis  iiiix  iirls.  L'iiiitrc  oiiviii^t- de  |ji<-;in 
(ii  Itoi'go  roule  sur  les  ixiIn^oiics  et  les  |i(ilyé<lres  réguliers,  el  sur  rinseri|i(i(in  tiiiiiiiillc 
(le  ces  lif;iires  les  iities  (l;uis  les  nuires;  il  n  |i()iir  lilre  :  ïjhrllus  in  lies  jKulialvs  trachitint, 
(iitisus  (inotui)Huni<iuv  corponini  rc(/iil(iriitiii  cl  dcpcndnitimn  (ntirc  jtcvsvruîalionis ; 
Venise,  l.'iOS,  iti-i".  l/iiiileur  luil  iiiecuc!  un  rr<<|ueiil  usage  de  J'Algèhrc!  dans  ees  deux 
ouvrages  de  (iéoniétric. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  (pic  les  ouvrages  de  I^ucas  di  IJorgo,  comparés  à  ceux  des 
(i(''()iiièlro  grecs,  |)rc*scnlaienl  un  cnrach're  propre  (pii  ineUnil  entre  eux  e(  ceux-ci  une 
dilÏÏM'cnce  bien  niiir(pi('!c;  c'est  (pi'ils  reposaient  sur  une  union  conslantc  entre  rAlg('l)rc 
el  la  (it'ouK'trie;  el  ce  caract('re  a  ét(î  celui  de  pres(pic  tous  les  cîcrils  inallK'niati(|ues  du 
X\  r  si('ele.  (]oninie  les  ouvrages  de  Lucas  di  Horgo  soni  les  premiers,  parmi  ceux  (|ui 
ont  cnseigiu'^  les  pn'ccptes  de  rAlg('brc  cl  son  applicalion  à  la  (J(''()ni(''tric,  (pii  aient  (Hé 
iniprimés,  on  les  a  regardés  généralemeni  connue  la  scuNî  origine,  au  connnencemenl  du 
XVI''  siècle,  de  la  forme  nouvelle  (pie  les  sciences  malliéinali(pics  ont  prise,  et  des  progrès 
immenses  (piVIics  ont  (ails  depuis.  Il  n'est  pas  douteux,  en  cllel,  (pic  les  deux  célèbres 
Gé'omètres  de  l'Ilalie,  Cardan  el  Tarlalea,  n'aient  du  leurs  connaissances,  et  la  mélbodc 
qu'ils  ont  suivie,  à  la  Suninia  de  Arilhnwtica,  etc.,  de  Lucas  di  Horgo,  ([u'ils  citent  souNcnl. 
Mais  il  y  a  lieu  de  croire  qu'en  Allemagne  surtout,  (piehiues  autres  ouvrages  formaient  un 
autre  foyer  de  lumières,  et  ont  répandu  les  mêmes  principes  d'Algèbre  el  d'ap|)lication 
de  l'Algèbre  à  la  Géométrie.  On  en  juge  par  le  savant  ouvrage  de  Stifel,  qui  a  paru  en 
lîi44  sous  le  titre:  Arithinetica  inter/ra  (Nuremberg,  in-i"),  où  se  trouvent  des  Eléments 
d'Algèbre  et  une  foule  de  questions  de  Géométrie,  résolues  par  cette  voie,  comme  dans 
la  Suninta  de  Lucas  di  Horgo.  El  cet  ouvrage  de  Stifel  présente,  avec  celui-ci,  des  diffé- 
rences qui  y  font  reconnaître  une  plus  profonde  connaissance  el  une  plus  ancienne 
culture  de  la  science  algébrique,  ainsi  que  quelques  pas  de  plus  vers  la  forme  abstraite 
qu'elle  a  prise  depuis.  Ainsi,  par  exemple,  on  y  trouve  les  signes  -f-,  —  et  le  signe 
radical  \/~;  l'inconnue  elses  puissances  sont  représentées  aussi  par  des  symboles,  au  lieu 
de  l'être  par  les  mots  cosa,  censo,  cubo,  censo  de  censo,  etc.;  et,  quand  il  y  a  plusieurs 
inconnues,  la  deuxième,  la  troisième,  la  quatrième,  etc.,  sont  représentées  par  les  lettres 
A,  H,  C,  etc.  ';  le  principe  de  la  multiplicité  des  racines  dans  une  équation,  que  Lucas  di 
Borgo  avait  méconnu,  est  exprimé  formellement  et  démontré  2;  et,  quant  à  l'application 
dogmatique  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie,  les  exemples  que  Stifel  en  donne  sont  extrême- 

'  Voir  livre  3,  chap.  VI,  iutitulé  De  secundis  radicibus. 

C'est  le  premier  exemple  de  l'usage  àes  lettres,  pour  représenter,  dans  les  équations ,  les  inconnues  de  la  ques- 
tion. 11  n'a  pas  tardé  à  être  suivi  par  Pelelier  dans  son  Algèbre  (ann.  looi)  el  par  Butéou  dans  sa  Logistica 
(ann.  1559).  11  est  assez  singulier  qu'une  idée  aussi  heureuse,  qui  apportait  dans  le  calcul  une  facilité  actuelle  si 
évidente,  n'ait  cependant  pas  été  appréciée  de  Cardan  ni  deTartalea.  C'est  là  une  des  preuves  les  plus  frappantes 
de  l'empire  de  l'habitude,  même  chez  les  esprits  les  plus  supérieurs. 

'  Suntautem  œqualiones  quœdam,  quibus  natura  rerum  hujits  modi,  dédit  habere  duplicem  radicem ,  vide- 
licet  majorem  et  minorem:  id  qiiod  plenè  docebo  atque  demomtrabo.(\ril\\mel\c3i  intégra,  fol.  245).  Plus  loin 
l'auteur  ajoute  que  l'équation  ne  peut  avoir  plus  de  deux  racines  :  plures  aulem  duabns.  niilla  œquatio  habebil, 
fol.  244,  v. 
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mnit  nonibicMix;  on  y  rcninrcinr  pniUciilM'n'nicnt  lonics  les  pin|)osiiioiis  du  15'  livre 
(IKiiclidc,  (|iii  s'cxpcdiciit  riicilciiictit  |);ir  le  cdcnl  des  ('•qujitioris  du  second  degré.  Cei 
ouvnige,  il  csl  vrai,  est  |)osiérieur  de  |)rès  d'un  demi-siècle  à  celui  de  Lucas  di  Borgo;  ei 
Ton  pounail  croire  (pie  les  diiïérenees  (pie  nous  Ncnons  de  sigiiider  sont  le  fruit  de  l;i 
cujiure,  pendiint  ce  denu-sit'cie,  des  |)rincipes  UK'ines  enseijrn(''s  p;u'  Lucîis  di  Borgo.  Mais 
l'ouvrage  de  Slirei  n'est,  dans  (oui  ce  (pii  concerne  celte  |)ariic  de  l'Algehrc,  (pTunc  imi- 
tai ion  des  ouvrages  de  deux  autres  algcbristes  allemands,  Adam  Risen  et  Clirisioplu; 
Hiidolir,  qu'il  cite  souvent  avec  de  grands  ('loges,  le  second  surtout.  On  avait  d(!'jà  de 
celui-ci  un  traité-  d'Algèbre  en  allemand,  imprim(';  en  l.-)22  sous  le  litre  Die  Coss,  et  doni 
il  a  ét(';  fait,  dans  le  temps,  en  Italie,  une  traduclion  latine  qui  existe  dans  les  manuscrits 
de  la  Bil)liolli('(pic  royale  (n°  75Go,  in-4'',  des  manuscrits  latins),  sous  le  litre  :  Arithnip- 
tica  Christophori  Rodolplil  oh  Jnmer,  è  rjcrmanicù  linr/uà  in  lalinoin  à  Christophoro 
Auvero,  Pctri  Danesii  rnandato,  Romœ  onno  Christi  i540  convwm.  Mous  avons  reconnu, 
dans  cet  ouvrage,  les  progr(3S  notables  de  rAlg(''bre  ei  ses  applications  à  la  (îconKMrie,  cpie 
nous  venons  de  signaler  dans  celui  de  Stifel.  On  trouve  encore,  dans  (jiiehjues  petits  Traité's 
d'Aritbmt'tiquc ,  qui  ont  paru  en  Allemagne  dans  les  premi(ires  ann(!'es  du  \Vh  siècle, 
des  exemples  de  l'application  de  règles  du  calcul  aux  questions  de  Gi'ométrie  :  ainsi,  dans 
un  Algorillimus  de  infefjris  et  tuiiuiliis,  imprimé  à  Leipsick  en  l.')07,  les  règles  de  fausse 
position  sont  appli(piées  à  celte  question  :  Étant  donnés  un  côté  de  l'om/le  droit  d'un 
triangle  rectangle,  et  la  somme  des  deux  autres  côtés,  trouver  ces  côtés.  Nous  rappellerons 
enfin  que,  dès  le  XV*  siècle,  Regiomontanus  et  l'astronome  Blancbinus  étaient  très-versés 
dans  la  pratique  des  règles  de  l'Algèbre,  et  que  le  premier  en  fait  usage  dans  son  Traité 
De  triatigulis,  pour  résoudre  les  propositions  de  Géométrie. 

Ainsi,  nous  pensons  pouvoir  dire  avec  certitude  que  l'Algèbre,  dès  les  premiers  temps 
du  renouvellement  des  sciences  en  Europe,  a  été  cultivée,  et  appliquée  particulièrement 
aux  questions  de  Géométrie,  et  que  le  caractère  des  sciences  matliémaii(|ues,  au  W'I'' 
siècle,  qui  est  résulté  de  cette  union  intime  entre  l'Algèbre  et  la  Géométrie,  s'est  mani- 
festé même  avant  qu'eût  |)aru  l'ouvrage  de  Lucas  di  Borgo;  mais  que  celui-ci  ayant  été, 
le  premier,  mis  au  jour  |)ar  la  voie  de  l'impression,  est  devenu  le  plus  répandu  et  a  eu  la 
plus  grande  infliiciico  sur  les  progrès  des  sciences  mathématiques  et  la  direction  qu'elles 
ont  prise. 

Les  bornes  de  eei  écrii,  (pie  nous  avons  déjà  depuis  longtemps  dépassées,  ne  nous  pcr- 
mcllcnt  pas  de  donner  une  analyse  des  ouvrages  de  Cardan,  de  Tartalea,  de  J.  B.  Bene- 
dictis  '  et  de  quelques  autres  Géomètres  du  XVI"  siècle,  où  nous  aurions  aimé  à  étudier  la 

'  J.-B.  Beiiediclis,  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Diversarum  spéculalionum  mathematicarum  et  pfii/sicarum 
liber;  Taurini,  1585,  in-l'ol. ,  fait  usage,  conlinuellenient,  déconsidérations  géoméiriques  pour  démontrer  ou 
vérifier  les  règles  d'Aritliniéticiue  el  d'Algèbre.  Voici  un  exemple  curieux  de  celte  mélbode.  L'auleur  se  propose 
une  question  à  Uois  inconnues,  qui  s'exprime  par  les  équations  a: -4- i/^o,  1/ -H 3  =  ^,  - -t-x  =  c.  Il  la  résout 
algébriquement;  et .  pour  vérilier  les  expressions  qu'il  a  trouvées  pour  les  inconnues,  il  se  sert  de  ceUe  consi- 
dération géométrique  :  Qu'on  forme  un  triangle  qui  ait  pour  côtes  les  (rois  nombres  a,  b,  c,  et  qu'on  lui  inscrive 
un  cercle  tangent  a  ses  trois  cotes  :  les  segments  que  les  points  de  contact  formeront  sur  ces  côtés  seront  les 
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iniirclic  (le  celle  Nciciice,  (|iii  <lilVéi'.-iit  l.iiil  iilors,  |>i)i'  sa  roriiic,  di-  vvWv.  des  (îrrcN,  û  on 
suivie  les  |iiis  cl  ;i  en  coiisliilcr  les  [trof^irs  ,  jiis(|iriiu\  Il  ;iv;iii\  de  Virlc  (|iii  lui  oui  Hiil 
snltir  une  iidiiM'Ilr  iiMiislonnnlioii  (''iiiiiicininciil  hriirciisc,  nrccssiiiri' pour  iissiiici-  :i  l:i 
(îronu'lrio,  diiiis  lonh'  rt'U'iuIiM'  de  ses  Ix'soiiis,  1rs  srroiifs  (jnc  la  science  du  c.dcnl 
devail  lui  |iièter. 

IMais  il  nous  Innl  bien  préciser  celle  non\(>ll<<  rorine  <|n'a  |)iise  la  (H'oini'-lric ,  (|iii  fnil 
la  dilTcrence  immense  enire  les  onvi'au;es  du  \VI''  si«'cle  «'i  ceux  du  W'H",  cl  d'oi'i  daicni 
vérilableniciil  les  j^rands  projj;rcs  (|u'elle  a  a  liiils  depuis. 

Ka  (Jéoinélrie,  dans  loul  le  cours  du  \\  I''  siècle,  dill'i'rail  csscnliclicniciil  de  celle  des 
(irecs,  sous  un  certain  ra|)|)orl ,  c'est  (pfelle  n'opérait  (pie  sur  des  données  nurnéri(pM's, 
ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit ,  à  la  suite  de  notre  analyse  dos  ouvrages  do  Lucas  di  IJor^^). 
delà  était  une  conséquence  nalurelle  de  ruiiion  inlinie  (pii  s'élail  établie  entre  e<!iie 
science  et  rAliièhre,  union  (pii  n'était  possible  qu'avec  des  données  ninnéri(pies,  car 
i'AIjièbre  alors  n'était  (pi'une  Aritlunéli(pie  supérieure,  exclusivement.  iMnnéri(pi<',  «pii  ne 
diiïérait  essentiellement  de  l'Aiitlnnéticpic  ordinaire  (pie  par  l'usage  de  la  règle  des  signes. 
Cl  du  mécanisme  des  é(piations;  elle  n'était  point  une  science  de  symboles  abstraits, 
comme  \'iète  l'a  constituée  sous  le  nom  de  Lor/istique  spécialise.  Les  opérations  et  les 
artilices  de  calcul ,  (pii  simplinaienl  les  démonstrations  cl  remplaçaient  les  considérations 
géométri(pies  dont  tout  (léomèlre  grec  aurait  fait  usage  exclusivement,  n'étaient  donc  pos- 
sibles, dans  le  XVI"  siècle,  que  quand  la  Géométrie  se  faisait  sur  des  données  miméricpies. 

valeurs  des  trois  inconnues  x,  y,  z;  d'où  l'on  conclut  immédiatement  que  les  valeurs  de  ces  inconnues  sont 
X  =  - — -^,  etc.,  comme  le  calcul  les  avait  données.  {Voy.  pag.  82.) 

Benedictis  construit  géométriciuemeiit ,  comme  on  fait  aujourd'hui,  la  racine  |)ositive  de  l'équation  x'^-i-ax  =  b^. 
Il  est  vrai  ([u'il  ne  propose  pas  précisément  cette  équation;  mais  elle  exprime  immédiatement  la  question  qu'il 
résout,  et  qui  est  celle-ci  :  Étant  données  deux  droites  a,  h,  on  demande  d'en  trouver  une  troisième  x,  telle 
que  l'on  ait  (x  -+-  a)  x  =  h-.  {Voi/.  pag.  368.)  C'est  peut-être  le  premier  exemple  de  la  construction  géométrique 
d'une  équation  du  second  degré.  Car  les  problèmes  qu'Euclide  a  résolus  (Propositions  28  et  29  du  6"  livre  des 
Élémeiits,  et  Propositions  84,  83,  86  et  87  des  Données),  bien  que,  traduits  en  Algèbre,  ils  conduisent  finalement 
à  une  équation  du  second  degré,  dilTéraient  essentiellement, par  leur  énoncé  géométrique,  d'une  question  algé- 
brique. 

Les  ouvrages  de  Cardan  et  de  Tartalea,  infiniment  supérieurs  à  celui  de  J.-B.  Benedictis,  font  aussi  constam- 
ment usage  de  l'Aigèbre  en  Géométrie  et  de  la  Géométrie  en  Algèbre.  Les  principes  d'une  alliance  intime  entre 
ces  deux  sciences  sont  exprimés  trop  formellement,  et  les  exemples  en  sont  trop  nombreux,  pour  que  nous  ayons 
besoin  d'insister  sur  cet  objet. 

Outre  la  partie  algébrique  des  ouvrages  de  Tartalea ,  qui  est  la  sixième  partie  de  son  Traité  général  des  nom- 
bres et  des  mesures,  ce  Géomètre  avait  composé  un  Traité  d'Algèbre,  sous  le  titre  AWlgebra  nova,  qui  ne  nous 
est  pas  parvenu,  et  dont  la  perte  est  bien  regrettable.  Dans  la  cinquième  partie  du  Traité  général  (fol.  28  v), 
Tartalea  donne  la  solution  d'une  question  de  maximum,  dont  la  démonstration  devait  se  trouver  dans  cet  ouvrage 
d'Algèbre.  Celte  question  est  remarquable  pour  le  temps  ;  il  s'agit  de  diviser  le  nombre  8  en  deux  parties,  telles 
que  leur  produit  multiplié  par  leur  dillerence,  soit  un  maximum.  La  solution  de  Tartalea  est  générale,  et  telle 
que  la  donnent  les  règles  du  calcul  inlinilésimal  actuel.  Prenez,  dit-il,  le  carré  de  8,  ajoutez-y  le  tiers  de  ce 
carré,  et  prenez  la  racine  carrée  de  la  somme  :  ce  sera  la  différence  des  deux  nombres  cherchés.  Ce  choix  de 
l'inconnue,  la  différence  des  deux  parties  du  nombre  proposé,  est  très-heureux  et  annonce  une  profonde  con- 
naissance des  pratiques  de  la  science. 
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Aussi  c'csl  ce  qui  a  eu  lieu  jusqu'à  Vièle,  ainsi  qu'on  le  voil  dans  tous  les  ouvrages  de 
celle  époijue,  l'imc  des  plus  mémorables  de  lliisioire  de  la  science.  Mais  on  coneoil  que, 
de  la  sorie,  la  Géoniélrie  avait  perdu  celte  pureté  de  forme,  et  ce  caractère  de  généralité  e( 
d'abslraction  au\(piels  s'étaieiil  tant  allacliés  les  Anciens,  et  (|ui  paraissaient  être  l'apanage 
de  cette  science;  et  si,  sous  un  rapport,  il  y  avait  des  avantages  réels,  sous  un  autre,  il  y 
avait  des  inconvénients  graves ,  provenant,  dune  |)art,  de  ce  que  l'esprit,  en  opérant  sur  des 
nombres,  perdait  de  vue  les  objets  qu'ils  représentaient,  et  ensuite,  de  ce  que,  en  eflec- 
tuanl  au  fur  et  à  mcsuie  les  calculs,  on  détruisait  la  trace  et  le  111  du  raisonnement.  Aussi 
les  démonstrations  géométriques  sont-elles  d'une  lecture  trés-pénible  dans  les  ouvrages 
du  XVr  siècle. 

La  Géométrie  des  Grecs  avait  donc  subi  une  véritable  altération,  mais  altération  très- 
heureuse,  puisque  c'est  dans  cet  état  que  Viète  a  dû  la  prendre,  pour  lui  appliquer 
sa  grande  conee|)iioii  de  l'Algèbre  littérale,  et  lui  rendre  airisi  toute  sa  pureté  et  son 
abstraction  primitives,  en  conservant  néanmoins  tous  les  avantages  que  la  science  du 
calcul  pouvait  lui  apporter.  Mais  il  est  fort  remarquable  qu'il  ait  fallu ,  pour  arriver  à  ce 
grand  résultat,  à  ce  perfectionnement  de  la  Géométrie  des  Grecs,  passer  par  un  état  d'al- 
tération, (pii  faisait  perdre  à  celte  scie/ice  son  caractère  d'abstraction  et  de  généralité,  et 
qui  la  faisait  descendre  au  rang  des  opérations  concrètes  et  numériques. 

Ces  considérations  peuvent  nous  faire  regarder  le  XV'  elle  XVI'  siècle,  comme  mar- 
quant, dans  l'histoire  de  la  Géométrie,  une  époque  de  préparation  et  de  transition,  où 
s'est  élaborée  la  nouvelle  forme  (pront  prise  les  sciences  mathématiques;  et  nous  devons 
ajouter  que  les  Indiens  et  les  Arabes  ont  eu  une  grande  part  dans  celte  transformation  et 
ce  perfectionnement,  puisque  le  germe  s'en  trouvait  dans  leur  principe  d'application  de 
l'Algèbre  à  la  Géométrie,  et  qu'ils  l'ont  développé  eux-mêmes  par  leurs  travaux  d'un  grand 
nombre  de  siècles. 
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Héron  d'AIexandrip,  disciple  du  crlèbrc  mécanicien  Ctésibius,  et  célèbre  lui-mcrae  par  son 
Traité  des  Pneumalicjucs,  et  par  diverses  autres  inventions  mécaniques  pour  lesquelles  il  est 
cité  dans  le  huitième  livre  des  Colleclions  de  Pajjpus,  excella  aussi  dans  la  Géométrie.  Eutocius 
nous  a  conservé  sa  solution  du  problème  des  deux  moyennes  pi'oportionnelles,  et  a  emprunté 
d'un  de  ses  ouvrages,  nepi  iieTpixw,  la  règle  arithmétique  pour  l'extraction  de  la  racine  carrée 
d'un  nombre.  Proclus  le  cite  comme  auteur  de  nouvelles  démonstrations  de  diverses  proposi- 
tions des  Éléments,  où  il  n'admettait  que  trois  seulement  des  axiomes  d'Euclide  *  ;  et  Grégoire 
de  Nazianze  (ann.  328-589)  le  met  au  rang  des  grands  Géomètres  de  l'Antiquité.  (Oratio  10.) 

Les  ouvrages  de  Héron  étaient  nombreux,  mais  la  plupart  ne  nous  sont  pas  parvenus,  ou 
sont  restés  inédits.  De  ceux  qui  concernaient  spécialement  la  Géométrie,  il  n'en  est  que  deux  qui 
aient  été  traduits  et  mis  au  jour.  Le  premier,  dont  les  historiens  des  Mathématiques,  je  ne  sais 
pourquoi,  n'ont  point  parlé,  est  dû  à  Dasypodius.  Il  a  pour  titre  :  iVomenclatura  vocubuloruin 
geometricorum  ^.  C'est  une  suite  de  définitions  des  différentes  matières  qui  font  l'objet  de  la 
Géométrie.  Ces  définitions  sont  accompagnées  de  commentaires  et  de  développements  présentés 
avec  clarté  5. 

Dans  sa  préface,  Dasypodius  annonçait  qu'il  possédait  plusieurs  autres  ouvrages  de  Héron, 
qu'il  se  proposait  de  faire  connaître.  L'un  d'eux,  qu'il  appelait  A/oTrrpjca ,  est  le  second  des 
deux  ouvrages  géométriques  de  Héron  qui  nous  sont  parvenus.  Mais  celui-ci  ne  nous  est  connu 
que  depuis  quelques  années.  Nous  en  sommes  redevables  au  savant  professeur  de  Bologne, 
J.-B.  Venluri,  qui  l'a  traduit  en  italien,  sous  le  titre  :  //  Traguardo  (Le  Niveau),  répondant 

'  Commentarius  in  Euclidem,  liber  tertius. 

*  Euclidis  Elementorum,  liber  primus.  Item  Heronis  Alexandrini  vocabula  quœdam  Geometriœ  anteà  nun- 
quam  édita,  grœcè  et  latine,  per  Cunradum  Dasypodium.  Argenlinae;  Ib/l,  in-8°.  —  Oratio  C.  Dasypodii  de 
Disciplinis  mathematicis.  Ejusdem  Heronis  Alexandrini  Nomenclaturœ  vacabulorum  geometricorum  trans- 
lalio.  Ejusdem  Lexicon  mathematicum,  exdiversis  collectum  anliquis  scriptis.  Argentinaî,  1579,  in-8". 

'  Fabricius,  (Bibl.  grœca,  lib.  5,  cap.  XXIV),  et  Heilbronuer  (Hist.  Matheseos,  p.  398),  attribuent  cet  ouvrage 
à  Héron  le  jeune,  qui  a  vécu  à  Constanlinople,  au  VII«  siècle  de  noire  ère.  Bernardin  Baldi  l'avait  mis,  comme 
Dasypodius,  au  nombre  des  ouvrages  de  Héron  l'ancien.  (Voir  Cronica  deMathematici,  pag.  35.) 
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;iij  lilic  du  Icxlc  jjrcc,  mpi  Jwrrpo:;,  cl  J  ii  mis  un  jour  diiiis  ses  coiniiK-iitiiircs  sur  I  liiritoirc  cl 
la  théorie  de  l'Opliquc  '.  Cet  ouvrage  est  un  Traité  de  Géodésie,  dans  lequel  se  trouvent  résolues 
t^ra|)lii(jucn)cnl  sur  le  terrain,  à  l'aide  de  rinslrumcnl  appelé  la  dioplre  par  les  Anciens,  une 
foule  de  questions  de  Géométrie  pratique. 

Ce  Traité  est  dij^iic  du  nom  de  Héron;  il  est  un  monument  précieux  de  la  Géométrie  des 
Grecs,  et  doit  prendre  place  à  la  suite  des  ouvrages  d  lîuclidc,  d'Arcliimède  cl  d'Apollonius.  Il 
remplit  une  lacune  (]ui  existait  dans  les  écrits  (pii  nous  ><ont  parvenus  de  lAnlicpiilé.  Car  les 
Anciens  a^anl  toujours  distingué,  sous  le  nom  de  (ii-odésic,  la  Gc'omélrie  pratique  de  la  Géomé- 
Irie  proprement  dite  2,  ils  ont  du  écrire  particulièrement  sur  cette  Géodésie;  et  cependant  il  ne 
nous  était  rien  venu  de  l'école  d'Alexandrie,  sur  cette  branche  de  la  Géométrie. 

jNous  connaissions  seulement  le  Traite  de  Géodésie  de  Héron  le  jeune,  postérieur  de  près  de 
huit  siècles  à  Héron  l'ancien.  Mais  cet  ouvrage,  qui  se  réduit  aux  opérations  les  plus  simples, 
dépourvues  de  démonstrations,  nélait  pas  digne  de  figurer  à  côté  des  ouvrages  géométriques 
des  Grecs.  La  proposition  la  plus  importanlc  qu'on  y  remarquât  était  la  formule  qui  donne  l'aire 
du  triangle,  en  fonction  des  trois  côtés.  C'était  le  seul  ouvrage  grec  où  l'on  trouvât  cette  formule, 
si  répandue  en  Euro))C  dès  le  commencement  du  treizième  siècle,  et  qui  paraissait  d'origine 
arahe.  Mais  elle  se  trouve  aussi  dans  le  Traité  de  Héron  l'ancien,  où  elle  est  démontrée  par  une 
construction  géométrique  très-élégante.  C'est  là  probablement  que  Héron  le  jeune  l'a  prise,  car 
il  cite  souvent  les  ouvrages  de  son  homonyme  et  ceux  d'Archimèdc,  et  de  plus  il  se  sert,  dans 
l'apphcalion  numérique  qu'il  fait  de  la  formule,  des  trois  nombres  13,  14  cl  \'\  pour  côtés  du 
triangle,  (jui  sont  ceux  précisément  de  Héron  rancicn. 

Ces  trois  nombres,  et  la  formule  en  question,  se  rencontrent  aussi  dans  la  Géométrie  des 
Indiens  et  dans  celle  des  Arabes,  et  même  chez  les  Latins,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  en  parlant 
des  ouvrages  de  Brahmegupta. 

Le  Traité  de  Géodésie  de  Héron  l'ancien  étant  encore  à  peine  connu,  nous  allons  énoncer  plu- 
sieurs des  questions  qui  s'y  trouvent  résolues  au  moyen  de  linsti'umenl  qu'il  appelle  la  dioptre. 
Elles  font  connaître  ce  i\m  constituait  la  Géodésie,  ou  Géométrie  pratique  chez  les  Grecs;  et 
elles  sont  de  nature  à  faire  regretter  que  le  texte  original  de  l'ouvrage  de  Héron,  et  des  vci-- 
sions,  autres  que  celle  de  M.  Venturi,  n'aient  pas  encore  été  publiés  ^. 

'  Commenlari  sopra  la  sloria  e  le  leorie  dell"  otlica.  Bologna  ;  1814,  in-i». 

Cet  ouvrage  se  compose  des  quatre  parties  suivantes  : 

I"  Conmlcrazioni  sopra  varie  parti  dell'  otlica  pressa  di  antichi ; 

2»  Erone  il  meccanico  del  traguardo  tradotto  dal  greco  ed  illiistrato  con  uote  ; 

5»  Dell'  iride,  degli  aloni  e  dé  paregli; 

4»  Appendice  intonw  alT  otlica  di  Tolommen. 

-  Sieiiim  in  hoc  diffcrret  solum  Geometria  à  Geodœsia.quod  hœc  quidem  eorum  est  quœ  sentimus,  illa  vero 
tion  sensibilium  est.  Aristote,  liv.  2  de  la  Métaphysique,  chap.  XI.) 

■'  M.  Venturi  cite  trois  bibliothèques  qui  possèdent  le  Traité  de  Héron;  ce  sont  la  Bibliothèque  royale  de  Paris, 
celle  de  Strasbourg  et  celle  de  Vienne;  dans  celle-ci  l'exemplaire  est  incomplet:  il  est  le  seul  dont  les  biblio- 
graphes aient  fait  mention;  on  l'a  pris,  d'après  Lambecius,  pour  un  traité  de  Dioptrique.  —  (Voir  Fabricius, 
BiO.  gnpca,  lib.  5,  cap.  XXIV;  —  Heilbronner,  Hist.  math.,  pag.  282.) 

M.  Venturi  a  fait  sa  traduction  sur  une  coi)ie  de  l'exemplaire  de  la  Bibliothèque  royale,  collalionné  sur  celui 
de  Strasbourg.  Ce  dernier  est  probablement  l'exemplaire  (lui  a  été  en  la  possession  de  Dasypodius.  Que  sont 
devenus  les  autres  ouvrages  de  Héron,  que  ce  Géomètre  possédait  aussi  '? 

Conrad  Gesner  dit.  dans  sa  Bibliotheca  universalis  (sive  catalogus  omnium  scriptorum  locupletissimus  in 
tribus  linguis  latina,  grœca  et  hebraica.  Tiguri;  lo43,  in-l'ol.;  que  le  célèbre  Diego  Hurtardo  de  Mendoza,  à 


AI)l)Hl()^s.  u:> 

I"  IMrsiircr  la  tliirc'rrucr  tic  Imiilciii-  de  ilciiv  points  invi^il)l(■s  l'iiii  dr  I'iiuIit. 

'2"  Tirer  une  li};ne  tlioile  (  iili-e  ilciix  points  invisibles  1' le  rnuli-c. 

ri"  Trouver  la  (lisliince  du  lien  on  l'on  est,  à  un  point  ('loi^né  (iu(|nrl  <iii  ne  peut  apprrjrlier. 

4"  .Mesurer  l.i  |jir};eiii'  d'une  rivièrf  (|u'on  ne  peut  traverser. 

ri"  INIesurer  l.i  tlislance  (pii  sépare  deux  points  l'Ioi^iK-s. 

(')"  Mener,  |)ar  un  point  doinn-,  une  perpendiculaire  sur  une  di-oilc  dont  on  ne  peut  ii|ipro(-lici-. 

7"  Mesurer  la  liauttiii'  d'ini  point  inaccessihie. 

8"  Mesurer  la  dilVérence  de  hauteur  de  deux  points  inaccessibles. 

D"  Mesurer  la  profondeur  d'un  trou. 
10°  Traverser  une  inontaj^nc  en  suivant  une  li^iie  droite  (|iii  joigne  deux  points,  donnés  des 
deux  cùlt's  do  la  nionlaj^ne. 

1 1°  Creuser  un  puits  sur  une  montagne,  de  manière  qu'il  aboutisse  à  une  excavation  souler- 
raine  déterminée. 

1:2"  Tracer  le  contour  d'un  rivage. 

13°  Donner  au  terrain  la  forme  d'un  segment  de  sphère  déterminé. 

14°  Donner  au  terrain  une  pente  déterminée. 

15°  Mesurer  un  champ  sans  entrer  dedans. 

16°  Le  diviser,  en  parties  données,  par  des  droites  partant  d'un  même  point. 

17°  Diviser,  dans  une  raison  donnée,  un  triangle  et  un  trapèze. 

Page  45. 

La  première  proposition  du  livre  4  des  Collections  mathématiques  de  Pappus  est  une 
propriété  gériérale  dos  triangles,  que  l'autour  présente  eomnic  une  généralisation  du  théorème 
du  carré  do  l'hypoténuse.  On  n'a  pas  encore  remarqué  que  cotte  proposition  est  précisément, 
sous  une  autre  forme,  la  propriété  des  parallélogrammes  sur  laquelle  repose,  en  Mécanique, 
la  théorie  des  moments;  laquelle  propriété  n'a  été  découverte  qu'au  commencomcnt  du  siècle 
dernier,  par  Varignon,  qui  l'a  présentée  aussi  comme  «  quelque  chose  de  semblable  à  la 
proposition  47  du  i^"'  livre  des  Éléments  d'Euclide  (celle  du  carré  de  l'hypoténuse),  i>  et  l'a 
énoncée  ainsi  : 

Si,  sur  deux  côtés  contigus  d'un  parallélogramme,  et  sur  la  diagonale  issue  du  même  sommet 
queux,  on  construit  trois  triangles  ayaîit  un  sommet  commun,  situé  en  un  point  quelconque  du 
plan  de  la  figure ,  la  somme  ou  la  différence  des  deux  premiers  triangles  sera  égale  au  troi- 
sième triangle.  (Voir  les  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris ,  année  1719.) 

Déjà,  longtemps  auparavant,  Varignon  avait  démontré,  et  avait  employé  en  Mécanique  un 
théorème  sur  le  parallélogramme,  très-connu  dans  la  Géométrie  moderne,  et  qui  n'est  au  fond 
que  ce  premier,  sous  un  énoncé  différent,  savoir  que  :  Si  deux  côtés  contigus  d'un  parallélo- 
gramme, et  la  diagonale  issue  de  leur  sommet  commun ,  S07it  projetés  sur  une  droite  quel- 
conque,  la  projection  de  la  diagonale  sera  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  projections 
des  deux  côtés.  (Voir  Projet  d'une  nouvelle  Mécanique ,  in-4°,  1G87,  pag.  189.) 

qui  l'Europe  fut  redevable  d'un  grand  nombre  de  manuscrits  grecs,  en  avait  plusieurs  de  Héron  (voir  fol.  319 
verso).  Ceux-ci  se  trouvent  sans  doute  dans  la  Bibliothèque  de  l'Escurial .  où  est  entrée  la  précieuse  collection  de 
Mendoza. 
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Pa<;e  5D,  s  3. 

Au  nombre  (l<'s  (îôomètrcs  (|ui,  à  rimilalion  de  Vicie,  onl  fail  des  iransformalions  de  triangles 
^pliôrlcjucs,  il  faut  placer  Albert  (iirard  (jni  a  fail  aussi  usaj^e  du  triangle  r<-clj)r()(jue ,  dans  sa 
Tri(j(iiiutH('lrie,  inipiiinée  en  1(1:26,  un  an  avant  celle  de  Snellius;  niais  ce  Géoinèlie  a  compris 
sous  ce  mot  les  quatre  triangles  différents  formés  par  les  arcs  de  cercle  (|ui  onl  pour  jjoles  les 
trois  sommets  du  triangle  j)roposé;  de  sorte  qu'il  regarde,  comme  réciproijues  d'un  triangle 
donné,  le  triangle  de  Viète  et  celui  de  Snellius. 

Ce  Traité  de  Trigonométrie  d'Albert  Girard,  qui  est  à  In  suite  d'une  Table  des  sinus,  tangentes 
et  sécantes,  est  très-succinct ,  et  néanmoins  contient  plusieurs  choses  intéressantes.  Dans  la 
préface,  on  voit  que  l'auteur  s'était  occuj)é  de  V Analyse  géométrique  des  Anciens,  et  avait  rétabli 
leurs  Traités  dont  les  titres  nous  ont  été  transmis  par  Pappus;  il  dit,  à  ce  sujet,  qu'après  ce 
petit  Traité  de  Trigonométrie,  «  qu'il  donne  comme  échantillon  ,  il  mettra  au  jour  quelque  chose 
de  plus  grand.  » 

Page  68,  §  14. 

Fermât  avait  écrit  sur  les  Lieux  à  la  surface. 

Mersennc  nous  l'apprend  en  ces  termes  :  Omitio  locos  ad  sufjei /iciem ,  cvjus  isugogem  vir 
idem  Cl.  (Fermatius)  umicis  comtnunem  fecit ,  et  alia  quœ  ntinam  ah  eo  tantum  impelremus. 
(Voir  i'niversœ  Geomeiriœ  mixiœque  mathematicœ  synoysis ,  in-4°,  1644.  p.  588.) 

Page  81,  g  27. 

Nous  avons  dit  que  Desargues  avait  proposé  la  question  de  couper  un  cône  à  base  elliptique, 
hyperbolique  ou  parabolique,  suivant  un  cercle,  et  que  Descartes  en  avait  donné  une  solution 
fondée  sur  les  principes  de  sa  Géométrie  analytique.  Nous  aurions  dû  ajouter  que  Desargues 
avait  résolu  aussi  ce  problème , /)ar  une  construction  graphique  *.  Ce  que  nous  voyons  dans  la 
préface  de  la  Synopsis  universœ  Geomeiriœ,  du  P.  Mersenne.  Desargues  réduisait  ce  problème  à 
la  recherche  de  l'axe  principal  du  cône,  c'est-à-dire  de  celui  qui  jouit  de  la  propriété  qu'un 
plan  qui  lui  est  perjîcndiculairc  coupe  le  cône  suivant  une  ellipse  qui  a  son  centre  sur  cet  axe. 
Il  construisait  cet  axe  en  employant  deux  lignes  dont  il  déterminait  autant  de  points  qu'il 
voulait.  Mersenne  ne  dit  pas  quelles  étaient  ces  lignes  :  c'étaient  probablement  des  sections 
coniques. 

Après  avoir  déterminé  les  sections  circulaires  du  cône.  Desargues  s'en  servait  pour  résoudre 
différents  autres  problèmes,  tels  que  de  couper  le  cône  suivant  une  conique  semblable  à  une 
conique  donnée,  ou  qui  satisfasse  à  la  condition  que  le  plus  grand  angle,  que  font  deux  dia- 
mètres conjugués,  soil  de  grandeur  donnée. 

'  Arcliimède  a  résolu  ce  problème  pour  le  cas  où  le  sommet  du  cône  est  dans  le  plan  mené  par  l'un  des  dia- 
mètres principaux  de  la  conique,  perpendiculairement  à  son  plan;  ce  qu'on  voit  par  les  propositions  8  et  9  du 
livre  Des  Sphéroïdes  et  des  Conoïdes. 

Ces  propositions  monirent  aussi  qu'Arcbimède  avait  déjà,  avant  Apollonius,  cousidéré  le  cône  oblique  à  base 
circulaire;  mais  néanmoins  c'est  Apollonius  qui,  le  premier,  a  étudié  la  théorie  des  coniques  dans  le  cône 
oblique. 


ADDITIONS.  î)47 

Dosiiij^iics  rt'solvnit  encore  ee  iinthlèiiie,  li'  plus  f{(''iii''nil,  dil  .Mcrseiiiir  ,  <|iriin  puisse  .se  piu- 
|ioser  sur  eelte  mnlière: 

Etant  ilonnt'  un  conc  à  luise  cUiittiifiiv,  paintndiifin'  on  hyjn'ilntlitinf,  cl  un  plitn  svcanl,  di'- 
torntinvr,  snns  consiniiir  lu  ronihi'  ilintcrsection  thi  côiu'  pur  cr  plan  ,  srs  iliami'tvcs  iiinjnijni'H 
faisant  entre  vu.i  un  tiniflf  ilv  (/ranilenr  ({i)nnve,scs  tanip'ntes,  ses  ordonnées,  ses  purunii'tres, 
et  tes  autres  principales  lifjnes  tic  cette  rourhe. 

Desiir^ues  i'iiit  lui-iiièine  mention  d'un  pi-ohlènie  de  celte  niiture,  ù  la  lin  de  son  livret  sur  lii 
l'crspeetive,  compris  dans  le  Traite  de  l'ci'speclivc,  nrrani^é  par  Dossc  (in-S",  1048;  voir  page 
354),  où  il  s'exprime  ainsi  : 

Ayant  d  poiirtraire  une  coupe  de  cône  plate,  y  mener  deux  lignes  dont  les  apparences  soient 
les  essieux  de  la  /iyure  inti  ht  représente. 

C'cst-i\-dire  :  une  coniijne  étant  mise  en  perspective,  trouver  sur  son  plan  les  deux  droites 
([ui  seront,  en  perspective,  les  deux  axes  principaux  de  la  perspective  de  la  conique. 

Kiilin  nous  voyons  encore,  dans  la  prélaec  de  la  Synopsie  de  Mersenne,  que  Desargues  avait 
composé  un  Traité  complet  sur  l'angle  solide,  où  il  résolvait  ces  (piatre  proMèmes  : 

r  Etant  donnés  les  trois  angles  plans ,  trouver  les  trois  angles  dièdres  ; 

"2"  Etant  donnés  deux  angles  plans  et  un  angle  dièdre,  trouver  l'autre  angle  plan  et  les 
deux  autres  angles  dièdres; 

3°  Etant  donnés  un  angle  plan  avec  deux  angles  dièdres,  trouver  les  deux  autres  angles 
plans ,  et  le  troisième  angle  dièdre  ; 

4°  Enfin,  étant  donnés  les  trois  angles  dièdres,  trouver  les  trois  angles  plans. 

Mersenne  ajoute  que  Desargues  formait  un  second  angle  dièdre,  dans  lequel  les  angles  plans 
étaient  Ic^  suppIcDienls  dc^  angles  dièdres  du  premier,  et  réciproffuemcnt.  Ce  qui  réduisait  les 
(juatre  prol)lèmes  à  deux. 

C'est,  coraine  on  le  voit,  l'angle  Irièdvc  supplémentaire,  qui  répond  au  triangle  supplémentaire 
de  la  Trigonométrie  sphérique,  que  Snellius  avait  imaginé  quelques  années  auparavant,  dans 
son  Traité  de  Trigonométrie.  Et,  quant  aux  problèmes,  ils  constituent  une  solution  graphique 
de  la  Trigonométrie  sphérique.  C'est  ce  que  Ion  a  appelé  depuis  la  solution  de  la  pyramide  trian- 
gulaire. Ils  forment  aujourd'hui  nn  chapitre  des  Traités  de  Géométrie  descriptive  et  sont  d'un 
fréquent  usage  dans  les  applications  de  cette  science,  principalement  à  la  Coupe  des  pierres. 
(Voir  le  Traité  de  Géométrie  descriptive,  de  M.  Hachette,  et  le  3'  cahier  du  r'  volume  de  la 
Correspondance  polytechnique.) 

Page  85,  §28. 

M.  Poncelet  a  donné,  comme  correspondant,  dans  la  Géométrie  à  trois  dimensions,  au  théo- 
rème de  Géométrie  plane  de  Desargues,  le  suivant  :  Quand  deux  tétraèdres  ont  leurs  sommets 
placés  deux  d  deux  sur  quatre  droites  concourantes  en  un  même  point,  les  plans  de  leurs  faces 
se  coupent  deux  à  deux  suivant  quatre  droites  qui  sont  dans  un  même  plan.  (Traité  des  Pro- 
priétés projectives ,  art.  582.)  Ce  théorème  peut  être  généralisé  de  cette  manière: 

Quand  deux  tétraèdres  ont  leurs  sommets  placés  deux  à  deux  sur  quatre  droites  qui  sont  les 
génératrices ,  d'un  même  mode  de  génération,  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  leuis  faces  se 
coupent,  deux  à  deux,  siiivant  quatre  autres  droites,  qui  sont  les  génératrices  d'un  second  hy- 
perboloïde. 


liiH  ADOIJIO.NS. 


Pagk  î)Î). 


On  trouve,  dîiiis  les  lettres  de  Dcscnrtes,  de  nombreux  passages  relatifs  à  la  Géométrie.  Son 
volume  :  Optiscula  posthumu  (Amst.  1701,  in-4"),  eontienl  aussi  quelques  morceaux  de  Géo- 
métrie. Il  est  h  ref;;retler  que  l'on  n'ait  pas  encore  songé  à  réunir  tous  ees  passages  épars,  et  à  les 
comprendre  dans  une  des  nombreuses  éditions  que  l'on  a  faites  de  la  Géométrie  de  De^cartcs. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  rcmar<jucr  dans  ses  lettres  une  mélbode  particulière,  que  ce  cé- 
lèbre pbilosophc  a  imaginée  pour  résoudre  un  problème,  alors  fort  agité  entre  lui  et  ses  illustres 
contemporains,  Fermai,  Robcrval  et  Pascal  :  le  problème  de  la  tangente  à  la  cycloïde.  Cette 
métbode,  qui  a  eu  alors  une  grande  célébrité,  était  d'une  simplicité  extrême,  et  convenait  aux 
cycloïdes  accourcies  et  allongées,  comme  l'a  très-bien  vu  Descartes,  et  même  à  toutes  sortes  de 
roulclles,  décrites  par  un  point  du  plan  d'une  courbe  quelconque,  qui  roule  sur  une  autre  courbe 
tixe.  Elle  consiste  h  regarder  les  deux  courbes  comme  deux  pohgoncs  d'une  infinité  de  côtés. 
Ces  polygones  sont  en  contact  suivant  un  côlé  commun,  et  conséquemmcnl  ont  à  cliatjue  instant 
deux  sommets  communs;  pendant  un  mouvement  infiniment  petit ,  le  premier  polygone  tourne 
autour  dun  de  ces  deux  sommets,  qui  reste  fixe;  le  point  décrivant  engendre  doue  Hn  arc  de 
cercle  qui  a  son  centre  en  ce  sommet  fixe;  la  normale  à  cet  arc  de  cercle,  qui  est  un  élément  de 
la  roulette  décrite,  passe  donc  par  ce  sommet. 

Cette  mélbode,  qui  diffère  essentiellement  de  toutes  les  autres  méthodes  pour  mener  les 
tangentes,  est  d'une  simplicité  extrême,  et  a  toujours  été  employée  depuis.  Mais,  à  raison  sans 
doute  de  cette  simplicité  même,  elle  n'a  point  attiré  autant  l'attention  des  Géomètres,  qui  n'en 
ont  fait  usage  que  dans  la  même  question,  en  se  bornant  seulement  à  l'étendre  aux  éj)icycloïdes 
sphcriques.  En  l'cconnaissant  ce  que  cette  méthode  a  de  distinclif  et  de  spécial  par  rapport  aux 
autres  solutions  du  problème  des  tangentes,  il  était  naturel  de  chercher  si  le  principe  sur  lequel 
elle  reposait  n'était  pas  susceptible  de  quelque  généralisation  qui  le  rendrait  applicable  à  d'autres 
questions. 

Le  théorème  suivant  nous  parait  offrir  la  généralisation  de  celui  de  Descartes  : 

Quand  tine  (hinre  plane  éprouve  un  mouvement  infiniment  petit  dans  son  plan,  il  existe 
toxtjours  un  point  ([ui ,  pendant  ce  mouvement ,  reste  fixe; 

Les  droites  menées  pur  les  différents  points  de  la  figure,  perpendiculairement  aux  trajec- 
toires qu'ils  décrivent  pendant  le  mouvement  infiniment  petit ,  passent  toutes  par  ce  point  fixe. 

D'après  ce  théorème,  quand  une  courbe  est  décrite  par  un  point  d'une  figure  en  mouvement 
dans  son  plan,  il  suffira,  pour  mener  sa  normale  par  le  point  décrivant,  de  déterminer  le  point 
qui  restera  fixe  au  moment  du  mouvement  où  le  point  décrivant  aura  la  position  que  l'on  consi- 
dère. (]e  point  se  déterminera  par  les  différentes  conditions  du  mouvement  de  la  figure. 

Par  exemple,  si  l'on  connaît  le  mouvement  de  deux  points  de  la  figure,  on  mènera  par  ces 
points  les  normales  aux  courbes  qu'ils  parcourent,  elle  point  d'intersection  de  ees  deux  normales 
sera  le  point  cherché. 

Ainsi,  qu'une  droite  de  longueur  donnée  se  meuve  de  manière  que  ses  deux  extrémités  par- 
courent deux  droites  fixes:  on  sait  que  chaque  point  de  la  droite,  et  même  que  chaque  point 
pris  au  dehors  de  la  droite,  mais  fixé  invariablement  à  elle,  décrit  une  ellipse.  Pour  déterminer 
la  normale  à  celle  courbe,  on  mènera  les  normales  aux  deux  droites  fixes,  par  les  extrémités  de 
la  droite  mobile;  ces  deux  normales  se  rencontreront  en  un  point  par  où  passera  la  normale 
cherchée. 
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l,f  iiitMivciiHiil  tlf  la  ligure  iiioliilc  priil  rlir  l•^'^^U'•  piir  (livrrso  aiiliTs  luiitlitioiis  (|iii  |i<'iiiirl- 
Iruicnl  riicoiT  (i(*  <l(>l(>i-iiiiii(>i'  tiTs-iiisriiiciil  l<-  \ut\ul  ni  i|iics(i<)ri. 

Stjit,  pur  rxcmpif.  In  conrlioidr  tic  McomiimIc  ih'frilc  par  iiii  puiiii  iriinc  droite  don!  rcxln- 
iiiih'  piircoiii'l  Mlle  ilioilc  li\<-,  |)(*ii<lniil  <|iif  cfllr  dioilc  iiioltdc  glisse  siii-  un  poinl  fixe.  Ooiisi- 
déniiil  la  droite  iiiohilc  dans  une  de  ses  po.siliuns,  |)ar  le  point  li\r  on  lui  inèiierii  nue  perpen- 
dieulaire;  cl,  par  son  exln-inilé,  on  mènera  une  droite  perpendiculaire  à  la  droite  lixe  :  le  point 
de  concours  de  ces  deux  pci-pcndicnlaircs  sci-a  le  point  (licrclié,  pai'  Iccpu-I  passera  la  normale  à 
la  conclioïdc. 

Nous  ne  passerons  point  ici  en  revue  toutes  les  autres  conditions  diverses  du  mouvement  de 
la  ligure  moliile  pour  lestpielles  on  saura  déterminer  h'  poinl  en  (|uestion.  ni  toutes  les  courbes 
auxtpu>llcs  il  sera  facile  ,  par  ce  mo\cn,  de  mener  les  tangentes. 

Ce  qui  précède  sullit  pour  l'aire  voir  (|ue  le  théorème  que  nous  avons  énoncé  est  une  généra- 
lisation de  l'idée  de  Dcscarics  au  sujet  de  la  lanj^cnte  à  la  cycloïdc,  et  (ju'il  constitue  une  véri- 
table mctliode  des  tanj^entcs.  UK'lliode  difTcrcnte  de  toutes  les  autres,  et  même  de  celle  de 
Uohcrval,  (|uoi(iu'ellc  repose,  comme  celle-ci,  sur  des  considérations  de  mou\cment.  Mais  on 
conçoit  que  celte  uiétliode,  si  facile,  sera  aussi,  comme  celle  de  Roberval .  bornée  dans  ses 
apj)lications,  puis(]u'clle  suppose  que  l'on  connaît  les  conditions  géonukricpies  du  mouvement 
d'une  figure  de  forme  invariable,  à  la(]uelle  appartient  le  poinl  décrivant.  Cependant  elle  s'ap- 
plique à  un  grand  nombre  de  courbes  parliculicres  et  à  des  familles  entières  de  courbes. 

Les  usages  de  notre  théorètne  ne  se  bornent  pas  à  la  simple  Géométrie;  il  peut  être  utile 
aussi  en  IMécaniqiie  pour  le  calcul  des  forces  vives  :  car  il  en  résulte  que  les  forces  vives  des 
(lifTérents  points  de  la  figure  mobile  sont  |)roportionnellcs  aux  carrés  de-;  distances  de  ces  points 
à  celui  qui,  pendant  linslant  où  l'on  considère  le  mouvement,  est  resté  fixe  :  il  suOil  donc, 
ce  point  étant  détermine,  de  connaître  la  force  vive  d'un  autre  point  quelconque  de  la  figure. 
M.  Poncelet  nous  a  appris  qu'il  avait  fait  un  tel  usage  de  ee  théorème  dans  plusieurs  questions 
sur  les  machines,  où  l'on  n'avait  point  jusqu'ici  de  méthode  géométrique  pour  le  calcul  des 
forces  vives. 

En  énonçant  le  théorème  en  question,  il  y  a  quelques  années  (voir  Ihilletin  universel  des 
Sciences,  t.  XIV),  nous  l'avons  présenté  comme  un  cas  particulier  d'un  théorème  sur  le  dépla- 
cement fini  quelconque  d'une  figure  plane  dans  son  plan,  et  même  d  un  théorème  encore  plus 
général,  relatif  à  deux  figures  semblables,  situées  d'une  manière  quelconque  dans  un  plan.  Mais 
ces  théorèmes  dépendent  eux-mêmes  d'un  principe  encore  plus  général,  que  voici  : 

Si  l'on  conçoit  dans  vn  plun  deux  figures  qui  ont  été  primitivement  la  perspective  l'une  de 
l'autre ,  et  qui  se  trouvent  actuellement  placées  d'une  manière  quelconque  l'une  par  rapport  à 
l'autre  ; 

Chaque  point  de  l'une  des  figures  aura  son  homologue  dans  l'autre  figure  ; 

Il  existera  généralement  trois  points,  dans  l'une  des  figures,  qui  se  trouveront  superposés 
respectivement  sur  leurs  homologues  dans  la  seconde  figure  ; 

L'un  de  ces  trois  points  sera  toujours  réel;  les  deux  autres  poitrront  être  imaginaires. 

11  résulte  de  là  qu'il  y  a  aussi  trois  droites,  dans  l'une  des  figures,  qui  se  trouvent  superposées 
sur  leurs  homologues  dans  la  seconde  figure  :  ce  sont  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les 
trois  points. 

L'une  de  ces  droites  est  toujours  réelle,  et  les  deux  autres  peuvent  être  imaginaires. 

Quand  les  deux  figures  sont  semblables,  ce  qui  est  un  cas  particulier  de  la  perspective,  deux 
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des  trois  points  et  deux  des  trois  droites  sont  toujours  iniîigiriaires;  le  troisième  point  est  réel  ; 
l;i  troisième  droite  est  aussi  réelle;  mais  elle  se  trouve  située  à  l'infini. 

(lela  il  lieu  parcillenionl  (|niind  1rs  deux  fii^nres  sont  égales  entre  elles. 

(!es  pr()|iii(''tés  des  ligures  planes  ont  leurs  analogues  dans  les  figures  à  trois  dimensions,  pour 
lescpielles  j'ai  déjà  énoncé  (piel(jues  lliéoièines  «jui  se  lupporlent  à  cette  théorie.  (Voir  liuUetin 
universel  des  Sciences,  t.  XIV,  p.  321,  année  i83()  ) 

PiGE  98,  §  4, 

Les  Arabes  se  sont  oeeupé>;  aussi  de  la  description  organique  des  courbes,  et  particulièrement 
des  sections  coniques.  Nous  le  voyons  par  le  litre  des  trois  ouvrages  suivants,  qui  se  trouvent 
dans  la  Bibliolliècjue  de  Leyde  : 

i"  Ahtncd  heu  Gltalil  Suyiureus  De  conicaruin  sectiunuin  descriplione ; 

2°  Abu  Scliel  Cumœus  De  circino  perfeclo,  (/uo  etiam  secliunes  cunicœ  et  aliœ  lineœ  curvœ 
describi  possunt  ; 

5°  Mali,  hen  Iliisein  De  circino  perfeclo  el  formatione  linearum.  (Voir  Catuloyus  lihrorum 
tani  impressorum  quam  manusrriplorum  hibtiothecœ  publicœ  universilufis  Lngduno  Batavœ , 
in-folio,  1716,  p.  i.")4  et  4oo.) 

Page  ll'J. 

Parmi  les  pratiques  nouvelles  que  contenait  la  Giionionique  de  La  Hire,  il  en  est  une  que 
nous  aurions  dû  citer,  parce  cprclle  repose  sur  des  considérations  géométriques  qui  rentrent 
dans  les  doctrines  de  la  Géométrie  moderne. 

Il  s'agit  de  la  construction  des  lignes  horaires,  en  se  servant  de  quelques-unes  d'entre  elles, 
qui  sont  déjà  tracées.  La  Hire  résout  trois  questions  : 

Dans  la  première,  il  suppose  connues  sept  lignes  horaires  consécutives; 

Dans  la  seconde,  quatre  heures  consécutives  et  léquinoxiale; 

Dans  la  troisième,  trois  heures  consécutives,  I  cquinoxiale  et  l'horizontale. 

El  il  détermine  les  autres  lignes  horaires. 

Soient  connues,  dans  le  premier  eas,  les  sept  lignes  des  heures  consécutives  X,  XI,  XII,  I, 
II,  III  el  IV.  Voici  quelle  est  la  construction  de  l'auteur  pour  déterminer  les  cinq  autres  : 

Par  un  point  o  de  la  ligne  IV,  on  mène  une  transversale  parallèle  à  la  ligne  X;  elle  rencontre 
les  lignes  III,  II,  I,  XII  et  XI  en  des  points  «,  6,  c,  rf,  e;  on  porte  sur  celle  transversale,  de 
l'autre  côté  du  point  o,  des  segments  oa',  oh',  oc',  od',  oe'  égaux,  respectivement,  à  oo,o6,  oc,  od , 
oe;  et  les  points  a  ,  b  ,  c',  d',  e'  appartiennent  aux  cinq  heures  cherchées. 

En  efîct,  les  deux  plans  horaires  X  et  IV  sont  à  angle  droit;  les  deux  plans  horaires  III  el  V 
sont  inclinés  également  sur  le  plan  IV;  et,  conséquemment,  ces  deux  plans  sont  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  deux  premiers  X  el  IV.  Il  suit  de  là  que  les  deux  lignes  horaires  III 
et  V  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  lignes  horaires  X  et  IV  :  donc  toute 
transversale  rencontrera  ces  quatre  lignes  en  (juatre  points  harmoniques;  et  conséquemment, 
si  cette  transversale  est  parallèle  à  la  ligne  X,  les  deux  points  on  elle  rencontrera  les  lignes  III 
el  V  seront  à  égale  distance  de  celui  où  elle  rencontrera  la  ligne  IV.  C.  Q.  F.  P.  '. 

'  Cette  démonstration  géométrique,  que  nous  empruntons  de  l'ouvrage  de  La  Hire,  est  aussi  rigoureuse  que 
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Nous  lie  ni|)|i()rl(>i'oii^  pus  les  |)nili(|iics  de  La  lliir  |)<)iii'  les  deux  iiiilri-s  (|ii<-slJoiis;  «-Iles  sonl 
aussi  simples  cpic  la  prcuiirrc,  cl  rcpost-nl  aussi  sur  les  principes  de  Iti  (M-oni<'-(rie  (''liMMeiilinrr 
(|iii  reiiliTMt  d.ius  la  théorie  des  transversales. 

.Mais  ees  trois  proMèiiies  donnent  iiatiirelleineiit  lieu  à  une  oliservalioii  ipie  je  in'éloiine  (pi'oii 
u'iiil  pas  fiiile  dans  les  onvra^^es  (|ui  les  nul  i'e|)i'oduils.  (',(>lle  observation  porte  sur  le  ^iMiid 
uonilu'e  de  données  (pie  preiiti  La  llire  pour  construire  les  lignes  lioraires  ineonniies.  Dans 
le  [ireiniei'  cas  il  eu  prend  sept,  dans  le  d**u\iènie  ipiiiti'<>,  plus  la  lif^ne  ('(piinoxiale  ;  et  dans 
le  troisième  trois,  plus  la  lij;ne  équinoxiale  et  la  \\^\n-  limi/iuilale;  ajonlez  à  cela  <pie  les  li;;nes 
doniu'cs  doixeul  être  eonséeulivcs. 

Ksl-il  besoin  de  toutes  ees  données?  Kt  quel  est  le  plus  petit  nombre  de  lignes  horaires  qui 
soit  suflisant  [)our  construire  les  autres? 

La  réponse  à  ces  questions,  c'est  que  trois  lignes  horaires  cpicleoncpies  sulTisent  pour  déter- 
miner toutes  les  autres,  «lonl  un  peut  donner  une  construction  tout  aussi  simple  (|ue  celle  de 
La  llire  pour  le  cas  de  sept  lignes  hoi'aires  eonséeulivcs  connues. 

Voici  quelle  sera  celte  construction  ,  (pii  va  nous  ollVir  une  nouvelle  application  d(î  la  Thvuric 
du  rapport  anliarinoiiique ,  sur  laquelle  nous  avons  déjà  cherché,  dans  plusieurs  passages  de 
cet  ouvrage,  à  appeler  rattention  des  Géomètres. 

Désignons  par  a,  h,  c  les  trois  lignes  données,  qui  répondent  à  des  heures  déterminées,  mais 
quelconques,  et  qui  seront  même  des  fractions  d'heure,  si  l'on  veut.  Soit  d  la  ligne  d'une 
quatrième  heure  quelconque,  qu'on  veut  construire  au  moyen  des  trois  premières.  Le  rapport 
unliarmoni(jiue  de  ces  quatre  droites  sera  égal  à  celui  des  quatre  plans  horaires  dont  elles 
sonl  les  traces  sur  le  plan  du  cadran.  Ainsi  soient  A,  B,  C,  D  ces  quatre  plans  :  on  aura 

sin  .  c,a     sin .  d,a       sin  .  C/A     sin  .  D,A 
sin.r,/)     sin  .  (/,6        sin  .  C,B     sin.D,B 

briève;  cependant  M.  Delaml)re  ne  la  regarde  pas  comme  bien  satisfaisante;  el  comme  la  pratique  en  question 
lui  paraît  utile  el  curieuse,  el  mérite  une  dL'monslratio)t  en  forme,  il  se  propose  de  lu  démontrer  de  la  manière 
la  plus  générale  el  la  plus  rigoureuse  (//isl.  de  rastroiiomie  au  Moyen  âge,  p.  634  )  Mais,  nous  devons  le  dire, 
la  démonstration  de  M.  Delambre  occupe  près  de  deux  pages  de  calculs,  elassurémenl  n'esl  pas  plus  rigoureuse 
que  le  court  raisonnement  de  La  Hire. 

Nous  ne  faisons  point  celte  observation  dans  un  esprit  de  critique:  le  nom  el  les  travaux  de  M.  Delambre,  son 
dévouement  à  la  science,  el  les  recherches  fastidieuses  el  pénibles  auxquelles  il  s'est  livré  pour  écrire  son  Histoire 
de  l'Astronomie,  ne  trouvent  en  nous  que  respect  et  admiration.  Mais  notre  remarque  rentre  essenlieliement 
dans  l'esprit  qui  a  présidé  à  la  composition  de  notre  ouvrage;  parce  qu'elle  présente,  d'une  part,  un  exemple 
palpable  des  avantages  que  peut  offrir  souvent  la  voie  géométrique  ou  du  simple  raisonnement,  sur  celle  du 
calcul;  ei  qu'elle  montre  ensuite  celle  direction  qu'ont  prise  les  études  mathématiques,  oii  l'on  ne  trouve  plus  de 
preuves  claires  el  convaincantes  de  la  vérité  en  Géométrie,  et  de  démonstration  en  forme,  que  dans  une  vérifi- 
cation par  le  calcul  algébrique.  Cette  direction  nouvelle  est  l'inverse  de  ce  qui  s'est  fait  dans  tous  les  temps  : 
chez  les  Grecs,  où  la  Géométrie  fui  renommée  pour  la  rigueur  de  ses  démonstrations;  chez  les  Hindous  et  les 
Arabes  qui  se  rendaient  compte  des  résultats  de  l'Algèbre,  par  une  démonstration  géométrique;  chez  les  .Mo- 
dernes Jusqu'au  siècle  dernier,  où  Newton  el  Mac-Lauriu  n'employaient  le  calcul  qu'à  regret  et  au  point  où  il 
devenait  indispensable. 

Quelle  esl  la  cause  de  cette  direclion  exclusive  dans  les  études  mathématiques?  Quelle  sera  son  inOuence  sur 
le  caractère  et  les  progrès  de  la  science?  Nous  n'essaierons  pas  de  répondre  à  ces  questions,  sur  lesquelles  ou 
serait  peut-être  dilBcilemenl  d'accord.  Mais,  quelles  que  soient  les  opinions  à  leur  égard,  ou  ne  disconviendra  pas 
du  moins  qu'il  serait  utile  que  la  méthode  ancienne,  suivie  jusqu'au  siècle  dernier,  continuât  d'être  encouragée 
el  cultivée,  concurremment  avec  la  nouvelle. 
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I-es  angles  que  font  cntro  eux  les  quatre  plans  A,  B,  C,  D  sont  connus,  puisque  ces  plans  cor- 
respondent à  quiilre  heures  déterminées;  le  second  n)ciiiljre  est  dune  une  (]u.'intilé  connue  n. 

On  voit  donc  déjà  (pic  notre  é(jualion  <cr\ir;i  à  (i(''lcrrnincr  lii  dircclion  dv  l.i  ligne  (/,  et 
(pi'jiinsi  elle  résout  la  (pieslion. 

Pour  en  (h'duire  une  consiriiclion  liirilc,  menons  arbitrairemeni  une  transversale  qui  ren- 
contrera les  trois  lignes  a,  h,  c  en  (Ici  points  '/,  6,  y, et  appelons  oie  point  où  elle  renconlrera  la 
ligne  chercliée  d.  Le  rapport  anliarmoni(|ue  des  quatre  j)oints  «,  6,  y,  <?  sera  le  même  que  celui 
des  quatre  droites  a.b,  c,  d;  r('qualion  précédente  se  transformera  donc  en 

Ja        t     y» 

Jl~'ti'  ri' 

Le  second  membre  est  connu;  celte  équation  fera  dune  connaître  la  position  du  point  «f  qui 
appartient  à  la  ligne  cherchée. 

Cette  solution  devient  d'une  facilité  extrême,  si  l'on  mène  la  transversale  parallèle  à  l'une 
des  deux  lignes  a,  b,  à  la  première,  par  exemple:  car  alors  on  a^=  I.  et  l'équation  se 
réduit  à 

Le  segment  ?'6  est  connu,  donc  le  segment  o€  l'est  aussi;  le  point  o  et,  par  conséquent,  la 
droite  d  sont  donc  déternjinés.  Ainsi  le  problème  est  résolu.  Et  cette  construction  générale,  qui 
ne  fait  usage  que  de  trois  lignes  horaires  quelconques,  et  qui  sert  pour  en  déterminer  une 
quatrième  aussi  quelconque,  est,  comme  nous  l'avons  annoncé,  tout  aussi  simple  que  celle  de 
La  Hire.  qui  nécessitait  la  connaissance  de  sept  lignes  au  lieu  de  trois. 

Quant  à  la  quantité  //,  qui  n'est  pas  donnée  directement,  mais  qui  dépend  des  angles  que  les 
(juatre  plans  horaires  A,  B,  C,  D  font  entre  eux,  il  est  facile  d'en  calculer  la  valeur  graphique- 
ment, sans  faire  usage  des  lignes  trigononiétriqucs  qui  entrent  dans  son  expression.  Pour  cela, 
on  mènera  par  un  point  0  quatre  droites  OA',  OB',  OC,  OD  faisant  entre  elles,  deux  à  deux, 
des  angles  égaux  à  ceux  des  plans  horaires;  on  tirera  une  transversale  quelconque,  qui  rencon- 
trera ces  droites  en  quatre  points  a',?',  y',^';  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  points  sera 
égal  à  celui  des  quatre  plans;  de  sorte  qu'on  aura 

y  X      a  X 

rt''^'^"' 

Telle  est  la  valeur  de  it.  On  simplifie  son  expression,  en  menant  la  transversale  parallèle- 
ment à  l'une  des  quatre  drgites  OA  .  OB  ,  OC  ,  OD',  à  la  première,  par  exemple;  car  alors 


4r-  =  I,  et  il  vient 
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La  consicUtriilion  des  «'picycloidcs  itijjoiiU!  lr<'s-lmul,  puisrin'cllcs  ont  jou<5  un  grand  rAlc 
dmis  \c  syslriiu"  «siniiioiiiiiiiic  de  IMoIc-iikm'.  iMjiis  il  ne  |iiirail  |kis  (jiic  l'on  uil  jiiniais  ('liidic  giio- 
im'lriciiu'nicnl  la  nature  «'l,  les  (jroprirU's  de  ces  ((nirltcs.  Alhcil  Diiicr  les  a  mises  au  nonibiT 
di's  lignes  courbes  (|u'il  a  appris  à  déerire  |iar  |»oinls,  «-l  dont  l'usage  pouvait  (Hrc  utile  dans  les 
arls  de  eonstruelion;  mais  il  n'en  a  point  ('-tudié  non  |)lus  aucune  |)ropriélé. 

Ln  j)reinière  épicyelo'ide  dont  la  nature  ait  élt^  connue  est  due  l'i  (lardan;  c'est  celle  que  décrit 
un  point  de  la  circonférence  d'un  cercle  <pii  roule  sur  la  concavité  d'un  cercle  d'un  rayon 
double.  Celle  ligne  est,  comme  on  sail,  une  droite.  Cardan  a  démontré  celle  proposition  dans 
son  livre  intitulé  :  Opus  noviim  de  proporlionibiis  numerorum,  uiottiinn ,  etc.  {voir  l'roposi- 
lion  175,  p.  I8(>). 

Ensuite,  Iluygcns  a  trouvé  (en  1078)  que  la  ligne  enveloppe  des  ondes  par  rèjlexion ,  dans  un 
cercle  sur  lequel  tombent  des  rayons  parallèles,  est  une  épicyelo'ide  engendrée  par  un  point  de  la 
circonférence  d'un  cercle  qui  roulerait  sur  la  concavité  du  cercle  éclairé;  ce  cercle  mobile  ayant 
son  diamètre  égal  au  quart  du  diamètre  de  celui-ci.  Iluygcns  a  donné  la  reclification  et  la  qua- 
drature de  cette  courbe  (voir  son  Traité  de  la  Lumière ,  cliap.  VI). 

V^M's  le  même  ten)|)s,  La  Ilire  a  trouvé  que  la  caustique  de  Tsclurniiausen,  formée  par  la 
réllexion  dans  un  cercle  éclairé  par  des  rayons  parallèles,  est  aussi  une  épicyelo'ide,  que  l'on 
engendre  eu  faisant  rouler  une  circonférence  de  cercle  sur  la  convexité  d'un  autre  cercle  d'un 
diamètre  double  de  celui  du  cercle  fixe. 

Cette  courbe  est  précisément  la  développée  de  celle  de  Huygens. 

Ce  sont  là,  je  crois,  les  premières  épicyclo'ides  dont  on  ait  connu  quelques  propriétés  géomé- 
triques. Ces  courbes  se  sont  présentées  ensuite  dans  plusieurs  autres  questions  de  Physique  et 
de  Mécanique ,  où  elles  ont  joué  un  rôle  remarquable. 


Page  218. 

Clairaulta  considéré,  avant  Euler,  les  courbes  que  celui-ci  appelle  tineœ  affines;  il  les  regarde 
comme  étant  la  projection  l'une  de  l'autre,  cest-à-dire  comme  deux  sections  planes  d'un  même 
cylindre;  et  il  les  appelle  courbes  de  même  espèce.  11  fait  voir  que  les  coordonnées  d'un  point 
de  l'une,  rapportées  à  deux  axes  pris  dans  son  plan,  étant  x  et  y,  les  coordonnées  du  point  cor- 
respondant, dans  la  seconde  courbe,  rapportées  aux  deux  axes  qui  correspondent,  dans  le  plan 
de  cette  courbe,  aux  deux  premiers  axes,  sont  de  la  forme  X=).x,  Y=  ^y.  Ce  qui  montre  que 
ces  courbes  de  Clairault  sont  les  mêmes  que  celles  d'Euler.  (Voir  Mémoires  de  l' Académie  des 
Sciences  de  Paris,  années  4731.) 

Page  265. 

Un  caractère  propre  des  principes  de  dualité  et  d'homographie  tels  que  nous  les  exposerons, 
et  qui  repose  sur  l'usage  que  nous  y  faisons  du  rapport  anharmonique,  c'est  que,  par  la  nature 
même  de  ce  rapport,  tous  les  théorèmes  que  nous  obtiendrons  s'appliqueront  d'eux-mêmes, 
presque  toujours,  aux  figures  tracées  sur  la  sphère.  De  sorte  que  ces  deux  théories  offriront  uji 
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moyen  l'iicilc  cl  naliircl  de  lriiiis|)orlcr  aux  figures  spliériqu(;s  loulcs  les  propriéK-s  des  figures 
j)laii('s,  el  de  généraliser  même  les  propriétés,  déjà  eonnues,  des  figures  spliériques. 

Le  princijx'  de  dualité,  par  ex(,iii|)lc,  fera  voir  (ju'une  première  figure  étant  tracée  sur  la 
sphère,  outre  la  figure  suppUmcntuirv. ,  la  seule  connue  jusqu  ici  comme  jouissant  de  la  pro- 
priélé  que,  aux  pniiils  cl  aux  arcs  de  (jntu(h  cercles  de  la  figure  proposée,  correspondent ,  dans 
celle  figure  supplémentaire,  des  arcs  de  grands  cercles  el  des  points,  respeclivemenl;  outre 
celte  ligure  supj)lémenlaire,  dis-je,  on  en  pourra  tracer  sur  la  sphère  une  infinité  d'autres 
jouissant  des  mêmes  propriétés;  et  ce  principe  enseigne  le  mode  de  construelion  de  ces  figures, 
j)armi  lesquelles  la  figure  supplémentaire  n'est  plus  qu'un  cas  particulier. 

Ainsi,  nous  pouvons  dire  que  les  deux  principes  de  dualité  et  d'homographie  offrent  une 
vérilahle  méthode  ralionnelle  pour  appliquer  aux  figures  spliériques  les  propriétés  des  figures 
planes,  el,  en  un  mol,  pour  former  la  (iéomélric  de  la  sphère;  el  celte  partie  de  la  science  de 
l'étendue  peut,  dès  aujourd'hui,  faire  de  rapides  el  faciles  progrès. 

Page  282. 

Les  deux  porismes  de  Géométrie  plane,  que  nous  avons  appliqués  à  la  Géométrie  à  trois 
dimensions,  ont  aussi  leurs  analogues  sur  la  sphère.  En  voici  les  ciiuiicés  : 

PnEMiKU  i>oi»isME.  Étant  pris  sur  ta  sphère  deux  points  fixes  P,  P',et  deux  arcs  qui  rencontrent 
l'arc  PP'  en  E  et  E';  el  ëtunl  pris  sur  ces  deux  arcs,  respectivement ,  deux  points  fixes  0,  0'; 

Si,  de  chaque  point  d'un  arc  donné,  on  mène  deux  arcs  aux  points  P,P',  qui  rencontreront 
respectivement  les  deux  arcs  EO,  E'O'  en  deux  points  a,  a',  on  pourra  trouver  deux  quantités 
A,  ^,  telles  qu'on  aura  toujours  la  relation 

sin  .  Oa  sin  .  O'a' 


sin  .  Ea  sin .  K'o' 


Second  poiusme.  Étant  menés  sur  la  sphère  deux  arcs  de  grands  cercles,  qui  se  rencontrent 
en  S,  et  étant  pris  sur  ces  deux  arcs,  respectivement,  deux  points  fixes  0,  0'; 

Si,  autour  d'un  point  donné  de  lu  sphère,  on  fuit  tourner  un  arc  qui  rencontrera  les  deux  arcs 
fixes  en  deux  points  a,  a',  oti  pourra  trouver  deux  quantités  ) ,  ii,  telles  qu'on  aura  toujours  la 
relation 

sin  .  Oa  sin  .  O'a' 

h  X  . =  i«. 

■^    sip  .  Sa  sin  .  Sa 

Page  294. 

J)cpuis  que  la  JVote  VII,  sur  l'ouvrage  De  lineis  redis  se  invicem  secantibus  statica  constructio 
de  Jean  Ceva,  était  imprimée,  a  paru  le  24''  Cahier  du  Journal  de  l'École  polytechnique,  où  se 
trouve  un  Mémoire  de  M.  Coriolis,  intitulé  :  Sur  la  Théorie  des  moments  considérés  comme  analyse 
des  rencontres  des  lignes  droites,  qui  a  le  même  ohjet  que  cet  ouvrage  de  Ceva.  M.  Coriolis  y 
démontre,  en  peu  de  mois  et  sans  calculs,  par  la  théorie  des  moments,  des  théorèmes  de  la 
nature  de  ceux  qui  se  trouvent  dans  la  Théorie  des  transversales,  de  Carnot,  mais  qui  présen- 
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Iciil  iiiii-  [iliis  ^i'iiikIc  ;;*-iirnili(('.4)n  y  ri-iiiari|ii(-  pai-liciilirrciiiriil  iinr  (li-iiioii^lriition  il<-  la  doiihlc 
géiirnitidii  de  l'In  porlioloïdc  ù  mu*  iiii|)|i(',  par  une  ligiio  droilr. 

A  la  sniir  de  riirticlc  (i^),  iijoiilcr  : 

(12*").  Il  suit,  du  (lu'Dirmc  (l!2),  (pic  si  l'on  a  Irois  systriiic^  di;  deux  points  A,  A',  H,  H'  ri  C,  (>', 
conjugués  lianuonicpics  pai*  rappoi't  à  deux  points  (ixcs  K,  K,  |«'s  six  points  A,  A',  H,  H',  C,  C 
seront  en  involution. 

Car  soil  0  le  point  milieu  du  segment  EV,  on  aura 

oa.oa'  =  ôë]   ()b.oi{'  =  ()e*  oc.()c'  =  i)E' 
Donc  les  six  points  A,  A',  B,  M',  C,  C  lornicnl  une  involution  (art.  12). 

Page  590,  Aur.  27. 

Dans  un  Mémoire  qui  a  pour  titre  :  liecherches  sur  ce  qu'il  y  a  d'analogue  mi  cetilre  des 
forces  parallèles,  dans  un  système  à  forces  non  parallèles,  M.  Minding,  docteur  à  l'Université 
de  Berlin,  a  démontré  un  théorème  remarquable,  qui  offre  une  nouvelle  jjropriété  des  deux 
coniciues  cxecnlrifiucs  d'une  surface  du  second  degré.  Voici  l'énoncé  de  ce  théorème  : 

«  Les  forces  d'un  système  étant  supposées  telles  qu'elles  ne  se  fassent  pus  équilibre;  sionles 
fait  tourner  autour  de  leurs  points  respectifs  d'application ,  sans  déranger  leurs  inclinaisotis 
mutuelles,  il  y  a  une  infinité  de  positions  du  système  dans  lesquelles  toutes  les  forces  peuvent 
être  remplacées  par  une  résultante  unique.  La  direction  de  cette  résultante  coupe  toujours  les 
contours  d'une  ellipse  et  d'une  hyperbole  situées  dans  deux  plans  perpendiculaires  entre  eux  ; 
ces  deux  courbes  sont  d'ailleicrs  dans  de  telles  relations,  que  les  foyers  de  l'une  coïncident 
avec  les  sommets  de  l'autre. 

1)  Réciproquement,  chaque  droite  qui  joint  un  point  de  l'ellipse  à  tin  point  de  l'hyperbole , 
peut  être  considérée  comme  la  direction  de  la  résultante  unique,  pour  une  certaine  position 
du  système.  »  (Voir  le  Compte  rendu  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  de  Paris,  par 
MM.  les  Secrétaires  perpétuels,  année  1855,  p.  282.) 

En  considérant  les  deux  courbes  en  question  comme  leji  limites  d'une  série  de  surfaces 
du  second  degré,  toutes  inscrites  à  une  même  développable^i;o^.  p.  597),  on  est  conduit  à 
penser  que  le  théorème  de  31.  Minding  n'est  qu'un  cas  particulier  de  quelque  théorème  plus 
général,  dans  lequel  ces  surfaces  du  second  degré  joueraient  un  rôle  analogue  à  celui  de  ces 
coniques. 

Par  exemple,  au  lieu  de  supposer  que  toutes  les  forces  du  système  doivent  prendre  autour 
de  leurs  points  d'application  des  directions  telles  qu'elles  aient  une  résultante  unique,  que  l'on 
suppose  que  le  couple  minimum,  relatif  à  chaque  position  du  système,  ait  une  valeur  donnée 
(qui  sera  zéro  dans  le  cas  de  la  résultante  unique),  et  que  l'on  demande  quelle  sera,  dans  l'espace, 
la  position  de  Taxe  de  ce  couple  minimum  ou  axe  central  des  moments.  (Voir  les  Eléments  de 
Statique,  de  M.  Poinsot,  0""^  édition,  p.  359.)  Le  résultat  de  cette  recherche  offrira  néccssai- 
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iciiu'iil  une  gciiéralir.alioii  du  beau  llicorèuif  de  M.  .Miiidiu^;  i-l  peul-cliT  que  les  surfaces  du 
second  dcj^ré  n  jouoroiil  le  rolc  (jue  nous  venons  d"indi(iuer. 

Celle  théorie  d'un  syslèrac  de  Corées  qui  tournent  autour  de  leurs  points  d'application,  en 
conservant  leurs  ^^i^l)(leurs  el  leurs  inclinaisons  mutuelles,  peut  prendre  une  jurande  extension 
et  donner  lieu  à  plusieurs  (jueslions  intéi'cssantcs,  si  I  on  y  introduit  la  considération  de  l'axe 
central  (les  momenls ,  au  lieu  de  se  borner  au  cas  particulier  «l'une  résultante  unique.  Par 
exemple  : 

1°  Que  l'axe  central  des  momenls  doive  rester  parallèle  à  une  même  droite;  quelle  sera  la 
surface  cylindrique  qu'il  décrira? 

2"  Qu'il  doive  rester  parallèle  à  un  même  \)hu;  «[uelle  sera  la  surface  courbe  qu'il  touchera 
dans  toutes  ses  positions? 

5"  Qu'il  doive  passer  toujours  par  un  même  point;  quelle  sera  la  surface  conique  (ju'il 
décrira? 

4"  Qu'il  doive  êlresilué  dans  un  plan  donné;  quelle  sera  la  courbe  qu'il  enveloppera? 

Nous  ne  pouvons  nous  occuper  dans  ce  moment  de  ce  genre  de  recherches;  nous  rindiquons, 
dans  l'espoir  qu'il  offrira  de  l'intérêt  à  quelques  lecteurs. 

Page  3%,  g  45. 

Depuis  que  celle  ÎSolc  esl  imprimée,  je  suis  parvenu  à  la  généralisation  des  deux  Ihéorèmes 
<lcs  paragraphes  il  et  45,  et  j'ai  reconnu,  comme  je  l'avais  pensé,  que  le  second  donne  une 
démonstration,  purement  synthétique  et  indépendante  d'aucune  formule  d'Analyse,  du  beau 
théorème  sur  l'atlraction  que  deux  ellipsoïdes,  dont  les  sections  principales  sont  décrites  des 
mêmes  foyers,  exercent  sur  un  même  point  situé  en  dehors  de  leurs  surfaces.  Une  telle  démon- 
stration avail  paru,  à  d'illustres  Géomètres,  devoir  ofTrir  des  difficultés,  et  dépasser  peut-être 
les  ressources  de  la  Synthèse  '. 

Les  deux  théorèmes  généralisés  peuvent  se  déduire  des  deux  cas  particuliers  énoncés  aux 
parai^raplies  ôl  et  43,  au  moyen  d'un  autre  théorème  qui  est  aussi  une  belle  [iropriété  des  sur- 
faces du  second  degré  ayant  les  mêmes  coniques  excentriques.  Nous  nous  bornerons  ici  à 
l'énoncé  de  ce  théorème  : 

Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  A,  A',  A",  etc.,  ont  les  mêmes  coniques  excentri- 
(fues;  si,  autour  d'un  point  S,  on  fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  l'une  d'elles  A  en 
deux  points  a,  a',  et  qu'en  appelant  D  le  diamètre  de  cette  surface,  parallèle  à  la  corde  sa', 
on  porte  sur  la  transversale,  à  j^rlir  du  point  S,  un  segment  Sm  égal  ù  o  _'s  '■>  ^  ^'<*"'  ""^ 
coiislunle,  l'extrémité  m  de  ce  segment  sera  sur  une  surface  du  second  degré  l ,  qui  aura  son 
rentre  au  point  S; 

Pour  les  autres  surfaces  A',  A",  etc.,  on  formera  semblablement ,  avec  d'autres  constantes  ^, 
ô",etc.,  d'autres  surfaces  ï',  l",  etc.; 

Toutes  les  surfaces  s,  s',  i",  etc.,  auront,  en  direction,  les  mêmes  axes  principaux  ; 

El  l'on  pourra  prendre  les  constantes  ^,  (?  ",  etc.,  de  manière  qu'elles  aient  aussi  les  mêmes 
coniques  excentriques. 

'  Legeiulie,  Mémoire  sur  ratlraction  des  eltipsoides,  inséré  dans  les  Mêmoikes  de  l'académie  des  Sciences  . 
aimée  17«8.  Voir  pajje  480.  —  Poisson,  Xole  sur  le  mouvement  de  rotation  d'un  corps  solide  ;  année  1834. 
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Lu  lorimilc. 

.(n  — î)a*  —  (n  — 4)  a 


dont  les  arpoiitvurs  roinaiiis  su  sorvaicnl  pour  ciilciilcr  l'aire  du  poly^uiu;  rrgiilicr  de  n  rùlcs, 
est  celle  qui  exprime  les  nombres  poI}{j;onanx  de  l'ordre  (n  —  2). 

Ces  nombres  polygonaux  élaienl  très-eonnus  des  Anciens;  ou  les  trouve  dans  les  ouvrages  de 
Nicomaquc,  de  Jainbliipic,  de  Tbéon,  de  Uiopbante,  et  dans  rArillMncli(|ue  de  Hoète ,  où  ils 
occupent  une  grande  place.  C'est  là  l'origine  de  celte  formule,  employée  par  les  écrivains  latins, 
cl  (jui  n'a  dû  cire  regardée  par  eux  que  connue  approximative.  Mais  l'approximation  est  très- 
grossière,  et  ne  rc|)ose  sur  aucune  considération  vraiment  géométri(|uc. 

Nous  avons  dit  (pie  (îcrbert  avail  reconnu  (juc  la  formule  relalivc  au  triangle  n'était  pas 
<'xaete,  et  (pi'il  avait  essayé  de  la  démontrer  comme  une  fornuile  approximative;  mais  que  son 
raisonnement  aurait  dû  le  conduire  à  l'expression 


qui  est  véritablement  la  formule  approximative;  l'approximation  est  d'autant  [)lus  grande  que 
l'unité  linéaire,  prise  pour  exprimer  le  côté  a,  est  plus  petite. 

Page  4()9. 

Les  mois  pagina  clpaginuta,  que  nous  avons  traduits  par  le  mol  colonne,  ce  qui  nous  a  con- 
duit à  un  sens  clair  du  texte  de  Boèce,  sont  employés  par  cet  auteur  dans  le  chapitre  XVI  du 
4' livre  de  son  Traité  de  la  Musique,  où  ils  ont  évidemment  celte  même  signification,  les 
colonnes  étant  décrites,  et  indiquées  dans  la  figure  et  dans  le  texte  par  des  lettres. 

Nous  trouvons  encore  une  signification  à  peu  près  semblable  des  mots  pagina  et  paginula 
dans  une  pièce  sur  lAslronomie,  où  ils  sont  employés,  pour  exprimer  l'intervalle  entre  deux 
cercles  concentriques,  dans  la  description  d'un  astrolabe.  Cette  pièce  se  trouve  dans  un  manu- 
scrit du  XI'  siècle,  à  la  suite  de  la  lettre  de  Gerbert  à  Constantin,  sur  la  construction  d'une 
sphère  céleste.  [Manuscrits  de  la  Bibliothèque  de  Chartres^ 

Page  470. 

Au  lieu  de  cette  phrase  :  «■  Peut-être,  quand  on  aura  voulu  supprimer  les  colonnes,  et  ne 
pas  s'astreindre  à  l'usage  d'un  tableau  préparé  pour  ce  genre  de  calculs,  aura-t-on  laissé  seule- 
ment celles  où  se  trouvaient  des  zéros,  de  sorte  qu'alors  deux  petites  lignes  verticales  (formant 
une  co/o;ine),  auraient  fait  l'office  du  zéro;  »  il  faut  substituer  celle-ci  :  «  Peut-être,  quand  on 
aura  voulu  supprimer  les  colonnes,  et  ne  pas  s'astreindre  à  l'usage  d'un  tableau  préparé  pour 
ce  genre  de  calculs,  aura-t-on  laissé  seulement  celles  où  se  trouvaient  des  places  vides;  de  sorte 
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(lu'alors  deux  petites  lij^iies  verticales  (formant  une  colonne)  auraient  indiqué  une  place  vide, 
el  fait  l'oflice  du  zéro  actuel.  » 

Page  472. 

LeVocabulurium, de  Nestor  Dionisyus,  donne  nu  mot  Abaciis  la  signification  suivante  :  Tuhdlu 
super  ijitu  (Ifcupliiliont'S  fiant  :  Abacus  dicta  est  quin  etium  ipsa  decuplatio.  {É.(ii[ion  de  1496, 
Venise,  in-lblio.)  Ce  passage  s'applique  parfaitement  à  notre  explication  de  V Abacus,  et  sem- 
blerait |)rouvcr  qu'au  XV''  siècle  la  signification  de  ce  mot  n'était  pas  encore  perdue,  comme 
nous  l'avons  pensé  déjà,  d'après  un  passage  de  la  Bibliotlti'f/tie  historiale,  de  Vignier. 

Page  476. 

Cela  protive-t-il  (fii'ils  aient  iijnoré  absolument  ce  sysli'nie  indien'/  C'est  par  une  inadver- 
tance, causée  par  la  précipitation  que  nous  avons  mise  dans  la  rédaction  de  cette  dissertation 
(|u"attendait  l'imprimeur, dont  nous  retardions  à  regret  le  travail,  que  nous  nous  sommes  servi 
de  l'expression  système  indien ,  au  lieu  de  dire  système  de  /'Abacus.  II  est  évident  que  nous 
avons  eu  en  vue  seulement  de  prouver  que  l'assertion  de  Boèce  n'était  point  inadmissible; 
c'est-à-dire  que  le  système  de  numération  qu'il  exposait,  avait  pu  être  connu  des  Pythagori- 
ciens, comme  il  le  dit  :  el  ce  système,  nous  le  répétons,  n'était  pas  précisénient  celui  des 
Indiens,  c'csl-à-dirc  le  nôtre  actuel;  mais  il  n'en  différait  que  par  l'absence  du  zéro,  et  par 
l'usage  nécessaire  de  colonnes  qui  marquaient  la  place  des  chiffres. 

Ce  système  n'était  au  fond  que  la  représentation  écrite  de  la  table  à  compter,  connue  chez  les 
Romains  sous  le  même  nom  d'.-l6«CMS,  qui  était  formée  de  cordons  placés  parallèlement,  sur 
chacun  desquels  on  pouvait  faire  gli-^scr  neuf  boules,  destinées  à  former  des  groupes  qui  repré- 
senteraient les  nombres  1,2,  5,  4,  3,  G,  7,  8  et  9;  et  les  cordons  exprimaient  la  nature  des 
unité»,  (jue  ces  groupes  représentaient;  le  premier  cordon  était  celui  des  unités  simples;  le 
deuxième,  celui  des  dixaines;  le  troisième,  celui  des  centaines;  et  ainsi  de  suite. 

On  voit  que  V Abacus  figuré  n'était  autre  que  l'/l/jacM.s  ma««e/ ou /}M/y;aWe;  les  colonnes 
l'cprésentaient  les  cordons,  el  les  neuf  caractères  (ou  chiffres)  représentaient  les  neuf  collectioDs 
de  boules  que  l'on  pouvait  former  sur  chaque  cordon. 

La  transition  de  VAbanis  manuel  à  V Abacus  figuré,  était  donc  naturelle,  et  n'exigeait  aucun 
effort  de  génie;  on  ne  refuserait  pas  d'en  faire  honneur  aux  Romains,  si  Boèce  ne  l'attribuait 
à  Pythagore.  El  c'est  ce  nom  de  P\lhagore  qui  donne  lieu,  aux  yeux  de  quelques  personnes, 
à  l'objection  la  plus  forte  contre  notre  explication  du  passage  de  Boèce;  car  on  ne  veut  pas 
admettre  qu'.\rchimède  et  Apollonius  aient  eu  connaissance  de  ce  système  de  numération ,  qui 
leur  eût  donné  l'idée  de  la  valeur  de  position  des  chiffres. 

Mais  déjà  plusieurs  écrivains  ont  pensé  que  les  Grecs,  du  temps  même  de  Pythagore,  ont 
connu  la  )nac/iine  à  compter  que  nous  venons  de  décrire  sous  le  nom  d' Abacus  des  Romains; 
car  cette  machine  est  de  la  plus  haute  antiquité  chez  tous  les  peuples  '.  Or,  cette  machine, 

'  Cette  machine  est  le  suapan  des  Chinois.  Elle  était  en  usage,  non-seulement  dans  plusieurs  parties  de  i'.\sie, 
mais  dans  plusieurs  autres  eontiees  de  la  Terre,  clie^  les  Elrus(|ues,  en  Eg^jile,  au  Pérou.  Voir  le  Mémoire  de 
.M.  Alex,  de  Humboldl ,  inséré  dans  le  tome  IV  du  Journal  de  Mathématiques,  de  M.  Crelle,  pag.  205.  sous  le 
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('oiniiic  l'oliscrvc  I  illustre  IM.  tir  lliiinliolill  *.  rst  l'orHli'-i-  sur  le  |ii'iii('i|ic  de  In  valeur  tir  poHxîiim 
*l«*s  si;;nrs  rcpiTscnliilirs  des  iioiiiltrcs.  Illlr  dcv  ail  donc,  hnil  iiiissi  hicii  i|ii(-  \'  AIkicus  /iifuré , 
(lécril  pjir  lloj'i'c,  ddiiiicr  i\  Arrhimrdc  et  à  A|i()ll(iiiiii.s  l'idi-c  (/<;  (a  valeur  de  position ,  idrc,  du 
rcsic,  <|U(' ('(*s  d«Mi\  f;rnnds  liouiuics  ont  eue,  |uii.s(|u'ils  l'niil  ii|i|di(|u<'-i*,  couihk*  nous  I'iivouh 
dit,  le  prcmici'  à  ses  ot  fades  v{  le  second  à  ses  Irlniilfs. 

Pacr  «16. 

On  a  iinpi'inié,  sous  le  non»  do  Saero  Hoseo,  un  TriiiU^  d'Al(jorisnii'  inlilulé  :  Alynrismiis  tlotnini 
Jodiiiiis  (le  Skcio  Jiiisro,  iioviler  impressinn,  Vencliis,  Jliïî."),  in-i".  Col  ouvI•il^(•  n'est  pas  de 
Saeio  Hosco ,  dont  le  Trailé  d'Arilliniéli(|ue  est  écrit  en  veivs  ;  mais  il  es»!  le  même  (pie  celui  (pu* 
(llielilovéc  a  lait  imprimer  sous  le  titre  :  Opiisvulum  de  pruxi  iiumerorinn  quod  Alyorismuvi 
vaca?it. 

Ce  Traité  présente  avoe  les  autres  une  dilTércnee  légère,  mais  qui  mérite  néanmoins  d'être 
remarquée.  C'est  que  l'auteur  dit  de  placer  un  point  au-dessus  du  eliiffre  des  mille,  pour  le 
distinguer  des  autres;  puis  semhiablenient  un  point  sur  le  (piatrième  chiffre  après  celui  des 
mille;  et  ainsi  de  suite  sur  les  chiffres  pris  de  quatre  en  quatre.  Ce  sont,  comme  on  le  voit,  les 
tétrades  d'Apollonius  qui  sont  réduites,  dans  le  système  actuel ,  à  des  tranches  de  trois  chiffres, 
puisque  nous  dénommons  un  nombre  par  tranches  de  trois  chiffres  en  nous  servant  des  mots 
unités,  mille,  millions,  billions,  etc.  Au  point  on  a  substitué  des  virgules  qui  séparent  ces 
tranches  de  trois  chiffres. 

On  trouve  aussi  ces  tétrades  marquées  par  un  point  dans  le  Traité  d'Arithmétique  de  Pur- 
hach,  Algorillunus  G.  Peurhachii  in  integris ,  Viennae,  iolS,  in-4°. 

litre  :  Cher  die  bei  verschiedenen  Volkern  nhlichen  Système  von  Zahlzeichen  und  Uber  den  Ursprung  des  Stel- 
lenioerthes  in  den  indinsclien  Zalilen  :  c'osl-à-dire,  Sur  les  systèmes  de  chiffres  usités  chez  les  différents  peuples, 
et  sur  l'origine  de  la  valeur  de  position,  dans  l'Arithmétique  indienne. 

On  trouve  cette  machine,  soit  celle  des  Chinois,  soit  celle  des  Romains,  représentée  dans  plusieurs  ouvrages. 
(  Voir  Velser.  Rerum  aiigustanarum  vindelicarum  libri  octo.  Venise ,  1 593  ;  in-l'ol.,  pag.  268.  —  La  Loubère ,  Du 
royaume  de  Siam.  Paris,  1691  ;  2  vol.  iu-12.  —  Du  Molinel,  Le  cabinet  de  la  Bibliothèque  de  Sainte-Geneviève. 
Paris,  1692;in-fol.,  pag.  23.  —  Hager,  An  Explanation  of  the  elementary  Characters  of  the  Chinesse;  Londres, 
I80i;in-fol. 

'   Voir  le  Mémoire  cité,  de  M.  de  Huniboldt. 
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DEUX  PRINCIPES  GÉNÉIIAUX 


DE  LA  SClli.NCE 


LA   DUALITÉ   ET  L'HOMOGRAPHIE. 


PREMIÈRE  PAHTIE. 


printcipe:  de  dualité. 


§  I"'.  Deux  méthodes  a  suivre. 

Nous  avons  dit,  dans  notre  Cinquième  Épo(|ue,  que  le  Principe  de  Dualité, 
que  nous  énoncerons  d'une  manière  absolue  comme  une  propriété  inhé- 
rente aux  formes  de  Pétendue,  n'est  qu'une  déduction  rationnelle  d'un  seul 
théorème  de  Géométrie.  Il  paiaitrait  donc  naturel  de  commencer  par  démon- 
trer ce  théorème,  pour  en  tirer,  comme  une  simple  consé(pience,  le  principe 
en  question.  C'est  en  eflet  ce  que  l'on  peut  faire  aisément.  Mais  si,  généra- 
lement, une  déduction  d'une  vérité  fondamentale  offre  moins  de  généralilé 
(jue  cette  vérité  première,  de  telle  sorte  que  Ton  ne  puisse  passer  indiffé- 
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rommoiit  de  Tun  à  l'autre,  il  n'en  est  pas  ainsi  du  principe  de  dualité,  tel 
que  nous  allons  le  présenter.  Ce  principe  comporte  une  si  grande  généralité, 
et  il  est  d'une  manière  si  précise  l'expression  ou  la  traduction  du  théorème 
en  (piestion,  dans  toute  sa  portée,  (pie  l'on  [)eut  passer  du  principe  de 
dualité  à  ce  théorème,  avec  la  même  facilité  que  du  théorème  au  principe. 

De  là  résulte  que  l'on  peut  suivre  deux  marches  différentes,  l'une  condui- 
sant directement  au  principe,  et  l'autre  directement  au  théorème. 

Dans  la  première,  Jious  faisons  usage  de  la  Géométrie  analytique  de 
Descartes,  c'est-à-dire  de  la  doctrine  des  coordonnées;  la  seconde  se  ren- 
ferme dans  les  seules  ressources  de  la  Géométrie  pin-e  des  Anciens  qui,  de 
la  sorte,  auraient  j)u  parvenir,  avec  leurs  seules  connaissances  acquises,  au 
principe  de  dualité. 

Cette  seconde  manière  de  procéder  serait  plus  logique,  et  plus  conforme 
au  but  que  nous  nous  sommes  proposé  dans  cet  écrit  :  la  généralisation  et 
l'accroissement  des  doctrines  de  la  Géométrie;  mais,  bien  que  cette  marche 
soit  extrêmement  simple,  il  nous  faudrait  cependant  prendre  d'un  peu  haut 
diverses  considérations  géométriques  auxquelles  on  est  moins  accoutumé 
aujourd'hui  qu'à  l'emploi  des  formules  de  l'Analyse.  Pour  nous  conformer 
donc  aux  habitudes  de  la  plupart  des  Géomètres,  et  offrir  une  lecture  plus 
facile,  nous  emploierons,  |)our  le  moment,  la  méthode  analytique.  Ainsi 
nous  démontrerons  directement  le  principe  de  dualité,  et  nous  en  conclurons 
le  théoi'ènie  unique  de  Géométrie,  dont  ce  principe  n'est  que  l'expression. 

Nous  donnerons  dans  un  autre  écrit,  où  nous  présenterons  la  théorie  et 
diverses  applications  du  rapport  anharmoniqne ,  la  démonstration  directe, 
purement  géométrique  et  indépendante  de  la  doctrine  des  coordonnées,  du 
théorème  général  en  question.  Cette  démonstration,  quand  les  voies  seront 
préparées,  sera  plus  briève  et  plus  facile  que  la  marche  analytique  que  nous 
allons  employer  pour  le  moment. 
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tj  II.   iMi- iiioDi;  ANALYTiQn:.  —  Propositions  piu:fjminaihes. 

\.  TiiKOHKMF,  I.  Si  l'on  conroit  dans  l'espace  un  jtldn  niohi/r,  (/rfmnind 
dans  chacune  de  ses  positùnis  par  une  ('(/iiatio)i  rajjporfée  à  (rois  axes  coor- 
donnés quelconques  des  \,  y  cl  /.;  cl  (pic  les  paranièlrcs  de  celle  cqualion 
contiennent  y  au  prenu'cr  dcf/ré,  les  coordonnées  d'un  point  que  nous  appel- 
lerons (liivcleur  ; 

I"  Quand  ce  point  parcourra  un  plan,  le  plan  mobile  tournera  autour 
d'un  point  fixe  ; 

2"  Quand  le  point  parcourra  une  droite,  le  plan  mobile  tournera  autour 
d'une  seconde  droite  ; 

3"  Quand  le  point  parcourra  une  surface  courbe,  le  plan  mobile  roulera 
sur  une  autre  surface  courbe  ; 

Si  la  première  surface  est  du  second  degré,  la  seconde  sera  aussi  du 
second  degré; 

Et  si  la  première  surface  est  géométrique  et  du  degré  m ,  la  seconde  sur- 
face sera  aussi  géométrique ,  et  telle  que,  par  une  droite  quelconque,  on 
pourra  lui  mener  m  plans  tangents. 

En  effet  soient  x' ,  y' ,  z' ,  les  coordonnées  du  point  directeur;  l'équation 
du  plan  mobile  sera  de  la  forme 

(I) Xx' -+- y?/' H- Zz' =  U  ; 

X ,  Y,  z  et  M  étant  des  polynômes  de  la  forme  ux  -]r  by  -{-  cz  —  d,  où  les 
coordonnées  courantes  x,  y,  z  n'entrent  qu'au  premier  degré. 
Soit 

(2) La; -+- M.V -+- Kz  =  I 

l'équation  du  plan  que  parcourt  le  point  directeur;  L,  M,  N  étant  des 
constantes  :  les  coordonnées  x',  y',  z'  de  ce  point  auront  entre  elles  la 
relation 

(3) Lx'-+-M»/'-+-iNz'=I. 
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Ou  vnil  îiiscMiioiil  (juc  l(>s  \;il('urs  des  cooidoniicc»  -i,!]?  -..  lirécs  (les 
trois  ('(jualions  sui\ unies  : 

(4) X  =  LU,     Y=Mr,     X=NU, 

délcrinineiil  un  point  qui  se  trouve  sur  le  pinn  mobile,  duns  toutes  ses  posi- 
tions. Cnr  si  Ton  substitue  ces  coordonnées  dans  Téquation  (1)  du  plan 
mobile,  il  en  résubera  i'équniion  Lr'  -|-  M,y'  +  ^z'=\.,  qui  est  identique, 
puisqu'elle  n'est  autre  que  Tecpialion  de  condition  (3). 

Ainsi  le  plan  mobile,  dans  toutes  ses  positions,  passe  par  un  point  fixe, 
dont  les  coordonnées  sont  déterminées  par  Irois  ("quaiions  (4)  ;  ce  qui 
démontre  la  première  partie  du  tbéoième. 

Appelons  ce  point  ii\e  le  pôle  du  plan  (jue  le  point  directeur  a  parcouru. 

Quand  le  point  directeur  parcourt  une  droite;  que  Ton  imagine  deux  plans 
passant  par  cette  droite  :  le  point  directeur  se  mouvra  dans  ces  deux  plans 
en  même  temps  ;  le  |)laii  mobile  passera  donc  par  deux  points  fixes  qui 
seront  les  y>ô/w  de  ces  plans;  ce  plan  mobile  tournera  donc  autour  de  la 
droite  qui  joint  ces  points;  ce  qui  est  la  seconde  j)artie  du  tbéoième. 

Si  le  point  directeur  |)arcourt  une  surface  courbe  A,  le  plan  mobile  enve- 
loppera une  seconde  surface  courbe  A'. 

Supposons  la  surface  A  géométrique  et  du  degré  m  :  une  transversale 
menée  arbitrairement  la  rencontrei'a  en  m  points;  à  cbacun  de  ces  points, 
considéré  comme  point  directeur,  coirespondra  un  plan  tangent  à  la  sur- 
face A';  ces  plans  tangents,  qui  seront  en  nombre  }n ,  passeront  tous  par 
une  même  droite  (daprès  la  seconde  |)artie  du  tbéorème);  la  surface  A' 
admettra  donc  m  plans  tangents  passant  par  une  même  droite  quelconque. 

Si  la  surface  A  est  du  second  degré,  la  surface  A'  sera  donc  aussi  du 
second  degré;  ce  qui  démontre  les  deux  dernières  parties  du  théorème. 

2.  La  surface  A',  qui  est  Penveloppe  du  plan  mobile,  quand  le  point 
directeur  parcourt  la  sui'face  A,  peut  être  déterminée  d'une  seconde  manière, 
par  points,  au  moyen  du  tbéorème  suiNant: 

Théorème  il.   Quand  le  jioint  diyevteur  jxircou/l  une  surface  courbe  A, 
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la  surface  cnrrlo/f/x'  da  plan  inahllc  est  /<■  lien  f/romrfri(/nr  drs  |»ôl('.s  de  hnis 
les  j)laiis  f((n(/('nls  à  la  surface  A  ; 

Eî  le  jioial  où  le  /tlan  niohile ,  <l<uis  une  de  ses  pasitians,  (oticlie  cette 
surface  envelo/t/)e.  est  le  pùlc  <ln  plan  lant/eut  à  la  surface  A,  mené  par  le 
point  directeur  au(juel  carrespund  cetliposilian  du  plan  aaibile. 

Va\  (MVcI,  pour  ol)lem'r  le  point  on  le  plan  mobile,  dans  inie  de  ses  posi- 
tions, lonclie  sa  surface  euNcloppe  A',  on  re^^nde  ce  |)oinl  coniine  l'inter- 
section de  ce  plan  lan'^enl  et  de  deux  aiilr<'s  jdans  tan^'ents  inliiiiinent  peu 
dilTérents;  or  ces  trois  plans  corresj)ondenl  à  trois  positions  du  point  direc- 
teur, inlininienl  voisines,  c'est-à-dire  à  trois  points  d'un  élément  de  la  sur- 
face A,  lesquels  sont  sur  son  plan  tangent.  Le  point  de  contact  du  plan 
mobile  et  de  la  surface  A'  est  donc  le  pôle  de  ce  plan  tangent  à  la  sur- 
face A;  ce  qui  démontre,  en  même  temps,  les  deux  parties  du  théorème 
énoncé. 

3.  Remarque.  Ce  théorème  sera  très-utile  pour  construire,  par  points, 
la  surface  enveloppe  du  plan  mobile,  quand  le  point  directeur  parcourra  une 
surface  donnée  A. 

Car  il  sufîira  de  mener  les  plans  tangents  de  la  surface  A,  et  de  chercher 
leurs  pôles;  ce  seront  les  points  de  la  nouvelle  surface.  Or  ces  pôles  se  déter- 
minent aisément,  car  soit  Lx  -j-  M^  +  ^^  =  i  l'équation  d'un  plan  tangent 
à  la  surface  A  :  les  coordonnées  de  son  pôle  seront  données  par  les  trois 
équations  linéaires 

X=LU,    Y=MU,     Z  =  NU. 

Ce  moyen  de  construire  par  points  la  surface  enveloppe  du  plan  mobile, 
sert  aussi  pour  trouver  immédiatement  l'équation  de  cette  surface,  sans 
recourir  au  Calcul  dilïérentiel,  ordinairement  indispensable  dans  les  ques- 
tions de  surfaces  enveloppes.  ;. 

Car  le  calcul  se  réduit  à  éliminer,  entre  les  trois  équations  que  nous 
venons  d'écrire,  et  l'équation  de  la  surface  proposée  A,  les  coordon- 
nées a?',?/',  2'  appartenant  à  cette  surface;  l'équation  résultante  en  X,  Y,  Z, 
qui  sont  des  fonctions  des  coordonnées  x,  y,  z  de  la  surface  enveloppe  du 
plan  mobile,  sera  précisément  l'équation  de  cette  surface. 
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Supposons,  par  exemple,  que  le  point  directeur  parcoure  la  surface  du 
second  degré  représentée  par  ré(|uation 

Ax»  -+-  Bj/  -+-  Cz*  -t-  2  (Dx  -h  Ey  -+-  Fx)  =  K; 

Péquation  du  plan  tangent  au  point  (x',  y' ,  z')  de  cette  surface  sera 

X  (Ax'  -+-  D)  -+-  y  (By'  -+-  E)  -h  z  (Cz'  -+-  F)  =  K  —  (Dx'  -h  Ey'  -v  Fz'). 

Les  trois  équations  de  condition  ci-dessus  seront  donc 

X  [K  —  (Dx'  -f-  Ey'  4-  Fz')]  =  (Ax'  -+-  D) ,  U , 
Y  [K  —  (Dx'  -+-  Ey'  -+-  Fz')]  =  (By'  h-  E)  U, 
Z  [K  —  (Dx'  -+-  Ey'  -+-  Fz')]  =  (Cz'  -4-  F)  U. 

Il  suffit  d'éliminer  j;'_,  y' ,  z'  entre  ces  trois  équations  et  la  suivante 

Ax"  -+-  By"  -+-  Cz'*  -+-  1  (Dx'  -f-  Ey'  -+-  Fz')  =  K. 

Le  résultat 

/X^       V       Z»\  /  D*       E*       F*\        /         LD       ME       NF\» 

\A*       B*       CV  \  A        B        C/        \  A  B  C/ 

est  l'équation  de  la  surface  enveloppe.  Cette  équation  est  du  second  degré, 
puisque  X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  linéaires  des  cordonnées  courantes x^  y,z. 

4.  Théorème  IIL  Quand  le  point  directeur  se  meut  à  l'infini^  le  plan 
mobile  tourne  autour  d'un  point  fixe ,  comme  si  le  point  directeur  parcourait 
un  plan. 

En  effet,  si  le  point  directeur  est  situé  à  l'infini  sur  une  droite  ayant  pour 
équations 

X  =  az,      y  i=bz , 

on  aura 

X  =  az  ,     if  =bz  ; 

et  l'équation  (1)  du  plan  mobile,  correspondant  à  cette  position  du  point 
directeur,  deviendra 

(«X  -f-6YH-Z)z'=U. 
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Or,  :■'  csl  infini:  ccllr  ('(ni.ilioii  se  r<'(liiil  donc  ;'i 

n\    I   h\   1   z    .:  0. 

Toile  est  iVM|u;ili()n  du  |)lan  niohilc,  dans  sa  position  (-orr(\s|)ondiUil  ;ni 
point  dircclom"  silué  à  Tinlini,  snr  la  droilc  dont  nous  a\ons  |)os(''  los  ('(jua- 
tions. 

Ce  plan  passe  évideinnienl  par  le  point  dont  les  coordonnées  x,  y,  z  sont 
délei minées  par  les  trois  é(pialions 

X  =  0 ,     Y  -=  0 ,     z  =  0. 

Donc,  dans  quelque  position  que  soit  situé,  à  Pinlini,  le  point  directeur, 
le  plan  mobile  passera  par  le  point  (i\e  que  déterminent  ces  trois  équations, 
comme  si  le  point  directeur  parcourait  un  plan.  C.  Q.  F.  D. 

5.  Si  l'on  cherchait  à  déterminer  ce  plan,  il  faudrait  mettre  dans  les  trois 
équations  (4),  à  la  place  de  x,  y,  z,  leurs  valeurs  tirées  des  trois  équations 
ci-dessus;  on  aurait  ainsi  les  valeurs  des  coefficients  L,  M,  N  correspondant 
à  la  position  de  ce  plan.  Or  ces  équations  deviennent 

LU  =  0,     MU  =  0,     NU  =  0. 

U  n'est  pas  nulle,  puisque  c'est  une  fonction  de  x,  i/,  z,  qui  est  devenue  un 
nombre  par  la  substitution  des  valeurs  de  ces  coordonnées;  il  faut  donc 
qu'on  ait 

L  =  0,     M  =  0,     N  =  0; 

et  dès  lors,  l'équation  La?  -f  M^  +  N2=l  représente  un  plan  situé  à  l'infini, 
et  indéterminé  de  direction. 

Nous  pouvons  donc  énoncer,  avec  M.  Poncelet,  cette  idée  paradoxale, 
mais  d'une  justesse  mathématique  : 

L'espace  indéfini  a  pour  enveloppe  une  surface  plane.  (Traité  des  Pro- 
priétés PROJECTIVES,  p.  373.) 
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0.  Thkohkmk  IV.  (Ji((ifi(l  le  point  (lircctcnr prend  (jnafrc /tosilion.s  a,  h,c,  d, 
en  ligne  droite ,  le  plan  mobile  prend  quatre  positions  correspojidantes ,  que 
nous  désignons  par  A,  B,  C,  D; 

Ces  quatre  plans  passent  par  une  même  droite  j  et  leur  rapport  anharnw- 
nique  *  ^'5/  égal  à  celui  des  quatre  points  a,  b,  c,  cl  ;  c'est-à-dire  que  Cou  a 

sin.C,  A     sin.D,  A       ca     du 
sin.  C,  B     siii.  D,  B       ch     ilb 

En  elîot,  les  quatre  plans  A,  B,  C,  D  passent  par  une  même  droite, 
puis((ue  les  quatre  points  a,  b,  c,  d  sont  en  lii,^ne  droite;  par  conséquent,  si 
Ton  tire  une  transversale  quelconque  qui  rencontre  ces  quatre  plans  aux 
points  a,  ê,  y,  â,  on  aura 

ya    c?a       sin.C,  A    sin.  D,  A 
^  ■  ^  ""  sin.  C,  B  ■  sin.  I),  B 

Il  suflit  donc  de  prouver  que  le  premier  membre  de  cette  équation  est 
égal  au  second  membre  de  Téqualion  ci-dessus. 

Pour  cela,  soient  |,  i/,  ç,  les  coordonnées  d'un  point  fixe  K,  pris  sur  la 
droite  des  quatre  points  a,  b,  c,  d;  et  soient  ?•',  r",  r'",  r'^,  les  distances  de 
ces  quatre  points  au  point  K;  leurs  coordonnées  seront 

x'  =  ?  -+-  Ir',       j 

?/    ==  V  -+-  mr\     i  pour  le  point  a; 

z    =i:  -^  nr'  ;     ' 

t/"  =  V  H-  m?-",    [  pour  le  point  6; 


^-^  nr";    /' 


x"'=t-H  Ir'", 

y"'=  V  -I-  mr"\  \   pour  le  point  c; 


J 


y"  =  V  -+-  mr" ,   (   pour  le  point  d; 
«"=!;-+-  «/•";    ) 

Nous  avons  donné,  dans  la  Note  IX,  la  dëfinilion  du  rapport  afiharmonique^c  quatre  points, 
ou  de  quatre  plans. 
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/,  /// ,  n  ('laiil  les  (lu.iiilihs  an^Mil.iircs  (|iii  di'lcrmiiicnl   la   din'ctiori  de  la 

(Iroilo  ah. 

l/<>(|(iati()ii  (lu  plan  mobile,  dans  sa  position  A,  (:on-(>s|)ondaiil  an   point 

dirccUMir  <i ,  csi 

X;;-  -«-  Y.  -h  Zî;  —  U  -1-  (/X   »-  m\  -f-  ti'A)  r'^-  0. 

Soil  p'  la  distance  dn  point  K  an  point  on  ce  point  rencontre  la  dnnle  oh  ;  les 
coordonnées  de  ce  dernier  point  seront  de  la  forme 

a-  •^=  $  -+-  Ip', 
y  =  v  -\-  mp', 
z  =  Ç  -t-  np'  ; 

elles  doivent  satisfaire  à  réqualion  du  plan  :  les  y  mettant,  on  aura  une 
équation  qui  donnera  la  valeur  de  p'.  Cette  équation  sera  évidemment  de  la 
forme 

p-*-  Qp'-+-(R-HSp')r'  =  0; 

P,  Q,  R,  S  étant  des  fonctions  de  ç,  v,  'c,  /,  m,  n. 

Les  distances  ,o",  p'",  p^^' ,  du  point  R  aux  points  où  les  autres  plans  B,  C, 
D  rencontrent  la  droite  ab,  seront  données  par  les  équations  semblables  : 

P-4-Qp"  -t-(R  -+-Sp")r"  =0, 
P-t-Qp"'-t-(R-+-Sp"')r"'=0, 
P  -+-  (ip"  -+-  (R  -+-  Sp"  )  r"  =  0. 

De  ces  équations,  on  tire 

p"—  p  r'"—  >•'      Q  -+-  Sr" 


D'où 


p"'—p"       v"—r"    Q-hSr' 

p"  —  p          r'"  —  r'      Q  -+-  Sr" 

p.v  _  p"             ,..v  __  ^"       Q    ^   S,.' 

ri 

? 

■  —  p      p"  —  p          r'"—  r'     J"  —  r' 

p 

■'_p"-p-v_p"        ,.'"_  ,."•,..»_  r"  ' 

équation  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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7.  Ki-MAHQi  K.  L'ôcjualioii  P  +  (}rj  4-  (H  +  Sp')r'  =  0  f;nt  voir  que  :  sur 
une  (Irollc  fiiU'hdiK/uf ,  il  se  trouve  en  (jénénil  dciu:  points  qui,  rcf/nnlés 
connue  (/('uj:  positions  (lu  point  direrfeur,  donnent  deux  plans  niohiles  qui 
passent  par  ces  points  respectivement. 

En  clVel,  .si  Ton  voul  (|ii('  le  plan  A,  coiiespoudanl  au  |)()iiit  a,  passe  pai- 
ce  point,  on  aura,  dans  l'équation  ci-dessus,  p'^r',  et  elle  deviendra 

P  -.-  (Q  -t-  R)r'-»-  Sr'-=0. 

Les  deux  racines  de  celte  équation  déteimineronl,  sur  chaque  transver- 
sale, les  deux  |)oints  en  question. 

En  généi'al,  quand  le  plan  mobile  passe  par  son  point  directeur,  ce  point 
a  pour  lieu  f/êométrique  une  surface  du  second  degré. 

En  elTet,  Téquation  du  plan  mobile  est 

Xx'  H-  Yy'  -4-  Zz'  =  u. 

Si  ce  plan  passe  par  le  point  directeur,  cette  équation  sera  vérifiée  quand 
on  mettra  x',y',z'  à  la  place  de  x,  y,  z,  dans  X,  Y,  Z  et  U.  Mais  alors  on 
aura  une  équation  du  second  degré  ;  cette  équation  représentera  donc  une 
surface  du  second  degré  sur  laquelle  sera  le  point  directeur;  ce  qui  démontre 
le  théorème. 

]|  faut  observer,  cependant,  que  si  Téquation  du  plan  mobile  était  telle 
qu'en  y  faisani  x=x\  y^y' y  z  =  z',  on  la  rendît  identique,  ce  qui  est  pos- 
sible, ainsi  que  nous  le  verrons  (loo),  le  plan  mobile  passerait  constamment 
par  le  point  direcleur. 

8.  TnÉoiiKME  V.  hJtant  donnt'es  cinq  positions  du  point  directeur,  on 
pourra  prendre  arbitrairement,  dans  Cespace,  cinq  plam  qui  seront  les  cinq 
positions  du  plan  mobile,  correspondant  respectivement  à  ces  cinq  points. 

En  elTet,  soient  x' ,  y' ,  z'  les  coordonnées  d'un  des  cinq  points  donnés,  et 

Px  +  Qy  -4-  Rc  =  1 , 

réijualion  du  plan  (jui  doit  correspondre  à  ce  point. 
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('.('Ile  4M|ii;ili()n  doil  (Mrc   i(l(Mili(|ii('  m  r(>(|ii;ili()ii  ^M'iicrilc  du  pl.in  iitohilc  , 
(|U('  nous  .nous  ro|)irs(Mil(''('  par 

\x'  -f-  \y'  -f-  Zz'  ^  U. 
\,  V,  Z  ol  r  son!  (les  loiiclions  liiuNurcs  (l((  ,r,  y,  :,  de  la  forme 

X=  «X  ■+-   ()i/  -^   rz  —  (/, 
Y=  a'jc  ■+-  h'j/  -♦-  c'z  —  ((' . 
Z  =  a"x  -f  l>"ij  >-  c"z  —  d". 
U=a"'.r-+-/<"7/-»-c"'z— f/'". 

IVaprcs  cela,  réquation  ^(Miéralo  du  plan  mobile  est 

{ax   »   bij  H-  cz  —  </)  x'  -+-  (  a'x  -4-  6'//  -f-  c';:  —  r/')  y'  -1-  (a"x  -f-  6'  ^  -+-  c"z    •  r/")  c' 

=  {a"'x  -^b"'y-^c"z —  d'")  ; 
OU 

(«x'  -+-  d'y'  -♦   u"z'  —  a'")  X  -4-  [bx'  -\-  b'y'  -+-  6"r'  —  b'")  y  -t-  (ex'  4-  c'y'  -4-  c"z'  —  c")  z 

=  [dx'  ■+-  d'y'  -+-  d"z'  —  (/'"). 

Pour  que  cette  équation  soit  identique  à  l'équation  particulière  du  plan 
donné,  il  faut  qu'on  ait  les  trois  équations  de  condition 

(XX  -\-  a  y  -\-  a  z  —  o     =P  [dx  -\-  d  y  -\-  d  z  —  d    ) , 

6x'  -4-  h' y'  -H  h"z  -  h'"  =  Q  {dx'  -+-  d'y'  -+-  d"z'~d"'), 

,  ex  ->t-  c  y  -\-  c  z   —  c     =  R  [dx  -t-  d  y  -+-  d  z  —  d    ). 

Pour  chacun  des  quatre  autres  plans  donnés,  on  aura  trois  équations  de 
condition,  semblables  à  celles-ci,  el  où  enli-eront  les  coordonnées  du  point 
auquel  correspond  ce  plan.  On  aura  donc  en  tout  quinze  équations  de  condi- 
tion, qui  serviront  à  déterminer  quinze  des  seize  coefïicients  r/,  b,  c,  cl,  a',  etc.; 
et  comme  ces  coefficients  n'entrent  qu'au  premier  degré  dans  ces  quinze 
équations,  leurs  valeurs  seront  toujours  réelles,  et  s'obtiendront  facilement. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

On  voit  par  la  forme  des  quinze  équations,  qui  n'oni  pas  de  leinies  connus, 
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(|iio  lo  seizième  cncnicieiil  re.sleni  indéicnniné.  (]ar  on  pciil  di\iser  ces 
(|iiiii/('  (''(|ii;ili()iis  |>;ir  l'iii»  dos  seize  coelïicieiits. 

î).  Le  iheoièiiic  1  ((tiiduil  ;'i  une  proposition  de  Céoniétric  analytique 
dont  nous  aurons  occasion  de  faire  usa^re  (^  XVII);  I(î  voici  : 

Quand  /es  roefflrionts  de  (rois  roon/oiinccs ,  dans  /'('//Kafion  d'un  jdan 
naihi/c,  sont  rariahlcs  cl  ont  entre  eux  une  relation  du  premier  deyré,  ce 
plan  passe  constamment  par  nu  point  fixe  : 

Si  ces  coefficients  ont  entre  eux  u)ie  relation  du  second  degré,  le  plan 
enveloppe  une  surface  du  second  degré  ; 

Et,  en  général,  si  ces  coefficients  ont  entre  eux  une  relation  du  degré  m, 
le  plan  enveloppe  une  surface  géoméfrirpie,  à  laquelle  on  peut  mener  m  plans 
tangents  par  une  même  droite. 

En  etTel,  soient  x',  i/',  z'  les  trois  coeHicienls  de  Téquation  du  plan  mo- 
bile; cette  équation  sera 

x'x  -+-  ij'ij  ■+-  z'z  :=  k  ; 

chaque  système  de  valeur  de  x',  )/',  z'  déterminera  un  plan. 

Mais  on  peut  regarder  ces  trois  variables  comme  les  coordonnées  d'un 
point,  et  la  relation  donnée  entre  elles  représentera  une  surface,  lieu  géomé- 
trique de  ce  point  ;  le  théorème  énoncé  est  donc  une  conséquence  du 
théorème  I. 

§  m.  Démonstration  du  principe  de  dualité. 

10.  Nous  diviserons  ce  principe  en  deux  parties,  dont  la  première  est 
l'elative  à  la  corrélation  des  relaiions  descriptives  des  figures;  et  la  seconde, 
à  la  corrélation  de  leurs  relations  de  grandeur  ou  métriques. 

Première  partie.  Lorsqu'une  figure  de  forme  qvelconque  est  donnée,  on 
peut  toujours  former,  d'une  infinité  de  manières,  une  autre  figure,  dans 
laquelle  les  points,  les  plans,  les  droites,  correspondront  respectivement  à 
des  plans,  à  des  points,  à  des  droites  de  la  première  figure  ; 

Les  points  situés  sur  un  même  plan ,  dans  l'une  des  deux  figures ,  auront 
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jnmr  rorrrspoiidanls  des  plans  jxis.sdiif  (ohs  jxir  le  jkhiiI  (jiu  ( onfspmnl  ù 
ce  filan  ; 

Les  points  sitiic'i  sur  une  ))unnc  droite,  dans  l'inic  des  (/t'ii.r  fif/nrrs, 
auront  /loiir  correspondants ,  dans  l'aatrc  /if/nrc,  des  plans  pttssant  p(tr  la 
droite  (pii  correspond  à  la  première  ; 

Les  points  situés  sur  une  surface  courbe,  dans  la  première  fifjure , 
auront  pour  correspondants ,  dans  la  seconde,  des  plans  tangents  a  une 
autre  surface  courbe:  et  les  plans  tanf/ents  à  la  première  surface ,  en  ces 
points  ,  auront  pour  correspondants  précisément  les  points  de  contact  des 
plans  tanf/ents  à  la  seconde  surface; 

EnliUy  tous  les  points  situés  à  l'infini,  (onsidérés  comme  ap]}artenant  à 
la  première  fiyure,  seront  rcf/ardés  conone  situés  sur  un  même  j)lan ,  et  tous 
les  plans  qui  leur  correspondront  passeront  par  un  même  point ^  qui  corres- 
pond à  ce  plan  situé  à  l'infini. 

Ce  sont  ces  deux  ligures  que  nous  appellerons  corrélatives. 

Ce  principe  résulte  évidemment  des  théorèmes  I,  Il  et  III.  Car  on  for- 
mera la  seconde  liguie,  en  faisant  mouvoir  un  plan  dont  Féquation  con- 
tienne, au  premier  degré,  les  coordoimées  d'un  point  mobile  aucpiel  on  fera 
parcourir  toutes  les  parties  de  la  première  ligure.  La  seconde  figure  sera 
l'enveloppe  du  plan  mobile. 

11.  Il  est  clair  que  des  droites  situées  dans  un  même  plan  auront  pour 
correspondantes,  dans  la  seconde  figure,  des  droites  qui  passeront  toutes 
par  un  même  point;  ce  point  correspond  au  plan  des  premières  droites. 

Par  conséquent,  des  droites  situées  à  Tinfini  auront,  pour  correspondantes, 
des  droites  passant  toutes  par  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond  à 
l'infini  de  la  première. 

Pareillement  des  droites  passant  toutes  par  un  même  point,  dans  la  pre- 
mière figure,  donneront  lieu  à  des  droites  situées  toutes  dans  le  plan  corres- 
pondant à  ce  point. 

Par  conséquent,  des  droites  parallèles  entre  elles  donneront  lieu  à  des 
droites  situées  toutes  dans  un  même  plan  passant  par  le  point  de  la  seconde 
figure  qui  correspond  à  l'infini  de  la  première. 
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Dos  plniis  parallèles  ciilrc  eux  (Ioiiik'ioiiI  li(ui,  (iaiis  la  sccoiidc  lijrurc,  à 
des  points  situés  siii-  une  nièiuo  droite  passant  par  le  point  qui  correspond, 
dans  celte  seconde  li^^uie,  à  Tinfini  de  la  j)rernière.  Car  les  plans  parallèles 
entre  eux  seront  considérés  comme  passant  [)ar  une  même  droite  située  à 
Tinlini. 

Enfin  des  plans  parallèles  à  une  même  droite  donneront  lieu  à  des  points 
situés  tous  sur  un  même  plan  |)assant  pai-  le  point  qui  correspond  à 
Tinlini. 

1  2.  Seconde  pah iie.  Dam  deux  fiyurcH  corrélatives ,  à  (/natre  points  de 
la  première,  situés  en  ligne  droite,  correspondent,  dans  la  seconde,  quatre 
plans  passant  par  une  même  droite ,  et  dont  le  rapport  an  harmonique  est 
égal  au  rapport  anliarmonique  des  quatre  points  ; 

Et,  à  quatre  plans  de  la  première  figure ,  passant  par  une  même  droite, 
correspondent,  dans  la  seconde  figure ,  quatre  points  situés  en  ligne  droite, 
dont  le  rapport  anliarmonique  est  égal  au  rapport  anliarmonique  des  quatre 
plans. 

Ainsi  soient  a,  b,  c,  d  quatre  points  de  Tune  des  deux  figures,  situés  en 
ligne  droite,  et  A,  B,  C,  D  les  quatre  plans  correspondants,  dans  l'autre 
figure  :  on  aura  toujours 

,..  sin.  c,  A    sin.  D,  A        ca    da 

sin.C,  B  ■  sin.  D,  R  ~  rh  '  ~dï)  ' 

Cela  résulte  du  théorème  IV. 

Si  Ton  tire  arbitrairement  une  transversale,  qui  rencontre  les  quatre  plans 
A,  B,  C,  D  aux  points  «,  c,  y,  S,  on  aura 

,^x  ya.     oa        fa     da 

vê  '  oê        cl)  '  db 

Car  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  au  premier  membre  de 
féquation  du  théorème. 

13.   Si  le  point  d  est  silué  a  f infini,  le  plan  D  passera  par  le  point  qui 
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(orrospoml ,  dans  la  sci'Oiulc  li^^mc,  à  riiiiiiii  de  la  incniicrr;;  le;  rapport -J-^" 
sera  éjçal  A  runilô,  ol  ios  (I(mi\  ('(pialions  ci-dessus  so  réduiront  à 

siei.  C,  A    sin.  I),  A        ca 
siii.  C,B    sin.  I),  15        <h 

ya.     âa.         ca 

yf,  ■  J6        cl) 

Ajoutons  (juo  si  le  point  do  la  seconde  figure,  (pn*  correspond  à  rinfini 
de  la  première,  est  lui-inènie  à  Pinlini,  tous  les  plans  (pii  répondront,  dans 
la  seconde  (igure,  aux  points  à  Tinlini  de  I;i  première,  seront  parallèles  à  une 
même  droite. 

Si  donc  Ton  prend  pour  transversale  une  parallèle  à  cette  droite,  le  point  ^ 
sera  à  l'infini,  et  la  seconde  des  deux  équations  précédentes  se  simplifiera 
encore;  elle  deviendra. 

yot.       ca 
yê  ~  cb 

Ainsi,  une  partie  des  relations  métriques  des  deux  figures  pourront  être 
exprimées  par  des  équations  de  cette  forme. 

14.  L'équation  (1)  exprime  la  propriété  la  plus  importante  des  figures 
corrélatives.  On  peut  dire  qu'elle  est  le  fondement  de  toute  cette  théorie.  Car 
c'est  sur  cette  relation  si  simple  que  reposent  la  construction  des  figures  cor- 
rélatives les  plus  générales,  et  la  plupart  des  applications  du  principe  de 
dualité. 

C'est,  le  plus  généralement,  sous  sa  forme  même,  ou  sous  celle  de 
l'équation  (2),  que  nous  appliquerons  celte  relation.  Mais  cependant  elle 
est  susceptible  d'une  autre  expression ,  qui  simplifiera  extrêmement  les 
transformations,  dans  certains  cas,  et  que  nous  allons,  tout  de  suite,  faire 
connaîlre. 

Écrivons  l'équation  (4)  de  cette  manière  : 

sin.  c,  A    ca       sin.  D,A    da 
sin.  C,B  ■  c6  ~  sin.  D,  B  *  dû 
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A  un  ciiKiuiènic  plan  F  do  la  prciiiiôré  fii;iire,  passant  par  la  même  droite 
(pic  los  (jiialrc  proniicrs,  corrosjxindra  un  ciinjuicine  j)oinl  t  de  la  seconde 
fi^Mwc,  situé  sui'  la  nnuie  dioite  que  les  quatre  premicis;  et  Ton  aura 
IVq  nation 

sin.  E,  A     en        sin.  I),  A    (la 
sTn.  Ë,  B  '  Th  ~~  sin.  D,  B  '  (/t 

Donc,  en  général,  (piel  (juc  soit  un  j)lan  C  mené  dans  la  première  figure, 
par  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  fixes  A,  B  de  cette  figure,  il  lui 
correspondra  un  point  c  de  la  seconde  figure,  situé  sur  la  droite  qui  joint 
les  deux  points  fixes,  «,  b  qui  correspondent  aux  plans  A,  B;  et  Ton  a,  entre 
ce  plan  C  et  ce  point  c,  la  relation 

sin.  C,  A    ca 

:  —  =  const. 

sin.C,  B     cb 

Maintenant,  concevons  dans  le  plan  C  un  point  quelconque  m\  le  rap- 
port J^j-pc^g  sera  égal  au  rapport  des  distances  de  ce  point  aux  deux  plans 
A,  B.""' 

Au  point  m  correspond,  dans  la  seconde  figure,  un  plan  M  qui  passe 
par  le  point  c,  puisque  le  point  m  est  pris  dans  le  plan  C.  Le  rapport  ~ 
est  égal  au  rapport  des  perpendiculaires  abaissées,  des  deux  points  «,  ft,  sur 
le  plan  M.  Xotre  équation  exprime  donc  que  le  rapport  des  distances  du 
point  m  de  la  première  figure,  aux  deux  plans  fixes,  est  au  rapport 
des  distances  du  plan  M  de  la  seconde  figure  aux  deux  points  a,h^  dans 
une  raison  constante,  quels  que  soient  le  point  m  et  le  plan  M  qui  lui  cor- 
respond. 

1o.  Ainsi  nous  pouvons  énoncer  comme  principe  des  relations  mé- 
triques des  figures  corrélatives,  ce  théorème,  qui  est  une  autre  expression 
de  la  seconde  partie  du  principe  de  dualité  : 

Dans  deux  fif/iwes  corrélatives ,  le  rapport  des  distances  d'un  point  quel- 
conque de  la  première  figure^  à  deux  plans  fixes  de  cette  figure,  est  au  rap- 
port des  distances  du  plan  qui  correspond  à  ce  point  dans  la  seconde 
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fiffurr,  aux  deux  points  (/ni  ronrs/HnK/rnf  iiH.r  (leur  plans  de  In  /trcniirrr, 
(/ans  nnv  raison  ('(tnstantr ,  tpicl  tpir  sait  le  point  pris  dans  In  jjrrntirrc 
fif/nrc. 

Ni.  Mxanniions  le  vus  on  riiii  des  deux  plans  \\\os  (h'  l.i  itrcmirrc 
ligure  est  ù  riiiliui.  Soil  l<*  |)l;m  \\  siiiu'  à  l'inlini.  Il  nnns  f.indra  alors  nous 
servir  de  iVHjnalioi)  (2),  (|iii  devicnl 


ya 

^a 

ca 

7b' 

(Ih  ' 

eu 
ya  :  —  = 
cb 

=  rJV. 

(lu 
'  (Ib 

yc 

eu 

-  coMsI.  ; 

OU 

ou 

y«  : 
cb 

quel  que  soil  ^  dans  la  première  ligure,  le  plan  C  mené  parallèlement  au 
plan  A. 

Or,  ya  est  proportionnel  à  la  perpendiculaii'e  abaissée  d'un  point  m  du 
plan  C  sur  le  plan  A;  H  est  égal  au  rapport  des  distances  du  plan  31,  qui 
correspond  au  point  m,  aux  deux  points  a,  c  :  l'équation  exprime  donc  ce 
théorème  : 

Dans  deux  figures  corrélatives,  la  distance  d'un  point  (pielconque  de  la 
première  figure,  à  un  plan  fixe  de  cette  figure,  est  au  rapport  des  distances 
du  plan  qui  correspond  à  ce  point  dans  la  seconde  figure,  au  point  qui  cor- 
respond à  ce  plan  fixe,  et  au  point  qui  correspond  à  l'infini  de  la  première 
figure,  dans  une  raiso}i  constante,  quel  que  soit  le  point  pris  dans  la  pre- 
mière figure. 

Ce  théorème  et  le  précédent  seront  d'une  application  spontanée  dans 
beaucoup  de  cas  de  la  transformation  des  figures. 
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§  IV.   Applications  du  principe  de  dualité  aux  propriétés  descriptives 

DES  FIGURES. 

17.  Pour  appliquer  le  principe  de  dualité,  on  devra  d^abord  concevoir 
la  forme  et  la  description  de  la  figure  corrélative  de  la  figure  proposée;  ce 
qui  se  fera  rapidement  et  sans  difficulté,  au  moyen  de  la  première  partie 
du  principe. 

Par  exemple,  que  la  figure  proj)osée  soit  une  courbe  à  double  courbure; 
ù  chacun  de  ses  points  correspondra  un  plan  dans  la  figure  corrélative;  et 
celte  figure  sera  une  surface  développable,  enveloppe  de  tous  ces  plans. 
Chaque  langente  à  la  courbe  étant  considérée  comme  le  prolongement  de  la 
corde  qui  joint  deux  points  infiniment  voisins;  à  cette  tangente  corres- 
pondra une  droite  qui  sera  l'intersection  de  deux  plans  tangents  à  la  déve- 
loppable, infiniment  voisins,  c'est-à-dire  une  arête  ou  caractéristique  de 
cette  surface.  A  un  plan  mené  par  une  tangente  à  la  courbe,  correspondra 
un  point  de  la  caractéristique,  correspondant  à  cette  tangente.  Le  plan 
osculateur,  en  un  point  de  la  courbe  proposée,  passe  par  deux  tangentes 
infiniment  voisines;  le  point  qui  lui  correspondra  sur  la  développable  sera 
donc  rinicrsection  de  deux  caractéristiques  consécutives;  ce  sera  donc  un 
point  de  Taréte  de  rebroussement  de  la  surface. 

Ainsi  Ton  voit  que  la  forme  générale  de  la  figure  corrélative  d'une  courbe 
à  double  courbure  est  parfaitement  déterminée. 

Réciproquement,  à  une  surface  développable  proposée,  correspondra, 
dans  la  figure  corrélative,  une  courbe  à  double  courbure. 

18.  Que  la  figure  proposée  soit  une  surface  courbe,  coupée  par  un  plan; 
à  cette  surface  correspondra,  dans  la  figure  corrélative,  une  seconde  surface 
courbe;  aux  points  d'intersection  par  le  plan  correspondront  des  plans 
tangents  à  la  seconde  surface;  et  tous  ces  points  étant  dans  un  plan,  tous 
ces  plans  tangents  passeront  par  un  même  point,  qui  correspondra  à  ce 
plan;  ces  plans  formeront  donc  un  cône.  Ainsi  Ton  aura,  pour  figure  corré- 
lative, une  surface  courbe  inscrite  à  un  cône. 


MliiMOlKi:  1)1.  CIlOiMKTKIi:.  593 

lîl.  Si  (lou.r  sur /arcs  ont  un  /Kn'nt  (la  conldct  ^  les  dni.r  sur/arcs  rorré- 
Idfircs  (uironl  aussi  un  /xtinf  de  <(ni/(t<f.  i.M  nu  point  de  coiiLicl  des  deux 
prciuioi'cs,  el  à  IcMir  pl:in  (;ii)<;(MiI  ('oiiiiikiii  en  ce  point,  correspondront  lui 
plan  langent  coinnuni  an\  (\('u\  antres  snrf'aces,  ci  ini  poini  (pii  sera,  sur 
eos  doux  surfaces,  Icni'  point  de  conlacl  conininn  avec  ce  plan  (Théo- 
rème 11). 

IVaprès  cola,  si  doux  surfaces  sont  circonscrites  rune  à  Pantre  suivant 
une  coui'he,  les  deux  surfaces  corri'lalives  seront  aussi  circonscrites  Pinie  à 
Tautre;  et  les  plans  tanii(Mits  à  ces  suifaces ,  nienc's  par  les  points  de  leur 
courbe  de  contact,  lornioronl  une  dé\oloppable  correspondant  à  la  ligne  do 
contact  des  deux  premières  surfaces. 

20.  Si  deux  courbes  ont  un  contact  de  Tordre  n  en  i\n  point,  c'est-à-dire 
ont  H  éléments  consécutifs  communs,  les  deux  développables,  corrélatives  de 
ces  courbes,  auront  n  caractéristiques  consécutives  communes;  conséquem- 
nient  tout  plan  les  coupera  suivant  doux  courbes  qui  auront  un  contact  de 
Tordre  n;  ces  deux  surfaces  auront  donc  un  contact  de  Tordre  n,  suivant 
une  caractéristique  commune. 

21.  D'après  cela,  soient  deux  surfaces  ayant  un  contact  du  premier  ordre 
suivant  toute  Tétendue  d'une  courbe;  coupons-les  par  un  plan  tangent  à 
cette  courbe  :  on  sait  que  les  deux  sections  auront  un  contact  du  troisième 
ordre;  formons  la  figure  corrélative,  nous  en  conclurons  aisément  que: 

Quaiid  deux  surfaces  ont  un  contact  du  premier  ordre  suivant  une  courbe, 
si  l'on  conçoit  la  développable  qui  leur  sera  circonscrite  suivant  cette  courbe, 
et  que  l'on  regarde  un  point  d'une  caractéristique  de  cette  développable 
comme  le  sommet  commun  de  deux  cônes  circonscrits  aux  deux  surfaces, 
ces  deux  cônes  auront  un  contact  du  troisième  ordre  suivant  cette  droite. 

22.  Si  le  plan  sécant,  au  lieu  d'être  simplement  tangent  à  la  courbe  de 
contact  des  deux  premières  surfaces,  était  un  plan  osculateur  de  cette 
courbe,  les  deux  courbes  d'intersection  des  surfaces  par  ce  plan  auraient, 
comme  Ton  sait,  un  contact  du  cinquième  ordre  (^Développements  de  Géo- 
métrie de  M.  Ch.  Dupin,  p.  230);  on  en  conclut  que  : 

Quand  deux  surfaces  ont  un  contact  du  premier  ordre  suivant  une  courbe, 
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.s7  l'on  conroil  la  (U'vclojjjjahle  cirtvn.scrile  à  ces  aur/acc.'i  .suiuanl  cette  courbe, 
et  (fuc  l'on  rrfjardr  un  /mint  de  l'nrrfr  de  rrhroiissonrnl  de  ccllp  développahle 
comme  le  sonunef  connnnn  de  den.i:  cônes  circonscrits  aux  deux  surfaces, 
ces  deux  cônes  auront  un  contact  du  cinf/uii'me  ordre  suivant  leur  arête 
rom)nune.  (jui  sera  la  ca)'actc'risti(/ue  de  la  décelo/jjndjte,  sur  laquelle  est 
pris  leur  sommet  commun. 

On  \oil  comment  les  théorèmes  généraux  sur  les  contacts  des  surlaces, 
démontrés  par  M.  Ch.  Dupin  dans  ses  Développements  de  Géométrie,  doimc- 
ront  lieu  à  d'autres  théorèmes  aussi  généraux,  qui  seront  leurs  corrélatifs. 

23.  Soit  ce  beau  théorème  de  31.  Monge  :  «  Si,  par  tous  les  points  d'une 
»  surface  courbe,  on  conçoit  des  droites  menées  dans  l'espace  suivant  une 
»  loi  (pielconque,  et  que  Ton  considère  l'une  de  ces  droites;  de  toutes  celles 
•)  qui  lui  sont  infiniment  voisines,  il  ny  en  a  généralement  que  deux  qui 
»  la  rencontrent.  »  (Voir  le  Mémoire  sur  les  déblais  et  remblais,  de  Monge, 
inséré  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  Paris,  année  1781,  et  la  Corres- 
pondance polijtechnic/ue,  t.  111,  p.  152.) 

Formant  la  figure  corrélative,  on  aura  une  seconde  surface  courbe,  dont 
les  plans  tangents  correspondront  aux  points  de  la  première.  Les  droites 
menées  par  ses  points,  auront  pour  correspondantes  des  droites  menées  par 
les  plans  tangents  de  la  seconde  surface,  suivant  une  certaine  loi.  Or,  quand 
deux  droites  se  rencontrent,  leurs  corrélatives  se  rencontrent  aussi;  on  con- 
clut donc,  du  théorème  énoncé,  le  suivant  : 

Si,  dans  tous  les  plans  tangents  d'une  surface  courbe,  on  conçoit  des 
droites  menées  suivant  une  certaine  loi,  et  que  l'on  considère  une  de  ces 
droites;  de  toutes  celles  qui  lui  sont  infiniment  voisines,  c'est-à-dire  qui 
sont  situées  dans  les  plans  tangents  i}ifiniment  voisins  de  celui  oii  se  trouve 
la  première  droite,  il  n'y  en  aura  généralement  que  deux  qui  la  rencon- 
treront. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  projette  une  droite  fixe  sur  tous  les  plans 
tangents  d'une  surface  courbe  quelconque,  et  que  l'on  considère  l'une  de  ses 
projections;  de  toutes  les  projections  infiniment  voisines  de  celle-là,  il  n'y 
en  aura  généralement  que  deux  qui  la  rencontreront. 
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2-1.  Le  lli(''()irm<*  jj;(''n(''rjil  (|ii('  nous  vouons  de  (h'din'ic  de  coliii  de  Moii^^e, 
connnc  son  (-onclolir,  |iou\;iil  s\mi  (-oik-Iuic  dircclcincnl ,  coniinc  nV'l.inl  <-iu 
fond  (|ii('  ce  llicoiônic  niônic,  inc^cnlc  sons  nnc  îhiIic  l'oinic.  (iar  (onics  los 
droilos  conijjrises  dans  les  phins  lan^^cnls  à  la  snrl'atc  \oiil  rcnconlici-  nn 
plan  lixe,  nionc'  arhilraiinnonl,  en  ses  dilTônMits  points;  on  pcnl  donc  les 
l'onsidôirr  conuno  issncs  de  ces  poinis,  sni\anl  nne  ceilainc  loi  delerniinee; 
dès  lois  chacnne  (Pelles  doit  être  renconirée  par  deux  de  celles  (jui  en  sont 
infiniment  voisines. 

Il  ai'i'ive  ainsi  (pielcpidois  (pun»  théorème  a  pour  conélalir  ce  llièoième 
lui-même,  présenté  sous  le  même  énoncé  ou  sous  un  énoncé  diriérenl.  .Mais 
ce  sont  là  des  exceptions  :  généralement,  deux  théorèmes  corrélatifs  sont 
essentiellement  dilTérenls. 


§  V.  Applications  du  principe  de  dualipé  aux  propriétés  métriques 

DES  FIGURES. 

2o.  Ce  qui  précède  suiïit  pour  montrer  comment  on  établira  toujours 
la  corrélation  de  formes  et  de  description  des  figures.  Nous  pouvons  donc, 
sans  entrer  dans  de  plus  longs  développements,  nous  occuper  de  la  corréla- 
tion de  leurs  relations  de  grandeur;  ce  qui  est  la  partie  la  plus  importante 
du  principe  de  dualité,  parce  qu'on  a  presque  toujours  de  telles  relations  à 
considérer  dans  les  recherches  des  propriétés  de  Tétendue. 

C'est  au  moyen  de  la  seconde  partie  du  principe  qu'on  établira  la  corré- 
lation des  relations  métriques  des  figures. 

Supposons  qu'on  ail  une  relation  entre  les  distances  de  plusieurs  points 
d'une  figure;  on  formera,  relativement  à  ces  poinis  et  aux  plans  qui  leur 
correspondront  dans  la  figure  corrélative,  autant  d'équations  semblables  à 
celle  du  principe  (i2),  que  la  question  en  comportera;  et,  au  nioyen  de  ces 
équations,  on  cherchera  à  éliminer,  de  la  relation  donnée,  les  distances  des 
points  de  la  première  figure;  il  restera  une  relation  entre  les  sinus  des  angles 
des  plans  correspondants  de  la  seconde  figure  ;  ou  bien  entre  les  segments 
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que  ces  plans  feront  sur  certaines  transversales  :  ce  sera  la  relation  corréla- 
tive cherchée. 

Il  lie  liiul  pns  peidre  de  vue  que,  (piaiid  des  |)oinls  de  la  piemiére  figure 
seront  situés  à  riidiiii,  les  écpiations  se  si[n|)li(i(Tonl  l)eaucoup  (13). 

Divers  exemples  >onl  faiie  coniprendie  parfaitement  Tusage  de  cette  mé- 
thode. 

^  VI.     Sun   LES    PÔLES   ET    LES    PLANS    POLAIRES   DES   SURFACES 

DU    SECOND   DEGRÉ. 

26.  Soit  une  surface  du  second  degré;  si  on  lui  mène  deux  plans  tan- 
gents parallèles  entre  eux,  la  droite  qui  joindra  les  deux  points  de  contact  a, 
b  passera  par  le  centre  o  de  la  surface;  et  Ton  aura 

oa  =  06. 

Faisons  la  figure  corrélative  :  nous  aurons  une  seconde  surface  du  second 
degré,  un  point  fixe  «correspondant  à  Pinfini  (10),  une  droite  menée  par 
ce  point,  correspondant  à  la  droite  d'intersection,  située  à  Tinfini,  des  deux 
plans  tangents;  les  deux  points  où  cette  droite  percera  la  surface  correspon- 
dront à  ces  deux  plans  tangents;  et  les  plans  A,  B,  tangents  en  ces  points, 
correspondront  aux  deux  points  a,  h;  donc  leur  intersection  correspondra 
à  la  droite  ab,  et  sera  par  conséquent  dans  un  plan  fixe  0,  correspondant 
au  centre  0  de  la  première  surface.  Soit  I  le  plan  mené  par  cette  droite  et 
par  le  point  /  :  il  correspondra  au  point  à  l'infini  sur  la  droite  ab.  On  aura 
donc 

sin.O,  A    sin.I,  A        oa 
siii.  0.  B    sin.  I.  B        oh 

Soient  «,  ^,  w  les  points  où  une  transversale,  menée  par  le  point  /,  perce 
les  plans  A,  B,  0;  on  aura,  d'après  cette  équation, 


i\ii<:>i(Hi{i:  i)i:  (;i:()>ii:ti{|Iv  ^\n 

Ou  coiiciiil  do  \À  (|iio  : 

Si,  (difoiir  (l'un  jkïIhI  fi.rv  jn'is  <(rhilraircnirnf,  on  fait  ttmrncr  une  tnins- 
rcrsdtc  (jid  rcnconlrc  nnr  siir/acc  du  second  drf/n',  /es  plans  fanffrnfs  à  l<i 
surfurc,  uH.r  dciw  points  de  rencontre,  se  couperont  sur  un  plan  /ire;  et  la 
transrers(i/e  percera  ce  plan  au  point  conjufjué  /iarnioni(pie  du  point  fixe , 
par  ra/)/}ort  aux  deux  points  de  la  surface. 

r/es(  la  propriôlô  foiulaïucnlalo  dos  /tôles  o\  dos  phnis  /mtaires  dans  les 
smfaoos  du  soooiid  do^ré. 

27.  Nous  pouvons  donc  diro  que  :  (piand  on  fait  la  f'f/ure  corrélative 
d'une  surface  du  second  de(/ré ,  on  a  une  seconde  surface  du  second  def/ ré 
dans  la(/uelle  le  plan  (pii  correspond  au  centre  de  la  première  a  pour  pôle, 
pris  par  rapport  à  cette  seconde  surface ,  le  point  qui  correspond  à  l'infini 
de  la  première  figure. 

28.  La  dioile  d'intersection  de  deux  plans  tangents  à  une  surface  du 
second  degré  s'ap()eile  la  polaire  de  la  corde  qui  joint  les  deux  points  de 
contact  de  ces  plans.  Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  prouve 
donc  que  :  toutes  les  droites  qui  passent  par  un  même  point  ont  leurs 
polaires  situées  dans  un  même  plan;  et  réciproquement. 

ÎVous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la  théorie  des  pôles  et  des 
plans  polaires,  qui  est  parfaitement  connue. 


§  VII.   Généralisation  du  théorème  sur  la  proportionnalité  des  rayons 

HOMOLOGUES   DANS  DEUX    FIGURES   HOMOTHÉTIQUES  *.  CONSTRUCTION  NOU- 
VELLE DES  BAS-RELIEFS. 

29.  Soient  deux  tétraèdres  abcd,  a'  b,  c'  d'  semblables  et  semblablement 
placés;  c'est-à-dire  ayant  leurs  faces  respectivement  parallèles.  On  sait  que 
les  quatre  droites  qui  joignent  un  à  un  leurs  sommets  homologues  concou- 

*  Nous  avons  appelé  ainsi  deux  figures  semblables  entre  elles  et  semblablement  placées. 
(Voir  Annales  de  Malhèmulupies,  t.  XVIII,  p.  280.)  Depuis,  plusieurs  Géomètres  ont  employé 
celle  expression  abréviative,  dont  nous  continuerons  dès  lors  à  faire  usage. 
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leiil  en  un  même  point  u;  et  que  le  raj)|)ort  des  distances  de  ce  point  à  deux 
sommets  homologues  est  constant;  c'est-à-dire  qu'on  a 

...  tm        uh 

(') — 7  =  -77  =  eic. 

ua        ub 

Faisons  la  figure  corrélative  :  nous  aurons  deux  tétraèdres,  dont  les  som- 
mets correspondront  respectivement  aux  faces  des  tétraèdres  proposés;  ces 
sommets  seront  donc,  deux  à  deux,  sur  (piatro  droites  (jui  passeront  par 
un  même  point  /  correspondant  à  Tinfini  (li).  Les  faces  A,  B...  de  ces  deux 
tétraèdres  correspondront  aux  sommets  a,  b...  des  premiers;  elles  se  cou- 
peront donc,  deux  à  deux,  suivant  quatre  droites  qui  seront  dans  un  même 
plan  U,  correspondant  au  point  u  (10).  Que,  par  la  droite  d'intersection 
des  deux  faces  A,  A',  on  mène  un  plan  I  passant  par  le  point  i  :  il  corres- 
pondra au  point  situé  à  l'infini  sur  la  droite  aa';  on  aura  donc 

sin.  U,  A      sin.  I,A         ua 

sin.  U,  A'     sin.  I,A'       na' ' 

ou,  en  appelant  a,  «',  /.  les  points  où  une  transversale,  menée  par  le  point  /, 
rencontre  les  trois  plans  A,  A',  U  : 

/a.     ix        ua 

1%     la'        ua 

Soient  pareillement  g,  g',  ^u  les  points  où  une  transversale,  menée  par  le 
point  i,  rencontre  les  plans  B,  B'  et  U  ;  on  aura 

f*6     i6        ub 

p6'    ib'       ub' 

Donc,  en  vertu  de  l'équation  (1), 

ia.      Xa.  tê       pS 

la.       /%  j5       U.Z 


\Ai»  scj^menls  >«,  aX'  sont  pro|)()rti()iiiH'ls  nux  (lislancos  dos  dnix  points  «,  «' 
au  plan  l';  parcillcincMil  /i6,  v6'  sont  pi-oporlioniicis  aux  dislanccs  des  deux 
points  €,ê'  à  ce  plan.  On  coiiclnl  donc  do  là  lo  lliôorônio  sui>aiil  : 

(Ju((ii(l  deux  Ivinu'dros  ont  leurs  somhicls  nitncs,  deux  à  deux,  sur  (juufrf 
droites  courouraut  en  un  mente  point  i  : 

1"  Leurs  faces  se  cnupenl  deux  à  deux  suivant  quatre  droites  <fui  sont 
comprises  dans  un  même  plan  V  ; 

2"  Le  rapport  des  distances  du  point  i,  à  deux  sommets  homo/of/ues  des 
deux  tétraèdres,  est  au  rapport  des  distances  de  ces  points  au  j)lan  V ,  dans 
une  raison  constante,  quels  que  soient  ces  deux  sonnnets  homologues. 

30.  La  première  partie  seule  de  ce  théorème  était  connue;  elle  est  la 
base  de  la  construction  géométrique  des  (igures  Iwmoloyiques  dans  Tes- 
pace,  de  M.  Poncelet.  (Voir  Traité  des  Propriétés  projectives,  supplément, 
p.  374.) 

La  seconde  partie,  qui  est  une  généralisation  de  la  proportionnalité  des 
rayons  homologues,  dans  deux  figures  semblables  et  semblablement  placées, 
peut  devenir  très-utile  en  Géométrie.  Elle  complète  la  théorie  des  figures 
homologiques,  et  servira  pour  les  construire  par  de  simples  calculs  numéri- 
ques; car  on  cherche  ainsi,  le  plus  souvent,  dans  la  pratique,  à  remplacer 
les  opérations  graphiques  par  des  opérations  numériques. 

Soient  «,  a'  deux  points  correspondants  quelconques,  dans  deux  figures 
homologiques;  i,  le  centre  d'homologie,  et  A  le  point  où  la  droite  ixx  ren- 
contre le  plan  d'homologie;  on  aura,  suivant  le  théorème  que  nous  venons 
de  démontrer, 


la       /« 

-;-;  :  ;=  COnSt.  =   ». 

1%       Aa' 


Cette  relation  prend  la  forme 


U  I  «  -H  I 

ia         ix  iX 


D'où  Ton  tire  une  expression  très-simple  de  ia'  en  fonction  de  ix,  et  réci- 
proquement. 
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il  est  di\ erses  autres  expressions  qui  simplifient  encore  les  calculs;  mais 
nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans  ces  détails. 

Les  bas-reliefs  étant  de  véritables  fip:urcs  liomolo{,M(jues.  ainsi  que  l'a  fail 
voir  M.  Poncelel  *,  la  relation  iiénérale  (pie  nous  venons  de  donner  sera 
utile  aussi  pour  leur  construction,  (|ui  pourra  se  faire,  comme  dans  certaines 
pratiques  de  la  Perspective,  par  des  cotes  calculées  numéricjuement. 

Cette  relation  servira  aussi  pour  exprimer,  en  Géométrie  analytique,  la 
position  des  dilTérents  points  d'un  bas-relief,  ou  Téquation  de  sa  surface,  si 
le  modèle  est  lui-même  une  surface  exprimée  par  une  équation. 

Nous  reviendrons,  dans  un  autre  moment,  sui'  la  construction  des  bai?- 
reliefs;  et  nous  ferons  voir  qu'il  est  plusieurs  moyens  très-simples  de  la 
pratiquer.  On  peut,  par  exemple,  en  réduire  toutes  les  opérations  à  une 
seule  et  unique  perspective  du  modèle  proposé,  sur  un  plan.  Cette  manière, 
je  crois,  pourrait  être  agréée  des  artistes,  auxquels,  généralement,  les  pra- 
tiques de  la  perspective  sont  maintenant  familières  **. 

*   Voir  le  supplément  du  Traité  des  Propriétés  projectiles. 

"  Cette  eonstruction  des  b;is- reliefs,  par  une  perspective  du  modèle  sui'  un  plan,  est  facile  à 
concevoir.  Elle  repose  sur  ce  tliéorcmc  :  Etant  donné  un  corps  dans  l'espace  ;  si ,  de  ses  points- 
m,  m',  ...,  on  abaisse  des  perpendiculaires  mp,  ni'p', sur  vn  plan  P;  et  qu'on  fasse  la  per- 
spective du  corps  sur  un  plan  parallèle  à  ces  droites,  l'œil  étant  placé  en  un  lieu  quelconque  de 
l'espace;  puis  ,  qu'on  abatte  ce  plan  sur  le  premier  P,  en  le  faisant  tourner  autour  de  leur  in- 
tersection commune  ;  les  perpendiculaires  mp,  m'p', ....  seront ,  en  perspective,  des  droites  a-n , 
y.'ff',  ....  parallèles  entre  elles.  Qu'on  relève  ces  droites ,  en  les  faisant  tourner  autour  de  leurs 
pieds  -,  n',  ....,  jusqu'à  ce  qu'elles  soient  perpendiculaires  au  plan  P  :  leurs  extrémités  /*,  p  ,  ... 
formeront  un  corps  qui  sera  un  relief  du  corps  proposé. 

Poui"  construire  un  relief  par  celte  méthode,  on  disposera  du  point  de  l'œil,  du  plan  de 
projection  et  du  plan  sur  lequel  on  fait  la  perspective,  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions 
qu'on  veut  observer,  soit  dans  la  position,  soit  dans  les  proportions  du  relief  par  rapport  au 
modèle. 
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i:}  \  III.  Hki.ations  i)i:s(:iui>iivi:s  i:r  m;i,Aii().\s  Mi;riUQi  i;s  di;  dki  \  >i  iifaces 
nii  si'COM)  DiKiiu;,  l^s(;lUl'l;s  \  in  cÔNr:;  kt  di:  I)i:i  \  comqi  i:s  oi  n.coNQr'KS, 
siruiins  DANS  u.N  Mi:.>ii:  v\.\\. 

l\\.  Soionl  (l(Mi\  surfaces  du  secoud  (l(');i('',  s(Mnl)lal)l('S  ef  scuihlalilcincul 
pjamvs  :  ou  sail  (|u'('ll('s  se  c«)U|)onl  sui\aul  une  couihc  plauc,  <•!  (nr<'llos 
oui  uuc  autre  courbe  criuleisivliou  (réelle  ou  iuiai;iuaire),  située  à  riuliin'. 

Si  Tou  Fuèue  quatre  plaus  lauiiculs  à  ces  surfaces,  parallèles  cnln;  (îu\, 
les  droites  (pii  joiudrout  deux  à  deux  les  [)oiuts  de  contact  sur  la  première 
surface  aux  points  de  contact  sur  la  seconde,  coucouriont  deux  à  deux  en 
deux  points  fixes  (jui  seront  les  centres  de  similifiu/e  des  deux  surfaces;  et 
ces  deux  |)oin!s  seront  les  sonunets  de  deux  cônes  (réels  ou  iinaginaiies) 
circonscrits  aux  deux  surfaces. 

Faisant  la  figure  corrélative,  on  aura  deux  surfaces  du  second  degré, 
qui  seront  inscrites  à  un  même  cône,  dont  le  sommet  correspondra  au 
plan  situé  à  rinlini,  sur  lequel  est  une  des  deux  courbes  d'intersection  des 
deux  premières  surfaces.  On  aura  donc  ce  théorème,  dont  la  dernière  partie 
se  démontre  absolument  comme  dans  le  théorème  précédent  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  inscrites  à  un  même  cône  ; 
si,  par  le  sommet  de  ce  cône,  on  tire  une  transversale  qui  les  rencontre  en 
quatre  /joints,  et  qu'on  mène  les  plans  tangents  à  ces  surfaces  en  ces  points  ; 
les  plans  tangents  à  la  première  couperont  les  plans  tangents  à  la  seconde 
suivant  quatre  droites  qui  seront,  deux  à  deux,  sur  deux  plans  fixes; 

L'intersection  des  deux  surfaces  se  composera  de  deux  courbes  planes 
[réelles  ou  imaginaires),  situées  dans  ces  deux  plans  ; 

Le  rapport  des  distances  du  sommet  du  cône  à  deux  points  pris  sur  les 
deux  surfaces ,  en  ligne  droite  avec  ce  sommet,  est  au  rapport  des  distances 
de  ces  deux  points  au  plan  fixe  sur  lequel  se  coupent  les  deux  plans  tan- 
gents en  ces  points ,  dans  une  raison  constante, 

JJ2.  La  dernière  partie  de   ce  théorème    donne   les  relations  métriques 
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(|ui  oui  lieu  ciilic  deux  surfaces  du  secoiid  dc^n-é  qui  se  coupeut  suivant  des 
courbes  phuies. 

On  \w  coiiiuiissiiit  ces  relalions  (|ue  (Inns  deux  cas  parliculicis;  celui  où 
les  deux  surfaces  soûl  scMuhlaljles  <■!  seiublableniciil  placées,  et  celui  où  les 
deux  surfaces  sont  inscrites  à  un  c\lindre.  Ces  deux  cassent  des  corollaires 
du  théorème  général  (pie  nous  venons  d'énoncer. 

Il  est  clair  (pie  les  mêmes  relations  mélii(jues  appartiennent  au  système 
de  deux  coiii(pies  (pielcoiuiues,  situées  dans  un  même  plan.  On  n'avait  con- 
sidéré, d'une  manière  générale,  (jue  les  rap|)orts  de  situation  que  présente 
ce  système;  et,  quant  aux  relations  méiriques  des  deux  courbes,  on  s'était 
borné,  je  crois,  à  quelques  relations  harmoniques,  qu'on  déduira  aisément 
de  la  relation  métrique  fondamentale,  comj)rise  dans  la  dernière  partie  du 
théorème  ci-dessus. 

Deux  surfaces  du  second  degré,  inscrites  à  un  même  cône,  ou  bien 
deux  coniques,  placées  d'une  manière  quelconque  dans  un  plan,  ont  entre 
elles  diverses  relations  métriques  remarquables,  dont  nous  parlerons  en  trai- 
tant spécialement  des  figures  homologiques,  dans  la  seconde  partie  de  cet 
écrit. 

§  IX.  Transformation  de  diverses  propriétés  des  diamètres  conjugués  des 

SURFACES  du  SECOND  DEGRÉ.  TlIÉORIE  DES  AXES  CONJUGUÉS  RELATIFS  A  UN 

POINT. 

33.  Soit  une  surface  du  second  degré.  Menons  trois  diamètres  conju- 
gués, c'est-à-dire  tels,  que  les  plans  tangents  aux  extrémités  de  Pun  quel- 
conque d'entre  eux  soient  parallèles  au  plan  des  deux  autres  ;  faisons  la 
ligure  corrélative  :  nous  aurons  une  surface  du  second  degré;  un  plan  fixe 
correspondant  au  centre  de  la  proposée,  et  un  point  /  corresj)ondant  à  l'in- 
lini  :  ce  point  sera  le  pf)le  du  plan  (:27).  Aux  trois  diamètres  conjugués,  cor- 
respondront trois  droites  situées  dans  le  plan  fixe;  aux  points  où  un  dia- 
mètre rencontre  la  première  surface  correspondront  les  plans  tangents  à  la 
s(H'onde  surface,  menés  par  une  des  trois  droites;  et  les  points  de  contact 


(le  ces  lieux  plans  tangciils  cocrcspoïKlionl  .*iii\  plans  lan^jjciils  aux  cxlir- 
niilcs  (lu  (liani('li'(' ;  la  (iroilc  (pii  joindra  ces  deux  points  de  conlacl  ,  (pii 
scM'a  la  polain^  do  la  droilc  en  (picsiion,  coircspcdidra  à  la  droilc  dinlci- 
sccliou,  siliu'e  ù  Tinlini,  des  deux  pians  lan;^M'nls  aux  cxlrcniilcs  du  dia- 
intHic  ;  le  plan  des  deux  aulics  diain(''(r('s  [)ass('  par  cclUî  droilc  silu('(!  à 
rinlini  ;  donc  \o  point  d  inicrsoclion  dos  doux  droites  correspondant  à  ces 
doux  dianuHros  se  trouve  sur  la  droite  (pn'  joint  les  deux  points  de  conlaot 
sur  la  seconde  surface.  Ainsi  : 

A  trois  (liumî'tres  coiiJKf/nrs  d'une  sKrfacc  du  second  defjrê ,  rorrespou- 
deii/,  dans  la  surface  corretafive,  trois  droites  situées  dans  un  même  jilan 
fixe ,  et  tel/es,  (jue  la  polaire  de  chacune  d\'lles,  prises  par  rap/iorl  à  cette 
seconde  surface,  passe  jnir  le  point  d'intersection  des  deux  autres; 

Aux  extrémités  des  trois  diamètres  de  la  pronière  surface,  correspondent 
les  plans  tangents  à  la  seconde  surface,  menés  par  ces  trois  droites; 

Et  enfin,  les  points  de  contact  de  ces  plans  tangents  avec  la  seconde  surface, 
correspondent  aux  /)lans  tangents  à  la  première  surface,  menés  par  les 
extrémités  de  ces  trois  diamètres  conjugués. 

34.  Soient  A,  B,  C  les  trois  droites  en  cjuestion;  et  A',  Ji,  C  leurs 
polaires,  prises  par  rapport  à  la  seconde  surface  :  ces  trois  droites  passent 
par  le  pôle  du  plan  fixe  dans  lequel  sont  situées  les  trois  premi(}res,  A, 
B,  C  (28);  et  elles  jouissent  de  celte  propriété  caractéristicjue,  (|ue  la  polaire 
de  chacune  d'elles  est  comprise  dans  le  plan  des  deux  autres.  En  effet  la 
polaire  de  A'  est  la  droite  A  :  il  faut  donc  prouver  que  la  dioite  A  est  com- 
prise dans  le  plan  des  deux  droites  B',  C.  Mais  B',  par  construction,  passe 
par  le  point  de  rencontre  de  A  et  C;  C  passe  par  le  point  de  rencontre  de 
A  et  B;  donc  B'  et  C  s'appuient  sur  A.  Donc  la  droite  A,  polaire  de  A', 
est  dans  le  plan  des  deux  autres  droites  B',  C. 

Chacune  des  trois  droites  A',  B',  C  passe  par  les  points  de  contact 
de  la  surface  et  de  ses  deux  plans  tangents ,  menés  par  la  polaire  de  celte 
droite.  De  sorte  que  les  trois  droites  A',  B',  C,  menées  par  le  pôle  du  plan 
fixe,  peuvent  servir  pour  déterminer  les  plans  tangents  à  la  surface,  qui 
passent  par  les  trois  droites  A,  B,  C. 
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l\l').  QiKiiid  le  point  par  où  sont  menéos  les  trois  droites  A',  B',  C  est 
le  centre  de  la  surface,  ces  droites  sont  trois  diainctir's  conju^^ués;  de  sorte 
(jue  les  tlK'orènics  (|ue  nous  îdions  trouver,  rcialiNcnient  à  ces  droites  ou  à 
leurs  |)()hnres  A,  B,  C,  seront  une  j^^cnéialisation  des  proj)riétés  des  dia- 
mètres coniuijfués  des  surfaces  du  second  deirré. 

Les  trois  droites  menées  par  un  point  fixe,  de  hiujiiêrc  (jua  la  polaire 
(le  r/iacune  d'elles^  par  rapport  à  une  sur  face  (la  .second  deyrè ,  soif  com- 
prise dans  le  pl(ui  des  deux  autres,  donnent  donc  lieu  à  une  théorie  ana- 
logue à  celle  des  diamètres  conjugués.  Les  propriétés  de  ces  trois  droites 
sont  nombreuses;  et  nous  allons  avoii-  jjjusieurs  fois  à  parler  de  ces  sys- 
tèmes de  trois  droites,  dans  nos  applications  du  piincipe  de  dualité,  puis 
du  principe  d'homographie  :  par  celle  raison,  et  pour  abréger  le  discours, 
nous  les  appellerons  axes  conjugués^  relatifs  au  point  par  lequel  elles  sont 
menées. 

36.  Si  Ton  conçoit  que  ce  point  soit  le  sommet  d'un  cône  circonscrit  à 
la  surface,  ces  axes  seront  trois  axes  conjugués  du  cône,  c'est-à-dire  que  les 
plans  tangents  au  cône,  menés  par  chacun  deux,  auront  leurs  arêtes  de  con- 
tact situées  dans  le  plan  des  deux  autres.  Et  si  Ton  conçoit  un  hyperbo- 
loïde  ayant  son  centre  au  point  fixe,  et  aucjuel  le  cône  soit  asymptotique,  ces 
trois  axes  seront  trois  diamètres  conjugués  de  l'hyperboloïde.  Ainsi  nous 
pouvons  dire  que  : 

Trois  axes  conjugués  d'une  surface  du  second  degré,  relatifs  à  un  point 
fixe,  sont  toujours,  en  direction,  trois  diamètres  conjugués  d'une  autre  sur- 
face du  second  degré  ayant  son  centre  au  point  fixe. 

.Nous  donnerons,  dans  nos  applications  du  principe  d'homographie,  une 
autre  démonstration  de  ce  théorème,  qui  est  l'un  des  plus  importants  de  la 
théorie  des  axes  conjugués,  et  nous  apprendrons  à  construire  la  surface  par 
rapport  à  laquelle  ces  axes  sont  toujours  trois  diamètres  conjugués. 

37.  Soit  une  surface  du  second  (leij:ré,  dont  le  centre  est  o.  Prenons  trois 
demi-diamètres  conjugués  :  on  sait  que  la  somme  des  carrés  des  perpendicu- 
laires, abaissées  de  leurs  extrémités  sur  un  plan  diamétral  de  la  surface,  est 
constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois  diamètres  conjugués. 
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Faisons  |{i  li^iirc  corn^laliNc  :  nous  aurons  une  surface  dn  second  dejzré, 
un  plan  li\e  (),  el  mi  sysh^ine  de  Irois  di-oiles  siluées  dans  ce»  pliiii,  telles 
(|ue  la  polaii'c  de  chacune  (Telles  j)assera  par  le  point  de  concoiu's  des  deux 
aulrcis  («'J'i).  Nous  ainons  de  |d(is  (i-ois  plans  lan;:;enls  à  la  surface,  menés 
par  ces  trois  dioiles  respecli\enienl  ;  un  point  li\(^  pris  dans  le  plan  (),  cl 
correspondant  au  plan  diamétral  de  la  surface.,  dans  la  première  (ij^'ure;  cl 
enlin  un  second  point  (i\e,  correspondant  à  rinlini  de  la  première  figure,  et 
qui  sera  le  pôle  du  plan  0  par  rapporta  la  nouvelle  surface  (27). 

Ap|)liquant  à  la  propriété  des  Irois  diamètres  conjui^ués,  énoncée,  le  prin- 
cipe de  la  tiansformation  des  relations  métrifpies  démontre  (H)),  nous  en 
conclurons  immédiatement  ce  Ihéorème  : 

Si  par  frais  droifes,  prises  ((ans  un  plan  fixe,  de  manière  ([ne  la  polaire 
de  chacune  d'elles,  par  rapport  à  une  surface  du  second  dcf/ré,  passe  par  le 
point  de  concours  des  deux  antres,  on  mène  (rois  plans  tangents  à  la  surface, 
la  somme  des  carrés  des  distances  de  ces  (rois  plans,  à  un  point  fixe  pris 
arbitrairement  dans  le  plan  fixe ,  ditrisés  respectivement  par  les  cariées  des 
distances  de  ces  plans  au  pôle  du  plan  fixe,  sera  constante. 

38.  Les  droites  menées,  du  pôle  du  plan  fixe,  aux  points  de  contact  des 
trois  plans  tangents,  sont,  comme  nous  Pavons  fait  voir  (34),  les  polaires  des 
trois  droites  prises  dans  le  plan  ;  ce  sont  les  droites  que  nous  avons  appe- 
lées axes  conjugues  relatifs  au  point  par  lequel  elles  sont  menées.  Nous  pou- 
vons donc  donner  au  théorème  précédent  cet  autre  énoncé  : 

Si,  par  un  point  fixe  o,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport 
à  une  surface  du  second  degré;  les  plans  tangents  à  la  surface,  en  trois 
des  points  oii  ces  axes  la  perceront,  jouiront  de  cette  propriété,  que  la 
somme  des  carrés  de  leurs  distances  à  un  point  pris  arbitrairement  dans 
le  plan  polaire  du  point  o,  divisés  respectivement  par  les  carrés  de  leurs 
distances  à  ce  point  o,  sera  constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois  axes 
conjugués. 

39.  Soient  i  le  point  pris  dans  le  plan  polaire  du  point  o,  «  le  point  où  l'un 
des  plans  tangents  à  la  surface  rencontre  la  droite  oi  :  le  rapport  des  dis- 
lances de  ce  plan ,  aux  points  /,  o,  sera  égal  au  rapport  des  segments  ai,  ao. 
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Aiii.si  le  tlu'uivnic  exprime  que  la  .somme  des  carrés  des  trois  rapports,  tels 
(|ue  ;,  sera  constanle. 

40.  wSi  la  droite  oi  est  |)aiallèle  au  |)lau  polaiie  du  point  o^  tous  les  seg- 
ments ai  seront  égaux,  comme  étant  inlim's  et  comptés  sur  une  même  droite; 
on  en  conclut  ce  théorème  : 

.SV^  par  nu  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjufjués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  defjré ;  les  plans  tanyents  à  la  surface,  menés  par  trois  des 
points  oi(  ces  axes  la  rencontrent,  feront ,  sur  une  droite  menée  par  le 
point  fixe,  parallèlement  au  plan  polaire  de  ce  point,  trois  segments  dont  la 
somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  sera  constante,  quel  que  soit  le  sys- 
tème des  trois  axes  conjugués. 

41.  Si  le  point  fixe  est  le  centre  de  la  surface,  les  trois  axes  seront  trois 
diamèlres  conjugués  de  celte  surface;  le  plan  polaire  du  point  fixe  sera  à 
l'infini,  et  aura  une  direction  indéteiniinée;  de  sorte  (pie  toute  di'oite,  menée 
par  le  point  fixe,  pouna  être  considérée  comme  parallèle  à  ce  plan.  On  con- 
clut donc,  du  deinier  théorème,  cette  propriété  des  diamètres  conjugués  : 

Les  plans  tangents  à  une  surface  du  second  degré,  menés  par  les  extré- 
mités de  trois  demi-diamètres  conjugués,  font,  sur  un  axe  fixe  mené  arbitrai- 
rement par  le  centre  de  la  surface,  trois  segments  dont  les  carrés  ont  la 
somme  de  leurs  valeurs  inverses,  constante. 


§  X.  Suite  du  précédent.  —  Propriétés  plus  générales  des  systèmes 

DE  trois  axes  conjugués  RELATIFS  A  UN  POINT. 

42.  La  somme  des  perpendiculaires  ahaissées,  des  six  extrémités  de  trois 
diamètres  conjugués  d'une  surface  du  second  degré,  sur  un  plan  fixe  mené 
arhilrairement  dans  l'espace,  est  constante. 

On  en  conclut,  par  le  principe  du  numéro  (16),  que  : 
Si  par  trois  droites,  prises  dans  un  plan  fixe,  de  manière  que  la  polaire 
de  chacune  d'elles ,  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré,  passe  par 
le  point  de  concours  des  deux  autres,  on  mène  six  plans  tangents  à  la  sur- 
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I (((•(•  :  /((  sonniH'  tics  (-(wrcs  (1rs  dislduccs  de  ces  sir  fi/atis  à  un  poi/if  fi.if, 
pris  (nhi/ntircmrnf  dans  I  ('sjxicc  .  ilirisrs  rcspcclircnicni  /lar  les  corrcs  des 
disUiticcs  de  CCS  plans  au  pôle  du  plan  flrc,  es/  (-anslanlc. 

A\\.  Par  la  considéralioii  des  axes  coiijji^ik's  ,  on  (lomic  à  ce  iIk-oivino 
cel  aiUro  (mioiico  : 

Si ,  par  an  point  fi. vv,  on  nivac  Irais  axes  conjaf/nrs  par  rapport  à  une 
surface  du  second  def/rê :  les  six  plans  tanf/enfs  à  la  surface^  tncncs  par  les 
six  points  oii  ces  trois  axes  la  rencontrent .  jouiront  de  cette  propriétc ,  r/ue 
la  sonnne  des  (((rrés  de  leurs  distances  à  un  jtoint  pris  arititrairetncnt  dans 
respace  ,  divisés  respectirenient  /nir  les  carrés  de  leurs  distances  au  point 
fixe,  sera  constante,  quel  cpie  soit  le  sj/sté}ne  des  trois  axes  coujufjués  menés 
par  ce  point. 

\\.  Soieiil  0  le  point  par  Iccpicl  soni  menés  les  trois  axes  conjugués,  et 
/  le  second  point  fixe  pris  aibiliairenient  dans  l'espace  ;  soit  «  le  j)oiiit  où 
Tun  des  six  plans  tangents  rencontre  la  droite  oi  :  le  rapport  des  distances 
de  ce  plan,  aux  points /,  o  sera  ^.  On  aura  donc  six  rapports  semblables 
à  ^,  dont  la  somme  des  carrés  sera  conslanle. 

Ainsi 


.2 


-f-  etc.  =  consl. 


<x.o        do 


43.  Supposons  le  point  i  situé  à  l'infini  :  tous  les  segments  «/,  S/,  etc., 

seront  égaux,  comme  infinis  et  comptés  sur  une  même  droite;  il  restera 

donc 

i        1 


1 -H  etc.  =  oonsl. 

2  -__2 


Donc  :  Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport 
à  une  surface  du  second  degré ,  et  cpie ,  par  les  points  oii  ils  rencontrent 
la  surface,  on  mène  les  six  plans  tangents;  ces  plans  feront  sur  une  droite 
fixe,  menée  arbitrairement  par  le  point  fixe,  six  segments,  compris  entre 
ce  point  et  ces  plans  respectivement ,  dont  les  carrés  auront  la  somme  de 
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Intrs  valeurs  in  versos,  eoii^taiite ,  quel  que  soif  le  sijslèuie  des  trois  axes 
eonjuf/ues. 

40.  Supposons  (\[\o ,  |);ir  lo  j)oinl  o,  on  ait  niciic  trois  droites  fixes  per- 
pendiculaires entre  elles;  on  aura,  pour  chacune  d'elles,  une  é(piation  seni- 
l)lai)lc  à  la  prcci'denle  :  les  ajoulant  inend)re  à  membre,  cl  observant  que 
la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  des  segments  qu'un  plan  quelconque 
fait  sur  trois  axes  rectangulaires  issus  d'un  même  point,  est  égale  à  la  valeur 
inverse  du  carré  de  la  distance  de  ce  poini  au  plan  ,  on  en  conclura  ce 
théorème  : 

Si,  par  uu  point  fixe,  on  mène  trois  axes  coujufjués  pur  rapport  à  une 
surface  du  second  defjré,  et  (pie,  par  les  six  points  oit  ils  percent  la  surface, 
on  mène  six  plans  tangents  à  cette  surface  ;  la  soinme  des  valeurs  inverses 
des  carrés  des  distances  de  ces  six  plans  au  point  fixe  sera  constante,  que/ 
que  soit  le  système  des  trois  axes  conjugués . 

47.  Si  Ton  sui)pose ,  dans  le  théorème  exprimé  par  l'équation  du  nu- 
méro 4-4- ,  que  le  premier  point  o  soit  situé  à  l'infini,  les  segments  «o,  /5o,  etc., 
seront  égaux,  comme  infinis,  et  l'on  aura 

xi  +-  6t  •¥■  yi  ■+■  etc.  =  const. 

Cette  équation  exprime  que  : 

Si,  dans  un  plan  diamétral  d'une  surface  du  second  degré,  on  prend  trois 
droites ,  de  manière  que  la  polaire  de  chacune  d'elles  passe  par  le  point  de 
concours  des  deux  autres,  et  que,  par  ces  trois  droites,  on  mène  six  plans 
tangents  à  la  surface;  la  somme  des  carrés  des  segmoits  compris  entre  un 
/joint  fixe  de  l'espace  et  ces  six  plans,  sur  une  droite  menée  par  ce  point, 
jiarallèlement  au  diamètre  conjugué  au  plan  diamétral,  cette  somme,  dis-je, 
sera  consta)ite,  quel  que  soit  le  si/stè)ne  des  trois  droites  prises,  comme  il  est 
dit ,  dans  le  plan  diamétral. 


i>ii:>i<)iiti:  i)i:  <j:().>ii:ri(ii:  cm 
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4S.  SoiiMil  (rois  axes  re('tniii>ul;un>s  oj?,  oy,  oz,  <'l  une  droiN'  (|ii«'I(()IM|ii(' 
o)n  nuMiéc  par  le  point  o;  (|ii(*,  pjir  l(i  poiiil  m  de  cclk'  droilc,  on  mène  trois 
plans  respotiiveineni  perpendiculaires  aux  (rois  axes,  el  les  renconlranl  aux 
points  (([,  b[,  c[;  on  aura 

om  =  oa\  ■+■  oh\  ■+■  oc\ . 

Nous  pouvons  exj)rinier  ce  théorème  en  disant  que  la  somme  des  carrés  des 
li'ois  projections  de  la  droite  oni,  sur  trois  axes  rectangulaires,  est  constante, 
quelle  que  soit  la  position  de  ces  trois  axes.  Ainsi 

oa\  -+-  06',  ■+-  oc\  =  const. 

Pour  transformer  ce  tliéorèmc,  concevons  une  sphère  qui  ait  pour  centre 
le  point  0  :  les  trois  axes  ox,  oy,  oz,  seront,  en  direction,  trois  demi-dia- 
mètres conjugués  de  cette  sphère.  Soient  «,,  6,,  c,,  les  points  où  ils  la  ren- 
contrent :  nous  pourrons  mettre  notre  équation  sous  la  forme 


i  t  .  i 


n\  oa\        oh'i        oc\ 

l'j 1 —  ■+-  — ^  :=  const. 

OOi  06,  OCi 

Faisons  la  figure  corrélative.  Nous  aurons  une  surface  du  second  degré; 
trois  droites  X,  Y,  Z,  comprises  dans  un  plan  0,  qui  seront  telles  que  la 
polaire  de  chacune  d'elles,  par  rapport  à  cette  surface,  passera  par  le  point 
de  concours  des  deux  autres.  Soient  X',  Y',  Z',  ces  trois  polaires  :  elles 
passeront  par  le  pôle  /  du  plan  0,  pris  par  rapport  à  la  surface ,  et  elles 
seront  trois  axes  conjugués,  relatifs  à  ce  point  i.  Ce  sont  les  droites  qui 
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t'orrcspondenl  aux  trois  droites  situées  à  riuliiii  dans  les  plans  yoz^  zox, 
.coy,  de  la  |)reir)i('re  li/iuie. 

Nous  aurons  encore,  dans  le  plan  (),  une  quatrième  droite  corres|)ondaiit 
à  la  droite  ()m\  et,  si  Ton  mène  par  cette  droite  un  plan  transversal  M,  il 
corres|)ondra  au  j)oint  )h. 

Aux  trois  plans  menés  par  ce  point  m ,  perpendiculairement  aux  trois 
axes  ox-,  oy,  oz,  cori'espondront  les  trois  points  où  le  plan  M  rencontre  les 
trois  axes  conjugués  dont  nous  venons  de  parler. 

D'après  cela,  on  voit  aisément  (jue,  aux  quatre  points  o,  a\,  a^  et  ïin/ini, 
situés  sur  Taxe  ox ,  correspondront,  dans  la  nouvelle  figure,  quatre  plans 
passant  par  la  droite  X  :  le  premier  est  le  plan  0  ;  le  deuxième  passe  par 
le  point  où  le  j)lan  M  rencontre  Taxe  X',  polaire  de  la  droite  X;  le  troisième 
est  tangent  à  la  surface,  en  Tun  des  deux  points  où  cet  axe  la  rencontre; 
et  le  (juatrième  passe  par  le  point  /. 

Le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  plans  est  égal  à  celui  des  quatre 
points  de  la  première  figure,  auxquels  ces  plans  correspondent,  lequel  est 
^"'.  Exprimons  le  rapport  anharmonique  des  quatre  plans  par  celui  des 
quatre  points  où  ils  rencontrent  Taxe  X'.  Soient  «,  a',  a,  les  trois  premiers 
de  ces  quatre  points,  dont  le  quatrième  est  i:  on  aura 


oa,       «a     ta 
Ottt        tx.a      in 


Par  chacune  des  deux  autres  droites  Y',  Z',  passeront  pareillement  quatre 
plans,  qui  donneront  lieu  aux  équations 


ob\        êfc' 

ih 

ob,        èh 

■  ib 

oc        :'c' 

ic 

OCi         yc 

ic 

où  l'on  conçoit   parfaitement  les  |)oints  représentés  par  les  lettres  6',  b,  h' , 


y,  C,  C'. 


ou 
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Oïl  aura  donc,  craprès  IVMinalioii  (1  j,  la  suivante,  (|ui  en  est  la  Irans- 
fonnéc  : 

ua     iaV       liJi'     ih'Y       (rc     ic'Y 

—  :-.-     -+-  rr:"^     "*"    — •~r]  =<'"nst., 
«er     ml         \('>h      ihl         Xyr     ir  / 

m     ia'Y       /il,     ih'\*       (ic     ic'Y 
a«    «'<//         \tiC>     Il  (J         \cy    t'y/ 

D'où  résulle  ve  lliéoivnic  : 

hJlanl  donnes  une  surface  du  second  def/ré  cl  un  plun  transversal;  si , 
autour  d'un  j)oint  i,  pris  arhitraireinent ,  on  fait  tourner  trois  axes  conju- 
gues par  rap/mrt  à  la  surface ,  et  quon  désigne  par  a,  ê,  y,  les  points  oit 
ils  rencontrent  le  plan  polaire  du  point  i  ;  par  a,  b,  c,  trois  des  six  points 
où  ils  rencontrent  la  surface  ;  et  enfin  par  a',  b',  c',  les  trois  points  où  ils 
rencontrent  le  plan  transversal;  on  aura 


(2). 


ia 

ia'Y 

lib 

*7/\* 

lie 

ic'  Y 

:  — -     4- 

—  ; 

•771      -+- 

;  -—    —  const. 

aa 

a  0.1 

\/)ê 

h%l 

XCy 

c'y  1 

quel  que  soit  le  sijstènie  des  trois  axes  conjugués  menés  par  le  point  i. 

49.  Ce  théorème  exprime  une  pro[)riété  Irès-générale  des  systèmes  de 
trois  axes  conjugués  d'une  surface  du  second  degré,  relatifs  à  un  point. 

L'indélermination  de  position  du  plan  transversal  par  rapport  à  la  surface, 
ou  de  la  surface  par  rapport  au  plan,  permet  de  faire  diiïérentes  supposi- 
tions, qui  conduisent  à  quelques  théorèmes  assez  simples. 

Ainsi ,  en  supposant  le  plan  transversal  parallèle  au  plan  polaire  du  point 
fixe  i,  les  rapports 

l'a'        ib'       ic' 

seront  égaux,  et  l'on  aura 

.-«     -.,«      -^' 

i  a        10         te 
aa         6ê         cy 

ce  qui  exprime  que  : 
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Si,  par  un  poini  fi-f^c ,  on  nii'ur  trois  axps  conjuf/ués  par  rapport  à  mie 
sur /'are  du  second  deyrè  ;  la  somme  des  carrés  des  ser/ments  compris  entre 
le  point  fixe  et  trois  des  jjoinls  oii  les  trois  axes  rencontrent  la  surface , 
divisés  respectivement  par  les  carrés  des  segments  cotnpris  entre  ces  trois 
points  et  le  plan  polaire  du  point  fixe,  sera  constante,  fpiel  (pie  soit  le  sys- 
tème des  trois  axes  conjugués. 

50.  Dans  réquation  générale  (2),  qui  a  lieu  pour  une  position  arbitraire 
du  i)Ian  transversal,  remplaçons  le  rapport  J"t  par  le  rapport  des  perpendi- 
culaires abaissées,  des  deux  points  a,  a',  sur  le  plan  0.  Soient  ap,  a'p'  ces 
perpendiculaires  :  le  |)reniier  ternie  de  l'équation  (2j  deviendra 

\aj)     a'p'l 

Changeant  de  la  même  manière  les  deux  autres  ternies ,  nous  aurons  Téqua- 
tion 

/'îo\*    /  iu'  \- 

(5) —     :    1   -f- etc.  =  const. 

\f//)/      \a'])'J 

ol.  Maintenant,  c'est  un  théorème  de  géométrie  élémentaire,  très-facile 
à  démontrer  j)ar  une  comparaison  de  triangles,  que  si  Ton  mène  par  le  point  / 
une  perpendiculaire  au  plan  mené  par  ce  point  et  par  l'intersection  des 
plans  M,  0;  que  cette  droite  rencontre  le  plan  M  au  point  d',  et  que,  de  ce 
point  d',  on  abaisse  une  perpendiculaire  d'  s'  sur  le  plan  0;  on  aura 

id'         ia 

- —  = COS.  iaid'). 

d's'        a'p'         ^         ' 

Cette  relation  a  lieu  quelle  que  soit  la  direction  de  la  droite  ia'. 
D'après  cela,  l'équation  (3)  devient 


[ 


iaV       , 

—     cos*  [u'ul')  -+-  etc. 

«pi 


id'  V 

,    =  COIIsl. 
d's' 
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on,  en  fiiisanl  passer  It;  laclcur  (^j  dans  le  second  nuîndin^,  elle  coinjjie- 
nanl  dans  la  eonslanle, 

lia  y 

—    cos\  [a'i(l')  ■+■  etc.  =  ooiisl. 
utpl 

Celle  éqnalion  exprime  une  |)ropriélé  générale  des  systèmes  de  trois  axes 
eonjnp:nés  d\me  surface  du  second  de^ré,  relatifs  à  un  même  point.  F^n 
direction  de  la  droite  id'y  dans  ce  ihéorème,  est  arbilraiie ,  pm'scpie  le  plan 
transversal  M,  (prdle  a  remplacé,  était  lui-même  de  position  arbitraire. 

52.  Si  Ton  conçoit  deux  autres  droites,  menées  par  le  point  i,  on  aura 
deux  équations  semblables  à  la  précédente.  Et  si  Ton  suppose  ces  deux  nou- 
velles droites  et  la  première,  id\  perpendiculaires  entre  elles,  on  aura,  en 
ajoutant  membre  à  membre  les  trois  équations , 

^«      ^«      ^» 

m         10         îc 

-^  H -\-  —^=  const. 

ap         ThJ         cr 

Celle-ci  exprime  ce  théorème  : 

Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré,  et  que,  sur  chacun  d'eux ,  on  prenne  un  des  deux 
points  oh  ils  percent  la  surface  ;  les  trois  points  pris  ainsi  jouiront  de 
cette  propriété ,  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  au  point  fixe , 
divisés  respectivement  par  les  carrés  de  leurs  distances  au  plan  polaire  du 
point  fixe,  sera  constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois  axes  con- 
jugués. 

53.  Supposons,  dans  le  théorème  général  (48),  que  le  plan  0  soit  à 
l'infini  :  le  point  /  sera  le  centre  de  la  surface;  les  trois  axes  conjugués  ia, 
ib,  ic  seront  trois  diamètres  conjugués;  les  rapports  ^,  etc.,  seront  égaux 
à  l'unité;  et  l'équation  (2)  deviendra 


ta         ib  ic 

77T  -+-  Z3  '^  ZZÎ  =  const. 
ia'         ib'         ic' 


ce  qui  prouve  que  : 

78 
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La  somme  des  carrés  do  trois  demi-diamètres  conju(jnés  d'une  surface  du 
secoml  degré,  divisés  par  les  carrés  des  segments  faits,  sur  ces  diamètres, 
par  un  plan  transversal  fixe,  est  constante. 

o4.  Enfin,  dans  le  llirorème  général  (-iS),  supposons  que  la  surface  soit 
de  révolution,  et  ait  un  foyer  situé  au  point  /  :  le  plan  0,  qui  est  le  plan 
polaire  de  ce  point,  sera  le  plan  directeur  correspondant  à  ce  foyer,  et  les 
trois  axes  conjugués  ia,  ib,  ic,  seront  rectangulaires;  de  plus,  les  trois  rap- 
ports ^,  etc.  (oO),  seront  égaux  et  constants,  et  Téquation  (3)  se  réduira  à 

a'p'         b'q'         c'r' 

^^^  ■+■  — p  -+-  -— j-  =  const. 

ia'  W  ic' 

Celle-ci  signifie  que  : 

Etant  donnés  deux  plans  et  un  point  fixe  dans  l'espace;  si,  autour  de  ce 
point,  on  fait  tourner  trois  axes  rectangulaires  y  qui  rencontreront  le  premier 
plan  en  trois  points  ;  la  somme  des  cai-rés  des  distances  de  ces  trots  points 
au  second  plan ,  divisés  respectivement  par  les  carrés  de  leurs  distances  au 
point  fixe ,  sera  constante. 

Ce  théorème  peut  se  démontrer  directement  au  moyen  de  la  proposition 
exprimée  par  l'équation 

id'         ta' 

—  =  —  •  COS.  (a'trf') ;     {M) 

as        a  p 

35.  11  est  curieux  de  voir  tant  de  théorèmes  différents ,  et  dont  plu- 
sieurs sont  des  propriétés  si  générales  des  surfaces  du  second  degré,  ré- 
sulter d'une  simple  proposition  de  Géométrie  élémentaire,  relative  aux  pro- 
jections d'une  ligne  droite  sur  trois  axes  rectangulaires.  Cet  exemple  suffirait 
pour  montrer  Tutilité  et  la  puissance  des  nouvelles  méthodes  de  transfor- 
mation. 

Ces  méthodes  nous  paraissent  répondre  parfaitement  à  cette  pensée  de 
M.  Poinsot  :  «  En  Géométrie,  comme  en  Algèbre,  la  plupart  des  idées  diffé- 
»  rentes  ne  sont  que  des  transformations;  les  plus  lumineuses  et  les  plus 
»  fécondes  sont  pour  nous  celles  qui  font  le  mieux  image,  et  que  Pesprit 


»  foiuhiiic  avec  lo  plus  (l(;  facililr  dans  le  discours  cl  dans  le  calcul.  »>  (  AVr- 
inrnfs  de  Statique,  ()"cdilioii,  |).  .'J'M.)  (le  sont  c(;s  idccs  les  jdus  luuiiucus<îs 
cl  les  plus  fécondes  (pie  les  inélhodes  de  Iransfoiiualiou  feroiil  découvrir, 
soit  en  élahlissanl  les  liens  cachés  (pii  ont  lieu  entre  une  foule  (h;  |>ro|)osilions 
qui  semblaient  d'abord  isolées,  et  étrangères  les  unes  aux  autres,  soit  en 
variant  trés-diversenieni ,  par  des  procédés  certains,  les  formes  d'une  idée 
primitive. 

Et  que  l'on  ne  croie  pas  que  cette  foule  de  théorèmes  divers,  que  l'on  peut 
aujourd'hui  mulliplier  indéfiniment  par  ces  méthodes,  doivent  compli(pi(;r  la 
(jéomélrie,  et  en  rendre  l'étude  plus  longue  et  plus  pénible.  Toutes  ces  pro- 
positions, nouvelles  ou  plus  générales  que  celles  que  l'on  connaissait  déjà, 
auront,  au  contraire,  pour  elïet  certain,  de  simplifier  cette  science  et  d'en 
étendre  les  doctrines. 

En  elVet ,  d'une  part,  les  propositions  d'un  nouveau  genre  donneront  lieu 
à  des  théories  et  à  des  considérations  géométriques  nouvelles  ;  et,  d'autre 
part,  les  propositions  qui  rentreront  dans  des  théories  connues  forceront,  par 
leur  généralité,  d'élargir  les  bases  actuelles  de  ces  théories,  et  de  les  asseoir 
sur  des  principes  susceptibles  de  déductions  plus  diverses  et  plus  générales. 
Car  nous  considérons  les  méthodes  de  transformation  comme  des  moyens 
précieux  pour  la  découverte  de  théorèmes  nouveaux ,  et  la  démonstration  de 
quelques  vérités  partielles;  mais,  quand  il  s'agit  de  vérités  appartenant  à  une 
théorie  déjà  formée,  les  démonstrations  que  procurent  ces  méthodes  artifi- 
cielles ne  nous  paraissent  pas  complètement  satisfaisantes  :  cette  théorie  doit 
trouver  en  elle-même  les  ressources  nécessaires  pour  la  démonstration  directe 
des  vérités  qui  lui  appartiennent,  sans  qu'on  soit  obligé  de  s'appuyer  sur  les 
vérités  correspondantes,  dans  la  théorie  corrélative.  Ainsi,  par  exemple,  si 
nous  faisions  entrer,  dans  un  Traité  des  surfaces  du  second  degré,  les  pro- 
priétés nouvelles  que  nous  avons  trouvées  dans  les  paragraphes  précédents, 
telles  que  celle  des  axes  conjugués  relatifs  à  un  point,  ce  serait  directement 
que  nous  démontrerions  ces  propriétés,  et  non  par  le  principe  de  dualité.  Ce 
sont  ces  démonstrations  directes  qui,  nécessairement,  amèneront  un  perfec- 
tionnement notable  dans  les  théories  géométriques. 
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Ainsi ,  ce  n'est  pas  soulemenf  sous  le  ropport  du  p:rand  nombre  de  propo- 
silioiis  (|U('  Ton  iiilioduii-i  dans  la  (jC'oiiK'lrie,  (juc  nous  reconnaissons  une 
liante  ulilité  aux  niélhodes  de  Iransformation  ;  mais  c'est  aussi  parce  qu'il  en 
résnilera  un  perfeclionnement  cerlain  des  mélliodes  et  des  théories,  et  que, 
par  suite,  la  science  gagnera  en  étendues  et  en  facilité. 

Nous  pouvons  citer,  à  l'appui  de  ces  réflexions,  la  théorie  des  coniques. 
On  s'est  elTrayé  parfois  du  nombre  prodigieux  de  propositions  dont  elle  s'est 
accrue  depuis  une  trentaine  d'années;  et  cela  a  détourné  peut-être  de  l'étude 
de  la  Géométrie;  cependant  les  personnes  qui  ont  suivi  ce  développement, 
penseront  certainement  (ju'nn  Traité  des  Coniques,  que  l'on  écrirait  aujour- 
d'hui, et  qui  embrasserait  toutes  ces  propositions  récentes  ainsi  que  toutes  les 
anciennes,  serait  beaucoup  plus  facile,  plus  lumineux,  et  plus  court  en 
paroles,  en  même  temps  que  plus  étendu  en  doctrine,  que  le  grand  Traité 
d'Apollonius,  et  que  les  ouvrages  célèbres  de  La  Hire,  de  L'Hospital,  et  de 
R.  Simson. 


§    Xll.    TRANSFORMATIOiN    DES   PROPRIÉTÉS  DU    CENTRE    DES   MOYENNES   DISTANCES 
d'un  SYSTÈME  DE  POINTS.  CeNTRE  DES  MOYENNES  HARMONIQUES. 

56.  Soient  plusieurs  points  a,  b,  c,....  en  ligne  droite.  On  sait  qu'il 
existe,  sur  cette  droite,  un  certain  point  g  tel  que,  quel  que  soit  un  autre 
poin  m  pris  sur  cette  droite ,  on  aura  toujours  l'équation 

ma  -+■  mb  -+-  me  -i-  •••  =  fi.mg, 

OU 

ma       mh       me 

1 1 \-  •  •  •  =  n  : 

mg       mg       mg 

H  étant  le  nombre  des  points  a,  b,  c, 

Le  point  g  est  appelé  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
fl,  c,  b *. 

*  La  lliéoi'ie  du  ceiUrc  des  moijenncs  dislances  contient,  implicitement,  celle  du  centre  de 
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Faisons  la  (i^^irc  coriclaliNc  :  iwms  aurons  des  plans  A,  H,  (i,....  (i ,  M 
passant  par  une  nii^nic  droilc  ,  «'1  un  dernier  plan  I,  passant  aussi  par 
celte  droite,  et  eorrespondanl  an  poini  silué  à  riniini  sur  la  dioile  )h(i. 
I/écpialion  ci-dessus  donnera,  en  Ncrlu  de  la  seconde  |»aili(;  du  principe;  de 
corrélation  (I«i), 

siii.  M,  A     sin.  I,A        sin.  M,n    siii.  I,U 

(  I  ) —  : »- : 1-  •••  =  »; 

sin.  M,  (i    siii.l,G       siii.  M,G    sin.  I, G 


OU 

m- 


sin.  M,  A        sin.M,n  •<iii..M,G 

1 ; 1-  ...  =  //. 

sin.  I,  A        sin.  I,  B  sin.  I,  G 


Tirons  une  transversale  quelconque,  (|ui  rencontre  ces  plans  aux  points 
a,  fS,  y, ....  6,  (x,  c;  nous  aurons 


uv.    l'A       sin.  M,  A    sin.  lA 


et  par  conséquent 

(3) 


/xO     iO        sin.  MG 

sin.  IG 

^a         p6         ixy 
1 1 h  ••• 

u.           ;6          ly 

(9 

Le  point  m  était  arbitraire  dans  Téquation  (1);  donc  le  plan  .M  ,  et  par 
suite,  le  point  //.  sont  aussi  arbitraires  dans  les  équations  (2)  et  (3);  pre- 
nons ce  point  \j.  à  Tinfini  :  Péqualion  (3)  deviendra 

\         \         \  n 

(4) —  -+-—  H H  •••  =  -• 

io.         /ê         ly  (9 

Donc,  quelle  que  soit  la  transversale  menée  à  travers  les  plans  A,  B, 

gravité,  parce  que,  pour  passer  de  la  première  à  la  seconde,  il  suffît  de  supposer  que  plusieurs 
points  du  système  se  réunissent  en  un  seul.  On  introduit  de  la  sorte,  dans  l'équaiion  {!>, comme 
dans  toutes  celles  qui  se  rapportent  à  cette  théorie,  des  coeHicients  dont  chacun  mar(]ne  le 
nombre  des  points  réunis  en  un  seul  ,  et  peut  être  regardé  comme  la  masse  de  ce  point  unique. 
Ainsi  nous  pouvons,  pour  plus  de  simplicité,  ne  parler  que  du  centre  des  moyennes  distances , 
et  néanmoins  les  théorèmes  que  nous  obtiendrons  sapplifiueront  d'eux-mêmes  au  centre  île 
gravité  di\in  système  de  points  matériels. 
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C, ...,  G  et  I,  les  points  où  elle  percera  ces  plans  doniieronl  toujours  lieu  à 
celte  équation. 

Mac-I.atnin  a  appelé,  dans  cette  équation,  la  distance  i^j  la  moijannc  har- 
monique entre  les  distances  ix,  ifi,  ly ....  *;  et  M.  Poncelet  a  appelé  le  point  0 
le  centre  des  moyennes  harmonique.^  des  points  a,  é",  ^, ....  par  rapport  au 
point  i  **. 

57.  L'équation  (4-)  exprime  donc  ce  théorème,  qui  est  le  corrélatif  de  la 
propriété  du  centre  des  moyennes  distances  d'un  système  de  points  situés  en 
ligne  droite,  exprimée  par  l'équation  (i)  : 

Etant  donnés  plusieurs  plans  A,  B,  C, ....  et  un  dernier  plan  1,  passant 
tous  par  une  même  droite  ;  il  existera  toujours  un  certain  plan  G,  passant 
aussi  par  cette  droite,  et  jouissant  de  cette  propriété,  que,  si  l'on  mène  une 
transversale  quelconque,  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points 
oii  elle  percera  les  plans  A,  B,  C, ....  par  rapport  au  point  oii  elle  percera  le 
plan  I,  sera  toujours  dans  ce  plan  G. 

58.  Remarquons  que  si  la  transversale  était  menée  parallèlement  au 
plan  I,  on  aurait 

— ==  '  1    ~  =  '  )  •  ••; 

IV.  l"j 

et  Téquation  (2)  deviendrait 

pta  -+-  ptê  -H  [L'Y  -\-  •••  =  U  .  fj-b. 

Ce  qui   prouve  que  le  point  6  est   le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  (x,B,  y,  .... 

Ainsi  nous  pouvons  dire  que  le  plan  G  est  tel,  que  toute  transversale, 
parallèle  au  plan  J,  le  rencontre  en  un  point  qui  est  le  centre  des  moyennes 
distances  des  points  où  cette  transversale  rencontre  les  plans  A,  B,  C,  .... 

59.  La  position  du  point  0,  qui  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques 

^  28  de  son  Traité  des  propriétés  générales  des  courbes  géomètrir/ues. 
Mémoire  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniques ,  inséré  au  tome  III  du  Jour>al  ok 
Mathématiques,  de  M.  Crelle. 


iVioioïKK  i)K  (;i:()Mi:ti;ii:.  gui 

dos  |U)iiils  a,  6,  y, ....  par  lapjx)!!  :iii  point  (,  est  délcrriiiinM'  iiKlilTc'n.'mincMl 
pnr  IVqunlion  (i),  on  pjir  r(Mpialioii(;j),  qui  conliciil  un  poiul  .irhilmirc  /y; 
de  soric  (pu'  ces  dviu'  ('(/ud/ions  sonf  i(lcn(i(/ii('s.  (Icllc  idcnlilô  rôsullo  de;  la 
propriélô  mumuc  du  conlrc  des  luoyouncs  dislancos,  expriuK'c  par  i\''(pia- 
lion  (1),  où  le  poiul  m  osf  iudf'Moruiiuc  ;  mais  ou  peut  vu  donner  une  dé- 
monstration directe ,  lrès-1'aeilemenl. 

IVabord  ou  passera  de  réquatiou  (3)  à  réqualion  (i)  eu  remplaçanl,  dans 
la  premi(^rc,  jua  par  [xt — la,  ixô  par  ^f — 16;  el  ainsi  des  autres  segments. 

Kéciproquement,  on  passera  de  l'équation  (4-)  à  Téquation  (3)  eu  prenant 
réquatiou  identique 


<a         /6         ly 

iQ 

—  -4-  —H h  •• 

■  =  n. 

^^  • 

/a          (o          ly 

/e 

et  la  retranchant  de  Téquation  (4-),  après  avoir  multiplié  les  deux  membres 
de  celle-ci  par  ,uj;  car  il  en  résulte 

ai  —  /«         f^i  —  /6         M'  —  'y  f^' —  '* 

/a  (6  ly  <& 

OU 

ua        (ic6        f*y  ^6 
1 1 -H-==n.  — 

ta         i6  /y  i8 

Ainsi  l'identité  des  équations  (3)  et  (4)  est  démontrée  directement.  Elle 
exprime  une  propriété  importante  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un 
système  de  poinis  situés  en  ligne  droite. 

60.  Maintenant,  si  nous  considérons  l'équation  (4),  non  plus  sous  le 
rapport  de  sa  signification  propre  dans  la  théorie  du  centre  des  moyennes 
harmoniques,  mais  comme  exprimant  une  relation  entre  cette  théorie  et 
celle  du  centre  des  moyennes  distances,  relation  fondée  sur  le  principe  de 
dualité,  nous  aurons  ce  théorème,  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite  : 

«  Si  l'on  a  plusieurs  points  en  ligne  droite,  et  leur  centre  des  moyennes 
»  distances^  et  qu'on  fasse  la  figure  corrélative,  on  aura  des  plans  passant 
»  par  une  même  droite ,  dont  le  dernier,  qui  correspondra  au  centre  des 


r)2()  >ii:moiri:  di:  (îeomkthik. 

»  inoyoïinos  dislnncps,  sera  loi,  que  si  Ton  tiic  une  Iransvorsale  quolconque , 
»  le  point  où  cllo  n'iiconlrera  ce  dernier  plan  sera  le  contre  des  mojjcnnes 
»  /i(innoni(/ur.s  des  points  où  elle  percera  tous  les  autres  pians,  par  rapport 
»  Jiu  point  où  elle  percera  le  plan  correspondant  an  point  situé,  à  l'infini,  sur 
»  la  droite  des  points  de  la  première  figure.  » 

(}\.  Considérons  plusieurs  poinls  en  ligne  droilc  :  a,  h,  r,  ...  et  leur  centre 
(/es  moi/ennes  /larnwnif/ues  g,  pris  pai-  i'ap|)ort  à  un  point  o  de  cette  droite; 
nous  aurons 

I  1  H 

1 H    ...  =  > 

oa       oh  og 

ou 

09       og 

1-  —  -f-  •••  =  «. 

oa        oh 

Faisons  la  figure  corrélative.  Nous  aurons  n  plans  A,  B,  C, ....  un  plan  0, 
et  un  dernier  plan  G,  plus  un  plan  I,  correspondant  au  point  de  la  droite 
ab  situé  à  Pinfini  :  tous  ces  plans  passeront  par  une  même  droite.  3Ienons 
une  transversale  quelconque,  qui  rencontrera  ces  plans  aux  points  «,  6, 
y, ....  co,  eet  j  :  d'après  la  seconde  partie  du  principe  de  dualité, 


ou 


w6      iB 

uQ     iB 

—  :  — t- 

—  :  — H  •••  =  7i; 

«6     /6 

la. 

/g                           ,B 

uct 

oji,  suivant  ce  qui  vient  d'être  démontré  ci-dessus, 

I        1  _  n 

Ce  qui  prouve  que  : 

«  Quand  on  a  plusieurs  points  en  ligne  droite ,  et  leur  centre  des  moyennes 
n  harmoniques,  par  rapport  à  un  point  de  cette  droite;  si  Ton  fait  la  figure 
»  corrélative,  on  aura  des  plans  passant  par  une  même  droite,  dont  Pavant- 


i>ii<:)I()ii;m  di:  (;i:()mi:tuii:.  (m 

»  (Icriiicr  scrn  Ici  (|ii(',  si  Ton  iiiriic  une  liMiisvcrsjilr  «iiicIcotKicic,  cWc  icii- 
»  coiilrcr.i  <'os  plans  en  des  |)oliils  dont  r.'iMinl-dcfnicr  scia  le  (cnfrc  des 
»   nioi/riiiifs  /i(infi()iu'(Hics  des  |n'cniicis,  par  rappoil  a»i  dernier,  » 

(12.  SoienI  des  poinls  r/, />,  r, ....,  placM's  iriinc  manière  cpielconcpie  dans 
Pospaco,  el  //  lenr  eeiilre  des  inoNennes  (lislan<'es;  la  pi()|)ii(''le  de  ce  point 
est  (|ue,  si  par  Ions  ces  points  on  mené  des  |)lans  |)arall«"'lcs  entre  eux,  une 
transversale  (piclconipic  les  rcnconlr<'ra  en  i\vs  points  dont  le  dernier  sera  le 
ccnirc  des  nioNcnncs  dislanccs  de  tous  les  aulics. 

-Faisons  la  li^uic  corr<'lalive;  nous  aurons  des  plans  A,  \i,  (î,....,  placés 
(fune  manière  (|uelcou(|ue  dans  Pespace,  et  un  dernier  plan(i,  correspondant 
au  centre  des  moyennes  dislances  g.  Tous  les  plans  menés  parallèlement  entre 
eux,  par  les  poinis  a,  h,....  (/,  donneront  lieu  à  des  points  situés  sur  les  plans 
A,  H, ....  (i,  et  tous  siu'  une  uième  droite  passant  pai*  le  point  /  qui  répond  à 
riullni  de  la  première  lii>ure;  le  derniei'  de  ces  points  sera  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  de  tous  les  autres,  par  rapport  au  point  i  (60).  On 
a  donc  ce  théorème  : 

Soient  plusieurs  plans ,  placés  d'une  vianière  quelconque  dans  l'espace; 
si,  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  transversale ,  et  qu'on  prenne 
sur  elle  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  où  elle  perce  les  plans, 
par  rapport  au  point  fixe,  ce  centre  aura  pour  lieu  géométrique  un  plan. 

iM.  Poncelet  a  appelé  ce  plan,  dans  son  Mémoire  cité  ci-dessus,  le  plan  des 
moyennes  hatinoniques ,  relatif  au  point  fixe. 

11  est  remarquable  que  ce  théorème  soit  précisément  le  corrélatif  de  la 
propriété  du  centre  des  moyennes  distances  d'un  système  de  points. 

Mac-Laurin  a  démontré  ce  théorème  pour  le  cas  d'un  système  de  lignes 
droites  situées  d'une  manière  quelconque  dans  un  plan  *;  nous  le  reprodui- 
sons ici  pour  montrer  cette  relation  remarquable  qui  existe  entre  ce  théo- 
rème et  la  propriété  du  centre  des  moyennes  distances  d'un  système  de  points. 
On  n'aurait  pas  supposé,  a  priori,  des  rapports  aussi  directs  et  aussi  simples 
entre  deux  propositions  en  apparence  si  différentes. 

De  tineurum  qeoinetricanim  proprieludhiis  Iructatus,  §26. 
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63.  En  a|)|)li(|iianl  le  principe  de  dualité  au  théorème  (pie  nous  venons 
de  dénionti'ei-,  on  j)arvienl  iinnicdiatenicnt  au  sui\anl  : 

Quand  on  a  un  st/slhne  de  ])oi)ils  a,  lj,  c,....  dans  l'espace,  et  un  plan 
fixe  I;  si  par  une  droile,  prise  arbilruirenienl  dans  ce  plan,  on  mène  des 
plans  passant  par  tous  ces  points;  puis  qu'on  lire  une  transversale  quel- 
conque,  et  que  l'o}i  prenne  sur  elle  le  centre  des  )noyennes  harmoniques  des 
points  oit  elle  perce  ces  plans,  par  rapport  au  point  oii  elle  perce  le 
plan  1  ;  le  plan  )ne)i('  par  ce  centre  et  par  la  droite  prise  dans  le  plan  l,  pas- 
sera par  un  point  fixe ,  quelle  que  soit  cette  droite. 

Ce  point  fixe  a  été  appelé,  par  31.  Poncelel,  le  centre  des  moyetnies  har- 
moniques des  points  a,  b,  c, ....,  par  rapport  au  plan  1. 

Ce  lliéorème  est  une  généralisation  de  la  j)ropriété  du  centre  des 
moyennes  distances  d'un  système  de  points;  car  si  le  plan  I  est  à  l'infini, 
le  point  fixe  sera  précisément  le  centre  des  moyennes  dislances  des  points 

64.  Le  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points,  par 
rapport  à  un  plan,  jouit  de  diverses  aulres  propriétés,  que  nous  omettons  ici, 
parce  que  nous  reviendrons  sur  cette  théorie  dans  la  seconde  partie  de  cet 
écrit,  en  appliquant  le  principe  de  déformation  homographique. 


§  XIII.  Théorème  de  jNewton,  sur  les  diamètres  des  courbes. —  Propriétés 

NOUVELLES  DES  SURFACES  GÉOMÉTRIQUES. 

()0.  Soit  une  surface  géométrique.  Si  Ton  tire  des  transversales  paral- 
lèles entre  elles,  et  qu'on  pionne  le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
où  chacune  d'elles  rencontre  la  surface,  le  lieu  géométrique  de  ces  centres 
sera  un  plan. 

Cela  est  une  conséquence  du  théorème  que  Xewton  a  donné  sur  les  dia- 
mètres des  courbes  géométriques,  au  commencement  de  son  Ènumération 
des  lignes  du  troisième  ordre. 

Faisons  la  figure  corrélative;  nous  aurons  une  nouvelle  surface  géomé- 


lri(|n('  :  «uix  (i'jinsv<MSMl('s  corrcspondronl  des  dioilcs,  ((miIcs  siliiccs  (l;iii>i  un 
iiK^inc  plan,  (|(ii  con'csixtndr:)  .111  |)(>inl  de  (-(incoiirs  (siliir  i\  l'inlinij  drs  li-;iii.s- 
vorsales.  D'apirs  ce  (pu»  ikmis  a\(>iis  (h'iiioiiln'  (()()),  sur  la  liansloinialion  d<' 
la  [)i'()|)i'i(''l('' (1(1  ('('nli'(>  des  nioycniics  dislanccs  (Tiin  s>s(('ni(Ml(î  |)()inls  siliiés 
(Ml  liiinc  di'oilc,  on  a(na  ce  llH'oirnic  : 

Quand  on  a  une  surfavc  (/rotncIrii/Ki-,  cl  un  plan  silur  d'une  inanière 
quclcon(/U('  dans  l'('Sj)(((c  :  si  /xtr  une  droite,  prise  (irhifniirenwnt  dans  ce 
plan,  on  mène  les  plans  (((nyen/s  à  celle  surface  ;  puis,  (pion  lire  une  irans- 
t^ersale  quolconipic  et  (pion  prenne  sur  elle  le  centre  des  ^noijcnncs  harmo- 
ni(/ues  des  points  où  elle  perce  tous  les  plans  tangents,  par  rap/)orf  an 
point  oii  elle  perce  le  plan  donne  ;  le  plan  men<'  par  ce  centre  cl  par  la 
droite  prise  dans  le  plan  donné,  passera  par  un  point  fixe,  (/uellc  (pie  soit 
cette  droite. 

()().  Si  la  surface  primilivc  est  rensoinhlc  de  plusieurs  plans,  sa  trans- 
lorni(3c  se  réduira  à  plusieurs  points  isol(3S,  el  le  llR'orè'ine  exprimera  la  pro- 
priété du  centre  des  moyennes  harmonicpies  d'un  système  de  points ,  déjà 
démontrée  ci-dessus  ((>3). 

()7.  Si  |)ar  les  |)oinls  où  une  des  transversales  T,  dans  la  première  ligure, 
rencontre  la  surface,  on  mène  les  plans  tangents  à  celte  surface,  et  qu'on 
prenne  le  centre  des  moyennes  dislances  des  points  où  toute  autre  transver- 
sale rencontre  ces  plans  tangents,  ce  centre  sera  sur  le  plan  P,  lieu  géomé- 
trique des  centres  relatifs  à  la  surface.  Car  ce  point  sera  sur  un  plan  fixe  P', 
parce  que  les  plans  tangents  forment  une  surface  géométrique;  mais  quand 
la  transversale  sera  infiniment  voisine  de  la  première  T,  les  points  où  elle 
percera  la  surface  se  confondront  avec  les  points  où  elle  percera  les  plans 
tangents;  les  deux  plans  P,  P',  auront  donc  plusieurs  points  communs,  et  se 
confondront. 

Faisant  la  figure  corrélative,  on  conclut  aisément  de  là,  d'après  le  théo- 
rème (66),  ce  nouveau  théorème  : 

Quand  on  a  une  surface  géoinélrir/ue  el  un  plan  fixe  situé  d'une  manière 
quelcon(fue  dans  l'espace;  si  par  une  droite,  prise  arbitrairement  dans  ce 
plan,  on  mène  les  plans  tangents  à  la  surface;  le  centre  des  moi/ennes  har- 
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fnnju'f/ifps  (le  leurs  poinis  de  conlact  avec  la  s}(yfiicc,  rclalif  (ut  plan  fixe, 
sera  toujours  le  même  point  île  l'espace,  f/uclle  r/ue  soif  la  droite  prise  dans 
ce  plan. 

(îS.  Si  le  plan  fixe  est  à  l'infini ,  on  conclut  do  ce  lli«''orème  celte  autre 
propric'lé  singulière  des  surfaces  géoniéliicjues  : 

l'Jtant  donnée  une  surface  f/êoniétrif/ue;  si  on  lui  mène  ses  plans  tangents 
parallèles  (i  un  même  plan,  leurs  points  de  contact  avec  la  surface  auront 
pour  centre  des  moijennes  distances  un  point  fixe,  fjuelle  que  soit  la  direction 
commune  des  pUuts  tangents. 

Oî).  Les  propriétés  générnios  des  surfaces  géométriques,  que  nous  venons 
de  démontier,  ont  lieu,  l)ien  entendu,  pour  les  courbes  planes;  et  elles  s'ap- 
pliquent aussi  aux  courbes  à  double  courbure;  car,  dans  les  Ibéorènies  connus 
d'où  nous  les  avons  déduites,  par  noire  principe  de  transformation,  la  surface 
proposée  pouvait  être  développable  et  donner,  pour  transformée,  une  coui-be  à 
double  courbure  (1"). 

70.  Ces  tliéorèmes,  combinés  entre  eux,  et  appliqués  à  des  systèmes  de 
cônes  et  de  cylindres  circonscrits  à  une  surface  géométrique,  ou  passant  par 
une  même  courbe  à  double  courbure,  conduisent  à  plusieurs  aulres  théo- 
rèmes curieux,  qui  sont  une  généralisation  des  propriétés  des  cônes  circon- 
scrits à  une  surface  du  second  degré,  et  ayant  leurs  sommets  sur  une  droite 
ou  sur  un  plan. 

Il  ne  peut  enti'er  dans  l'objet  de  cet  écrit  de  nous  étendre  davantage  sur 
ce  genre  tout  nouveau  de  propi'iétés  générales  des  surfaces  et  des  courbes 
géomélriques.  Nous  en  avons  fait  d'ailleurs  l'objet  d'un  Mémoire  spécial, 
inséré  dans  la  Correspondance  mathémafir/ue  de  M.  Quetelet.  (  Voir  le 
second  Mémoire  sur  la  transformation  parabolique  des  relations  métriques 
des  figures  ;  Correspondance,  t.  YI.) 

Nous  donnerons,  dans  la  seconde  partie  de  cet  écrit,  quelques  autres  pro- 
priétés des  courbes  et  des  surfaces  géométriques,  qui  appartiennent  à  la  même 
théorie. 
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^^  \l\'.    Pnoi'iuin:  di'  qiivdiui.atiiii:  (;aii(:iii:;  doi'Hu:  (;i:m:i«aiion  dk 
i/iivi»i:iU!oi.()ïi)i:  A  iiNK  NAPPK,  PAU  iNi:  M(;nf,  nnorrf:  mouh.i:. 

7i.  Soil  un  (lu.ulrihitôic  ^^•ul('llO  (la'h'h.  On  siiil  ([uo  si  l'on,  mono  nno 
<lroil(*  inin'  <|iii  divise  les  côlcVs  opposés  ah,  n'h',  propoilionncllcincnf ,  c'cst- 
à-diro  do  nianiôir  (pi'on  :n'l 


Kiii        a  III 

(«) /      =/~ 

bin       h  m 


I"  \ji\  droite  nuit'  sera  dans  un  plan  parallèle  aux  deux  autres  cotés 
od',  hh; 

2"  Cette  droite  renconlrera  toute  droite,  telle  (pie  nu',  (pu'  s'appuie  sur 
les  C()t('s  aa',hh',  et  cpii  est  paialKMe  au  n)(Mne  i)lau  (pu*  les  deux  côtés  ah,  a'h'. 
{Géonu'Iric  de  Legendi'e,  W^  livre.) 

Faisons  la  figure  corrélative.  Nous  aurons  un  second  (piadrilatère  gauche 
aa.'ë& ,  dont  les  plans  des  angles  «,  a! ,  ê,  & ,  (pie  nous  désignons  par  A,  A',  B,  IV, 
correspondent  respectivement  aux  sommets  a,  a',  h,  b'  du  premier.  Aux 
points  m,  m'  correspondront,  dans  la  nouvelle  figure,  deux  plans  31,  M'  pas- 
sant respectivement  par  les  deux  côtés  «ê,  a'o';  et,  aux  points  n,  n' ,  corres- 
pondront deux  plans,  passant  respectivement  par  les  côtés  ««',  ^^' . 

Soient  I,  V  les  deux  plans  qui  correspondent  aux  points  situés  à  Tinfini 
sur  les  côtés  ah,  a'h'  ;  ces  plans  passeront  par  les  côtés  «S,  a&',  respective- 


ment;  et  Ton  aura 

sin.  IM,  A 

sin.  1,  \ 

ma 

sin.  M,  B 

sin.  I,Ii 

m  h 

sin.  M',  A' 

sin.I',A' 

m'a 

sin.  M,  B'     sin.  1,  B'       m'b' 

On  a  donc,  d'après  Téquation  (1)  : 

sin.  M,  A     sin.I,A       sin.  M',  A'    sin.r,A' 


m 


sin.  M,B    sin.  f,  B       sin.  M',  B'    sin.  r,B' 
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Cest-à-dirc  quo  le  rapport  anli;irmoiii((ue  des  qunfrc  plans  A,  H,  I,  M,  esl 
é^al  au  rappoil  aiiliainioiiirjiic  des  (pialre  i)lans  A',  K',  I',  M'. 

Les  droites  ««',  hlj',inni',  <''(aiil  paiallèles  à  un  même  plan,  on  peut  les 
considérer  comme  s"appuyant  sur  une  mcrne  droite  située  à  l'infini;  les 
droites  qui  leur  corres|)on(lent,  dans  la  nou\elle  ligure,  s'appuieront  donc 
aussi  sur  une  même  droite;  et  cette  droite  rencontrera  la  droite  d'intersection 
des  deux  plans  I,  I',  puisque  celle-ci  correspond  aussi  à  une  droite  située  à 
rinfini,  et  (pie  toutes  les  droites  à  riiifini  sont  considérées  comme  étant  dans 
un  même  plan. 

Enfin,  la  droite  nn'  étant  dans  un  plan  parallèle  aux  deux  côtés  ah,  a' h', 
ces  trois  droites  peuvent  être  considérées  comme  s'appuyanl  sur  une  même 
droite  située  à  Tinlini  ;  à  cette  droite  située  à  rinfini  correspond  la  droite 
d'intersection  des  deux  plans  1,1';  à  la  droite  un'  correspondra  donc  une 
droile  quelconque,  s'appuyant  :  1"  sur  la  droile  d'intersection  des  plans 
A,  A';  2°  sur  la  droite  d'intersection  des  plans  H,  B';  3"  sur  la  droite 
d'intersection  des  plans  I,  T. 

De  là  on  conclut  ce  théorème  : 

Efanf  donnca  Irais  plans  A,  B,  J,  passant  par  une  droite ,  et  trois  autres 
plans  quelconques  A',  B',  I',  passant  par  une  seconde  droite  ;  si  autour  de 
ces  deux  droites  on  fait  tourner  des  plans  M,  M',  de  manière  que  le  rap- 
port an  harmonique  des  quatre  plans  A,  B,  I,  M  soit  égal  au  rapport  an  har- 
monique des  quatre  autres  plans  A',  B',  I',  M';  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans  M,  M'  s'appuiera,  dans  toutes  ses  positions ,  sur  toute  transver- 
sale qui  s'appuierait  sur  les  trois  droites  d'intersection  des  plans  A,  B,  I,  par 
les  plans  A',  B',  I',  respectivement. 

Cela  prouve  que  la  droite  d'intersection  des  plans  M,  M'  engendre 
un  hyperboloïde  à  une  nappe;  et,  comme  la  transversale  sur  laquelle 
celte  droite  s'appuie  dans  toutes  ses  posilions  est  indéterminée,  on 
en  conclut  aussi  la  double  génération  de  cette  surface  par  une  ligne 
droite. 

Ce  théorème  correspond  à  celui  (jue  nous  avons  appelé,  dans  la  Géo- 
métrie plane,  propriété  anharmonique  des  points  d'une  conique  (voir  la 
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Note  \V).  Il   nous  srra  InVulilc  (l;iiis  l:i  llK'oric  des  siiifaccs  du  sccoiiil 
(Ic^n^. 

72.    iUMiiarquoiis  (|(i(>  IVMiiialioii  (:2)  donuct 

siii.M,.\     .siii.  M'.  A'        .siii.l,A     siii.  l'.A' 

sin.  M,  n  ■  siii.  lM'7lT'  "^  siîûUi  '  sin7r,¥  ""  *  "'"  " 

sii).  M,  A         .      r       I  .1  I  ■    .  Il  •    .       I  I  ,1 

^.^^  ^,  j^  est  e^al  au  rappoil  des  dislaiiccs  d  un  poinl  du  |)lan  .M  aux 
plans  A ,  lî.  i*i(MUMis  ce  point  siu-  la  di oiUî  (rinlorsection  des  plans 
M,  M'.  Le  rapport  des  distances  du  même  point,  aux  deux  plans  A,  H',  est 
éj:;al  à  ^,"'  jy,",.- •  ^<'  rapport  est  doue  au  prenn'er  dans  une  raison  eonstante; 
[)ar  conséquent  : 

Si  l'on  dcnuiiKlc  un  point  dont  le  rapporl  des  distances  à  deux  plans 
donnés,  soif  au  rapport  de  ses  distances  à  deux  autres  plans,  dans  une 
raison  constante,  le  lieu  géométrique  de  ce  poinl  sera  un  Ityperboloïde  à  une 
nappe. 

Cela  est  encore  un  exemple,  assez  remarquable,  qui  montre  la  possibilité 
de  tirer,  par  nos  méthodes  de  translormalion,  d'un  simple  théorème  de  Géo- 
métrie élémentaire,  des  propriétés  générales  des  surfaces  du  second  degré. 


§  XV.   TRANSFORMATION  DES  PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DES  SURFACES  GÉOMÉTRIQUES 

RAPPORTÉES  A  TROIS  AXES  COORDONNÉS. 

73.  Soient  une  surface  géométrique  du  degré  m,  et  trois  axes  coordonnés 
oxy  oy,  oz.  Que,  par  chaque  point  de  la  surface  on  mène  trois  plans  parallèles, 
respectivement,  aux  trois  plans  coordonnés  :  les  segments  ox',  oy',  oz',  que 
ces  plans  formeront  sur  ces  axes,  auront  entre  eux  une  relation  constante, 
du  degré  m,  quel  que  soit  le  point  de  la  surface;  cette  relation,  que  nous  re- 
présentons par 

H) F  (ox',  0»/',  oz')  =  0 , 

est  l'équation  de  la  surface. 
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Formons  la  (igiirc  corrélative;  nous  am'oiis  une  surface  jçéomélrique,  ^ 
Ia(|iielle  on  pouna  mener,  j)ar  une  dioile  (|nelcon(|ue ,  ut  plans  tangents 
(réels  ou  imagin;n'res);  et  trois  droites  situées  dans  un  même  plan  0  :  les 
sommets  A,  B,  (1,  du  triangle  formé  par  ces  droites,  correspondi'onl  aux 
plans  coordonnés  ijz,  zx  et  xy ;  de  sorte  que  les  droites  BC,  CA,  AB, 
correspondrojil  respectivement  aux  axes  ox,  oy,  oz.  Aux  trois  plans 
menés  par  un  point  de  la  première  surface,  parallèlement  aux  trois  plans 
coordoimés,  corresj)ondront  les  trois  points  |',  v' ,  ç',  où  un  |)lan  tangent  à  la 
nouvelle  surface  rencontrera  les  trois  droites  fixes  menées,  des  trois  sommets 
du  triangle,  au  point  /,  (|ui  coirespond  à  Finfini  de  la  i)remière  figure.  Aux 
points  x' ,  u',  z',  correspondront  les  trois  plans  menés  par  les  (rois  côtés  du 
triangle  et  par  les  trois  points  où  le  plan  tangent  rencontre  les  trois  droites 
issues  du  point  i;  soient  X',  Y',  Z'  ces  plans. 

Prenons,  sur  les  axes  ox,  oij,  oz,  trois  points  fixes  c,  e,  f;  et  soient  D, 
E,  F,  les  plans  coi'res|)ondanls,  lesquels  passent  par  les  côtés  du  triangle 
ABC  :  les  plans  «BC,  ikC,  /AB  corresj)ondront  aux  trois  points  situés,  à 
Pinfini,  sur  les  axes  ox,  oy,  oz.  On  aura  donc 

ox'       siii.  0,  X'    sii».  l'BC,  X' 
od        sin.  0,  D     sin.  «BC,D 

oy'       sin.O,  Y'     sin.eCA,Y' 
oe        sin.  0,  E      sin.  iGA,  E 

oz         sin.  0,Z'     sin.e.\B,Z' 
of        sin.  0,  F      sin.  lAB,  F 

Soient  $,  e,  f,  les  points  où  les  plans  D,  E,  F  rencontrent,  respectivement, 
les  axes  ik,  /H,  iC;  le  second  membre  de  la  première  de  ces  trois  équations 
sera  égal  à 

Ao  ■  i'i  ' 

On  aura  donc 

ox'_  Af  /r 

od        A  0      iô 
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ox  =    :  —    •  nd. 

\ir     iâl 

On  n,  seinl)i:(l)loin(M)(  : 

nw   iu\ 

\lv         It/ 

Mellanl  ces  valeurs,  ù  la  place  de  ox',  otj',  oz' ,  dans  Téqualion  (1)  de  la 
surface  proposée,  on  aura  une  équation  où  les  trois  rapports 

A^'     B/      c^ 

'W'    77'     /î;'' 

(|ui  déterminent  la  position  de  chaque  plan  tangent  à  la  nouvelle  surface, 
entreront  au  degré  m.  Cette  équation  ne  contiendra  pas  d'autres  variables 
que  ces  trois  rappoits;  car  AcJ,  /J',  od,  etc.,  sont  des  constantes.  Comme  Ton 
peut  comprendre  ces  constantes  dans  les  coeflîcients  de  l'équation ,  on  a 
cette  propriété  générale  des  surfaces  géoméiriques  : 

Étant  donnés  une  surface  géométrique,  et  un  tétraèdre  situé  d\ine  manière 
quelconque  dans  l'espace;  chaque  plan  tangent  (i  la  surface  fera  deux  seg- 
ments sur  chacune  des  trois  arêtes  aboutissant  au  sommet  du  tétraèdre;  si 
l'on  forme  les  rapports  des  trois  segments  situés  du  côté  de  la  base  aux  trois 
autres  respectivement ,  ces  trois  rapports  auront  entre  eux  une  relation  con- 
stante, d'un  degré  égal  au  nombre  des  plans  tangents  qu'on^  pourra  mener 
à  la  surface  par  une  même  droite. 

Et,  réciproquement  : 

Si,  ayant  un  tétraèdre,  on  mène  un  plan  de  manière  que,  si  l'on  forme  le 
rapport  des  segments  qu'il  fera  sur  chaque  arête  aboutissant  au  sommet  du 
tétraèdre  (/e  segment  situé  du  côté  de  la  base  du  tétraèdre  étant  pris  pour 
numérateur  dans  ce  rapport),  les  trois  rapports  ainsi  faits  aient  entre  eux 

80 
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tow  relation  ronsfanfr,  du  (lf'f/?r  lu,  Ir  plan  enveloppera  une  surface  à  laquelle 
on  pourra  mener  m  plans  (anf/enis  par  une  même  droite. 

74.  Donc,  si  In  relation  est  du  premier  do^ré,  le  plan  lonrnera  autour  d'un 
point  fixe; 

Si  la  rolalion  est  du  second  degré,  le  plan  enveloppera  une  surface  du 
second  degré.  D'où  Ton  peiil  concluie  différentes  pro|)riétés  des  surfaces  du 
second  degré. 

73.   Nous  avons  trouvé 

ox  =    —  :  —  I  .  0(1. 

Si  le  point  /  est  à  l'infini,  on  aura  seulement 

.   oil 
ox  =  A?  ' .  —  ; 
Ai 

et,  de  même  : 

oe 
ou'  =  Bv' .    -■ 
^  Bs 

MettanI  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  et  comprenant  les  constantes 

od     oe      of 

dans  les  coefficients  de  Téqualion,  on  aura  une  équation 

F(,\r,  B/,  cr)  =  o, 

qui  sera  du  degré  m  par  rapport  aux  variables  Aç',  Bv',  Cc'.  Donc  : 

Si  l'on  a  une  surface  géométrique,  et  que,  par  trois  points  fixes,  on  mené 
trois  axes  parallèles  entre  eux;  chaque  plan  langent  à  la  surface  coupera  ces 
axes  en  trois  points  dont  les  distances,  aux  trois  points  fixes  respectivement, 
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auront  entre  elles  une  relation  eonstanle,  d'un  def/ré  êf/al  au  nonihre  des  plans 
tauf/ents  (pion  peut  mener  à  la  surface  par  ma'  même  ilroife. 

Va  rôcipnxnKMiKMif. 

7(>.  Donc  :  Si  l'on  a  dans  l'espace  trois  droites  parallèles  entre  elles ,  sur 
les(/uelles  sont  pris  trois  points  fixes,  et  (pion  porte  sur  ces  droites ^  à  partir 
de  ces  trois  points  fixes,  trois  sef/ments  (pii  aient  entre  eux  une  relation  con- 
stante, du  premier  (le(jr('  :  le  plan  détermina'  par  les  extrémités  de  ces  ser- 
ments passera ,  dans  toutes  ses  positions,  par  un  point  fixe. 

77.   Reprenons  Texpression  de  ox'  : 

ox  =    —  :  —    .  0(1. 

Supposons  les  trois  points  A,  B,  C,  h  rinlini;  il  vicMulra 


el,  pareilItMnent  : 


'         '       •        r 

OZ    =  - —  •  ^  -  .  01. 


Mettant  ces  valeurs  dans  Téqualion  (1),  et  faisant  entrer  les  constantes  dans 
les  coefficients,  on  aura  une  équation 


OÙ  les  variables 


t       I      I 


entreront  au  degré  m. 
Ainsi 
Quand  on  a  une  surface  géometrir/ue  ;  si,  par  un  point ,  l'on  tire  trois  axes 
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fixes  f/uclcoïK/ues;  chaque  plan  (anfjcnl  à  la  surface  les  rencontrera  en  trois 
points,  dont  les  distances  au  point  fixe  auront ,  entre  leurs  valeurs  inverses, 
une  relation  constante ,  d'un  dcfjré  égal  au  nombre  de  ])lans  tangents  qu'on 
pourra  mener  à  la  surface,  pur  une  même  droite. 

Et  réciproqucmont. 

1^.  Donc  :  5/  l'on  prend,  sur  les  arêtes  d'un  angle  trièdre ,  trois  points 
dont  les  distances  au  sommet  de  l'angle  aient  entre  leurs  valeurs  inverses  une 
relation  constante,  du  prenner  degré;  le  plan  déterminé  par  ces  trois  points 
passera,  dans  toutes  ses  positions,  par  un  point  fixe. 

7Î).  Concevons  le  tétraèdre  l\BC,  et  le  plan  qui  coupe  ses  trois  arêtes 
i\,  m,  iC,  aux  points  ^',  v',  K'  ;  soient  p,  fJ ,  p" ,  p'",  les  distances  de  ce  plan 
aux  quatre  sommets  /,  A,  lî,  C;  nous  aurons 

p        îÇ'         p        iv'         p        iK' 

On  aura  donc,  d'après  le  théorème  ('3),  une  relation 

p  p  p    I 

OÙ  les  trois  rapports  entreront  au  degré  m.  Si  l'on  multiplie  tous  les  termes 
par  p"\  on  aura  une  équation  homogène,  du  degré  m,  entre  les  quatre  dis- 
tances p,  p',  p",  p'"' 

Donc 

Dans  toute  surface  géométrique,  les  distances  de  chucwi  de  ses  plans  tan- 
gents, à  quatre  points  fixes,  pris  arbitrairement  dans  l espace ,  ont  toujours 
entre  elles  une  relation  homogène,  d'un  degré  égal  au  nombre  des  plans 
tangents  Çréels  ou  in\aginaires)  qu'on  peut  mener  à  la  surface,  par  une 
même  droite. 

Et,  réciproquement  : 

Quand  les  distances  d'un  plan  mobile,  à  quatre  points  fixes,  ont  entre 
elles  une  relation  homogène,  du  degré  m;  ce  plan  enveloppe  une  surface 
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courhc,  à  la(/iicllr  on  peut  mcnrr,  jxfr  une  mnnn  (Intilc  (/nchvn(/iic  ,  m  /Uaïus 
((uu/riils  Çrrcis  on  iiiKif/iiKifrcs)  \ 

Si).  Ainsi,  si  Ton  (hMiiandc  tiii  pinn  Ici,  (juc  sos  dislniiros  à  (jualrc  points 
fixes,  inniliphï'os  rcspcciiNcnicnl  p.ir  des  conshnilcs,  jiicnl  Icni"  sonnnfM'^'.tlc 
i\  zôi'O,  une  inlinili'  i\o  j)l;ins  snlislonl  à  la  (picsiion,  cl  Ions  ces  /t/ons  passe- 
ront par  nn  nirnic  point.  Kn  clTcl,  on  sait  (pic  ce  point  serait  le  cenlr(î  de 
gravité  des  ipialre  points  fixes,  s'ils  axaient  des  masses  propoi'tionnelles  aux 
conslanles  cpii  ninltiplicnl  les  distances  du  plan  mobile  à  ces  points. 


,^  XVI.    NOUVEF.LE  MI-TIIODE  DE  GÉOMÉTIUE  ANALYTIQUE. 

81 .  Les  théorèmes  piéctHlents  oITrenl  une  manière  de  dèlerminei',  par  une 
équation  entre  trois  variables,  tous  les  plans  lani^ents  à  une  surface  courbe, 
analogue  à  la  méthode  par  laquelle  on  déleimine,  en  (iéométrie  analytique, 
par  une  équation  entre  trois  variables,  tous  les  points  d'une  surface. 

On  prendra  arbitrairement  dans  respacc  un  tétraèdie  «ABC.  Un  plan  ren- 
contrera les  trois  arêtes  /A,  /B,  ii],  en  trois  points  ^,  y,  C,  qu'il  suffira  de 
connaître  pour  que  le  plan  soit  déterminé.  On  déterminera  ces  points  eux- 
mêmes  par  les  rapports 

Af      Bv      Cî; 
»■§        iv        l'K 

qu'on   pourra  appeler  les  coordonnées  du  plan,  et  que   nous  représente- 

Cc  théorèinc  s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  points  fixes;  c'csl-à-dire  que  : 
Etant  donnés  plusieurs  points  fixes  dans  l'espace  :  si  Ton  mène  an  plan  de  manière  que  ses 
distances  à  ces  points  aient  entre  elles  une  relation  liomogène  constante,  du  degré  m;  ce  plan 
enveloppera,  dans  toutes  sesposilions,  une  surface  géométrique,  à  laquelle  on  pourra  mener  m 
plans  tangents  par  une  même  droite. 

Ce  théorème  se  conclut,  par  le  principe  de  dualité,  de  celte  autre  proposition,  dont  la  démon- 
stration résulte  des  premiers  principes  de  la  Géométrie  analytique,  savoir  :  Le  lieu  d'uti  point 
dont  les  distances  à  plusieurs  plans  fixes  ont  entre  elles  une  relation  constante,  du  degré  m  , 
est  une  surface  géométrique,  qu'une  droite  quelconque  rencontre  en  m  points  {réels  ou  imagi- 
naires). 
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rous  pni'  r,  y,  c.  (]li;i(|UO  s>st(Mi)e  de  v;»kMiis  de  ces  Irois  coordonnées 
doinici'ji  un  plan.  Donc  une  ('(pi.ilion  entre  ces  trois  coordonnées  repré- 
senlei'.'j  une  inlinilé  de  j)lans,  lous  assnjeltis  à  une  certaine  loi  exprimée 
par  celle  équation,  et  (jui,  par  conséquent,  envelopperont  une  certaine  sur- 
face. 

Il  résulte,  du  théorème  ("3),  cpiune  équation  F  (x,  //,  s)  =  (),  où  les  varia- 
Ijles  x,jjy  z,  n'entrent  qu'au  premier  degré,  rej)résente  un  point;  c'est-à-dire 
que  tous  les  plans  déîerniinés  j)ar  cette  é(pialion  passeront  par  un  mêine 
point;  qu'une  équation  du  second  degré  représente  une  surface  du  second 
degré;  et,  en  général,  qu'une  équation  du  degré  m  représente  une  surface  à 
laquelle  on  peut  mener  m  plans  tangents  par  une  même  droite. 

82.  Deux  équations  qui  devront  avoir  lieu  en  même  tCFiips,  détermineront 
les  j)lans  tangents  communs  aux  deux  surfaces  que  ces  équations  représen- 
tent indi\iduellement  :  ces  deux  équations  leprésenteront  donc  la  surface 
(/('vcloppahlc  circonscrite  à  ces  deux  surfaces. 

Pareillement,  trois  équations  doimeront  les  plans  tangents  connnuns  aux 
trois  surfaces  représentées  par  ces  équations. 

Il  suit  de  là  que,  quand  trois  surfaces  seront  inscrites  à  la  même  dévelop- 
pable,  les  équations  de  deux  d'entre  elles  devront  rendre  identique  l'équatio!! 
de  la  troisième. 

Si  l'on  a  deux  surfaces  du  second  degré,  représentées  par  les  équations 
F  =  0,  /"=  0;  toute  autre  surface  du  second  degré,  inscrite  à  la  déve- 
loppable  circonscrite  aux  deux  premières,  aura  son  équation  de  la  forme 
F  +  ?.,  /"=  0,  l  étant  une  constante. 

83.  Chaque  plan  tangent  à  une  surface  la  touche  en  un  point  qu'on  déter- 
minera par  une  formule  semblable  à  l'équation  du  plan  tangent  à  une  sur- 
face, dans  le  système  de  coordonnées  en  usage. 

Ainsi,  soient  F(xyi/,z^=-0  l'équation  de  la  surface;  x',  y',  z',  les  coor- 
données de  son  plan  tangent  :  Téqualion  du  point  de  contact  sera 
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Si.  Si  Ton  Nctil  iiNoir  riiilciscclioii  <!(>  I;i  sdi-liicc  par  un  |)laii,  on  indi- 
qiKM'n  (|U(>  le  point  doiil  nous  venons  de  donner  l\'>(pi.-dioii  doit  olre  snr  ee 
|)lan.  SoienI  a,  6,  y,  les  coordonnées  de  ee  plan  :  on  aura  Tecpiation  de  con- 
dition 

ill'  f/l-  <l\- 

-  .  [u  -  ..')  -4-  --;  (6  -  -  1/)  .  -,  (r  —  z')  ==  0. 

(Ix  dy  az 

i'ielW  équation  représente  une  suiface  dont  les  coordonnées  courantes  sont 
x' ,  y',  z'.  Cette  surlace  est  telle  (jue  les  plans  tan^^ents  à  la  surlace  pi-oposée, 
(M)  ses  points  d'intersection  par  le  phui  (a,  ë,  y),  lui  soid  aussi  lan*;ents.  Donc 
cette  équation,  et  Péipialion  F  (.r', //',  ;')  =  Ode  la  surface  proj)osée,  repré- 
sentent une  (léveloppal)le  circonscrite  à  celle-ci  suivant  sa  courbe  (Pinlcrsec- 
lion  par  le  plan  dont  les  coordonnées  sont  a,  6,  y.  Ainsi  cette  courbe  d'inter- 
section est  déterminée. 

85.  Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  analogies,  qui  suffisent  pour 
faire  voir  le  mécanisme  de  ce  nouveau  système,  et  à  quel  genre  de  questions 
il  conviendra  particulièrement.  Mais  Ton  conçoit  que,  pour  l'employer  avec 
avantage,  il  est  nécessaire  de  le  présenter  directement  et  d'une  manière  élé- 
mentaire, pour  connaître  la  signilication  des  coefficients  de  certaines  équa- 
tions qui  se  représenteront  toujours,  telles  que  celles  du  point  et  de  la  ligne 
droite.  La  métbode  par  laquelle  nous  venons  d'exposer  les  propriétés  princi- 
pales de  ce  système  ne  suffit  pas  pour  donner  les  expressions  géométriques 
de  ces  coefficients,  parce  qu'ils  renferment  les  segments  oti,  oe,  of,  ("3),  qui 
appartiennent  à  l'ancien  système.  Nous  reviendrons  donc  sur  cette  nouvelle 
méthode  de  Géométrie  analytique,  pour  l'exposer  directement,  et  avec  les 
développements  nécessaires. 

86.  On  remarquera  que,  si  les  trois  axes  /Â,  /B,  /C,  sur  lesquels  sont 
comptées  les  trois  coordonnées  de  chaque  i)lan,  sont  parallèles  entre  eux, 
ces  coordonnées  deviennent  précisément  les  segments  A|,  Bv,  C|,  d'après  le 
théorème  (To).  Le  système  alors  se  simplifie  beaucoup,  et  a  une  plus  grande 
analogie  avec  le  système  de  coordonnées  de  Descartes. 

Au  contraire,  quand  les  trois  axes  /A,  «B,  «C,  passent  par  un  même  point. 
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et  (jue  le  plan  AIUI  est  à  riiifini,  les  (rois  cooidounées  de  chaque  plan  sont, 
d  après  le  ihéoirnie  (""),  les  valeurs  inverses  des  dislances  du  point  /  aux 
points  où  le  plan  rencontre  les  trois  axes  /A,  iB,  iC. 


^  XVII.   Suite  or  précédent.  —  Applications  du  nouveau  système 

DE    GÉOMÉTRIE    ANALYTIQUE. 

87.  Première  appUeaiion.  Considérons  le  système  de  coordonnées  le 
plus  général,  celui  où  Ton  a  un  tétraèdre  /ABC,  et  où  les  coordoïmées  de 
chaque  plan  sont  les  rapports 

A|       B^       Cç 
i^        iv        iX 

On  démontrera  aisément,  en  faisant  les  mêmes  raisonnements  que  pour  la 
démonstration  du  théorème  1  (§  II),  le  suivant,  (|ui  d'ailleurs  est  le  corrélatif 
du  théorème  (9)  : 

Quand,  dans  l'équafion  d'un  point  mobile,  les  coefficients  des  coordonnées 
courantes  sont  trois  variables  satisfaisant  à  une  relation  du  premier  degré, 
le  point  engendre  un  plan  ; 

Si  les  coefficients  ont  entre  eux  une  relation  du  second  degré,  le  point 
engendre  une  surface  du  second  degré  ; 

Et,  en  général,  si  les  trois  coefficients  ont  entre  eux  une  relation  du 
degré  m,  le  point  engendre  une  surface  qui  est  rencontrée  en  m  points  par 
une  transversale  (juclconque. 

88.  Ce  théorème  conduit  à  une  propriété  géométrique  du  centre  de  gra- 
vité de  quatre  points  matériels. 

En  effet,  soient  x' ,  y' ,  z',  les  trois  coefïicients  des  variables,  dans  l'équa- 
tion d'un  point;  cette  équation  sera 

ûf's  -+-  i/'i/  -+-  r'c  -H  K  =  0. 

X,  y,  z,  sont  les  coordonnées   qui  déterminent  chaque   plan   passant   par 
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ce  poiiil.  Nous  avons  vu  (79)  (jircm  peut  les  rcniplacer  p.ir  les  (lislnncps 
p,  p\  p" ,  p'",  de  ce  plan,  aux  sounncis  /,  A,  W,  (1,  du  h'Iiaèdic;  ou  aura 

donc 

x'p'  -4-  y'p"  -.-  z'f  -4-  Kp  =  0. 

Nous  avons  vu  aussi  (80)  que  le  point  re|)résenlé  par  celle  é(pialion  est  le 
centre  de  gravité  des  cpiatre  points  /,  A,  IJ,  (],  si  on  leur  sup|)ose  des  masses 
proportionnelles  aux  quantités  K,.x'',  //',  z' .  On  conclut  donc,  du  théorème 
précédent,  celui-ci  : 

Si  l'on  a  quatre  points  fixes  matériels ,  et  qu'on  prenne  leur  centre  de 
gravité;  et  que ,  la  masse  de  l'un  d'eux  restant  constante,  celles  des  trois 
autres  points  varient  en.  conservant  entre  elles  une  relation  constante,  du 
degré  m,  le  centre  de  gravité  des  quatre  points  engendrera  une  surface  du 
degré  m. 

On  pourrait  faire  varier  les  masses  des  quatre  points;  mais  alors  il  fau- 
drait qu'elles  eussent  entre  elles  une  relation  homogène;  le  centre  de  gra- 
vité de  ces  quatre  points  engendrerait  une  surface  d'un  degré  égal  à  celui  de 
celte  relation. 

(S9.  Autre  application.  Pour  faire  une  seconde  application  du  nouveau 
système  de  coordonnées,  à  une  question  qui  offrirait  des  difficultés,  si  Ton 
voulait  faire  usage  du  système  ordinaire,  proposons- nous  de  démontrer 
cette  propriété  générale  des  surfaces  géométriques  : 

Etant  donnés  une  surface  géométrique,  deux  plans  fixes  et  un  axe  paral- 
lèle à  l'intersection  de  ces  deux  plans  ;  si  l'on  mène  un  plan  transversal  quel- 
conque, et  que,  par  les  deux  droites  suivant  lesquelles  il  coupera  les  deux 
plans  fixes,  l'on  mène  les  deux  faisceaux  de  plans  tangents  à  la  surface;  les 
produits  des  segments  compris  sur  l'axe  fixe,  entre  le  plan  transversal  et  les 
deux  faisceaux  de  plans  tangents,  seront  entre  eux  dans  un  rapport  constant, 
quel  que  soit  le  plan  transversal. 

Prenons  un  système  de  trois  axes  coordonnés  \x,  By,  Cz,  parallèles  entre 

eux.  Que  le  plan  des  deux  axes  Xx,  \^y,  et  celui  des  deux  axes  Ax ,  Cz, 

soient  les  deux  plans  donnés. 

81 
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Soil  F(.r,  //,  z)  =  0  ré(ju;ili(iu  de  la  surface.  Soient  x',  y',  z',  les  coor- 
données d'un  plan  liansNoisal;  les  plans  langenls  menés  à  la  surface,  par  la 
droite  d'intersection  de  ce  plan  transversal  et  du  plan  des  deux  axes  kx,  By, 
couperont  Taxe  Az  en  des  points  dont  les  distances  z,  au  point  C,  seront  don- 
nées par  Téqualioii 

F{x',y',z)  =  0. 

On  peut  mettre  cette  éqnalion  sous  la  forme 

F[x'.y',z'  +  {z-z')]=^0, 
OU 

^       (iF  (l'F  {z  —  z'f  (/"-F  (z  —  z')"' 

^      -^       '       dz'^  '       dz-      \  .2  dz'"'  I.2...W 

m  étant  le  degré  de  Téquation  de  la  surface. 

Les  racines  [z — z')  de  cettte  équation  sont  les  segments  compris,  sur 
Taxe  des  z,  entre  le  plan  transversal  et  les  plans  tangents;  leur  produit  est 
égal  à 

\.1...m.F{x\y',z') 
f/"'F 


dz" 


iMais  la  transversale  donnée  est  parallèle  à  Taxe  Cz;  donc  les  segments 
interceptés  sur  elle,  entre  le  plan  transversal  et  les  plans  tangents,  sont  pro- 
portionnels aux  segments  interceptés,  entre  les  mêmes  plans,  sur  l'axe  Cz. 
Ainsi  le  produit  des  segments  faits  sur  la  transversale  est  égal  à 

K..  \.^l...m.F{x',y',z') 
d^  ' 


dz'" 


K  étant  une  constante  qui  dépend  seulement  de  la  distance  entre  la  trans- 
versale donnée  et  le  plan  des  deux  axes  Kx,  B^. 

Pareillement,  si  par  la  droite  d'intersection  du  plan  transversal  et  du  plan 
des  axes  kx,  ÇjZ,  on  mène  les  plans  tangents  à  la  surface,  le  produit  des 
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serments  (.oinpiis  sur  la  IrausversaK»,  cntn*  le  |)l:)ii  liansvcrsal  d   les  phms 
laiigenls,  sera  ('^i\\  à 

K  .  I  .'■2...IH  .V  {x,y\z') 

K'  étant  une  socoiido  coiislaiilo  (|(ii  \\c  (I(''|)<mhI  ((iic  de  la  distance  de  la  fians- 
vorsale  an  pian  dos  deux  axos  kx,  Cz. 

\jC  rapport  dos  doux  produits  dos  soi;nionls  fails  sin*  la  Iransvorsale,  sui- 
vant renoncé  du  tliéorôino,  osl  donc  égal  à 

K      (l'"V     (l-l- 


K'     (///'"'    dz'"' 

Ce  rap[)ort  ost  constant,  parce  (juo  Pécpialion  i\v  la  surface  étant  du  degré  )n, 
les  deux  expressions 


rf_y""       dz'"' 

sont  des  nombres;  le  théorème  est  donc  démontré. 

90.  Notre  système  de  coordonnées  peut  procui'er  aussi  une  démonstra- 
tion dii'ecté  des  propriétés  générales  des  surfaces  géométriques,  que  nous 
avons  déduites  (§  XIII),  par  le  principe  de  dualité,  du  théorème  de  Newton 
sur  les  diamètres  des  courbes.  Nous  avons  donné  cotte  démonstration  directe 
dans  la  Correspondance  matJiématique  de  M.  Quotelot,  t.  VI,  p.  81.  Je  no 
pense  pas  que  le  système  de  coordonnées  on  usage  puisse  conduire  à^une 
démonstration  de  ces  propriétés,  d'un  nouveau  genre,  des  surfaces  géomé- 
triques. 

^  XVIII.  Construction  analytique  des  figures  corrélatives. 

î)1.  Dans  les  applications  que  nous  venons  de  faire  du  principe  de  dua- 
lité, pour  démontrer  des  propriétés  générales  de  l'étendue,  nous  avons  fait 
usage  de  ce  principe  seul,  piis  dans  toute  sa  généralité,  sans  avoir  besoin  iV^ 


conslriiire  Ips  fiiriiros  corrélntivcs,  et  sans  avoir  ôj^ard  aux  didV'rontos  variétés 
de  formes  (nrcllcs  pouiiaient  présenter,  suivant  le  mode  de  construction 
qu'on  emploierait. 

Mais  Ton  peut  demander  de  construire  la  ligure  corrélative  d'une  figure 
donnée.  Ola  se  fera  très-aisément,  de  deux  manières  générales,  analylique- 
meul  et  (jrométriquomeiït. 

D'ahord par  l'Analyse.  On  prend  Téquation  générale  d'un  plan,  rapportée 
à  trois  axes  coordonnés  quelconques,  et  renfermant,  au  premier  degré,  les 
coordonnées  a?',  i/',  s',  d'un  point;  cette  équation  sera  de  la  forme 

(1) Xx'-t- Y//'-4-Z2'=U; 

\,  Y,  Z  et  U   étant  des  fonctions  linéaires  des    coordonnées   courantes 

Si  Ton  veut  déterminer  un  plan  de  la  figure  corrélative,  correspondant 
à  m\  point  de  la  figure  proposée,  on  mettra  les  coordonnées  de  ce  point  dans 
l'équation  (1),  à  la  place  de  x' ,  y' ,  z'  ;  et  cette  équation  deviendra  celle  du 
plan  cherché. 

Si  l'on  veut  déterminer  un  point  de  la  figure  coriéIati\e,  correspondant 
à  un  ]tlan  de  la  figure  proposée,  on  prendra  l'équation  de  ce  plan  :  je  la 
suppose 

{■2) Lx  -t-  My  H-  Nz  =  1  ; 

et  les  coordonnées  du  point  cherché  seront  données,  ainsi  que  nous  l'avons 
démontré  (1),  par  les  Irois  équations 

(3) X  =  LU,     Y-=Ml,     Z  =  NU, 

OÙ  ces  coordonnées  n'entrent  qu'au  premier  degré. 

î)2.  Si,  réciproquement,  on  veut  détei'miner,  dans  la  jjremière  figure,  le 
]dan  auquel  correspondra  tel  point  désigné  de  la  seconde  figure,  on  fera 
usage  des  mêmes  équations  (3),  où  l'on  remplacera  les  coordonnées  x,  y,  z 
qui  entrent  dans  les  polynômes  X,  Y,  Z,  U,  par  les  coordonnées  x" ,  //",  z 


II 


i>ii:>i()iiti:  i)i:  (JIo^iitiui:.  u\ 

(iii  poinl  (loiuic  (le  la  seconde  li^'iir(>;  et  ces  (''(jUMlioiis  (loitiicroiit  les  \;iN'in> 
(les  parainèlres  L,  IM,  iN,  (In  plan  elnTclié. 

I)ési<;ii()ns  pai'  X",  Y",  /",  T",  ce  (|iie  deviennenl  les  polynômes  X,  Y, 
7jy  V,  par  la  snhsiilnlion  dont  nons  venons  de  parler;  on  aura 

X"  Y'  Z" 

L  =  —  >     M  ^   —  ,     N  =  —  . 

U"  (I"  ir" 

et  Tcqualion  du   plan  de  la   prenn'ère  lli,Mn-e,  ancpiei  eorres|)on(l    le   point 
[x"f  y'\  z")  de  la  seconde  lii:;nre,  sera 

X"x  -+-  Vy  -t-  Z"z  =  U". 

93.  Kenianiuons  (pie  si  le  point  (.a?",  /y",  2")  était  considéré  comme 
appartenant  à  la  premi(M'e  figure,  le  plan  qui  lui  correspondrait  dans  la 
seconde  aurait  pour  équation 

Xx"  -f-  Yj/"  -t-  Zz"  =  U. 

Cette  équation  diiïère,  en  i2;énéral,  de  la  précédente;  ce  qui  fait  voir  que  : 
Dans  deux  figures  corrélatives ,  à  un  même  point  de  l'espace,  considéré 

successivement  comme  appartenant  à  la  première  figure,  puis  à  la  seconde, 

correspondent  deux  plans  différents. 

Dans  quelques  modes  de  construction  des  figures  corrélatives,  tel   que 

celui  des  polaires  réciproques,  ces  deux  plans  se  confondent  toujours.  iMais 

c'est  là  un  caractère  particulier  de  ces  figures,  étranger  en  quelque  sorte  au 

principe  de  dualité,  et  dont,  en  effet,  nous  n'avons  point  eu  besoin  de  faire 

usage  dans  nos  applications  de  ce  principe. 

Nous  donnerons,  dans  un  des  paragraphes  suivants,  la  théorie  générale 

des  figures  corrélatives  qui  jouissent  de  cette  propriété  particulière. 

94.  Nous  avons  dit  comment  on  déterminera,  au  moyen  des  trois  équa- 
tions linéaires  (3),  les  coordonnées  du  point  qui  correspond,  dans  une  figure 
coriélative,  à  un  plan  de  la  figure  donnée.  Comme  ce  calcul,  sans  offrir  de 
difficulté,  est  un  peu  long,  nous  allons  en  donner  le  résultat. 


(i/i^i  MÉMoiui':  i)i:  (;k()mi:thik. 

(lonservoiis  ;i  X,  V,  Z  cl  T,  les  expressions  générales  (jue  nous  leur  avons 
données  (8);  et  désignons  par  le  symbole  [ah'c")  le  polyriôine 

a  [b'c"—h"c)  -+-  a  (6"c  —  bc")  -h  a"  (6c'  -  bc); 

par  le  symbole  (a'b"c"')ce  que  devient  ce  polynôme  quand  on  y  change  n 
en  a',  b'  en  b'' ,  r"  en  c'" ;  par  ((l'a"b"')  ce  que  devient  ce  premier  polynôme, 
quand  on  y  chaniîe  n  en  d',  b'  en  «",  c"  en  b'"  ;  et  ainsi  de  suite. 

Les  expressions  des  coordonnées  x,  y,  z,  du  jtolut  qui  correspond  au  plan 
donné,  seront 

{ilb'c")  —  [d'b"c")  L  -4-  {d"b"'c)  M  —  ((/"'/^c')  -N 
■^  "^  (a6'c")  —  {a'b"c"')  L  -h  (rt"6"'c)  M  —  {a"'bc')  N  ' 

(,/n'c")  —  (d'a'c'")  L  -t-  (r/' V"c)  M  —  {il"ac") N 
•^  ^  {ab'c")  —  {ab"c"]  L  -+-  {a"b"-c)  M  —  (a"'6c')  N  ' 

_  (f/a'6")  —  [d'a'c"')  L  -+-  (r/"«"'fe)  M  —  (rf"a6')N 
"  ""  ((t6'c")  —  [a'b"c")  L  -H  (o"6"V)  M  -  [a"'bc'  )  N  " 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  connaîtra  tous  les  points  de  la  figure  cor- 
rélative, correspondant  à  des  plans  déterminés  de  la  figure  proposée. 

Ainsi  la  construction  des  points  et  des  plans  de  la  figure  corrélative  la 
plus  générale,  d'une  figure  proposée,  sera  extrêmement  facile. 

9o.  Si  cette  figure  |)roposée  est  une  surface  courbe  exprimée  par  son 
équation,  nous  avons  vu  (3)  comment,  par  une  simple  élimination,  on  trou- 
vera Péquation  de  la  surface  corrélative. 

El  si  Ton  veut  déterminer  cette  surface  par  points,  on  observera  que 
chacun  de  ses  points  est  le  pôle,  ou  point  correspondant,  d'un  plan  langent 
à  la  surface  proposée  (théorème  II).  Les  coordonnées  de  ce  point  seront 
donc  données  par  les  formules  précédentes,  où  L,  M,  N  seront  les  coefii- 
cients  de  l'équation  du  |>lan  tangent  en  un  point  de  la  surface  proposée. 

Ainsi  soit 

F[x,y,z)  =  0 

l'équation  de  cette  surface;  et 

{x  —  x')i)  -4-  (i/  —  !/')  7'—  ;r  —  z')  =  0 


>ii:m()ii{i:  di:  (jiomitiui:.  r.^.i 


IV'cjiintioii  (le  son  plan  lan^MMil  au  point  (./•',  //',-');/>',  7'  <''l<"i"t   l<'s  cocfïi- 


ci(Mils  (lilTôicnlicIs  ],].>'-;^  ,  où  Ton  a  remplace  les  coordonnées  x,  ij,  Zy  par  x', 


7/',  c'.  On  a 

—  i 


L  =  -— J— ,,     M  =  -— '-— -1     N  =  - 


Substituant  ces  \aleins  dans  les  formules  précédentes,  on  ol)tienl 

_  [<lb'c")  ip'x'  -f-  q'y'  -  :')  -  ((/7>'V")  p'  -f-  (f/'7/"r)  7'  -t-  ((/"'fac'  ) 
■'"  ""  [ab'c")  [p'x'  -+-  7'»/'  —  z')  —  (a7>"c"')  //  -+-  {a"b'"c)  q'  -+-  (a"7;c'  )  ' 

_  ((/g'c")  (pV  -4-  q'y'—  z')  —  (f/'a"r"')  //  -f-  ((l"a"'c)  g'  t    {(l"ac") 
•'  ~  ("ofcV")  {/j'a-'  -+-  q'y'  —  z)  —  {a'h"c"')  p'  -i-  {a"h"'c)  q'  -4-  {a"bc'  )  ' 

^  _  {(la'b")  ip'x'  -4-  <y'<y'  —  z')  —  (ff'a'V")  ;;'  -^  (^/"a'"6)  7'  -4-  (r/'"ffl/>") 
^  "~(«6'c")(;/x'-4-  q'y'  —  z')  —  (a'b"c"')p'  -4  (o"6"'c)  7' -4-  («"'te')' 

Telles  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  corrélative  d'une  surface 
proposée,  en  fonction  des  coordonnées  d'un  point  de  celle-ci.  Les  deux  points 
se  correspondent  :  mais  comme  jusqu'ici  le  mot  correspondant  nous  a  servi 
pour  désigner  la  relation  entre  deux  parties  corrélatives^  dans  une  figure  et 
sa  transformée,  telles  qu'un  point  et  un  plan,  nous  dirons  que  ces  deux 
points  des  deux  surfaces  sont  réciproques. 

On  reconnaît  les  points  réciproques  dont  Plonge  avait  donné  une  expres- 
sion particulière  dans  le  titre  d'un  iMémoire  qui,  je  crois,  n'a  pas  été  publié 
(voy.  la  Note  XXX). 

§  XIX.  Construction  géométrique  des  figures  corrélatives. 

96.  Soient  a,  6,  c,  d,  e,  cinq  points  quelconques  de  la  figure  proposée; 
on  pourra  prendre  arbitrairement,  dans  l'espace,  cinq  plans  A,  B,  C,  D,  E, 
comme  devant  correspondre  respectivement  à  ces  cinq  points,  dans  la  figure 
corrélative  qu'il  s'agit  de  construire  (§  H,  théorème  V). 

11  nous  faut  déterminer,  dans  cette  figure  : 


Ui  MIvMOIHi:  I)i:  (iKOMKTHIE 

\"  Le  /flan  (]i)i  corrospond  à  iiii  sixièriK;  point  quelconque;  de  la  figure 
pi'oposée  ; 

El  2"  le  j/oinl  (pii  cori'cspond  à  un  jdan  (juelconque  de  cette  ligure 
proposée. 

Pour  cela,  considérons  le  tétraèdre  abccl.  Par  le  point  e,  menons  trois  plans, 
passant  respectivement  par  les  trois  arôles  ab,  hc,  ca;  et,  par  un  sixième 
point  m,  menons  trois  autres  plans  passant  aussi  pai*  les  trois  arêtes  ah, 
ac,  bc. 

Soit  iM  le  sixième  plan  de  la  figure  corrélative,  qui  correspond  au  point  m  : 
c'est  le  plan  (pie  nous  voulons  délerminer.  Aux  quatre  plans  qui,  dans  la 
première  figure,  passent  par  l'arête  ab,  et  qui  sont  cab,  dab,  eab,  tnab, 
correspondent,  dans  la  seconde  figure,  les  quatre  points  CAB,  DAB,  EAB, 
MAB  *.  Le  rapport  anliarmonique  dos  quatre  plans  est  égal  au  rapport  anhar- 
monique  des  quatre  points  (théorème  IV).  Cette  égalité  fera  connaître  le 
point  MAB,  c'est-à-dire  le  point  où  le  plan  cherché  coupe  la  droite  d'inter- 
section des  deux  plans  donnés  A,  B.  Une  égalité  semhiable  fera  connaître 
le  point  où  le  même  plan  cherché  rencontrera  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans  donnés  A,  C.  Enfin,  une  troisième  égalité  semblable  fera  con- 
naître le  point  où  ce  plan  rencontre  la  droite  d'intersection  des  deux  plans 
B,  C.  Ainsi  le  plan  cherché  est  déterminé  par  trois  de  ses  points.  C'est  la 
première  question  que  nous  avions  à  résoudre. 

.Maintenant,  pour  trouver  le  point  n  qui  correspond  à  un  plan  N  de  la 
première  figure,  on  prendra  le  point  où  ce  plan  N  rencontre  l'arête  da  du 
premier  tétraèdre  :  à  ce  point  correspondra,  dans  le  second  tétraèdre,  le  plan 
mené  par  l'arête  DA  et  par  le  point  cherché.  On  aura  ainsi,  sur  l'arête  rfa, 
quatre  points  qui  seront  :  1°  a;  2°  d;  S**  le  point  où  le  plan  ebc  rencontre 
l'arête  da;  4°  le  point  où  le  plan  N  rencontre  cette  arête;  et  l'on  aura  quatre 
plans  correspondants,  passant  par  l'arête  DA,  lesquels  seront  :  l"  A;  2°  D; 
3"  le  plan  mené  par  le  point  où  le  j)lan  E  rencontre  l'arête  BC;  4-**  le  plan 
mené  par  le  point  cherché.  Le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  plans 

Nous  d('sign<(ns  un  point  par  les  trois  lettres  qui  représentent  trois  plans  passant  par  ce 
point. 


seni  v^M  ii  celui  des  (jinilrc  |)oiiils;  (-clic  ('^.'ililc  IVr.i  (-oiin.-iilrc  le  (|ii.-ilririiM' 
|)l:ui,  celui  (|ui  passe  par  le  poini  cltcrclic. 

Deux  MUires  é^^iiilés  senihlahles  l'eroul  connnilic  deux  niilres  pinns,  uierH'S 
par  les  deux  arêtes  l)|{,  l)(l,  respecli\euieul,  el  |)assaiil  par  le  pdinl  clierclu'. 
Ainsi  ce  poiul  sera  (l()Mn(''  par  riiilersecliou  de  (rois  |)lans  (pi'ou  (h'terniiuera 
l'acileinenl. 

Le  problème  de  la  coiislrucliou  ^éouiélriquc  des  (ij^ures  corrélalives  est 
doue  résolu  compléleineul. 

\)7 .  Dans  la  pialicpie,  ou  expiiniera  le  rapport  anliarmonique  de  (piatre 
plans  i)ai' celui  des  (jualre  points  où  ces  plans  renconli'enl  une  transversale; 
et  Ton  prendra,  pour  cette  transveisale,  Tarète  du  téti'aèdre  opposée  à  celle 
par  laquelle  passent  les  quatie  plans. 

On  réduira,  de  cette  manière,  la  construction  des  figures  corrélatives,  à 
des  formules  très-simples  et  d'une  grande  généralité. 

Les  quatre  plans  A,  B,  C,  D,  de  la  seconde  figure,  forment  un  tétraèdre 
dont  les  quatre  faces  correspondent,  respectivement,  aux  quatre  sommets  du 
tétraèdre  ahcd  de  la  première  figure.  Désignons  par  a',  b',  c' ,  d'  les  quatre 
sommets,  respectivement  opposés  à  ces  faces. 

Soient  e,  «  les  j)oinls  ou  les  deux  plans  ebc,  mbc  rencontrent  l'arête  ad;  et 
soient  e',  «'  les  points  où  les  deux  plans  E,  M  rencontrent  l'arête  a'  d'  du 
second  tétraèdre. 

Le  rapport  anharmoniqiie  des  quatre  plans  abc,  dbc,  ebc,  mbc  sera  le 
même  que  celui  des  quatre  points,  a,  d,  e,  a;  mais  il  est  égal,  comme  nous 
l'avons  dit  ci-dessus  (96),  à  celui  des  quatre  points  d',  a',  e',  a',  qui  corres- 
pondent aux  quatre  plans,  dans  la  seconde  figure.  On  aura  donc 


a.a    sa       ad'    i-'d 

d'où 


^^^ rjd' ed        aV'fV' 


au       v'd'     [sa    s'd' 
ad       'x'(x'    Xsd   s'a' 


Le  rapport  ^:^  est  une  quantité  constante,  quel  que  soit  le  point  w, 
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ti/i(;  MEMoiHi:  i)i:  (;eometrik. 

|)uis(|u'il  ne  dépend  (pie  de  la  position  du  point  donné  c  et  du  plan  pris 
îU'bitraireïnent  K,  (pii  lui  correspond. 
Ainsi  Ton  a 

«a         t'a! 

(o) -,  =  >-7^; 

l  étant  une  quantité  constante. 

Pareillement  è  étant  le  point  où  le  plan  tnac  rencontre  l'arête  bd  du 
premier  tétraèdre;  et  £'  le  point  où  le  plan  M  rencontre  Tarête  b'  d'  du 
second  tétraèdre,  on  aura 

&Ij  6'rf' 

^"^ ^r^Fb'' 

IX  étant  une  constante. 

Et  enlin,  appelant  y  le  point  où  le  plan  mab  rencontre  Tarête  cd,  et/  le 
point  où  le  plan  iM  rencontre  Tarète  c'  d'  du  second  tétraèdre,  on  aura 


(«) . TT. 


yc  y'd' 

yd  y'c' 


V  étant  une  troisième  constante. 

98.  Ces  trois  équations  domient,  immédiatement,  la  construction  des 
points  et  des  plans  de  la  figure  corrélative  d'une  figure  proposée. 

Car  les  points  «',  6',  y',  déterminés  par  ces  équations,  appartiennent, 
respectivement,  à  trois  plans  passant  par  les  arêtes  b'c' ,  c'a' ,  a'b'  du  second 
tétraèdre,  et  correspondant  aux  trois  points  a,  S,  y,  et,  réciproquement,  les 
trois  points,  cf.,  S  y  appartiennent  à  trois  plans,  passant  par  les  trois  arêtes 
bc,  ca,  ab  du  premier  tétraèdre,  et  correspondant  aux  points  «'  ë'  y'. 

D'après  cela,  veut-on  construire  le  plan  de  la  seconde  figure  qui  corres- 
pond à  un  point  m  de  la  première?  Par  ce  point  m  on  mènera  les  trois 
plans  mbc,  mca,  mab,  qui  rencontreront  les  arêtes  ad,  bd,  cd  en  trois  points; 
on  regardera,  dans  les  formules  ci-dessus,  a,  6,  y  comme  étant  ces  trois 
points;  et  alors  «',  ê',  y'  seront  les  points  où  le  plan  cherché  rencontre  les 
trois  arêtes  a'd',  b'd',  c'd'  du  second  tétraèdre. 

Veut-on  construire  le  point  de  la  seconde  figure,  correspondant  à  un  plan 


i\v  i:i  piTiuii'i-c;'  On  n'^Mnlcn» ,  d.iiis  \os  formules,  «,  6',  y  coimnc  cliiiil  les 
|)()inls  où  lo  pl.iii  doiiiK'  iciKMHilrc  les  liois  .tirlcs  (ul,  lui,  ni  du  piciiiicr 
Iclraèdic;  et  jdors  «',  6',  y'  scroni  les  points  où  les  Irois  pl;ms,  menés  p;u-  le 
point  clieirhé  cl  les  Irois  arèlcs  h'c\  c'a',  a'h'  du  second  lélinèdre,  reneon- 
Ircront  les  arèles  opj)osées  (i'il\  h'il' ,  r'd';  ce  |)oinl  seni  donc  déU'rmine  *. 

ij  XX.  Suiri:  nu  phécédent.  —  Discussion  1)i:s  fohmulks  pour  la  consthuc- 

TION    GÉOMÉTRIQUE    DES    FIGURES    CORRÉLATIVES.    —    DiVERS     THÉORÈMES    DE 
GÉOMÉTRIE  QUI   s'eN  DÉDUISENT.  GÉNÉRALISATION  l/UN  PORISME  l/P]uCL[l)E. 

99.  Les  formules  («)  conduisent  naturellement  à  divers  corollaires,  dont 
plusieurs  oflVent  des  propositions  de  (iéométrie,  nouvelles  et  très-générales. 

D'abord  ces  foiniules  expriment  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnés  deux  tétraèdres  quelconques  abcd,  a'b'c'd';  si,  par  chaque 
point  d'une  figure  donnée,  on  mène  trois  plans  passant,  respectivement,  par 
les  trois  arêtes  bc,  ca,  ab  du  premier  tétraèdre,  et  rencontrant  ses  arêtes 
opposées  aux  points  a,ê,  y; 

Puis  qu'on  prenne,  sur  les  arêtes  d'à',  d'I)',  d'c'  du  second  tétraèdre, 
trois  points  «',  §',  y'  de  manière  quon  ait  toujours 


«a 

art 

td 

■  V 

aV 
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6'rf' 

yc 

■p 

■  6'6' 
y'd' 

rd 

:  y 

À,  /z  et  V  étant  trois  coefficients  constants. 

Nous  regrettons  d'avoir  été  obligé  de  réserver  exclusivcraent  le  mot  correspondant  pour 
désigner,  dans  la  figure  corrélative,  le  plan  ou  le  point  qui  correspondent  à  un  point  ou  à  un 
plan  de  la  figure  proposée.  Si  nous  avions  eu  une  autre  expression,  nous  aurions  appelé  rorres- 
pondants  les  points  tels  que  a  et  a',  cl  nous  aurions  |)u  ainsi  abréger  le  discours  dans  ce  qui 
précède. 


r>i8  MivMoiiu:  F)i:  omMF/miF:. 

Le  plan,  (lêtrrminê  par  les  trois  point  a,  G',  ■/,  envelirppcra  une  seconde 
fifUtrc  (jni  sera  corrélative  de  la  première. 

De  soito  qujmx  points  do  la  première  li^çiire,  qui  seront  situés  dans  un 
rnônio  plan,  correspondront,  dans  la  seconde  figure,  des  plans  passant  tous 
par  un  inOnie  j)oinl. 

100.  .)lainlcnant,  remarquons  (|ue  si,  du  point  m,  on  abaisse  des  per- 
lieiulicuiaires  sur  les  plans  abc  et  dhc,  leur  lapport  sera  égal  à  celui  des 
pr'r|)eiidiculaires  abaissées,  du  point  a,  sur  les  mêmes  plans,  lequel  est 
égal  à 

aa  .  sin.  (dn.ahc)  ua 

î --^  =  — X  coiist. 

t/a  .  sin.  ((/a,  a6c)         rf« 

Dans  le  tétraèdre  a'b'c'd',  le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées,  des 
deux  sommets  (/',  «',  sur  le  plan  a' 6' y',  est  égal  à  '^^,;  donc,  ^,^v  étant 
proj)ortionnel  à^^^  d'après  les  équations  ci-dessus,  nous  pouvons  dire  que 
le  rapport  des  distances  du  point  m,  aux  deux  faces  abc,  dbc,  est  propor- 
tionnel au  rapport  des  dislances  du  plan  M  aux  deux  sommets  d',  a'  du 
second  tétraèdre.  D'où  il  suit  que  : 

Dans  deux  figures  corrélatives ,  le  rapport  des  distances  d'un  point 
quelconque  de  la  première  figure^  à  deux  plans  fixes  de  cette  figure ,  est  au 
rapport  des  distances  du  plan  qui  correspond  à  ce  point  ^  dans  la  seconde 
figure,  aux  deux  points  qui  correspondent  aux  deux  plans  de  la  première , 
dans  une  raison  constante,  quel  que  soit  le  point  pris  dans  la  première 
figure. 

101.  De  là,  on  conclut  le  théorème  suivant,  qui  n'est  autre  que  le 
théorème  (99)  présenté  sous  un  autre  énoncé  : 

Etant  donnée  une  figure  dans  l'espace,  et  étant  pris  deux  tétraèdres 
quelconques ,  dont  A,  B,  C,  D  sont  les  faces  du  premier,  et  a,  h,  c,  d  les 
sommets  du  second  ; 

Si,  de  chaque  point  m  de  la  figure  proposée,  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  les  quatre  faces  du  premier  tétraèdre,  et  qu'on  prenne  les  rapports 
de  la  première  perpendiculaire  aux  trois  autres; 
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lU  (/tir  fou  nicHc  kii  plan  tnmsrcrsdl  }\  ,  de  manicri'  (farldiil  /trincs  .^c.s 
(hstaurcs  aux  i/uafrc  soinmcfs  u,  I),  c,  d  du  second  Ivlravdrc,  les  rap/torfs  de 
la  /nrmirrc  distanvo  ««./•  trois  autres  soient  dans  des  raisons  constantes  acec 
/es  trois  prenuers  rapports,  respecticement :  ce  plan  M,  (pii  aniespinidra 
ainsi,  dans  toutes  ses  positions,  au  point  m  de  la  flfiure  pro/msee,  fonnera 
une  seconde  /if/ure,  cori'élaliM'  de  cette  jU'oposêe. 

102.  La  propriélé  caraclérisliciuc  dos  liâmes  corrélatives  coiisislc  eu  ce 
(|ue,  aux  poiuls  de  l'uu(» ,  (jui  sout  situés  dans  un  même  plan,  correspondent, 
daus  l'autre,  des  plans  jtassant  tous  par  un  ntème  point.  D'après  cela,  ou 
conclul,  du  lliéorèine  (*H)),  celle  proposition  de  Géométrie: 

Etant  donnés  un  tétraèdre  SAHC  et  un  plan,  situés  d'une  manière  (/uel- 
compw  dans  l'espace  ; 

Si,  par  cluupie  point  de  ce  plan,  on  mène  trois  plans,  passant  respec- 
tivement par  les  trois  arêtes  èi  la  base  ABC  du  tétraèdre,  et  rencontrant 
respectivement  les  trois  arêtes  opposées  SX,  SB,  SC,  en  trois  points  «,  ê,  y; 
et  qu'on  forme  les  rapports  des  segments  que  ces  points  font  sur  ces  arêtes, 
lesquels  rapports  sont 

^'  ëb'  rC' 

Puis,  que  l'on  prenne  arbitrairement  un  second  tétraèdre  S'A'B'C,  et  que 
Von  divise  ses  arêtes  au  sommet,  par  trois  points  et',  6',  y',  de  manière  que 
les  trois  rapports 

a'A'     6'B'     y'C 
a'^S''  i^'  ^'' 

soient  aux  trois  premiers,  respectivement ,  dans  des  raisons  constantes  et 
quelconques; 

Le  plan  déterminé  par  ces  trois  points  «',  ê',  y',  qui  correspondra,  dans 
toutes  ses  positions,  aux  différents  points  du  plan  donné,  passera  toujours 
par  un  même  point  fixe. 

103.  Ce  théorème,  qui  résulte  ici,  comme  corollaire,  de  notre  théorie 
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;ninlyti(juo  des  lin^urcs  conélatives,  ou  renferme  néaiiinoins  toute  la  doclriiie. 
Et  si  ce  simple  théorème  de  Géométrie  était  démontré  a  priori,  et  directe- 
ment^ nous  en  conelurions  toute  la  théorie  de  ces  fijçures,  comprenant  leurs 
relaiions  descriptives  et  leurs  relations  de  i^randeur. 

('/est  de  ce  théojèine  que  nous  Tivons  voulu  parler  dans  la  partie  historique 
de  cet  ouvraj^e  (cinquième  Epoque,  §  34),  en  disant  que  la  théorie  jïénérale 
des  transformations  analoi?ues  à  celles  que  présente  la  théorie  des  polaires 
réciproques,  et  d'où  résulte  le  principe  de  dualité,  dérivait  d'un  seul  théo- 
rème de  Géométrie.  Nous  donnerons,  dans  un  autre  écrit,  la  démonstration 
^géométrique  et  directe  de  ce  théorème,  et  nous  ferons  voir  comment  tout 
ce  qui  se  rapporte  à  celle  doctrine  de  transformation  peut  en  dériver.  De 
sorte  que  le  calcul  algéhrique,  dont  nous  avons  fait  usage  pour  exposer  cette 
théorie,  ne  sera  nullement  nécessaire;  et  les  ressources  de  la  |)ure  Géométrie 
lui  suffiront,  comme  cela  doit  être,  puisque  cette  théorie  est  elle-même  une 
simple  question  de  Géométrie. 

104.  Reprenons  les  trois  équations  (a),  sur  lesquelles  est  fondée  la 
construction  des  figures  corrélatives;  et  supposons  que  la  face  abc  du  premier 
tétraèdre  soit  située  à  l'infini  :  les  segments  «a,  ^6,  yc  seront  infinis  ;  et,  dans 
Téquation 

na    ea       •x.'d'    e'd' 
ad   ed       a  a'    e'a' 

qui  a  donné  lieu  aux  trois  équations  (a),  le  rapport  ^  deviendra  égal  à 
l'unité.  Cette  équation  se  réduira  donc  à 


ou 


ed       ct'd'    e'd' 
ad        au      s'a 

a'a   I    .    f'a  \ 


OU 

au' 


t 


d  = X  «'onsl. 
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Ainsi  les  Irois  (''(|Uîili(ms  [(i)  «loviciiiiciil 


a  O 

«a  OB 1 .  — —  ♦ 

«  a 


.  r'r' 


Ou  pourra  faire  usa^c  de  ces  formules  pour  certaines  transformations  de 
ligures  dont  les  propriétés  seraient  exprimées  en  fonction  des  projections 
de  leurs  points  sur  trois  axes  fixes. 

105.  iMaintenant,  supposons  que  le  sommet  d'  du  second  tétraèdre, 
lequel  peut  être  pris  arbitrairement  dans  l'espace,  soit  situé  à  Tinfini. 
L'équation 


t 


(/       ix'd'    s'd' 


s'écrira 


jtrf       et' a     e'a' 


,  ,     t  rf      ed 

arf  =  a  a   .  • ; 

a'd      e'a' 


et,  parce  que    le  rapport  ^  est  égal  à  l'unité,  on  aura 


art  =  a'a'  .  


^esl  une  constante;  on  a  donc  enfin 

(c) a.d  =  \  .  a'rt'. 

Et,  pareillement, 

(,) j    6rf  =  fx.6'6', 

(    'yd=  V  .  y'c' . 

Ainsi,  ce  sont  là  les  trois  équations  qui  serviront  aux  transformations, 
quand  on  voudra  que  le  point  qui  correspond,  dans  la  seconde  figure,  à 
l'infini  de  la  première,  soit  lui-même  a  l'infini. 
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(l'est  ce  qui  n  lieu,  pnr  exemple,  dans  la  Inuis formation  jKirdholique , 
dans  la  Iransfornialiori  par  voie  de  mouvonott  infiiutncNf  pcfit,  ou  bien  par 
la  considérai  ion  iVun  sij.stèmp  de  forces. 

106.  Mais  ces  divers  modes  particuliers  de  transformation  rentrent, 
comme  on  le  voit,  dans  le  pi'incipc  jïcnéral  exprinïé  par  les  trois  équations 
ci-dessus;  et  ce  principe  général  conduirait,  innnédialement,  à  toutes  les 
propriétés  nouvelles  des  courbes  et  des  surfaces  courbes,  auxquelles  nous 
sommes  parvenu  dans  nos  deux  Mémoires  sur  la  transformation  parabo- 
lique *.  Et  cela  justilie  ce  que  nous  disions,  au  commencement  du  premier 
de  ces  deux  Mémoires  :  que  ce  n'était  point  un  privilège  exclusif  ju)ur  la 
tbéorie  des  j)oIaires  réciproques,  de  pouvoir  servir  à  la  transformalion  des 
figures;  qu'il  existait  d'autres  moyens,  qui  même  étaient  d'une  ^^ande 
simplicité.  Et  si  l'on  observe  que  les  formules  (c)  ne  sont  qu'un  corollaire 
des  formules  («),  on  verra  que  les  théorèmes  auxquels  elles  conduisent,  tels 
que  ceux  que  nous  avons  obtenus  par  la  transformation  parabolique,  ne  sont, 
ainsi  que  nous  l'avions  annoncé  alors  '*,  que  des  cas  particuliers  de  théorèmes 
plus  généraux,  qui  répondent  aux  formules  («). 

107.  Supposons  que  les  bases  abc ,  a'b'c'  des  deux  tétraèdres  soient, 
l'une  et  l'autre,  à  l'infini  :  les  rapports  ^  et  4^?  dans  l'équation  (A),  seront 
égaux  à  l'unité;  et  il  en  résulte  que  les  trois  équations  (a)  deviendront 


arf 


a'f/' 


6'rf' 


yd  = 


r 


d 


108.  Si  les  deux  sommets  t/,  d'  des  tétraèdres  sont,  l'un  et  l'autre,  à 


Correspondance  viathémutique  et  physique,   tomcs  V  et  VI;  iiiuiées  1829  el  1850. 
**  Ibid.,  t.  V,  p.  ôOîi. 


i'ilifiiii,  les  Ibnnulcs  (Icvicndioiil 


«a  — 

> 

an' 

66  = 

67>' 

V 

yc  = 

r'r' 

10Î).  Nous  pourrions  encore  supposai"  (|U(^  les  doux  léli;«è(lios  se  conCon- 
dissent,  et  ensuite  ()ue  leur  hase  eonunune  ou  leur  sommet  commun  fussent 
à  rinfini. 

1  10.  Les  diiïérents  cas  que  nous  venons  d'examiner  domjeiaient  lieu  à 
divei's  théorèmes,  semhlahles  au  théorème  général  (99),  mais  (jui  n'en 
seraient  que  des  corollaires;  par  cette  raison,  nous  nous  dispenserons  de  les 
énoncer. 

\\\,  Enfin,  il  nous  reste  un  derm'er  cas  à  examiner,  qui  va  nous 
conduire  à  un  mode  général  de  description,  purement  graphique,  des  figures 
corrélatives,  et  à  un  théorème  de  Géométrie,  correspondant,  dans  l'espace, 
à  une  proposition  sur  l'hexagone  inscrit  à  deux  lignes  droites,  souvent 
répétée  par  Pappus,  et  regardée  par  R.  Simson  comme  l'un  des  porismes 
d'Euclide. 

Supposons  que  les  quatre  sommets  a',  b' ,  c',  d'  du  second  tétraèdre  soient 
placés,  respectivement,  sur  les  quatre  faces  opposées  aux  sommets  «,  b,  c,  cl 
du  premier  tétraèdre. 

Soit  e  un  cinquième  point  donné,  de  la  première  figure.  Prenons,  pour  le 
plan  correspondant  E,  dans  la  seconde  figure,  le  plan  déterminé  par  les 
trois  points  e',  (p',  x'y  où  les  trois  plans >6c,  eca,  eab  rencontrent,  respective- 
ment, les  trois  arêtes  d'à',  d'b' y  d'c'  du  second  tétraèdre.  Soient  s,  9,  x  les 
points  où  ces  trois  plans  rencontrent  les  trois  arêtes  da,  db ,  de  du  premier 
tétraèdre. 

Soient  m  un  sixième  point  quelconque  de  la  première  figure,  et  M  le 
plan  correspondant  de  la  seconde  figure;  soient  a,  S,  y  les  points  où  les  trois 
plans  mbCj  mca,  mab  rencontrent,  respectivement,  les  trois  arêtes  da,  db,  de; 

83 
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et  a',  c',  y'  les  |)()iiil  où  le  phtii  M  rencontre  les  trois  arêtes  d'à' ,  d'h',  d'c' 
(lu  second  tétraèdre.  On  anra  léquatioM 

au     eu        ol'W     t'd' 
o.d     ed       '/a'    c'a 

Le  preniier  njeml)re  de  celte  équation  exprime  le  rapport  anliaimonique 
des  quatre  plans  abc,  dbc ,  ehc,  ahc  qui  j)assenl  par  laréte  hc.  Les  trois 
|)reniiers  de  ces  plans  rencontrent  Taréte  d'à',  du  second  tétiaèdre,  aux 
points  d',  a',  s'.  Soit  a'  le  point  où  le  quatrième  de  ces  plans  rencontre 
cette  ai'ète;  le  rap|)ort  anhainioniciue  des  quatre  plans  s'exprimera,  d'une 
seconde  manière,  par  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  d',  a', 
s',  a",  lequel  est 

a'd'     e'(/' 

On  a  donc  l'égalité 


a"a'     e'a' 

tf    1/ 

«a    ea       a  <i 

,'d' 

'Ad  '  sd  ~~  a"a'  ■ 

e'a' 

Comparant  cette  équation  à  la  précédente,  on  en  conclut  que  les  deux 
points  a',  a"  se  confondent;  cVst-à-dire  que  le  point  «'  est  à  Fintersection 
de  l'arête  d'à'  par  le  plan  mOc.  D'où  l'on  conclut  que  le  plan  M,  correspon- 
dant au  point  m,  passe  par  les  trois  points  où  les  plans  mbc,  mca,  mab 
rencontrent,  respectivement,  les  trois  arêtes  d'à' ,  d'b' ,  d'c'. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Etant  donnés,  dans  l'espace,  un  triangle  et  un  angle  trièdre  dont  le  sommet 
est  situé  sur  le  plan  de  ce  triangle,  et  dont  les  arêtes  correspondent,  une  à 
une,  aux  côtés  du  triangle;  si,  par  chaque  point  d'une  figure  donnée,  on 
mène  trois  plans  passant,  respectivement,  par  les  trois  côtés  du  triangle  et 
rencontrant ,  respectivement,  les  trois  arêtes  opposées  de  l'angle  trièdre,  en 
trois  points  ;  le  plan  déterminé  par  ces  trois  points  enveloppera  une  figure 
corrélative  de  la  proposée. 

112.  Et,  par  conséquent  : 
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(iV*  plan  pusscru  foujtnirs  /xir  un  niènw  jxnnt ,  (juand  le  /toinf  de  la  pn'- 
mière  liyurc  parcoarra  an  plan. 

C'est  (Ml  cola  (|iM'  coiisislo  le  llK'oirinc  de  (iiMniM'Iiic  à  trois  (liiiicnsions 
qui  coi'i'cspoiul  à  celui  de  (ii'onH'Iric  plaiic,  coitim  sous  le  nom  de  |)oi-isnic 
dTuclidc,  cl  (ju'oii  (mïoiicc  ainsi  : 

Etant  donnes,  dans  an  plan,  dru.r  points  firps  et  an  anf/lc  dont  le 
sonunol  est  place  sur  la  droite  (pii  joint  ces  deux  points  ;  si,  de  charpie  p<nnt 
d'une  droite  donnée,  on  mène  deux  droites  à  ces  deux  points  fixes,  elles  ren- 
contreront, respectivement,  les  deux  côtés  de  l'anf/le  en  deux  points  (pu'  déter- 
mineront une  droite  (pii  tournera  autour  d'un  point  fixe  " . 


*  M.  Poncclol  a  aussi  remarqué  que  ce  porismc  clTuclide  olFrail  un  moyen  (Je  transformer 
les  figures  sur  le  plan.  {Analyse  des  transversales  applùiuée  à  ht  recherche  des  propriétés  pro- 
jectives  des  lignes  et  surfaces  géométriques.  (Voir  Journal  de  M.  Crelle,  t.  VIII,  p.  408; 
année  1852.) 

Pour  conserver  à  ceUe  proposition  le  nom  de  porisme,  il  faut  l'énoncer  sous  la  forme  d'un 
théorème  local,  ainsi  quc^'nous  venons  de  le  faire,  d'après  H.  Simson,dans  son  traité  De  Poris- 
matibus  (proposition  34).  Mais  ce  théorème  est  suseeptihle  d'un  autre  énoncé,  plus  simple  et 
plus  expressif,  dont  s'est  servi  Pappus,  en  le  considérant  comme  une  propriété  de  l'hexagone 
inscrit  à  deux  droites.  Cette  propriété  consiste  en  ce  que  les  trois  points  de  concotirs  des  côtés 
opposés  de  cet  hexagone  sont  en  ligne  droite.  On  peut  se  demander  quel  sera,  dans  la  Géométrie 
à  trois  dimensions,  l'énoncé  correspondant  à  celui-là.  Pour  répondre  à  cette  question,  nous 
présenterons  sous  une  autre  forme  le  théorème  de  Pappus;  nous  dirons  que  : 

Etant  donnés  trois  points  quelconques  sur  une  droite,  et  trois  autres  points  quelconque  sur 
une  seconde  droite;  si  l'on  regarde  ceux-ci  comme  les  sommets  de  trois  triangles  ayant 
respectivement  pour  bases  les  trois  segments  formés  par  les  trois  premiers  points,  pris  deux 
à  deux;  il  passera,  par  les  extrémités  de  chaque  segment,  outre  les  deux  côtés  du  trinnyle  qui 
a  pour  base  ce  segment,  deux  autres  côtés  appartenant  aux  deux  autres  triangles;  ces  deux 
côtés  se  couperont  en  un  point,  et  l'on  aura  de  la  sorte  trois  points  ; 

Ces  trois  poi^its  seront  en  ligne  droite. 

Le  théorème  correspondant,  dans  l'espace,  sera  le  suivant  : 

Etant  pris  arbitrairement  dans  un  premier  plan  quatre  points,  et  dans  un  autre  plan 
quatre  autres  points;  si  ceux-ci  sont  regardés  comme  les  sommets  de  quatre  tétraèdres  ayant 
pour  bases,  respectivement,  les  quatre  triangles  formés  par  les  quatre  premiers  points,  pris 
trois  à  trois;  par  les  côtés  de  chacun  de  ces  triangles  il  passera,  outre  les  trois  faces  du 
tétraèdre  qui  a  pour  base  ce  triangle,  trois  autres  plans  appartenant,  respectivement,  aux  trois 
autres  tétraèdres;  ces  trois  plans  se  couperont  en  un  point;  et  l'on  aura  ainsi  quatre  points 
dans  l'espace; 

Ces  quatre  points  seront  dans  un  même  plan. 
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113.  Si,  dans  le  llicoirinc  ci-dos^us,  ou  place  les  sommets  du  trianj^lc 
abc  de  manière  (pTils  soient  respeelivemenl  dans  les  plans  des  faces  corres- 
pondantes de  Tangle  trièdre,  alors  on  démonlic  (jne  le  plan  des  trois  |)oinls 
«',  6',  y'  passe  par  le  j)oint  w*,  c'est-à-dire  que  le  plan  correspondant  à 
chaque  point  m  dr  la  frjurc  proposée  passera  par  ce  point. 

Ainsi  les  deux  (igin'es  corrélatives  seront  les  mêmes  que  celles  que  nous 
avons  formées  par  voie  de  mouvement  infiniment  |)etit. 

De  là  pourraient  découler  plusieurs  conséquences  que  nous  sommes  obligé 
d'omettre,  parce  qu'elles  s'écarteraient  de  Tobjet  de  cet  écrit. 


§  XXI.  Différentes  méthodes  particulières  pour  former  des  figures 

CORRÉLATIVES. 

114.  11  nous  reste  à  examiner  diverses  méthodes  particulières,  propres 
à  la  construction  des  figures  corrélatives,  dont  nous  n'avons  point  voulu 
parler  encore,  pour  mieux  montrer  combien  le  principe  de  dualité,  démontré 
directement,  et  envisagé  de  la  manière  la  plus  générale  dans  ses  deux 
parties,  est  d'ini  usage  facile  et  spontané.  Mais  on  conçoit  que  des  méthodes 
particulières  pourraient,  dans  certains  cas,  oiïrir  des  avantages,  parce 
qu'elles  établiraient,  entre  deux  figures  corrélatives,  quelques  rapports  par- 
ticuliers, qui  n'ont  pas  lieu  explicitement,  en  général,  dans  deux  figures 
corrélatives  quelconques.  Par  exemple,  ne  pourrait-on  pas  établir  la  corré- 
lation de  manière  qu'il  y  eût,  entre  les  deux  figures,  des  relations  concer- 
nant certains  éléments  de  ces  figures,  tels  que  les  volumes,  les  surfaces, 
les  longueurs  de  courbes,  etc.?  De  telles  corrélations  particulières  condui- 
raient, certainement,  à  une  foule  de  vérités  géométriques  que  l'on  ne  peut 
soupçonner. 

Le  moyen  de  recherche,  dans  cette  question  d'une  si  haute  importance, 
nous  semble  renfermé  dans  le  peu  d'Analyse  qui  nous  a  servi  à  mettre  en 
évidence  le  principe  de  dualité.  En  efTet,  pour  former  une  figure  corrélative 
d'une  figure  donnée,  analytiquement,   ou  géométriquement,    on   dispose 
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(ic  (|uiii/<>  coiishiiilcs  .-ii'liilr.iii'cs;  cl  cIlmiuc  Miii.-ilioii  diiiis  iiii<>,  ou  (l.iiis 
piusi(Uirs  (l(>  ces  (-(iiisldnlcs,  (ioiincra  une  li^nir(>  (IjUci-ciiIc.  On  (ic\r-;i  donc 
prondrc  IV>(|(i;ition  ^n'iiôridc  du  pliui  undiilc,  où  <>uli-('iil  ces  (|iiiii/.(>  coiinI.uiIcs, 
cl  cIkmcIum'  (|U('II('s  souI  les  dillcrciilcs  NanV'Ic's  de  celle  c(|unliou,  ou  les 
\alcui's  p;uliculièr(»s  de  ces  conshuiN's,  (pii  peu\eu(  condiure  à  des  modes 
de  coiislruclion  des  liji^ui'cs  correlalives,  |)i'opres  à  nicllic  eu  (Mdeucc!  des 
ndalious,  de  cerlalue  ualui'c,  cuire  les  deux  liij;ures.  (le  ne  sera  point  le.  hasard 
(pii  guider;»  dans  de  telles  rccherclics.  iMais  dilTérenls  ra|)prochein(înls  entrcî 
des  [)ropriétcs  connues,  dillcrenles  circonstances  géonictri(pics ,  |)ourront 
conduire  à  des  analoi>ics  (pie  Ton  souuietira  à  PAnalyse,  (pie  nous  venons 
d'indiquer  connne  la  source  connnunc  de  toutes  les  méthodes  pour  étahlii' 
la  corrélation. 

Nous  allons  examiner  rapidement  plusieurs  de  ces  méthodes,  et  montrei* 
ce  que  les  ligures  ont  de  parliculiei'  et  de  caraclérislicpu;  dans  chacune  (relies. 

La  première,  et  la  seule  (pii  soit  encore  comme,  est  fondée  sur  la  théorie 
des  polaires  réciproques,  si  usitée  maintenant,  mais  à  laquelle  on  n'a  |)oint 
appliqué,  dans  sa  généralité,  et  comme  type  uni(pie  des  relations  métriques 
transformables,  le  théorème  qui  constitue  la  seconde  partie  du  principe  de 
dualité. 

§  XXII.  Méthode  des  polaires  réciproques.  —  Kéflexioxs  sur  la 

TRANSFORMATIOIV  DES  RELATIONS  MÉTRIQUES. 

115.  Toute  surface  du  second  degré  est  représentée  par  l'équation. 

Ax*  -+-  liy^  -t-  Cz^  -f  Dxy  -+-  Exz  -+-  Fijz  -+-  Gx  -+-  Hy  -+-  Ir  —  1=0. 

Si  l'on  circonscrit  à  cette  surface  un  cône  ayant  son  sommet  au  point 
(^x',i/',z'),  sa  courbe  de  contact  avec  la  surface  sera  sur  le  plan  qui  a  pour 
équation 

(2Ax'  +  Dif  -t-  Ez'  -f-  G)  X  H-  [m/  +-  Dx'  -i-  Fz'  -^  U)  y -h  (2Cz'  -h  Ex'  -h  F//'  -+-  I)  z 

-4-  (Gx'  -4-  Hy'H-  \z'   -H  2)  =  0. 
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Cette  ('(pialioii  ne  conlciiaiil  (jirau  premier  (lejîiV'  les  eoordoniiées  x' ,  y' , 
z',  il  résulte,  du  lliéoième  I  (j^  II),  que  si  le  soininet  du  cône  parcourt  un 
j)lan,  le  plan  de  contact  lourn(;ra  autour  dini  point  lixe  ;  si  le  sommet  du 
cône  parcourt  une  droite,  le  plan  de  contact  tournera  autour  d'une  droite; 
et  en  général,  si  le  sommet  du  cône  parcourt  une  surface  du  degré  m,  le 
plan  de  contact  roulera  sur  une  surface  à  laquelle  on  |)Ourra  mener,  par 
une  même  droite,  vi  plans  tangents.  C'est-à-dire  (pic  le  p/dii  de  conlarf 
formera  une  fujurc  con-élalive  de  la  figure  parcourue  jmr  le  souunel  du 
cône. 

Le  plan  de  contact  mobile  est  appelé  le  plan  ])olaire  du  sommet  du  cône, 
et  ce  sommet  est  dit  le  pôle  du  plan. 

Ainsi  la  théorie  des  jk'Acs  et  des  plans  polaires  peut  servir  pour  la  con- 
struction des  figures  corrélatives. 

116.  Ajoutons,  à  ces  propriétés  descri|)tives  des  ligures  ;>io/a/res  réci- 
proques, la  suivante,  qui  concerne  leurs  relations  de  grandeur  : 

Si  le  sommet  du  cône  prend  quatre  positions  a,  b,  c,  d,  en  ligne  droite , 
le  plan  de  contact  prendra  quatre  positions  A,  B,  C,  D,  telles  qu'on  aura 
toujours 

sin.  C,  A    siii.  D,  A       ca    du 
sin.  C,  B    sin.  D,  B       cb    db 

Ce  qui  résulte  du  théorème  IV  (§  II.) 

Cette  relation  complète  la  théorie  des  polaires  réciproques,  considérée 
dans  ses  applications  à  la  construction  des  figures  corrélatives  et  à  la 
démonstration  des  deux  parties  du  principe  de  dualité. 

117.  Remarquons  que  l'équation  du  plan  mobile,  telle  que  la  donne 
cette  théorie,  ne  renferme  que  neuf  constantes  arbitraires,  tandis  que  l'équa- 
tion générale,  qui  nous  a  servi  à  démontrer  le  principe  de  dualité,  en  con- 
tient quinze.  Le  mode  de  construction  des  figures  corrélatives,  qui  résulte  de 
cette  théorie,  n'est  donc  pas  le  plus  général;  de  sorte  qu'une  figure  donnée, 
et  sa  corrélative  construite  par  cette  théorie,  n'offrent  pas,  dans  leur  ensem- 
ble, la  plus  grande  généralité  possible  (ce  que  nous  rendrons  évident  dans 
le  paragraphe  suivant).  On  peut  donc  espérer  qu'en  disj)osaiit  convenable- 
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iiKMil  (les  (|iiiii/('  consliiiilcs  iiihiliaircs,  on  |),-ir\  iciKlr.i  à  des  luodcs  {\o. 
c'(mslnu;li(m  (|ui  olïnront,  cnlic  les  deux  li^Miirs,  des  icialioiis  (jnc  \w  pciil 
donner  \i\  théorie  des  polaires;  de  même  (luVii  vnriitnl  lu  l'ornu;  d<;  h  suifiice 
du  second  dc^iv  auxiliaire,  on  penl  (djicnir,  de  celle  théorie,  des  pr()|)ri<'t(''S 
dilTérenles  des  ligures. 

Ainsi,  en  |)renanl  une  sphère  pour  surface  auxiliaiic,  .M.  Poncelel,  et 
d'autres  Géomètres  ensuite,  sont  parvenus  à  des  résultats  loit  intéressants, 
concernant  les  reliai  ions  (i'anjj:les  des  (i^ures.  (^iUrmohr  sur  la  llu-oric  f/nu'- 
ralr  des  polaires  rëvipriKiaes  ;  Jouknai.  de  M.  Crelle,  t.  IV.) 

Kn  i)i'enanl  un  paraholoïde,  nous  aNons  ohlenu  d(!s  résultats  d'un  autre 
genre,  concernant  |)iincipalemenl  les  relations  métriques.  ÇCorresjjondanee 
mathématique  de  M.  Quelelel,  tomes  V  et  VI.) 

118.  On  sait  que  quand  le  plan  polaire  d'un  point  passe  par  un  second 
point,  réciproquement  le  plan  polaire  de  ce  second  point  passe  par  le 
premier.  C'est  de  là  qu'est  venue  la  dénomination  de  polaires  réciproques. 
Cette  propriété  résulte  de  ce  que  l'équation  du  plan  polaire  d'un  point  (x', 
ij',  z')  ne  change  pas,  quand  on  y  met  x ^  y,  z,  à  la  place  de  x' ,  y\  z', 
et  réciproquement. 

Ainsi  les  plans  polaires  des  diflerents  points  d'un  plan  P  passent  par  un 
même  point  p,  qui  lui-même  a  pour  plan  polaire,  par  rapport  à  la  même 
surface,  précisément  le  plan  P. 

Il  suit  de  là  que,  dans  les  figures  corrélatives  construites  par  la  théorie 
des  polaires,  à  un  même  point  de  l'espace,  considéré  comme  appartenant 
successivement  à  la  figure  proposée,  puis  à  sa  corrélative,  correspond  un 
même  plan. 

119.  Cela  n'a  pas  lieu,  en  général,  dans  la  construction  des  figures  corré- 
latives; ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu  (93).  C'est  donc  là  un  des  caractères 
particuliers  des  figures  corrélatives  construites  par  la  théorie  des  polaires. 
Ce  caractère  se  présente  dans  d'autres  modes  de  construction,  ainsi  que  nous 
le  verrons  dans  un  des  paragraphes  suivants.  3Iais  il  est  important  de  remar- 
quer ici  que  cette  identité  de  construction  des  deux  figures  corrélatives, 
l'une  par  l'autre,  dans  la  théorie  des  polaires,  doit  être  regardée,  dans  la 


lliôoric  ifôiKTiilc  (les  lii^Mircs  conu'lntivcs,  comme  un  fait  accidentel,  tout 
à  lait  indillV'i-ent ,  soit  pour  la  démoiislralioii  du  priiicijx'  de  diialili',  soit 
pour  rapplicalion  de  celle  lliéorie  à  la  traiisloiinaliou  des  propriétés  de 
réteiuhie. 

1  20.   Nous  ne  saurions  trop  appeler  raltention  du  lecteur  sur  l'équation 
(116): 

sin.CjA    sin.D.A       ca    (la 

siii.C.R  '  sii).  I),I5  ~"  Vl,  '  U,  ' 

(pii  représente  toutes  les  relations  immédiatement  transformables  par  la 
théorie  des  polaiies,  de  même  (jue  par  les  autres  méthodes  du  même 
iïcnre.  Faute  d'avoir  aperçu  celte  lelation^  et  de  l'avoir  reconnue  comme  le 
ty|)e  uni(jue  de  toutes  celles  que  l'on  pouvait  soumettre  à  la  théorie  des 
polaires  réciproques,  on  a  été  obligé  de  faire  intervenir,  dans  les  transfor- 
mations polaires^  la  théorie  des  déformations  par  voie  de  perspective^  pour  les 
figures  planes,  et  par  la  considération  des  fîf/ures  }iomo!o(jiqaes ,  pour  les 
ligures  à  trois  dimensions.  De  sorte  que  l'on  a  fait  dépendre  les  applications 
du  principe  de  dualité,  de  la  théorie  des  figures  homologiques  *,  tandis  que 

M.  Poncclel,  clans  son  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  polaires  réciproques,  après 
avoir  pris  une  conique,  ou  une  surface  du  second  degré  quelconque,  pour  transformer  les  rela- 
tions descriptives,  prend,  pour  la  transformation  des  relations  métriques,  un  cercle  et  une 
splièic.  Puis  il  justifie  celte  méthode  et  démontre  la  généralité  de  ses  résultats,  en  ces  termes  : 
a  On  peut  rcmar(iuer  en  passant ,  qu'attendu  la  natuie  particulière  des  relations  que  nous 
»  venons  d'examiner,  ces  différents  théorèmes  auraient  lieu,  dune  manière  analogue,  dans  le 
»  cas  où,  à  la  j)lace  d'un  cercle,  on  prcndiait  une  section  conique  quelconque  pour  directrice 
1)  ou  auxiliaire;  car  on  peut  toujours  considérer  l'un  de  ces  systèmes  comme  la  persj)ective  ou 
»  projection  centrale  de  l'autre,  pourvu  néanmoins  que  les  figures  auxquelles  ils  se  l'apportent 
»  soient  elles-mêmes  projeetives  de  leur  nature,  et  ne  concernent  par  conséquent  aucune 
»   grandeur  constante  et  déterminée. 

«  Au  surplus,  je  crois  devoir  le  dire  expressément,  cette  observation,  qui  s'applique  égale- 
»  ment  au  cas  de  res|)acc  que  nou-;  aurons  bientôt  à  examiner,  n'ajoute  rien  à  la  généralité 
»  des  conséquences  qu'il  est  possible  de  déduire  des  théorèmes  précédents,  quoique  leur 
1'  énoncé  suppose  que  les  figures  polaires  réciproques  soient  prises  simplement  par  rapporta 
>    un  cercle  auxiliaire.  »  (Voir  Journal  de  M.  Crelle,  t.  IV,  p.  53.) 

Ainsi  M.  Poncelet  démontre  a  posteriori,  au  moyen  de  la  Perspective,  la  généralité  de  ses 
transformations  faites  sur  le  plan ,  avec  un  cercle  pour  conique  auxiliaire.  Pour  le  cas  de  l'espace 


rilii  cl  r;iiili('  (l(>i\nU  ;»\(>ir  iiiic  ('';;;il('  iii(l('|M'ii(l;iiic('  cl  mu'  ô^'iilc  f.iciliU; 
(riiclioii.  l'^l  si  iiK^mc  Tcui  x'Ul  clîthlir  des  i';i|)|)(trls  ciilrc  riiii  <'l  r.iiilic,  (<; 
S(M'a  la  llu'oi'ic  des  ligures  li(Huol(>;;i(Hi('s,  4|(ii  pourra  (Icminci'  coinplclcmciil 
(lu  |)i'iiU'ipo  (le  (lualilc,  coiinnc  nous  l<>  ferons  \u'\v  au  (-oinnicnccincnt  de  la 
seconde  |)arli('  de  ccl  (''cril,  tandis  (pic  vt*  principe  ne  |)(MiI  nnllcnicnl  (lcii\ ci- 
lle celte  Ihéorie.  Aussi,  dans  ikks  a|»plicalions  du  principe  de  dualil('',  ikmis 
n'avons  poinl  été  ol)liu;é  de  recherclier,  comme  on  a\ail  lail  auparaNaiil,  les 
relalions  i)roj('c(fVCS,  c'est-à-dire  (pii  sont  Iransformahlcs  par  la  Perspeclive 
on  par  la  théorie  des  lii>ures  hoinoloi;i(pies  ;  r(''(piation  ci-dessus,  cl  les 
(li\ei'ses  inlerprélalions  que  nous  lui  avons  données  (§  III),  ont  représente'' 
toutes  les  relations  transformables,  dont  nous  n'avons  poinl  eu  à  faire  rciiu- 
niéralion.  Il  nous  a  sulïi  toujours  de  lamencr  les  rel;itions  proposées  à  la 
forme  du  ra[)porl  anharmonique ,  et  de  leur  appli(piei',  crunc  manière  iina- 
riahle,  le  principe  de  Téqualion  (1)  (même  [)aragraphe,  n"  12)  ou  de  ses 
diverses  interprétations. 

Mais,  pourra-l-on  dire,  la  relation  cinharnionKpic  est  elle-même  ])ro- 
jective,  et  par  conséquent  de  celles  que  Ton  sait  transformel'  pai'  la  théorie 
des  polaires.  Cela  est  vrai.  Mais  il  est  vrai  aussi  :  1"  que  celte  relation  n'a 
jamais  été  transformée  d'une  manière  générale,  et  qu'elle  n'aurait  pu  l'être, 
dans  l'état  où  nous  avons  pris  la  théorie  des  polaires  en  entreprenant  cet  écrit, 
qu'au  moyen  d'une  sphère  ou  d'un  paraboloïde  pour  surface  auxiliaire;  parce 
que  la  proj)riété  des  surfaces  du  second  degré,  exprimée  par  l'équation  ci- 
dessus,  est  nouvelle;  2°  que,  bien  que  la  relation  anharmonique  soit  pro- 
jective,  on  n'a  pas  songé  à  la  prendre  pour  le  type  unique  des  relations 
projectives,  ni  des  relations  transformables  par  le  principe  de  dualité,  c'est- 
à-dire  pour  la  forme  unique  à  laquelle  devaient  être  comparées  et  ramenées 
toutes  les  autres  relalions;  ce  qui  donne  un  caractère  de  généralité  et  de  pré- 
cision aux  méthodes  de  transformation,  qui  auparavant  étaient  restreintes, 
et  avaient  quelque  chose  de  vague  et  d'incertain  dans  leurs  applications. 

il  n'indique  pas  la  démonstration  analogue;  mais  on  comprend  que  ce  sera  par  son  ingénieuse 
théorie  des  figures  homologiques,  dont  il  a  déjà  fait  de  nombreuses  et  belles  applications,  dans 
le  supplément  de  son  Traité  des  propriétés  projectives  des  figures. 
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r)(i5>  MKMOIHK  l)K  (;K()MKTI{IK. 

Les  tlu'onMiies  ijouvcîuix  auxquels  nous  sommes  jKirvcnii  dans  les  para- 
graphes j)i(''('é(leiits,  la  ^M'iiéralilé  (juils  ('oiiijxirleiit,  el  la  t'acililé  avec  laquelle 
nous  les  axons  obtenus,  nous  semblent  jusliliei-  rini|)oi'lance  (jue  nous 
allachons  à  la  relation  aiiliaiinoni(|U<'  et  à  r(''(piation  ci-dessus. 

121.  (]ette  ('(juation,  abstraction  faite  de  son  inipoilance  dans  la  tbéorie 
des  polaires  réciproques,  considérée  comme  moyen  de  Iraid'ormalion  des 
figures,  exprime  une  belle  propriété  des  surfaces  du  second  degré,  dont  on 
n'a  pas  encore  fait  usaij;e,  et  qui  mérite  d'être  introduite  dans  la  tbéorie  de 
ces  surfaces,  où  elle  sera  susceptible  d'applications  très-nombreuses.  Nous 
en  présenterons,  pour  le  monient,  une  seule  qui,  concernant  la  description 
des  figures  polaires  réciproques,  ne  sera  point  étrangère  à  l'objet  de  cet 
écrit;  et  même  les  théorèmes  que  nous  y  démontrerons  nous  seront  utiles 
dans  le  paragraphe  suivant.  Mais,  pour  ne  point  interrompre  notre  examen 
des  différentes  méthodes  particulières  propres  à  la  construction  des  figures 
corrélatives,  nous  reportons  cette  application  de  Téquation  en  question  dans 
un  dernier  paragraphe,  sous  le  litre  de  Note. 


>5  XXIII.  Autre  méthode,  tirée  de  la  considération  des  surfaces  du  second 

DEGRÉ  ,    ET  PLUS  GÉNÉRALE  QUE  CELLE  DES  POLAIRES  RÉCIPROQUES.  APPLI- 
CATION DE  CETTE  MÉTHODE. 

122.   Soit  l'équation  d'une  surface  du  second  degré. 
Prenons,  pour  l'équation  d'un  plan  mobile, 

Ajr'a;  ■+-  By'ij  -^-  Cz'z  =  I  -t-  Lx'  -+-  M/y'  -+-  Nz', 

OÙ  a?',  //',  2',  sont  les  coordonnées  du  point  directeur  m'  (§  P"^). 

Nous  allons  parvenir,  par  la  considération  de  la  surface  du  second  degré, 
à  une  lelation  géométrique  entre  ce  point  directeur  et  le  plan  mobile. 
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i]o.  |)l;iri  .1  pour  \)ôU\  «l.iiis  la  surface  du  scicond  (Icj^mt,  un  |)()iiit  ui" ,  donl 
les  coordonnées  x",  i/",  :■",  ont  pour  (expressions 
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Concevons  un  plan  (i\e  qui  ail  pour  équalion 

Lx  ■+■  Ml/  'h  Nz  -+-  i  =  0. 

La  perpendiculaire  abaissée  du  point  m'y  sur  ce  |)lan,  a  pour  valeur 

1  -+-  Lx'  -f-  M»'  -f-  i\z' 
j«'p'  = — iir=i= 

On  a  donc 
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Soil  0  Torigine  des  coordonnées,  qui  est  le  centre  de  la  surface;  on  a 
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X 

om' 

mil"       - 

\ 

l)IH     ,     , 

et,  par  conséquent, 

Oi 

om"  =  — 

"i  P'    l/L  -t-  W  -t-  iN* 

Soit  ^  le  point  où  la  droite  om"  perce  le  plan  mobile,  dont  le  point  m" 
est  le  pôle;  et  soit  oa  le  demi-diamètre  de  la  surface,  dirigé  suivant  cette 
droite;  on  a,  comme  l'on  sait, 

oa 

om"  ==■  — ; 

Ofx. 
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d'où 

nu        om'  I 


0^        m  p     ^u  ^  j,i  ^.  j^» 

Celle  ('(lunlion  e\|)riinc  les  rel.'Uions  içéoinétriqucs  qui  ont  lieu  entre  le  point 
directeur  m'  (a?'  i/',  z')  et  le  phm  mobile. 
On  en  tire 

i  m'p' 

Ou.  =  oa . consl. 

om' 

Ce  qui  donne  lieu  à  ce  théorème  : 

Si,  (In  centre  cl'nne  snrface  du  second  dey  ré,  on  mène  un  rayon  à  chaque 
point  d'une  fi  (jure  proposée  A',  et  (pion  prenne  sur  ce  rayon,  à  partir  du 
centre  de  la  surface ,  un  sey nient  (pu  soit  «  ce  rayon  divisé  par  la  distance 
du  point  de  la  figure  à  un  plan  fixe ,  et  multiplié  par  le  carré  du  demi- 
diamètre  de  la  surface,  compris  sur  ce  rayon,  dans  une  raison  constante:  le 
plan  mené  par  l'extrémité  de  ce  segment,  parallèlement  au  plan  diamétral 
conjugué  (\  la  direction  du  rayon,  enveloppera  une  autre  figure  A,  qui  sera 
CORRÉLATIVE  de  la  proposée. 

123.  Si  le  plan  fixe  est  à  l'infini,  cette  figure  A  sera  précisément  la 
polaire  réciproque  de  la  proposée. 

Car,  dans  ce  cas,  on  a  L  =  0,  M  =  0,  N  =  0;  et  l'équation  du  plan 
mobile  se  réduit  à 

Ax'x  •+■  Bij'y  -4-  Cz'z  =  1  , 

équation  du  plan  polaire  du  point  (x',y',  z'),  par  rapport  à  la  surface  du 
second  degré. 

Et  la  formule  géométrique  prend  alors  la  forme  connue 

oa 

0/*  =  7- 

om 

Ainsi  le  mode  de  transformation  exprimé  par  le  théorème  ci-dessus  com- 
prend, comme  cas  particulier,  celui  que  donne  la  théorie  des  polaires 
réciproques. 
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121.  Ce  luudc  (le  liaiisfonnalioii  jouit  de  l;i  propiiéU;  suivanlc,  (lui  c^l 
TuiK^  (les  plus  utiles  dans  les  applications  de  celU;  lliéorie;  savoir  : 

Le  i>l(tn  cnn'viul'if  (Cnu  fxiinl  csl  fHtndIi'/r  (ii(  phui  (lidnidh'ul  de  la  .sur- 
face auxiliaire ,  ((nijiif/ué  à  la  droite  ((ni  va  du  eeii/re  de  ceffe  surface  à  ce 
point. 

Sous  ce  prenii<'r  ra|)p()ii,  le  mode  ;;(''n(''i'al  de  Iransfornialion  ollre  donc 
les  mêmes  lacililés,  dans  ses  applications,  (pie  celui  des  j)olaires  réci- 
proques. 

12»).  Mais,  sous  un  autre  rapport,  il  oUVe  un  i^rand  avantajj;e  (pie  n'a 
pas  cette  théorie.  T/esl  que,  à  un  uu^'uk;  point  (I(»  Tespace,  considi'wé  comme 
a|)paiienant  successivement  aux  deux  (ii^iurs,  ne  corr(^sp()n(l  pas,  dans  les 
deux  liiiures,  un  même  plan,  connue  cela  a  lieu  dans  la  théorie  des  |)olaires. 
Ainsi  par  exem[)le,  au  point  pris  pour  centre  de  la  surface  auxiliaire, 
considéré  comme  appartenant  à  la  ligure  A',  correspond  l'infînt  dans  la 
surface  A;  et  à  ce  point,  considéré  comme  appartenant  à  la  figure  A,  cor- 
respond le  plan  fixe  dans  la  ligure  A'. 

Cette  dilTérence  rend  notre  mode  de  tiansformation  immédiatement  appli- 
cable à  plusieurs  relations  métriques,  auxquelles  la  théorie  des  polaires 
réciproques  n'est  pas  propre. 

Quelques  exemples  éclairciront  cela. 

126.  Mais  disons  d'abord  que  le  mode  de  transformation  se  simplifie 
quand  la  surface  du  second  degré  est  une  sphère.  Alors  les  plans  de  la 
figure  A  sont  perpendiculaires  aux  rayons  menés,  du  centre  de  la  sphère, 
aux  points  correspondants  de  la  figure  A';  et  la  formule  de  transformation 
est,  en  comprenant  le  rayon  de  la  sphère  dans  le  coefficient  constant  : 

m'p' 
0;x  =  A. 


om 


Et  si  l'on  vient  à  supposer  que  le  plan  fixe  P,  sur  lequel  sont  abaissées 
les  perpendiculaires  m'p',  soit  à  l'infini ,  la  formule  se  réduit  à 


Of*=  ; 

om 
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128.  Il  fandi-i  se  rappeler  toujours,  dans  les  applicalioiis  de  la  lonnule 
générale,  que,  <ni  /Hjiiil  a  cousidéré  dans  la  ligui'C  \ ,  correspond  le  plan 
fixe  dans  la  ligure  A'. 

D'où  il  suit  que  : 

i"  A  un  j)l;ui  M  niené  par  le  point  o,  et  considéré  comme  appartenant 
à  la  figure  A,  correspond,  dans  la  ligure  A',  un  |)oint  situe  dans  le  plan 
fixe  V; 

Ce  point  est  sur  la  peipendiculaiie  au  plan  M,  menée  par  le  point  o  (12G). 

2"  A  une  droite  L,  menée  par  le  point  o,  et  considérée  comme  appar- 
tenant à  la  figure  A  ,  correspond,  dans  la  figure  A',  une  droite  située  dans  le 
plan   P; 

Cette  droite  est  Tintersection  de  ce  plan  par  le  plan  mené  avec  le  point  o, 
j)erj)endiculairement  à  la  droite  L. 

128.  La  formule 

om' 


m  p 


I 


ie  donne  directement  que  les  points  m'  de  la  ligure  A',  correspondant  aux 
plans  de  la  figure  A,  et  non  les  plans  de  la  figure  A',  correspondant  aux 
points  de  la  figure  A.  Mais  il  est  facile  d'en  tirer  la  manière  de  construire  ces 
plans.  Pour  cela,  étant  donné  un  point  s  de  la  figure  A,  on  concevra,  mené 
par  ce  point,  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  os;  on  prendra,  dans  la  sur- 
face A',  le  point  <!orrespondant  à  ce  plan,  et  la  droite  correspondant  à  la 
droite  os  :  le  plan  mené  par  ce  point  et  par  cette  droite  sera  le  plan 
cherché. 

D'où  l'on  conclut  que  : 

Pom*  construire  le  plan  S'  de  la  figure  A',  correspondant  à  un  point  s  de 
la  figure  A,  on  tirera  la  droite  os ,  sur  laquelle  on  prendra  le  point  s'  déter- 
miné par  la  formule 

s'p' 


os  =  )  . 


os' 


Par  le  point  o,  on  mènera  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  os;  ce  plan 


MivMoïKi:  m:  (j:()>ii;iiui:.  an 

('()U|)(M'.'i  le  pliin  li\(>  V  siiiv:iiit  une  dioilc  :  le  pLiii  iiicih'  p.ir  ('(>ll('  droilc  rt 
p.'ir  i(>  point  .s'  scr.'i  le  pliiii  (licichc,  (pii  coircsiioiMl ,  (l;iiis  l.i  li^^iirc  A',  iiii 
|)()iiil  .s  (le  hi  li^iin^  A. 

12!).  Prcniinc  (ip/)/i(((/i()n.  Soil  une  spIxTc  A  ;iN;ml  son  ccnlrc  en  o. 
Menons-lui  un  phiu  (iut^cnl  :  la  (iisl;ui(-(w>/a  de  ce  pinn,  au  point  o,  sera  t'^'aN; 
au  ra\on  \{  de  la  splu^re.  On  aiua  donc 

imi'         U 

'--.  —  ==  consl. 

»»'/>'         / 

Ce  qui  prou\e  (pie  la  ligure  A'  est  une  surface  du  second  de^^ré,  de  révolu- 
tion, qui  a  un  l'oNcr  en  o,  et  le  plan  P  pour  plan  directeur,  correspondant  à 
ce  foyer. 

Nous  aurions  pu  dire,  a  priori,  que  la  surface  A'  serait  de  révolution, 
parce  que  la  sphère  proposée  A  est  placée  symétriquement  par  rapport  au 
plan  P;  et  alors  Téqualion  £-y=  const.  aurait  démontré  la  propriété  du  foyer 
el  du  plan  directeur. 

130.  Considérons  trois  plans  diamétraux  rectangulaires  dans  la  sphère  A; 
il  leur  correspondra,  dans  la  surface  de  révolution  A',  trois  points  situés 
dans  le  plan  P,  qui  seront  tels  que  le  plan  polaire  de  chacun  de  ces  points, 
par  rapport  à  la  surface  de  révolution,  passera  par  les  deux  autres  points. 
Ces  trois  points  seront,  par  construction,  sur  les  perpendiculaires  aux  trois 
plans  diamétraux  de  la  sphère,  menées  par  le  point  o.  Ces  trois  droites  sont 
trois  axes  conjugués  *  de  la  surface  de  révolution,  relatifs  au  poiLit  o,  parce 
que  ce  point  est  le  pôle  du  plan  fixe,  par  rapport  à  cette  surface.  On  con- 
clut de  là  que  : 

Dans  une  surface  du  second  degré,  de  révolution,  trois  axes  conjugués, 
relatifs  à  un  foyer,  sont  rectangulaires. 

131.  Supposons  maintenant  que  la  figure  A  soit  une  sphère  ayant  son 
centre  en  un  point  quelconque  a\  La  surface  A'  sera  du  second  degré,  et 

*  Voir  §  IX,  n"  33,  la  définition  des  axes  conjugués,  relatifs  à  vn  point. 
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Toi)  aura  un  plan  S,  coiTospondanl  au  point  .s,  (pn'  soia  le  plan  polaire  du 
poini  (f  par  rapport  à  colle  surface  A'  *. 

A  trois  plans  (lianicliaux  reclany;iilaires  do  la  sphère,  correspondront 
trois  points  situés  dans  le  plan  S,  qui  seioni  tels  (pie  le  j)ian  polaire  de 
chacun  d'eux,  par  rap|)ort  à  la  surface  A',  passera  par  les  deux  autres.  Les 
droites  menées  du  point  (>,  à  ces  trois  points,  seront  rectangulaires,  comme 
étant,  par  construction,  respectivement  perpendiculaires  aux  trois  plans 
dianiétraux  de  la  sphère;  et  ces  trois  droites  seront  trois  axes  conjugués, 
relatifs  au  point  o,  puisque  ce  point  est  le  pôle  du  plan  S,  par  rapport  à  la 
surface  A'.  Ainsi  trois  axes  conjui^ués,  relatifs  au  point  o,  sont  rectangu- 
laires; ce  qui  prouve  (jue  la  surface  A'  est  de  révoUilion,  et  qu'elle  a  le 
point  0  j)Our  foyer,  et  le  jdan  S  pour  plan  directeur  correspondant. 

Celte  surface  est  située  d'une  manière  quelconque  par  rapport  au  plan  P, 
puisque  la  direction  de  son  plan  directeur  S  dépend  de  la  position  du  centre  .s' 
de  la  sphère  proposée,  et  que  ce  centre  est  pris  arbitrairement  dans 
Tespace. 

Si  la  sphère  enveloppe  le  point  o,  la  surface  A'  ne  coupera  pas  le  plan  P, 
parce  que  si  elle  le  coupait,  à  la  courbe  d'intersection  correspondrait  un 
cône  circonscrit  à  la  sphère,  et  ayant  le  point  o  pour  sommet. 

Et  si,  au  contraire,  le  point  o  se  trouve  au  dehors  de  la  sphère  A,  le 
plan  P  coupera  la  surface  A'. 

132.  Cest  un  théorème  de  Géométrie  élémentaire,  facile  à  démontrer, 
que  «  si  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre 
»  une  sphère  en  deux  points,  et  qu'on  mène  les  plans  tangents  en  ces 
»  points,  la  somme  ou  la  dilTérence  des  valeurs  inverses  des  distances  de 
»  ces  plans,  au  point  fixe,  sera  constante.  »  Ce  sera  la  somme  quand  le  point 
fixe  sera  pris  au  dedans  de  la  sphère,  et  la  difierence  quand  il  sera  pris  au 
dehors. 

Prenons  pour  le  point  fixe  le  point  o,  et  appliquons  ce  théorème  à  la 

Car,  on  général,  le  plan  correspondant  au  point  s  est  le  plan  polaiie,  par  rapport  à  la 
surface  A',  du  point  qui  correspond  à  l'infini  de  la  première  figure  (27);  et  ici  ce  point  est  le 
centre  de  la  surface  auxiliaire,  c'est-à-dire  le  point  o  (123). 
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spliôrc.  A  cliaciiic  (liinsNcrsiilc,  iiiciicc  p.ir  le  |)()iiil  o,  corrcsjxnKlr.i,  (I.mis  la 
socoiuif  li<^air(',  une  dioilc  (■()ni|)i'is('  diiiis  le  pl.iii  I';  aux  points  où  la  Irans- 
vorsalc  rciiconlrc  la  sphère,  corrcspondronl  les  plans  lan<,'(înls  à  la  sur- 
face A',  menés  pjii"  celle  droile;  et,  aux  plans  lan;;enls  à  la  splirre,  corres- 
pondronl  les  points  de  conlacl  des  plans  lan^M'nls  à  lii  surface  A'.  On  conclul 
doue,  du  llu'oiènie  énoncé,  d'après  la  lorniule 

m'p' 
Of*  =  X .  — —  > 

ou 

i         i     oui'  • 


■  1 


O'x         /     »j  « 


»J  p 


cello  propriété  générale  dos  surfaces  du  second  degré,  de  révolution,  à  loyers  : 
Etant  monc  un  plan  transversal,  d'une  manière  quelconifue,  par  rapport 
à  une  surface  du  second  degré,  de  révolution;  si  par  une  droite  quel- 
conque, prise  dans  ce  plan,  on  mène  deux  plans  tangents  èi  la  surface,  et 
qu'on  prenne  pour  chacun  des  deux  points  de  contact  le  rapport  de  ses 
distances  à  un  foyer  de  la  surface  et  au  plan  fixe;  la  somme  de  ces  deux 
rapports,  si  le  plan  fixe  ne  rencontre  pas  la  surface,  ou  leur  différence , 
si  le  plan  fixe  rencontre  la  surface,  sera  une  quantité  constante. 

133.  Si  le  plan  fixe  est  situé  à  Tinfini,  les  points  de  contact  des  deux 
plans  tangents  sont  les  extrémités  d'un  diamètre  de  la  surface;  la  distance 
d'un  de  ces  points  à  un  foyer  est  égale  à  la  distance  de  l'autre  point  au 
second  foyer;  d'où  l'on  conclut  que  : 

Dans  une  surface  du  second  degré,  de  révolution ,  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  distances  de  chaque  point  de  la  surface,  aux  deux  fojjers,  est  con- 
stante *. 

134.  Pour  mieux  montrer  sous  quel  rapport  le  théorème  précédent  est 
une  généralisation  de  cette  propriété  des  foyers,  nous  remarquerons  que  la 

Nous  verrons,  dans  la  seconde  partie  de  cet.  écrit  (|  XXI),  que  ces  propriétés,  qui  semblent 
être  particulières  aux  surfaces  du  second  degré,  de  révolution,  peuvent  dériver  d'une  propriété 
générale  des  surfaces  géomélriques ,  d'un  degré  quelconque. 

85 
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(Ii'oilr  (|iii  joini  les  points  do  coiilact  des  deux  |)l,iiis  Inii^M'iits  ;i  1;»  surface, 
passe  par  le  pôle  du  plan  (i\e;  et  (pie,  par  consé(pieiit ,  le  llieorèine  peut  être 
énoucé  ainsi  : 

.SV^  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  transversale  fjui  rencontre 
en  deux  points  une  surface  du  second  degré,  de  révolution  ;  la  somme  ou  In 
différence  des  distances  de  ces  points,  à  un  foyer  de  la  surface,  divisées  par 
les  distances  des  niènies  /joints,  au  plan  polaire  du  point  fixe,  sera  constante. 

Ce  sera  la  sonnne  si  le  |)oinl  fixe  est  situé  dans  rintérieur  de  la  surface,  et 
la  (liriérence  s"il  est  situé  en  dehors. 

Nous  pouvions,  par  la  même  méthode  de  transformation,  démontrer 
diverses  autres  propriétés  nouvelles  des  foyers  des  surfaces  de  révolution; 
mais  elles  se  présenteront  dans  nos  applications  du  principe  d'homographie. 

135.  Deuxième  application.  Soit  un  polygone  réirulier,  de  m  côtés,  cir- 
conscrit à  un  cercle,  et  soit  n  un  nomhre  plus  petit  que  }n.  La  somme  des 
puissances  n  des  perpendiculaires  abaissées,  d'un  point  fixe  o,  sur  les  côtés 
du  polygone,  sera  constante,  (|uelle  que  soit  la  position  du  polygone  par 
rapport  à  ce  point.  Cela  résulte  duii  théorème  de  Stewart,  qui  donne 
Texpression  de  la  somme  de  ces  puissances  n,  en  fonction  du  rayon  du 
cercle,  du  nombre  m  et  de  la  distance  du  point  o  au  centre  du  cercle  *. 

Appliquant  à  ce  théorème  la  formule 

nift' 

ou  =  X  . ; 

om 

on  en  conclut  le  suivant  : 

Si,  autour  du  foyer  d'une  conique,  o)i  fait  tourner  nue  rose  des  vents, 
de  m  rayons; 

n  étant  un  nombre  plus  petit  que  m; 

La  somme  des  puissances  n  des  distances  des  m  points  oi(  ces  rayons  ren- 
contreront la  conique,  à  une  droite  fixe,  divisées  respectivement  par  les  puis- 
sances n  des  distances  de  ces  points,  au  foyer  de  la  courbe,  sera  constante. 

130.  On  peut  remplacer,  dans  ce  théorème,  la  dislance  de  chaque  point 

*  Some  gênerai  theorems  of  considérable  tise  in  the  higher  parts  of  mat  hématies  ;  prop.  40. 
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(le  la  ('OUI'Im'  an  foyer,  pai-  la  dislaix-r  de  ce  poiiil  à  la  (lircclricc.  On  doiiiicra 
ainsi  au  lliéoivinc  un  aiilrc  (MIoiicc.  Maiiilciiaiit  si  Ton  ohscrNc  (jiir  le  rap- 
j)()rl  lies  (lislanccs  (ruii  point  de  la  courhc,  à  la  droilo  lixc  et  à  la  diicclricc, 
osl  au  ra|)porl  des  distances  de  la  tangente  en  <<'  point,  an  pôle  de  la  droite 
iixc  et  au  ro}er,  dans  uu(^  raison  eonslanli?  [roir  la  noie,  i;  WVI),  on  <'on- 
c'iul,  du  théorème  ci-dessus,  le  suivjuil  : 

Si,  anlonr  (lu  foijcr  (hmc  cinuimc,  on  fait  (oiirurr  une  rose  des  vents,  de  m 
ratjons  ;  et  ([ue,  par  les  m  points  oit  ils  rencontrent  la  courbe,  on  lui  mène 
SCS  tangentes  : 

n  étant  un  nondn'e  plus  petit  (jue  m  ; 

La  somme  des  /missances  n  des  distances  de  ces  tanf/entes,  à  u)i  /joint  fixe, 
divisées  par  les  puissances  n  de  leurs  distances  au  (oijer,  sera  une  riuantité 
constante. 

137.  Ce  Ihéorèmo  et  le  précédent  sont  susceptibles  d'une  foule  de  consé- 
quences, que  nous  ne  pouvons  examiner  ici.  .Mais  eux-mêmes  ne  sont  que 
des  cas  particuliers  de  propriétés  des  coniques,  très-générales,  et  où  n'entre 
pas  nécessairement  la  considération  de  leurs  foyers.  Une  partie,  par 
exemple,  sont  relatives  aux  diamètres  des  coniques,  et  sont  une  généralisa- 
tion des  propriétés  des  diamètres  conjugués.  Xous  reviendrons,  dans  un 
autre  moment,  sur  cette  théorie,  qui  nous  parait  nouvelle,  et  qui  conq)ren- 
dra  un  très-grand  nombre  de  théorèmes. 

138.  Troisième  application.  Si,  autour  de  deux  points  fixes,  pris  sur  une 
circonférence  de  cercle,  on  fait  tourner  deux  droites,  dont  le  point  d'inter- 
section soit  toujours  sur  la  circonférence;  les  dislances  de  ces  deux  droites, 
à  un  point  fixe,  pris  arbitrairement  sur  la  circonférence,  seront  entre  elles 
dans  un  rapport  constant. 

Qu'on  [)renne  ce  point  fixe  pour  le  point  o,  et  qu'on  applique  à  ce  théo- 
rème la  formule  de  transformation  : 

m  p 
0^  =  /  . 


om 


on  obtient  cette  propriété  générale  des  coniques 
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Étant  niciH'cs  trois  tiitifjcntcs  fixes  à  luie  conif/nc  ;  si  l'on  mène  une  f/ua- 
friènte  tamjcnle  (juelconqne,  elle  rencontrera  les  (leur  premières  en  deux 
points  tels,  (/ne  le  r(i/)port  de  leurs  distances  à  lu  troisième  Umfjenle,  sera 
au  ra/)j)ort  de  leurs  distances  à  U}i  foyer  de  la  courbe ,  dans  une  raison 
constante. 

\',id.  Si  la  coiii(|iie  est  une  parabole,  on  pourra  prendre,  pour  la  troi- 
sième tangente  fixe,  la  tangente  située  à  l'infini,  et  Ton  aura  celte  |)ropriélé 
de  la  parabole  : 

Étant  menées  deux  tangentes  fixes  à  une  parahole  ;  une  troisième  tangente 
quelconque  les  rencontre  en  deux  points,  dont  le  rapport  des  distances  au 
loyer  de  la  courbe  est  constant. 

140.  En  considérant,  dans  le  tbéorème  général,  deux  positions  de  la 
tangente  mobile,  qui  feront,  avec  les  premières  tangentes  fixes,  un  quadri- 
latère, on  en  conclura  ce  théorème  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  une  conique,  le  produit  des  dis- 
tances d'une  cinquième  tangente  quelconque,  à  deux  sommets  opposés  du  qua- 
drilatère, est  au  produit  des  distances  de  la  même  tangente  aux  deux  autres 
sommets,  dans  un  rapport  constant; 

Et  ce  rapport  est  égal  au  produit  des  distances  d'un  foyer  de  la  conique 
aux  deux  premiers  sommets  du  quadrilatère,  divisé  par  le  produit  des  dis- 
tances du  même  foyer  aux  deux  autres  sommets  *. 

On  voit  que  chacun  des  deux  foyers  joue,  en  quelque  sorte,  le  même 
rôle,  par  rapport  aux  quatre  sommets  du  quadrilatère,  que  chacune  des  tan- 
gentes à  la  courbe. 

141.  La  seconde  partie  de  ce  théorème  donne  une  relation  entre  les 
quatre  sommels  d'un  quadrilatère  circonscrite  une  conique  et  les  deux  foyers 
de  la  courbe,  qui  est  exprimée  par  le  théorème  suivant  : 

*  La  première  partie  de  ce  théorème  donne  immédiatement,  en  vertu  du  théorème  lo'J 
{%  XXVI),  le  suivant  : 

Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  à  une  conique,  le  produit  des  dislances  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe,  à  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère,  est  au  produit  des  distances  du  même 
point,  aux  deux  autres  côtés,  da7is  une  raison  constante. 

C'est  le  théorème  ad  très  aut  quatuor  lineas  des  Anciens. 
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(Juanil  lin  (/ii(t(/ii/<tfrrc  csf  < ircoiisvrll  n  luic  (f>ni(/iic ,  le  fniKlnil  des 
(hsfdmcs  (inn  fouo',  a  doux  sonnncfs  opfxtsrs ,  csf  an  /inx/ui/  (h s  (lis/nncrs 
ihi  nirnH'  /oi/cr,  au.v  (leur  nn/rrs  sonnticfs ,  dons  une  raisoti  r/iii  rcslc  la 
innnc ,  (/kc/  (/iic  sait  cc/iii  (/es  deux  finjcrs  t^ic  l'on  a  /tris  *. 

1-12.  {hinfrirnic  apjdivnfion.  Soil  le  lli(''on\me  de  CiOlcs  sur  l;i  diMsioii 
(lu  ('(M'clc  eu  pallies  ('i^alcs.  Donnons- lui ,  pour  en  facililcr  la  Iranslor- 
nialion,  cel  énoncé  :  «  l'n  polN^onc  lé^Milier  de  llm  côtés  étant  circon- 
»  scril  à  un  corde;  si  d'un  point  0,  pris  sur  la  droite  indednie  menée 
»  par  le  centre  du  cercle  el  par  le  |)oint  de  contact  du  premier  côté  du 
»  polygone,  on  mène  des  droites  aux  points  d(!  conlact  de  tous  les  autres 
»  côtés  : 

»   1"  Le  produit  des  droites  menées  aux  points  de  contact  des  côtés  de 

»  rani>  impair  sera  éi»;al  à  ()(]  —  |{"'; 

»  2"  Le  produit  des  droites  menées  aux  points  de  contact  des  côtés  de 

Ml 

rang  pair  sera  égal  à  OC  —  R'"; 

»  R  étant  le  rayon  du  cercle,  et  le  point  C  son  centre.  >> 
Faisons  la  transformation.  Au  cercle  correspondra  une  conique  ayant  son 
foyer  en  0  (131);  aux  côtés  du  polygone  correspondront  des  points  de  la 
courbe,  situés  sur  des  rayons  qui  diviseront  Tespace  angulaire,  autour  de  ce 
foyer,  en  ^m  |)arties  égales;  aux  points  de  contact  des  côtés  du  polygone, 
correspondront  les  tangentes  à  la  conique,  menées  par  les  points  pris  sur 
elle.  Ces  tangentes  se  construiront  comme   nous  Tavons   dit  (128).   On 

Si  lun  des  foyers  est  à  rinfini,  celte  raison  sci'a  égale  à  l'unité;  d'où  il  suit  (fue  : 

Quand  un  (juadrilatère  esl  circonscrit  à  une  parabole ,  le  produit  des  distances  du  foyer  de 
la  courbe,  à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère,  est  égal  au  produit  des  distances  de  ce 
foyer  aux  deux  autres  sommets. 

Si  1  on  suppose  que  les  deux  premiers  sonimels  du  quadrilatère  soient  deux  points  de  la 
courbe,  les  deux  autres  sommets  se  confondront  avec  le  point  de  concours  des  tangentes  en  ces 
deux  points;  et  il  en  résultera  ce  théorème  : 

Quand  un  angle  est  circonscrit  à  une  parabole,  le  produit  des  distances  des  points  de  con- 
tact de  ses  deux  côtés,  au  foyer  de  la  courbe,  est  égal  au  carré  de  la  distance  de  son  sommet  à  ce 
foyer. 

Ce  théorème  est  l'un  de  ceux  dont  Lambert  s'est  servi  dans  ses  Insigniores  orbilœ  cometarum 
propr létales.  (Section  l'*,  Icmmc  5.) 
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()l)li(Mi(li'a  ainsi  un  fh(W>n'in(;  conrspoiHlanl,  dans  une  coniqno  (juolconquc, 
au  Ihéorônio  de  dotes. 

L'expression  de  ce  lliéorènie  est  un  peu  coinplicjuéo.  Pour  la  simplifier, 
nous  supposerons  (pie  la  dioite  (|ui,  dans  la  noiiNclle  (ii^ure,  est  corrélative 
du  point  0  de  la  première  figure,  soit  située  à  Tinfini.  Alors  on  a  le  théorème 
suivant  : 

Si  l'on  divise  tespace  augulairp,  autour  du  fojjcr  d'une  ronif/ue,  en  2m 
parues  éffales ,  en  menant  2m  rajjons ,  dont  le  premier  coïncide  avec  le 
f/rand  axe;  et  qu'aux  points  oit  ces  rayons  rencontrent  la  courbe^  on  lui 
mène  ses  tanr/entes  : 

Le  produit  des  distances  des  tangentes  de  rang  impair,  au  foyer,  sera 
eqal  a  — — -: 

Et  le  produit  des  distances  des  tangentes  de  rang  pair,  au  foyer,  sera 
eqal  a—--—„; 

a  e/  b  étant  les  deux  demi-axes  principaux ,  et  c  l'excentricité  de  la 
conique. 

Si  la  conique  est  une  parabole,  on  a  ce  théorème  : 

Si  l'on  divise  l'espace  angulaire ,  autour  du  foyer  d'une  parabole,  en  2m 
parties  égales ,  par  2m  rayons,  dont  le  premier  coïncide  avec  l'axe  de  la 
parabole ,  et  qu'on  mène  les  tangentes  à  la  courbe,  aux  m  points  oit  les  rayons 
de  rang  pair  la  rencontrent;  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  du 
foyer,  sur  ces  tangentes,  sera  égal  à  la  puissance  m  de  la  distance  du  foyer 
à  la  directrice. 

§  XXIV.  Autres  modes  de  construction  des  figures  corrélatives  :  par 

LE  déplacement  FINI,  OU  INFINIMENT  PETIT,  d'uN  CORPS  SOLIDE  LIBRE  DANS 
l'espace  ;  PAR  LA  CONSIDÉRATION  d'uN  SYSTÈME  DE  FORCES  APPLIQUÉES  A  UN 
CORPS  SOLIDE  LIBRE. 

143.  Quand  on  a  un  corps  solide,  placé  d'une  manière  quelconque  par 
rapport  à  trois  axes  coordonnés,  que  nous  supposerons  rectangulaires;  on 
sait  que  si  Ton  fait  éprouver  à  ce  corps  un  mouvement  infiniment  petit,  les 
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\;iiiMli(His  (les  coonloiiiK'Cs  de  «luicim  de  ses  poiiils  s<'i(Hil  doiUM'cs  par  les 
lorimih's  sui> ailles,  durs  à  Kulcr  : 

'hj'    -  ôitt—z'rn,    »   x'fJ'N, 
tJz'  =  .],!  —  X'jM   I   //'JL; 

OÙ  les  coolliciiMils  J/,  !?m,  en,  JL,  c^M,  c?>N  soni  conslaiils  pour  tous  les  points 
du  corps.  (Voir  les  Mnnoircs  de  /'Acadnnic  de  licrliii ,  auiHM;  4  750, 
pp.  lcS5-^17,  ou  la  Mvviuùiinc  (()i((///(i(jKi'  de  Lagrau«;e,  l.  I'',  j).  KiD.) 

L'équatiou  du  plan  mené  par  un  point  (./',  i/',  z'),  perpendiculairement 
à  rélénienl  recliligne  décrit  par  ce  point,  pendant  le  mouvement  infiniment 
petit  du  corps,  est 

(a-  —  .r')  Sx'  -H  (y  —  y')  Si/  -+-  (z  —  z')  Sz'  =  0 , 

OU 

xSx'  -+-  ySij'  -+-  zSz  =  x'Sx'  -+-  y'ôy'  -«-  z'Sz'. 

Mais  le  second  membre  est  égal,  d'après  les  formules  ci -dessus,  à 
x'àl  -\-  y'âm  +  z'ôn;  Téquation  du  plan  est  donc 

xâx'  -+-  yây'  -+-  zSz'=  x'Sl  -+-  y'Sm  -+-  z'Sn. 

^x'y  ây',  ôz'  sont  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  a?',  ?/',  z' ;  de 
sorte  que  Téquation  du  plan  ne  contient  ces  coordomiées  qu'au  premier 
degré.  On  a  donc,  d'après  le  théorème  1  (§  II),  cette  propriété  générale  du 
mouvement  d'un  corps  solide  : 

Quand  un  corps  solide  éprouve  un  mouvement  infiniment  petit,  les  plans 
normaux  aux  trajectoires  des  points  du  corps ^  situés  dans  un  même  plan , 
passent  tous  par  un  même  point; 

Les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  situés  sur  une  même 
droite,  passent  tous  par  une  même  droite  ; 

Les  plans  normaux  aux  trajectoires  des  points  situés  sur  une  surface 
du  second  degré,  sont  tous  tangents  à  une  autre  surface  du  second 
degré; 
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Et,  f}i  (jnH'ral ,  les  plans  no?')iiau.jc  aux  trajectoires  des  //oints  (l'une 
surface  (lu  defjrènx,  en(:e/(jjj/ie)U  une  seconde  surface  (féométrif/ue,  à  laquelle 
on  jieut  mener  m  jdans  fanfjents  par  une  même  droite. 

\M.  Ainsi,  (juaiid  une  figure,  de  forme  quelconque,  éprouve  un  dépla- 
cement infiniment  petit,  les  plans  normaux  aux  trajectoires  de  ses  points 
enveloppent  une  seconde  figure  (|ui  est  corrélative  de  la  première. 

Voilà  donc  une  manière  très-simph;  de  concevoir  la  de$cri|)tion  des 
(iifures  corrélatives. 

14o.  Celte  méthode  oiïre  des  avantages  dans  la  Géoméirie  spéculative, 
pai'ce  (jue  les  figures  y  ont  mie  dépendance  particulière,  qui  n'a  pas  lieu 
dans  la  théorie  des  polaires;  c'est  que  chaque  plan  de  la  nouvelle  figuie 
passe  par  le  point  correspondant  de  la  figure  proposée.  Cela  fait  que  la 
seconde  partie  du  principe  de  corrélation,  c'est-à-dire  le  théorème  IV,  n'a 
plus  hesoin  de  démonstration  :  il  est  une  conséquence  immédiate  de  la 
construction  des  figures. 

146.  Mais  il  y  a,  entre  les  deux  figures,  un  rapport  de  relations  métriques 
beaucoup  plus  simple,  qui  repose  sur  ce  théorème  : 

Il  existe,  dans  le  corps,  un  certain  axe  qui  n'a  de  mouvement  que  dans  sa 
propre  direction.; 

Les  plans  normaux  atix  trajectoires  de  deux  points  quelconques  a,  b  du 
corps  rencontrent  cet  axe  en  deux  points  «,  ê,  qui  sont  les  pieds  des  perpen- 
diculaires abaissées  sur  lui,  des  points  a,  b; 

De  sorte  que  l'on  a  toujours 

a6  =  ah  .  COS.  [ab,  X); 

X  désignant  la  direction  de  l'axe  en  question. 

Ainsi  Ton  aura,  entre  les  distances  des  points  de  la  figure  proposée,  et  les 
segments  que  les  plans  correspondai>ts,  dans  la  figure  corrélative,  intercep- 
teront sur  l'axe  X,  des  équations  de  cette  forme.  Ces  équations  serviront  à 
convertir  les  relations  métriques  de  la  figure  donnée,  en  relations  apparte- 
nant à  la  nouvelle  figure. 


Nous  lions  hornons,  |mmii-  le  nioincnt,  ii  ('iioiiccr  (ctlc  proposition,  |M>iit-  lu; 
pas  siircliar^cr  ccl  cci'il  de  dclnils  ('Iraiij^crs  ;"i  son  l»n(  piincipjil;  non^  noii^ 
proposons  de  rcNcnir  sm-  ce  snjcl,  pour  clahlir,  par  de  sinipicîs  conNidcralions 
do  (Jôoniclrio,  les  propriélés  ^onôi-alos  du  nion\oinonl  d'nn  corps  solid<'; 
los(pi('ll(vs  |)ropi'iolôs  soni  nond)i'('ns('s  vl  inl(''i"(îssan((!s,  ol  sont  susccpliljlos, 
(jnoi(ph'  pnicinonl  i>(M)ni('lri(pios,  (ra|)poil(M'  (pi('l(pio  hnniôro  dans  plnsiein's 
(piosiions  do  iMôcanicjnc^ 

147.  [_Lo  d(''[)la('(Mnon!,  lini  (piolcoïKiuo  d'un  ('or|)s  solide,  dans  l'espace, 
peut  donner  lien  aussi  à  la  conslruclion  de  ligures  conélalives.  Celle  con- 
struction est  fondée  sur  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  a,  dans  l'espace ,  deux  figures  égales,  et  placées  d'une  manière 
quelconque ,  l'une  par  rapport  à  l'autre; 

Que  Cou  joigne,  par  des  droites,  les  points  de  la  première  figure  aux 
points  correspondants  de  la  seconde  ;  et  que,  par  le  milieu  de  chacune  de  ces 
droites  on  lui  mène  un  plan  normal; 

Tous  ces  plans  envelopperont  une  figure  qui  sera  corrélative  de  chacune 
des  deux  figures  proposées,  et  corrélative,  aussi,  d'une  troisième  figure,  for- 
mée par  les  points  milieux  des  droites  qui  joignent  les  points  homologues 
dans  les  deux  premières. 

Donc,  si  la  première  est  plane,  la  troisième  sera  plane  aussi;  et  les  plans 
menés  par  ses  différents  points  passeront  par  un  même  point  (ce  point  sera 
situé  dans  le  plan  de  cette  troisième  figure). 

Si  la  première  figure  est  une  surface  du  second  degré,  la  troisième  figure 
sera  aussi  une  surface  du  second  degré;  et  les  plans  menés  par  ses  points 
envelopperont  une  autre  surface  du  second  degré. 

Nous  donnerons  dans  un  autre  écrit  la  démonstration  de  ces  théorèmes, 
qui  peut  se  faire  par  de  simples  considérations  de  Géométrie,  ou  par  l'Ana- 
lyse *. 

On  peut  vérifier  aisément  ces  théorèmes,  au  moyen  des  formules  suivantes,  relatives  au 
déplacement  fini  d'un  corps  solide  dans  lespaee,  en  fonctions  des  six  ooefficicnts  indépendants 
qui  sufiiscnt  pour  exprimer  ce  déplacement. 

Soient  x,  t/,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  corps,  dans  sa  position  primitive,  et  x',  y',  z  les 
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148.  Lv  mode  de  coiislruclioii  des  figures  corrélatives,  (jue  nous  a  fourni 
le  déplîjcenieiil  iidininienl  petit  d'un  corps  solide,  peut  être  présenté  d'une 
autre  manière,  où  n'entre  pas  l'idée  de  mouvement.  Voici  comment  : 

.SVy/7  une  vis,  placée  d'une  manière  quelconque  dans  l'esjiace ;  concevons 
que,  jiar  tous  les  points  d'une  figure  proposée,  passent  des  hélices  de  la 
vis  : 

I"  Les  plans  normaux  à  ces  hélices^  menés  par  les  points  de  la  figure  ^ 
envelopperont  une  seconde  figure,  qui  sera  corrélative  de  la  première  ; 

S"  Le  segment  compris  sur  l'axe  de  la  vis,  entre  deux  plans  normaux, 
sera  égal  à  la  projection  orthogonale  de  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
correspondants. 

De  sorte  que  les  relations  métriques  de  la  première  figure  seront  faciles 
à  transporter  dans  la  seconde. 

1 49.  Il  résulte  de  là  que  si  Con  coupe  la  surface  d'une  vis  (à  filets  trian- 
gulaires ou  rectangulaires,  indilîéremment) /;«r  ?<?*  plan  quelconque,  et  que, 

coordonnées  du  même  point  considéré  aj)rès  le  déplacement;  ces  coordonnées  ont  des  valeurs 
de  la  forme 

1— V/l  — (L'-t-M'-t-iV) 


x-=  l  -i-a^l/l  — (L»-f-M»-+-V)  +  (Mz  -  N;/)  h- "-— — .  L  .  (Lx  h-  My  +  .\z), 

L*-»-M*-l- >' 


.  y 1  -  V/l  — vL»-4-M*-+-N*) 

j/'  =  m  -+-  î/l/1  — fL*-t-M»-+-  N^)  -t-  fN.r  —  Lz)  H — — -— — M.(Lx-\-  M>/  -+-  Na), 

L*-i-M*-»-N* 

1— l/l— (L'-+-M*-+-iV) 


;;'  =  71  ^z\/i  —  fL»+  M» H-  N^  -+-  (Ly  —  Mx)  H ^ .  N  .  (La-  -h  Mu  +  Ni)  ; 

où  /,  m,  n,  L,  M,  N,  sont  six  coefficients  indépendants. 

Ces  formules  sont  la  généralisation  de  celles  d'Euler,  qui  ne  convenaient  qu'à  un  déplacement 
infuiiinent  petit  du  corps  solide. 

Elles  peuvent  servir  aussi  pour  la  transformation  d'un  système  de  coordonnées  rectangulaires 
en  un  autre  système  de  coordonnées  rectangulaires.  El,  sous  ce  rapport,  elles  satisfont  à  une 
question  qui  a  occupé  dans  un  temps  les  Géomètres  :  trouver  de  telles  formules  qui  ne  con- 
tiennent que  les  trois  coefficients  indépendants  nécessaires  et  suffisants  pour  exprimer  la  po- 
sition des  nouveaux  axes,  et  où  ces  coefficients  entrent  d'une  manière  symétrique. 

Les  formules  de  Monge,  qui  ont  résolu  cette  question  [Mémoires  de  L'Académie  de  Turin; 
années  1784  et  1781)),  ont  l'inconvénient  de  contenir  six  expressions  radicales  différentes.  Les 
formules  précédentes  n'en  contiennent  qu'une. 
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par  les  diffcrcuts  points  do  la  rourhr  (l'inlcrscrtion,  on  nirnr  les  plans 
nornatnx  aux  hvliivs  </ni  passent  /tar  ces  points,  tous  ces  plans  /Hisseront 
par  an  niènie  point.  Ce  poini  sera  silin''  d.nis  le  plan  coiipaiil. 

Cos  consiilcralions ,  (pii  coiiduiscnl  à  diverses  pr()|)nV'l<''s  nouvelles  de  la 
vis,  olTrcnl  des  inélhodes  de  (JéoiiuUrie  descri|)live,  p(»ur  W  dessin  des  épines 
relatives  à  dilTc^reiites  questions  (|ui  se  présentent  dans  les  arts. 

it)0.  Voici  enfin  nn  dernier  mode  de  construelion  des  li^'ures  corréla- 
tives, que  nous  pouvons  exposer  sans  calcul. 

Que  Ton  conçoive  un  système  de  forces  sollicitant  un  corps  solide  libre;  on 
pourra  les  remplacer,  d'une  itdinilé  de  manières,  par  deux  foices  unicpics 
F,  F'.  L'une  de  ces  forces  sera  tout  à  fait  arbitraire  de  direclion;  c'est-à- 
dire  que  Ton  pourra  prendre  une  droite  quelconque  pour  représenter  la 
direction  de  cette  force;  la  seconde  force  sera  alors  déterminée,  en  direction 
et  en  grandeur. 

Si  Ton  cherche  le  plan  du  moment  principal  des  forces  du  système,  relatif 
à  un  point  quelconque  de  la  force  F,  ce  plan  passera  par  la  force  F'.  Donc 
si  Ton  fait  tourner  la  première  autour  d'un  point  fixe,  la  seconde  ne  cessera 
pas  d'être  dans  un  même  plan,  qui  sera  le  plan  du  moment  principal  du 
système  de  forces,  relatif  au  point  fixe.  Et  réciproquement,  quelle  que  soit 
la  position  de  l'une  des  deux  forces  dans  ce  plan,  l'autre  force  passera  par 
le  point  fixe;  d'où  il  suit  que  les  plans  des  moments  principaux  du  sys- 
tème de  forces,  relatifs  aux  dillférents  [)oints  du  plan,  passeront  par  le 
point  fixe. 

On  conclut  de  là  que  : 

Si  l'on  conçoit  dans  l'espace  un  système  de  forces,  et  que  l'on  prenne  les 
plans  des  moments  principaux  de  ces  forces,  relatifs  à  tous  les  points  d'une 
figure,  ces  plans  envelopperont  une  seconde  figure,  qui  sera  corrélative  de  la 
première.  C'est-à-dire  que  les  plans  relatifs  à  des  points  situés  sur  un  plan, 
passeront  par  un  même  point;  les  plans  lelatifs  à  des  points  situés  en  ligne 
droite,  passeront  par  une  même  droite  ;  les  plans  relatifs  à  des  points  situés 
sur  une  surface  du  second  degré,  envelopperont  une  autre  surface  du  second 
degré ,  etc. 
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loi.  Ouant  aii\  rolalioiis  iiirlriqucs  de  la  noiivollo  fijj;iirn,  on  les  con- 
clura (le  celles  (le  la  liiiiire  |>n)|)0.s(''e,  an  ino\eii  de  la  proposition  suivante, 
dont  la  (h'nionslration  est  sans  (linicult('',  mais  serait  ici  sans  int(''r(îl  : 

Si  l'on  jnrnd  un  certain  axe  fixe,  parallèle  à  la  résultante  de  louiez  les 
forces  (Taxe  (pie  .M.  l^oinsot  a  appeh'  Vaxe  central  des  moments  *),  le  seg- 
ment intercepte  sur  cet  axe,  par  deux  plans  quelconques  appartenant  à  l'une 
d(s  deux  figures,  sera  égal  à  la  projection  orthogonale,  sur  cet  axe,  de  la 
droite  qui  joint  les  deux  points  correspondants,  dans  l'autre  fgure. 


§    XW.    CiARACrÈRES    PAUTICLLIEHS    DE    DIVERS    MODES    DE    CGNSTRLCTION 

DES    FIGURES   CORRÉLATIVES. 

152.  Nous  avons  vu  (jue  la  ihé'orie  des  polaires  réciproques  n'offre  pas 
la  construction  la  plus  g(înérale  des  figures  corrélatives,  parce  qu'elle  ne 
permet  de  disposer  que  de  neuf  constantes,  au  lieu  de  quinze.  Il  en  est  de 
même  des  autres  modes  que  nous  venons  d'exposer  dans  le  paragraphe  pré- 
c()dent,  dans  chacun  des(juels  on  ne  peut  disposer  que  de  six  constantes. 
Dans  ces  dernières  méthodes,  les  figures  corrélatives  ont  un  caractère  parti- 
culier; c'est  que  les  plans  d'une  figure  passent  par  les  points  de  l'autre  figure 
auxquels  ils  correspondent.  Mais  ces  méthodes  ont  un  autre  caractère  propre, 
qui  leur  est  commun  avec  celle  des  polaires  réciproques ,  et  qui  ne  se  pré- 
sente pas  d'une  manière  aussi  palpable  :  c'est  une  réciprocité  parfaite  entre 
deux  fiiiures  corrélatives;  ré'ciprocité  qui  consiste  en  ce  que  si,  après  avoir 
construit  la  figure  corrélative  A'  d'une  figure  A,  on  voulait,  par  le  même 
mode  de  construction,  former  la  figure  corrélative  de  A',  on  retrouverait  la 
figure  A.  Cela  a  lieu,  comme  on  sait,  dans  la  théorie  des  polaires,  parce  que 
le  point  fixe,  par  lequel  passent  tous  les  plans  polaires  des  différents  points 
d'un  plan^  a  précisé'ment  pour  plan  polaire  ce  plan  (118).  Il  en  est  de  même 
dans  la  construction  des  figures  corrélatives,  par  voie  de  mouvement  infini- 

*  ElèmetUa  de  Statique  ;  Cf  t-dition,  paj^c  358. 
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iiKMit  pclil  ;  ('('sl-M-din»  quo  si  l;i  (i;;iir<',  (MiNcIoppc  des  plans  norm.iiix  :n\\ 
Inijecloircs  dos  poiiils  de  hi  li^riiic  pr()|)()S(''(',  r'pnm\;iil  «'llr-iiiriiic  le  iik^iim' 
moiivcmciil,  les  pl;ms  ii(nin;m\  ;ni\  li'jijccloircs  de  ses  points  cnvclopix'r.iiciil 
II)  pirnntM'C  ligure  :  crin  proNicnl  de  ce  (pic  le  |)()iiil  j);ir  lecpu'i  p.jsscnl  los 
pinns  iioi'in.'uix  aux  Irnjecloiics  de  Ions  les  points  d'un  plan,  a  sa  trajecloire 
normale  à  ce  plan. 

Il  en  est  de  même,  aussi,  dans  le  mode  de  construction  fonde''  sm*  la  consi- 
dération d'un  système  de  forces;  cVsl-à-dire  que  si,  apiès  avoir  construit  la 
li^iu'i*  <'nveloppe  des  plans  des  moments  principaux  (Tun  système  de  forces, 
relatifs  aux  dilVéï'enls  points  d'une  première  ligure,  on  construisait  la  li<(ure 
enveloppe  dos  plans  des  moments  principaux  des  points  de  cette  nouvelle 
figure,  par  rapport  au  même  système  de  forces,  on  retrouverait  la  première 
figure,  ('ela  vient  de  ce  que  le  point  par  lequel  passent  les  plans  des  moments 
principaux  des  dilTérents  points  d'un  même  plan,  a  précisément  son  moment 
principal  situé  dans  ce  plan. 

153.  Il  est  naturel  de  chercher  s'il  n'existerait  pas  d'autres  systèmes  de 
figures  corrélatives,  où  une  pareille  réciprocité  aurait  lieu. 

Nous  allons  prendre  la  question  d\m  peu  plus  haut;  et  d'abord  nous  pro- 
poser la  suivante  : 

Quand  un  point  directeur  parcourt  une  surface  A,  le  plan  mobile  enve- 
loppe une  surface  A'  (§  II,  théorème  I)  ; 

Si  l'on  suppose  qu'un  nouveau  point  directeur  parcoure  cette  surface  A'; 
quelle  devra  être  Véquation  d'un  nouveau  plan  mobile,  entraîné  par  ce  nou- 
x^eau  point  directeur,  pour  qu'il  enveloppe  la  première  surface  A? 

Soient  x',  y' ,  z'  les  coordonnées  du  point  directeur  situé  sur  la  surface  A, 
et 

Xx'  + Y_v'-t- Zz=U, 

Téquation  du  plan  mobile  :  ce  plan  enveloppe  la  surface  A'. 
Soit 

Péquation  d'un  plan   tangent  à  la  surface  A,  en  un  point  a.  Si  le   point 
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directeur  parcourt  ce  phm,  le  pl.iii  mobile  tournera  autour  dini  point  de  la 
surface  A',  dont  les  coordonnées  sont  doiniées  par  les  trois  équations 

et  ce  point  est  précisément  celui  où  U".  plan   mobile  toiicbc  la  surface  A', 

(piand  le  point  (b'recteur  est  en  a  (tbéorème  II.) 

Soient  x",  //",  z"  les  coordonnées  de  ce  poinl.  Keniplaçons,  dans  les 

trois  équations  précédentes,  X,  Y,  Z,  U  par  X",  Y",  Z",  U",  pour  indiquer 

que  les  trois  variables  y  ont  les  valeurs  x",  y",  z"  ;  nous  aurons  les  trois 

équations 

X   =LL  ,     Y    =ML   ,     Z   =i\L'  . 

L'équation 

XI »  \.'  '  '  r/  '  '  ïï ^ I  ' 

X  -i-  \   IJ  -*-  /^  z  =  L 

représente  un  plan  mobile,  entraîné  parle  mouvement  du  point  (j:",  y",  z"). 
Si  nous  supposons  que  ce  point  soit  sur  la  surface  A',  les  trois  équations 
précédentes  auront  lieu;  par  conséquent  Téquation  générale  de  son  plan 
mobile  se  réduira  à 

Lx  ■+-  M?/  -+-  Nz  =  t. 

r/est  précisément  Féquation  du  plan  tangent  à  la  surface  A. 
L'équation 

X"x  -»-  \"ij  ■+■  'L"z  =  l" 

est  donc  celle  qui  convient  au  second  plan  mobile,  pour  qu'il  enveloppe 
la  surface  A,  pendant  que  son  point  directeur  parcourt  la  surface  A'. 

Or,  on  voit  que,  pour  former  cette  équation,  il  faut  changer,  dans  l'équa- 
tion du  premier  plan  mobile,  les  coordonnées  courantes  en  celles  du  second 
point  directeur,  et  celles  du  premier  point  directeur  en  coordonnées  cou- 
rantes. On  peut  donc  énoncer  ce  tbéorème  général  : 

Quand  l'équation  d'un  plan  mobile  contient^  au  premier  degré,  les  coor- 
données x',  y',  z'  d'un  point  directeur;  si  l'on  y  change  les  coordonnées  cou- 
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ranfcs  \,  y,  z,  m  \',  y',  z',  et  vice  vcrsft,  on  dura  mw  sfcondc  cf/iinfion 
qui  ri'prrscnU'rd  un  second  /dan  niohi/c,  <<)rrcsfHiii(/(in/  au  ntrmc  point  r/i- 
recfcur  ; 

Si  le.  point  direrfenr  jxurtrurt  une  surface  \,  le  premier  plan  niohile 
enveloppera  une  surface  A'  ; 

Et  si  le  point  directeur  parcourt  la  surface  A',  le  second  plan  mobile 
enveloppera  la  jnrnu'ère  surface  A. 

Ainsi  les  doux  surrjiccs  jouisscnl  de  la  [)r()|)ri(U(''  i'(''('ij)ro(|ii<;  dVtro  (mi{j:('ii- 
drées  rune  au  moveii  de  raufio,  niais  par  deux  plans  mobiles  dilTérents, 
c'est-à-dire  dont  les  équations  sont  dilTérentcs. 

154.  D'après  cela,  si  l'on  veut  que  le  plan  mobile  ait  la  même  équa- 
tion, ou  la  même  construction  géométrique,  pour  les  deux  surfaces,  comme 
cela  a  lieu  dans  la  théorie  des  polaires  réciproques  et  dans  les  autres  sys- 
tèmes qui  reposent,  soit  sur  le  déplacement  d'un  corps  solide,  soit  sur  la 
considération  d'un  système  de  forces,  il  faut  que  l'équation  du  plan  mobile 
soit  symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  courantes  et  à  celles  du  point 
directeur  ;  car  alors  elle  restera  la  même  quand  on  y  changera  x,  y,  z  en 
x',y'j  z',  et  vice  versa,  et  les  deux  plans  mobiles,  du  théorème  précédent, 
auront  la  même  équation. 

Cela  a  lieu  dans  la  théorie  des  polaires  :  l'équation  du  plan  polaire  d'un 
point  reste  la  même  quand  on  y  met  les  coordonnées  de  ce  point  à  la  place 
des  coordonnées  courantes,  et  vice  versa.  Il  en  est  de  même  pour  le  plan 
normal  à  la  trajectoire  d'un  point  d'une  figure  de  forme  invariable,  qui 
éprouve  un  déplacement  infiniment  petit;  ce  qu'on  voit  d'après  l'équation  de 
ce  plan  normal  (14-3).  Il  en  est  de  même  aussi  pour  le  plan  du  moment  prin- 
cipal d'un  système  de  forces,  pris  par  rapport  à  un  point  :  l'équation  de  ce 
plan  reste  la  même  si  l'on  y  remplace  les  coordonnées  courantes  par  les  coor- 
données du  point,  et  vice  versa.  Car,  en  supposant  les  trois  axes  coordonnés 
rectangulaires,  et  en  désignant  par  A^,  A^^,  A^  les  sommes  des  composantes, 
suivant  ces  trois  axes,  des  forces  du  système,  transportées  toutes  à  l'origine, 
et  par  M^.,  Mj^,  M.,  les  projections,  sur  les  plans  i/z^  zx  eixy,  du  moment  prin- 
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cipal  relatif  à  cotte  orij^iiic,  on  tiouvc  qiio  le  plan  du  moment  princi|)al  (Pun 
point  (jnelconcpie  (x',  ?/',  z'),  a  pour  (Ujuation 

(z'Ay  —  y'X,  -'  MJ  j-  -+-  (x'A,  —  z  A,  —  >l„)  y 
-+-  (i/'A,  —  x'A,  —  .M,)  :  -+-  j'M,  -<-  /y  M,  -t-  r'M,  =  0; 

et  une  simple  vérification  fait  voir  que  cette  équation  reste  la  même 
quand  on  }  change  les  coordoiniées  courantes  x,  y,  z^  en  x' y  y' ,  z'  et  vice 
versa. 

L'équation  du  plan  mobile,  dans  ce  dernier  mode  de  construction  des 
figures  corrélatives,  a  tout  à  fait  la  même  forme  que  celle  du  plan  normal 
à  la  trajectoire  d'un  point  d'une  figure  en  mouvement  :  il  y  a  en  efîet, 
dans  ces  deux  questions,  des  rapports  intimes  remarquables,  dont  il  serait 
hors  de  propos  de  parler  ici,  et  sur  lesquels  nous  reviendrons  ailleurs. 

loo.  Il  nous  reste  à  faire  voir  que,  chaque  fois  que  l'équation  du  plan 
mobile  sera  symétrique,  comme  dans  les  exemples  |)récédenlsj,  elle  aura 
nécessairement  la  forme  de  l'équation  du  plan  polaire  d"un  point  par  rapport 
à  une  surface  du  second  degré,  ou  celle  du  plan  normal  à  la  trajectoire  d'un 
point  d'un  corps  solide  en  mouvement. 

En  elTet,  l'équation  générale  du  plan  mobile  est  de  la  forme 

{hx  -¥-  by  -\-  cz  —  d)  x'  -+-  {u'x  -+-  b  ij  -+-  c'z  —  (/')  rj'  h-  (a"x  ■+-  b"y  -+-  c"z  —  d")  z 

—  (n"'x  -+-  b"y  -+-  c"'z  —  (/ ")  =  G. 

Cette  équation  sera  la  même,  après  le  changement  de  x,  y,  z  en  x',  y', 
z'  et  vice  versa,  si  son  premier  membre  est  resté  identiquement  le  même, 
soit  avec  le  même  signe,  soit  avec  un  signe  dilïérent. 

Dans  le  premier  cas,  en  comparant  le  premier  membre  à  ce  qu'il  devient 
par  le  changement  en  question,  on  trouve  les  six  conditions  : 

d  =  a"',     d==b'",     d"=c'\     h  =.  a ,     c  =  a" ,     c=b'; 
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el,  dans  le  second  cas,  on  trouve  les  coiulifions 

a  =  0,     //=:.0,     r   =0,     d"  --■(), 
d^—a',     d'  =  —  b"\     d"  =  -v.'',     h  =  ~a,     <•..       «',     c-»-fc". 

Telles  sonl  les  deux  seules  solutions  de  la  (|ueslion. 

Les  deux  équations  du  plan  mobile,  (jui  y  correspondent,  sonl 

ax'x  -i-  b'y'y  -f-  c'z'z  -»-  6  {y'x  ■+■  x'y)  -t-  r  {z'x   i-  x'z)   ♦-  h"  {z'tf  -+-  y'z) 
-  d  {x  -h  x')  —  (/'  (y  H-  t/')  -  d"  {z  H-  z')  -  d'"  =  0 

et 

6  {y'x  —  x'y)  -+-  r  [z'x  —  x'z)  m-  6"  {z'y  —  y'z)  —  d(x  —  x')  —  d'{y  —  y')  —  d"  {z  —  «')  =  0. 

Faisons 

a  =  2A,     6'  =  2B,     r"  =  2C,     fc^D,     t  =  E,     6"  =  F,     (/  =  -G,     d'=— H,     d"^—l: 

la  première  équation  devient 

(2Ax'  -t-  Dy'  -H  Ez'  -t-  G)  X  -+-  (2B(/'  -+-  Dx'  -h  Fz'  -h  H)  y 
H-  (2Cz'  -+-  Ex'  -+-  Fy'  -+-  I  )  z  H-  Gx'  -4-  H(/'  -+-  U'  —  d'"  =  0. 

C'est  Téquation  du  plan  polaire  du  point  (x',  y',  z'),  par  rapport  à  la 
surface  du  second  degré  qui  a  pour  équation 

d'' 
Ax*  -+-  B^*  -4-  Cz*  -h  Dxy  -¥■  Exz  ■+-  ¥yz  -t-  Gx  -t-  Hy  -♦-  Iz =  0. 

Donc,  dans  le  premier  cas,  le  plan  mobile  pourra  toujours  être  considéré 
comme  le  plan  polaire  du  point  directeur,  par  rapport  à  une  surface  du 
second  degré. 

Nous  devons  faire  observer  que  cette  surface  pourrait  être  imaginaire; 
alors,  en  changeant  le  signe  du  dernier  terme  de  son  équation,  on  aurait  une 
surface  réelle.  Ainsi  l'on  pourrait  encore,  dans  ce  cas,  diriger  le  mouve- 
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nioiil  (lu  plan  inol)iIe  par  la  considération  d'une  surface  auxiliaire,  du  second 
de<ïré. 

Dans  le  second  cas,  si  l'on  fait 

ré([ualion  du  ])lan  nio])ile  devient 

(x  —  x')  âl-i-{y  —  y')  ^n  ^-  (z—z)  'In  —  {y'x  —  x'y)  oN  —  {x'z  —  z'x)  o  M  —  {z'y  —  y'z)  (?L  =  0. 

C'est  Péquation  du  plan  normal  à  la  trajectoire  du  point  (a?',  y',  2'),  consi- 
déré comme  appartenant  à  une  ligure  de  forme  invariable,  qui  a  éprouvé 
un  mouvement  infiniment  petit. 

Remarquons  que  celle  équation  est  satisfaite  quand  on  y  fait  x  =  x', 
y  =  y',z  =  z'. 

1.')6.  De  celte  analyse,  il  résulte  que  : 

Quand  l'équation  d'u)i  plan  mobile  contient ,  au  premier  degré,  les  coor- 
données x',  y',  z'  d'un  point,  et  quelle  reste  la  même  quand  on  y  change 
les  coordonnées  courantes  x,  y,  z  en  x',  y',  z'  et  vice  versa,  elle  ne  peut 
avoir  que  deux  formes  différentes  ;  et  le  plan  mobile  peut  être  considéré 
comme  le  plan  polaire  du  point  (x',  y',  z'),  par  rapport  à  une  surface  du 
second  degré,  déterminée;  ou  bien  comme  le  plan  normal  à  la  trajectoire 
du  point  (x',  y',  z'),  regardé  comme  appartenant  à  un  corps  solide  qui 
éprouve  un  mouvement  infiniment  petit. 

Mais  on  conçoit  que  ces  deux  foimes  de  Téquation  du  plan  mobile  pour- 
raient avoir  d'autres  interprétations  géométriques;  comme  nous  l'avons  fait 
voir  à  l'égard  de  la  seconde ,  qui  convient  aussi  au  plan  du  moment  prin- 
cipal d'un  système  de  forces,  relatif  au  point  (u?',  y',  z'). 
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157.   La  propriclc  donl  il  s'agil  csl  (^xpiimcc  par  riujiialioii 

sin.  C,  A    siii.  I),  A       eu    du 
^  '  sin.  C,  B    sin.  D,  B       cb    db      ^ 

OÙ  A,  B,  (i,  D  sont  (|iialir  plans  (pielconqiies,  passant  par  une  mônio  droilo, 
et  a,  h,  c,  il  los  polos  de  ces  plans,  respeclivenienl,  par  lapporl  à  une 
surface  du  second  de«i:ré. 

Oite  propriété  est  bien  sirnple;  néainiioins  elle  est  Tune  des  plus  fécondes 
de  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré;  nous  aurons  à  en  faire  ailleurs 
un  grand  usage;  pour  le  nionient,  nous  allons  en  présenter  une  seule  appli- 
cation, concernant  la  description  des  figures  réciproques. 

L'équalion  (1)  est  résultée  de  notre  théorie  générale  des  figures  corréla- 
tives, et  n'a  pas  besoin  d'une  démonstration  particulière;  cependant,  à  cause 
des  nombreuses  conséquences  du  principe  exprimé  par  cette  équation,  indé- 
pendamment de  ses  usages  dans  la  théorie  des  transformations,  nous  allons 
en  donner  une  démonstration  directe;  ce  qui  est  chose  très-facile. 

Soient  a,  6,  y,  â  les  points  où  les  plans  A,  B,  C,  D  rencontrent  la  droite  L 
sur  laquelle  sont  situés  les  points  a,  b,c,d;  ces  plans  passent  par  une  même 
droite;  par  conséquent  on  aura,  par  la  propriété  du  rapport  an  harmonique 
(Note  IX)  : 

sin.C,A    sin.D, A       >a    ^x 
sin.  C,B' sin.  D,B~rê'^ 

Il  suffît  donc,  pour  démontrer  l'équation  (l),  de  prouver  que  Ton  a 

'/«    0(7        c(t    (la 
yg  ■  (?6  ""  c6  '  rf6 

Or,  le  point  a  étant  le  pôle  du  plan  A,  les  points  a  et  a  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  où  la  droite  L  rencontre  la  surface. 
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Pnreillomoiil,  les  points  h,  S  sont  conju'.Miôs  linrnioniqiios  par  rnpport  aux 
deux  niômos  points;  il  en  est  de  même  des  points  r,y  et  des  points  (/,o; 
done  trois  (pielconcpies  de  ces  (puilre  systèmes  de  deux  points  forment  une 
involution  (Note  X,  art.  12/>Às,  p.  èioo);  et,  par  suite,  les  liuil  points  ont 
entre  eux  la  relation  que  nous  voulions  démontrer  (même  Note,  n"  0). 

1o8.  Maintenant,  pour  faire  Papplication  de  la  formule  (1),  que  nous 
nous  proposons,  écrivons  ainsi  cette  formule 

ac    sin.A,C       ad    sin.  Â,D 
6c    sin.B,  C       hd    siii.  B,  U 

Le  second  membre  est  constant,  quels  que  soient  le  point  c  et  son  plan 
polaire  C.  Que,  dans  le  plan  C,  on  prenne  un  point  m  :  son  plan  polaire  M  pas- 
sera par  le  pôle  c  du  plan  C.  Le  rapport  des  distances  du  point  m,  aux  deux 
plans  A,  B,  sera  égal  à^'.J|-j^;  le  rapport  des  distances  du  plan  M,  aux 
deux  points  a,  b,  sera  égal  à^;et,  d'après  Péquation  ci-dessus,  ces  deux 
rapports  seront  entre  eux  dans  une  raison  constante. 

On  a  donc  cette  propriété  générale  des  surfaces  du  second  degré  : 

Étant  pris  dans  r espace  deux  points  fixes  a,  b,  et  leurs  plans  polaires 
A,  B,  par  rapport  à  une  surface  du  second  degré  ;  si  l'on  mène  un  plan 
transversal  quelconque,  le  rapport  de  ses  distances  aux  deux  points  a,  b, 
sera  au  rapport  des  distances  du  pôle  de  ce  plan,  aux  deux  plans  A,  B,  dans 
une  raison  constante,  quel  que  soit  le  plan  transversal. 

159.  Si  le  plan  transversal  est  tangent  à  la  surface,  son  pôle  sera  le 
point  de  contact;  on  en  conclut  que  : 

Etant  pris  dans  l'espace  deux  points  fixes  y  et  leurs  plans  polaires  par 
rapport  à  une  surface  du  second  degré  ;  le  rapport  des  distances  d'un  point 
quelconque  de  la  surface,  à  ces  deux  plans,  sera  au  rapport  des  distances  du 
plan  tangent  à  la  surface,  en  ce  point,  aux  deux  points  fixes,  dans  une  rai- 
son constante. 

D'après  cela,  on  reconnaît  que  plusieurs  des  théorèmes  que  nous  avons 
démontrés,  sur  les  plans  tangents  à  une  surface  du  second  degré,  menés  par 
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les  o\(r('Mnif(''s  de  Mois  mxcs  (•(U)jnji;u(''S,  rcl.'ilifs  à  un  point  (ixo,  donnent 
inunédialcnKMil  lieu  i\  (raiilrcs  llicoiènics  diiïcrcnls ,  (•()n(<'niJinl  les  cxlré- 
mitôs  iu(^ni(\s  de  ers  trois  nxcs  conjuj^aK's. 

Mais  CCS  lliéoirnics  dcvani  se  pirscnlcr  dans  la  seconde  |);nlie  de  cet  écrit, 
coninie  application  dii-ecle  du  piincipe  de  défonnation  lioiuographicpie,  nous 
ne  les  énoncerons  pas  ici. 

H)0.  Soient  (]  un  |)Ian  transversal,  mené  arl)ilr;n*renient  dans  Tespaco, elc 
son  pôle,  par  ra|)port  à  la  surface  du  second  (le<;ré.  Désii^Mions  |)ar  (',')  la  dis- 
tance du  point  (i  au  plan  C;  ces  deu\  expressions  seront  égales,  mais  envi- 
sagées sous  un  point  de  vue  dilTérent. 

D'après  celle  nolalion,  le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  s'expri- 
mera ainsi 

rj^(:)=>-(i)^(;)' 

/  étant  une  constante,  indépendante  de  la  position  du  plan  transversal  C  et  de 
son  pôle  c. 

Pour  déterminer  celle  constante,  supposons  que  le  plan  C  se  confonde 
avec  le  plan  B;  le  point  c  se  confondra  avec  le  point  h;  et  il  viendra 

il)  ■■  il) -o  ■■{:)■ 

Or,  (?)  est  égal  à  (b),  eomme  exprimant  la  même  distance;  il  reste  donc 

6 


(!)= 


A 


D'après  cette  valeur  de  ).,  l'équation  ci-dessus  devient 
Cette  équation  est  susceptible  de  plusieurs  conséquences. 
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I()I.  Dahord  ,  elle'  ('liihlil  une  rclnlioii  iiOiwvnU'  cuire  Irois  |)l<'ii)S  quel- 
('oiKjiics  el  leurs  pôles,  piis  par  lapporl  à  lUie  suifaee  du  second  dej^ré; 
relation  (pii  fait  voir  fpie,  li'ois  plans  élanl  donnés,  on  ne  peut  pas  prendre 
arhilraireinent  Irois  points  pour  représenter  les  pôles  des  trois  plans,  par 
iaj)|)()rl  à  une  suifaee  du  second  de^ré.  Deux  de  ces  points  peu\ent  être 
pris  arhitraiieinenl,  mais  le  troisième  doit  être  assujetti  à  une  certaine 
condition,  exprimée  par  ré(pialion  (2).  L'expression  jréométri((ue  de  cette 
condilioii  est  que  le  troisième  pôle  doit  être  pris  sur  un  certain  plan  déter- 
miné. 

Car  l'équation  (2)  fait  connaître  le  rapport  (\)  :  (jj),  (pu'  liu-mème  déter- 
mine la  position  du  plan  mené  par  la  droite  (rinlersection  des  deux  plans  A, B, 
et  par  le  pôle  c  du  troisième  plan  il. 

1()2.   Xous  conclurons  de  là,  d'abord,  ce  théorème: 

Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  sont  telles,  que  deux  plans 
donnés  aient  chacun  le  même  pôle  par  rapport  à  ces  surfaces;  les  pôles  d'un 
plan  transversal,  mené  arbitrairement,  seront  sur  un  même  plan  qui  passera 
par  la  droite  d'intersection  des  plans  don)iés. 

103.  Si  le  plan  transversal  esta  l'infini,  ses  pôles  seront  les  centres  des 
surfaces;  donc 

Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  sont  telles,  que  deux  plans 
donnés  aient  chacun  le  même  pôle  par  rapport  à  toutes  ces  surfaces,  ces  sur- 
faces ont  leur  centres  situés  sur  un  même  plan. 

164.  La  même  équation  (2)  donne  le  rapport  (!;)  :  (J;);  ce  rapport  déter- 
mine sur  la  droite  ah  un  point  par  où  passe  le  point  C;  on  conclut  de  là 
que  : 

Quand  plusieurs  surfaces  du  second  degré  sont  telles,  que  deux  plans 
donnés  aient  cJiacun  le  même  pôle  par  rajjjmrt  à  ces  surfaces ,  les  plans 
polaires  d'un  point,  pris  arbitrairement  dans  l'espace,  passeront  par  un 
même  point  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  pôles. 

l6o.  Désignons  par  L  le  plan  mené  par  le  point  a  et  par  la  droite  d'in- 
tersection des  plans  B,  C;  par  M  le  plan  mené  par  le  point  b  et  par  la  droite 
d'intersection  des  plans  C,  A;  et  enfin  par  X  le  plan  mené  par  le  pointe  et 
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par  la  droilc  d'inlcrscclioii  des  plans  A,  H.  Le  rapport  des  pcrpciidicidaires 
abaissées,  du  point  <( ,  sur  les  plans  W,  {],  sera  e;;al  au  ra|)|)orl  d(!s  sinus 
des  anjiles  ipie  le  plan  L  lail  a\ee  ees  deux  plans  U,  (].  Ainsi  Ton  a 

((  \     [  a\        siii.  L,  H 


B/     \C/        siii.L,(: 

Pareillement 

siii.  M,C 


0 


iCl     \ A/        siii.  M, A 

et 

c  \    I  c\       siii.  iN,  A 


,)■(;) 


,A/    \B/       sin.  N,B 

L'équation  (2)  devieul  donc 

siii.  L,  B    sin.M,C    sin.  N,  A 

(3) —  =  I . 

^'  sin.  L,  C    sin.  M,  A    sin.  N,  B 

Celle  équalion  prouve,  par  un  princi[)e  de  la  ihéorie  des  transversales, 
que  les  Irois  plans  L,  M,  N,  menés  respeclivemenl  par  les  trois  arêtes  de 
l'angle  Irièdre  l'ornié  par  les  trois  plans  A,  B,  C,  passent  par  une  même 
droite.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Élcuil  donnés  un  angle  trièdre  et  une  surface  du  second  degré;  et  étant 
pris,  par  rapport  à  la  surface^  les  pôles  des  trois  faces  de  cet  angle  trièdre  ; 
les  trois  plans  menés  respectivement  par  les  arêtes  de  l'angle  et  par  les 
pôles  des  faces  opposées  à  ces  arêtes,  passeront  tous  trois  par  une  même 
droite. 

Ce  théorème  exprime  la  construction  géométrique  du  plan  sur  lequel  doit 
se  trouver  le  pôle  d'un  troisième  plan,  par  rapport  à  une  surface  du  second 
degré,  quand  les  pôles  de  deux  premiers  plans  sont  domiés. 

166.  iMaintenant  considérons  le  triangle  abc,  et  soient  /,  m,  n  les  trois 
points  où  les  plans  A,  B,  C,  respectivement,  rencontrent  les  trois  côtés  bc , 
ca,  ab.  Le  rapport  des  distances  des  deux  points  6,  c  au  plan  A,  sera  égal 

à  ^;  ainsi  l'on  a 

bl 


iD-ilM, 
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Pareillement, 


c\       a\        cm 
B/  ■  \B/  ""^ 


il) 


a\     /6\       an 

cl'  \cl^b7i 


L'équation  (2)  devient  donc 


an     hl     cm 

(4) r-'-/-  — -'; 

on    c<     am 

équation  qui  prouve  que  les  trois  points/,  >n ,  n,  sont  en  ligne  droite. 
Donc  : 

Un  triangle  étant  placé  d'une  manière  quekotique  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré,  les  plans  polaires  de  ses  sommets  rencontrent,  res- 
pectivement, les  côtés  opposés,  en  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

Ce  théorème  pouvait  se  conclure  immédiatement  du  précédent,  par  la 
théorie  des  polaires  réciproques;  mais  il  nous  a  |)aru  intéressant  de  montrer 
que  l'un  et  l'autre  sont  expiimés  par  la  seule  équation  (2). 

'1G7.  Des  deux  théorèmes  (165)  et  (166),  on  déduit  sans  diflîcullé  cette 
propriété  générale  des  surfaces  du  second  degré  : 

Etant  donné  un  tétraèdre,  et  étant  pris  les  pôles  de  ses  quatre  faces,  par 
rapport  à  une  surface  du  second  degré,  et  les  plans  polaires  de  ses  quatre 
sommets; 

l"  Les  droites  qui  joindront  les  sommets  du  tétraèdre  aux  pôles  des 
faces  opposées  à  ces  sommets,  seront  quatre  génératrices,  d'un  même  mode 
de  génération,  d'un  hgperboloïde  à  une  nappe; 

2°  Les  droites  d'intersection  des  plans  polaires  des  sommets  du  tétraèdre, 
par  les  faces  opposées  à  ces  sommets  respectivement,  seront  quatre  géné- 
ratrices, d'un  même  mode  de  génération,  d'un  second  hyperboloïde  à  une 
nappe. 

168.  Ce  théorème  est  susceptible  d'une  multitude  de  conséquences.  >^ous 
en  avons  exposé  déjà  plusieurs  dans  les  Annales  de  Mathématiques ,  t.  XIX, 
p.  76.  Nous  nous  bornerons  ici  à  faire  observer  qu'on  en  conclut  que  : 
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Quand  plusieurs  siir/ticcs  dit  second  dcf/rr  son/  Icllcs,  (jm:  trois  plans 
donnés  aient  eharan  le  même  jtôle  par  rapport  à  ces  surfaces  : 

1"  Les  pôles  d'un  autre  j)lan  transversal  (/uelcoiu/ue,  pris  par  rapport  à 
ces  sur  faces ,  sont  situés  en  li(/ne  droite  ; 

2"  Les  plans  polaires  d'un  point  nuelconfpie  de  l'espace,  pris  par  rapport 
à  ces  surfaces ,  passent  par  une  même  droite; 

3"  LJn/in,  toutes  ces  surfaces  ont  leurs  centres  situés  sur  une  même 
droite. 

l()î).   liV(|ualioii  (2)  servira  pour  la  solulioii  de  celle  (|uesli()n  : 

Construire  une  surface  du  secotul  degré  telle,  f/ue  t/uatre  plans  donnés 
aioif  pour  pôles,  par  rapport  à  cette  surface,  (paître  points  donnés  ;  ces 
points  satisfaisant  à  la  condition  exprimée  par  le  théorème  (!(')")• 

On  concevra  un  plan  transversal  situé  à  rinlini,  el  l'on  construira  son 
pôle,  par  trois  équations  semblables  à  ré(iualion  (2),  donl  (;hacune  déter- 
minera un  plan  sur  lequel  sera  ce  pôle.  Ce  point  sera  le  centre  de  la  surface 
cherchée. 

On  déterminera,  de  même,  le  pôle  de  tout  autre  plan  transversal. 

Par  le  centre  o  de  la  surface  el  le  pôle  a  d'un  plan,  on  mènera  une  droite 
qui  rencontrera  ce  plan  en  «;  le  produit  oa.  oa  sera  égal  au  carré  du  demi- 
diamètre  compris  sur  la  droite.  Si  les  points  «  et  a  sont  d'un  même  côté  du 
point  0,  ce  diamètre  sera  réel;  et,  si  ces  points  sont  de  côtés  différents  du 
point  0,  ce  diamètre  sera  imaginaire. 

On  déterminera  ainsi  autant  de  points  qu'on  voudra  de  la  surface. 

Si  Ton  veut  construire  ses  trois  axes  principaux,  on  cherchera  d'abord  un 
système  de  trois  diamètres  conjugués,  ce  qui  se  fera  très-aisément.  Pour  cela, 
on  mènera,  par  le  centre,  un  plan  transversal  quelconque,  et  Ton  cherchera 
son  pôle;  on  trouvera  un  point  situé  à  lïnfini,  sur  une  droite  dont  la  direc- 
tion sera  l'intersection  commune  de  trois  plans,  que  l'on  déterminera  par  trois 
équations  semblables  à  l'équation  (2).  La  droite  diamétrale,  parallèle  à  cette 
droite,  sera  le  diamètre  conjugué  au  plan  transversal.  Par  ce  diamètre,  on 
mènera  un  second  plan  transversal,  et  l'on  cherchera,  semblablement,  son 
diamètre  conjugué.  Ces  deux  diamètres,  et  la  droite  d'intersection  des  deux 
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plniis,  foinieroiit  im  sysièmo  do  trois  dinmèlros  conjiin:iids.  Ces  Irois  diamèlres 
fcioiil  connitilic ,  par  la  coiislriiclioii  (|iic'  nous  avons  donnée  dans  la 
Note  XXV,  les  trois  axes  prin(i|)au\  de  la  surface. 

Ainsi  le  problème  est  résolu  conipIétenKîiit. 

Nous  nous  sommes  étendu  sur  cette  solution,  parce  que  nous  croyons 
qu'il  serait  utile  qu'on  no  néiîMifeàt  aucune  occasion  de  construire  les  sur- 
faces du  second  doi^ré  délei-minées  par  diverses  conditions,  pour  haler  \e 
porfoclionnoment  do  loui'  théorie,  et  ari'iver  à  la  coiniaissance  de  la  relation 
si  désirée  (pii  doit  exister  entre  dix  points  d'une  toile  surface.  Peul-otre 
par\ion(lra-t-on  d'abord,  en  s'occupant  de  ce  iïom'o  de  questions,  à  quelques 
cas  particuliers  de  cette  relation,  qui  mettront  sur  la  voie  de  la  relation 
générale  elle-même. 
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SECOiNDE  PAUTIK. 


PRINCIPE    D'HOMOGRAPHIE 


^  1.   Démonstration  ou  puincipe  d'iiomoghapiiie. 

170.  Les  propositions  auxquelles  nous  avons  applicpié  le  principe  de 
duali/c  nous  ont  souvent  eonduit  à  des  proj)Osilions  d'une  plus  gi-ande  géné- 
ralité, dans  leur  genre,  que  ces  premières  dans  le  leur.  On  coneoit  donc 
qu'en  appliquant  le  même  principe  à  ces  nouvelles  propositions,  on  en 
obtiendra  d'autres,  du  geiu'e  des  premières,  mais  qui  pourront  être  plus 
générales  qu'elles.  Le  principe  de  dualité  olTre  donc  le  moyen  de  généraliser 
une  foule  de  propositions  connues.  iMais  on  voit  sur-le-champ  que  ce  moyen 
devant  loujouis  être  le  même,  puisqu'il  se  réduit  à  répéter  deux  fois  le 
mécanisme  de  la  transformation  des  figures  par  le  principe  de  dualité;  on 
voit,  dis-je,  que  ce  moyen  peut  être  érigé  lui-même  en  principe  général  de 
l'étendue,  immédiatement  applicable  aux  figures  proposées. 

171.  Voici  comment  nous  énoncerons  ce  principe  : 

Une  figure  de  forme  quelconque  étant  donnée  dans  l'espace,  on  peut 
toujours  concevoir  une  seconde  figure  du  même  genre,  et  jouissant  des 
mêmes  propriétés  descriptives  que  la  première,  c'est-à-dire  qu'à  chaque 
point,  à  chaque  plan ,  à  chaque  droite  de  la  première  figure,  correspon- 
dront^ dans  la  seconde ,  un  point,  un  plan,  une  droite; 
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Aux  poiiils  à  l'in/iiii  dans  la  première  fu/urc ,  rorrespoudrotit ,  dans  la 
seconde^  des  points  si/ués  (ans  sur  un  même  plan;  de  sorte  f/u'à  des  fais- 
ceaux de  droites  parallèles ,  appartenant  <i  la  première  /ifjure,  correspon- 
dront, dans  la  seconde ,  des  faisceaux  de  droites  concourant  en  des  points 
situés  tous  sur  un  même  plan; 

Les  deux  p  (jures  auront  entre  elles  des  relations  de  grandeur  y  consistant 
en  ce  que  : 

i°  Le  rapport  anliarmonique  de  quatre  points  situés  en  ligne  droite,  dans 
la  première  figure ,  sera  égal  au  rapport  anliarmonique  des  quatre  points 
homologues^  dans  la  seconde  figure  ; 

2°  />e  rapport  anliarmonique  de  quatre  plans  de  la  première  figure,  pas- 
sant par  une  même  droite,  sera  égal  au  rapport  anliarmonique  des  quatre 
plans  homologues,  dans  la  seconde  figure. 

Ainsi  a,  b,  c,  d  élaiU  quatre  points  quelconques  de  la  première  figure, 
situés  en  ligne  droite,  et  a',  h',  c',  d'  étant  les  (jualre  points  homologues 
dans  la  seconde  figure,  on  aura  toujours  l'égalité 

eu     du       c'a'     (t'a 

et  A,  B,  C,  D  étant  quatre  plans  quelconques  de  la  première  figure,  pas- 
sant par  une  même  droite,  et  A'.,  B',  C,  D'  étant  les  quatre  plans  homolo- 
gues dans  la  seconde  figure,  on  aura  Tégalité 

sin.  c,  A     sii).  D.A       sin.  C.A.'    sin.D',A' 

(2) :  '—  = —:- ^—  • 

^'  sin.C.B     sin.  D,B       sin.  C,  B'    sin.  D,  B' 

La  démonstration  de  ce  principe  est  bien  simple;  il  sulïit  de  concevoir 
une  figure  A'  corrélative  de  la  proposée  A,  c'est-à-dire  sa  transformée  par 
le  principe  de  dualité;  puis  de  former  une  autre  figure  A"  corrélative 
de  A';  il  est  clair  que  A"  sera  du  même  genre  que  A,  et  que  les  deux 
figures  auront  entre  elles  toutes  les  dépendances  comprises  dans  Ténoncé  du 
principe. 
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172.  Si  les  (|ii;ilr('  pleins  A,  \\,  (1,  I)  «'L-iicnl  par.illcics  ciilrc  eux,  on 
rcinpl.iccrail  le  prcMiiiiT  mcinhi'c  de  r('(piali(Hi  (:2)  par  \o  iap|)oil  aiiliarmo- 
iiicpic  (les  ((ualn;  poiiils  où  ces  plans  n'iiconlroraiciil  une  lraiisv('rsal(;  (pn-l- 
coiique;  ainsi  soioiU  «,  e,  y,  â  ces  poiiils,  ou  aurait 

II .  f^  _  ^'"*  ^'  '  '^'    •'*'"•  '^  '  '^ 

yê     (î6       sin.  C,  ir     siii.  I)',  II' 

On  agirait  de  même  si  les  quatre  plans  correspondants  A',  \i',  C,  l)',  de 
la  seconde  (igure,  étaient  parallèles  entre  eux. 

173.  Ces  formules  se  simplilient  (|uand  un  ou  deux  des  points  (|ui  y 
entrent  sont  à  Tinlini. 

Si  le  point  cl,  de  la  première  ligure,  est  situé  à  linljni^  l'équation  (1) 
deviendra 

en       c'a'    d'à' 
cb       c'b'    d'h' 

Si  Tun  des  (juatre  points  a',  b',  c',  d',  de  la  seconde  tigure,  est  aussi  situé 
à  Tinlini,  Téquation  deviendra  encore  plus  simple;  car  le  second  membre  ne 
contiendra  que  deux  segments,  de  même  que  le  premier. 

174.  Les  deux  équations  (1)  et  (2)  sont  susceptibles  d'interprétations 
géométriques  qui  faciliteront,  dans  beaucoup  de  questions,  les  applications 
du  principe  d'Iiomograpliie. 

L'équation  (1)  s'écrit  sous  la  forme 

ca     c'a'       du     d'à' 


cb  '  c'b'       db  '  d'b' 

Le  second  membre  est  indépendant  de  la  position  du  point  c,  situé  sur  la 
droite  ab,  et  de  son  homologue  c'  ;  nous  pouvons  donc  écrire 


eu    c'a' 


—  :  — =const., 
cb    c  b 


quel  que  soit  le  point  c  sur  la  droite  ab. 
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MenoDS  par  lo  point  c  un  pl;m  qu('lcon(|uc  M;  considérons-le  comme 
appartenant  à  la  première  figure,  et  menons  par  le  point  c'  le  plan  M'  qui 
lui  correspondra  dans  la  seconde  figure.  Soient />,  7,  les  distances  du  plan  M 
aux  deux  points  a,  b;  on  aura 

p       ca 


Soient  pareillement  p' ,  (/' ,  les  distances  du  j)lan  M'  aux  points  a',  h 
on  aura 

p'       c'a' 
q'       c'b' 

On  a  donc 

P   l> 

—  :  —  =  const. 
7    9' 

Le  plan  M  a  été  mené  arbitrairement  par  le  point  c;  et  ce  point  avait 
une  position  quelconque  sur  la  droite  ab;  de  sorte  que  le  plan  M  a  une 
position  tout  à  fait  arbitraire  dans  l'espace.  Cette  équation  exprime  donc 
que  : 

Dans  deux  figures  homof/raplu'fjues,  le  rapport  des  dislances  d'un  plan 
quelconque  de  la  première,  à  deux  points  fixes  de  cette  figure ,  est  au  rap- 
port des  distances  du  plan  homologue,  dans  la  seconde  figure,  aux  deux 
points  fixes  qui  correspondent  à  ceux  de  la  première  figure,  dans  une  raison 
constante. 

173.   Maintenant  considérons  Péquation  (2),  et  écrivons-la  sous  la  forme 

sin.CjA     sin.C',A'       sin.  D,  A    siii.  D',  A' 
sin.  C,B  ■  sin.C',B'  "~  sin.  D,  B  '  sin.  D',B' 

Le  second  membre  est  indépendant  de  la  position  du  plan  C,  qui  est  arbi- 
traire, pourvu  seulement  que  ce  plan  passe  par  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans  A,  B;  on  a  donc 

sin.C,  A    sin.C',A' 

-: : =  const. 

sin.  (;B     sin.C,B 
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Prenons,  (ians  \o  phiii  (],  un  point  (|u<'l(-on(|u<>  m  .'ippinlcniint  à  In  pi-<'[ni('rc 
ligure;  ol ,  dans  le  plan  (!',  I(*  point  coiTcspondanl  m'  de  la  seconde  li;,MU'(!.  Le 
i'ap[)oi't  des  dislances  dn  point  m,  aux  denx  plans  A,  li,  sera  é^al  à  ^^^,- ; 
le  rapport  des  distances  dn  point  m',  aux  denx  |>lans  A',  H',  son  é^^d  à 
^ïj^"„, .  Ces  denx  lappoi-ls  seront  enli(î  eux  dans  une  raison  constante*, 
d'après  Técpialion  ci-dessus.  On  en  conclut  ce  principe  : 

Ihins  deux  fujiuvx  /ioino(/raj)fii(/ii('s,  le  rapjiorl  des  distances  d'un  point 
(/uel(on(/ue  de  la  première,  à  deux  plans  fixes  appartenant  à  cette  première 
fiffnre,  est  au  rapport  des  distances  du  point  homoloijuc  dans  la  seconde 
fiyure,  aux  deux  plans  fixes  (/ui  correspondent  aux  deux  premiers,  dans  une 
raison  constante. 

Cette  raison  ne  dépend  que  de  la  position  des  plans  fixes  auxquels  on 
rapporte  les  points  des  deux  ligures. 

i7().  L'un  des  deux  plans  fixes  de  chaque  figure  peut  être  prisa  l'infini  : 
nous  allons  voir  ce  que  devient  alors  le  théorème. 

Supposons  que  le  plan  B  soit  à  l'infini  :  les  quatre  plans  A,  B,  C,  D  étant 
alors  parallèles  entre  eux,  nous  nous  servirons  de  l'équation  (3),  dans 
laquelle  6  est  à  l'infini.  Cette  équation  devient 

ya       sin.  c,  A'    sin.  D',A' 
(?a  ~~  sin.C',B'  ■  sin.  D',  B 

ou 

sin.  G,  A'  sin.D',A' 

y  a.  :  =  âa.  :  ' 

sin.C'jB'  sin.  D',B 

OU  enfin 

sin.C',A' 

-la  : =  t'onsl., 

sin.  C.B 

quel  que  soit  le  plan  C  et  le  plan  C,  qui  lui  (correspond  dans  la  seconde 
figure. 

ya  est  proportionnel  à  la  distance  d'un  point  quelconque  du  plan  C  au 
plan  A,  puisque  le  plan  C  est  parallèle  au  plan  A  ;  s!"  c  b  ^^^  proportionnel 
à  la  distance  d'un  point  du  plan  C,  aux  deux  plans  A',  B';  on  conclut  donc 
de  là  que  : 
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Dan  fi  (Iphx  ftf/urf  ft  hoinof/rnp/tif/Hcs,  la  (Ustancc  d'un  poiiif  f/uctroiif/ue  de 
la  proiiièrc,  à  ait  plan  fixe  de  cetfc  première  jiyure,  est  au  îappor!  des  dis- 
Noires  du  puinl  /loinolofjue ^  dans  la  seroiide  fif/ure,  aux  deux  plans  f/ui  cor- 
respondenl ,  dans  relie  /ifjure,  l'un  au  plan  fixe  et  l'aulre  à  rin/ini  de  la 
première ,  da)is  une  raison  ronslanfe. 

177.  Si  le  jilaii  fixe  de  la  preniièie  figuic  est  le  plan  qui  conespond  à 
Pinfini  de  la  seconde  ligure,  on  voit  aisément,  en  suivant  la  même  marche 
(pie  tout  à  riicure,  que  le  ihéorème  prend  cet  énoncé  : 

Dans  deux  figures  honiof/ra/fliif/ues,  la  distance  d'un  point  f/uelconr/ue 
de  la  pre)nière,  au  plan  de  celle  première  figure  (jui  correspond  à  l'infini 
de  la  seconde  ^  est  en  raison  inverse  de  la  dislance  du  point  homologue  de  lu 
seconde  figure  au  plan  r/ui  correspond ,  dans  cette  seconde  figure,  à  l'infini 
de  la  première. 

Ces  théorèmes,  qui  sont  des  expressions  diflerentes  des  deux  équations  (4) 
et  (2),  ont  lieu  pour  toutes  les  surfaces  homographiques,  et  seront  très- 
utiles  pour  transformer  immédiatement,  et  sans  autre  démonstration,  un 
grand  nombre  de  propositions  de  Géométrie. 

i7S.  Le  principe  d' homographie,  ou  de  description  de  figures  du  même 
genre,  comprend  deux  parties,  dont  Tune  est  relative  aux  relations  descrip- 
tives des  figures,  et  l'autre  à  leurs  relations  métriques. 

Les  relations  descriptives  consistent  en  ce  que  :  à  chaque  point  et  à  chaque 
plan  de  l'une  des  deux  figures,  correspondent,  dans  l'autre,  un  point  et  un 
plan,  respectivement. 

Les  relations  métriques  consistent  en  ce  que  :  quatre  points  en  ligne 
droite,  dans  la  seconde  figure,  ont  leur  rapport  anharmonique  égala  celui 
des  quatre  points  de  la  première  figure  auxquels  ils  correspondent. 

3Iais  nous  devons  dire  que  ces  relations  métriques  sont  une  conséquence 
des  relations  descriptives,  et  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  les  comprendre 
dans  la  définition  des  figures  homographiques  ;  les  premières  seules  suffisant 
pour  définir  ces  figures  d'une  manière  caractéristique,  el  avec  une  précision 
rigoureuse. 

Ainsi  nous  dirons  que  : 
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Deux  fi(/U)'OS,  (/kcIIc  (/inn'f  rir  leur  rcmstrnctitni ,  t/tii  snfisfhnf  ù  ccffr 
condifion  (/ne,  à  c/kk/iic  /loiiif  cl  à  (htif/iic  phin  de  l'iun'  corrrsiioiu/ciif , 
rcspcclircnn'nf ,  un  fHiint  r!  un  plan  <((nis  Idiitrc ,  soitt  ih).M(h;h.\i>iiiqi'i;s. 

Va  cos  (Iciiv  lif>iir('s  joiiissciil  de  celle  propriclc  ((msiiiiilc,  (|ii('  (/ikiIh' 
points  (Ir  l'une,  pris  en  lii/ne  droi/e ,  ont  leur  rapport  an/iunnoni(/ue  ('(/(d  à 
celui  (les  (/uufre  points  eorrespondants,  dans  l'autre. 

(ii'la  irsulic  (le  co  (jik»,  dans  los  figures  eorrélatires,  les  i-olalions  ni(''lii(iii('s 
sont  aussi  uno  cons('(|ii(MU'e  des  relations  desei-iplivcs. 

Mais  (|uand  nous  pn'siMJlerons  direelenienl,  el  sans  le  seeouis  du  principe 
de  dualité,  la  lliéoi'ie  des  (ii>ures  honioi^iapliicpies,  nous  nous  renlernu'ions 
dans  la  délinilion  que  nous  venons  (l(^  faire  re|)oser  sur  leurs  relations  des- 
criptives seules,  el  nous  conchu'ons,  de  cette  délinilion  même,  les  relations 
métriques  des  figures  et  toutes  leurs  propriétés. 

On  voit,  par  cette  définition,  ce  que  les  figures  homograp/iic/ues  ont  de 
caractéristique  parmi  une  infinité  d'autres  figures,  que  Ton  peut  former  l'une 
par  l'autre,  de  manière  qu'aux  points  de  la  première  correspondent  des  points 
dans  la  seconde.  C'est  que,  outre  cette  première  condition,  les  figures //o>«o- 
(jrapltiques  satisfont  à  cette  autre  que,  à  des  points  de  la  première  figui'e, 
situés  f/a«s  un  même  plan,  correspondent  toujours,  dans  la  seconde  figure, 
des  points  situés  aussi  dans  un  même  plan.  C'est  cette  seconde  condition  qui 
caractérise  les  figures  homographiques. 

179.  On  fait  usage,  dans  les  arts  et  dans  la  Géométrie  rationnelle,  de 
plusieurs  modes  de  déformation  des  figures,  qui  offrent  des  applications  du 
principe  d'homographie. 

Par  exemple,  quand  on  fait  la  perspective  d'une  figure  plane,  on  a  une 
seconde  figure  plane,  qui  satisfait  évidemment  à  l'énoncé  du  principe. 

Il  en  est  de  même  de  deux  figures  quelconques,  semblables  entre  elles. 

Quand,  des  points  d'une  figure,  on  abaisse  des  ordonnées  sur  un  plan, 
et  que,  par  leurs  pieds,  on  mène  des  droites  parallèles  entre  elles  et  propor- 
tionnelles aux  ordonnées;  les  extrémités  de  ces  droites  forment  une  seconde 
figure  qui  a  encore,  avec  la  figure  proposée,  les  dépendances  prescrites  par 
l'énoncé  du  principe. 
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Il  eu  est  (le  in«''nie  de  la  (i<riii-e  que  Ton  foriiK'  en  aujriiieiitîinl,  dans  des 
i'aj)j)oil.s  domiés,  les  trois  coordonnées  de  clnuiue  point  d'une  ligure  pro- 
[)Osée. 

Knlin,  la  Pcr.speciive  relief,  ou  théorie  des  ligures  hohiolof/ûjnes,  (|ue 
M.  Poncelet  a  exposée  dans  son  Traité  des  propriétés  pr(tjectivcs ,  donne  lieu 
encore  à  des  ligures  qui  satisfont  à  Ténoncé  du  principe. 

180.  >îos  ligures  /loniofjrap/iiqncs  ont  une  plus  grande  généralité  de 
construction,  quant  à  leur  forme  et  à  leurs  positions  respectives,  que  les 
figures  /ioinolo(ji(/aef<,  qui  n'en  sont  qu'un  cas  particulier;  c'est  pourquoi 
nous  n'avons  pu  nous  servir  du  même  mot  pour  les  désigner.  Nous 
conserverons,  du  reste,  l'expression  homoloyique,  chaque  fois  que  nous 
aurons  à  parler  des  figures  produites  par  le  mode  de  déformation  de 
M.  Poncelet. 

Le  princi|)e  d'homographie  conduit  immédiatement,  et  sans  aucune 
démonstration,  à  de  nomhi-euses  propriétés  nouvelles  des  figures,  concer- 
nant leurs  relations  descriptives  et  leurs  relations  métriques. 

Nous  allons  faire  diverses  applications  de  ce  principe;  puis  nous  donne- 
rons la  construction  géométrique  et  analytique  des  figures  homographiques 
les  plus  générales;  et  enfin  nous  exposerons  trois  méthodes  de  construction 
particulières  qui,  bien  qu'elles  conduisent  à  des  résultats  moins  généraux, 
seront  plus  ou  moins  utiles  dans  certaines  questions  particulières. 


§11.  Applications  du  principe  d'homographie.  —  Pôles  et  plans  polaires, 

DANS  les  surfaces  DU  SECOND  DEGRÉ. AxES  CONJUGUÉS  A  UN  POINT. 

181.  Soit  une  surface  du  second  degré  2  ;  sa  figure  homographique  sera 
une  seconde  surface  du  second  degré,  2'.  A  chaque  diamètre  AB  de  la  pre- 
mière surface,  correspondra,  dans  la  seconde,  une  corde  A'B'  passant  par  un 
point  fixe  C.  Ce  point  correspondra  au  centre  C  de  la  première  surface;  les 
plans  tangents  à  la  surface  2',  aux  extrémités  A',  B'  de  la  corde  A'B',  auront 
leur  intersection  située  dans  un  plan  I'  qui  correspond  à  l'infini  de  la  pre- 
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ml(^i'o  ligure.    L;i  droih'  \'\V  iH'rccrii  ce  phni  1'  en  un  poiiil  I)',  (|iii  corn's- 
|H)i)(li-a  au  poiiil  situe  à  riuiiui  sin*  le  diauirlrc  \\\;  ou  aura  donc 

C'A     l).\       CA 

:-   —  =         -  .1; J"'7 

C'B'     DU        eu 

vo  qui  prouve  que  les  deux  i)oiuls  C,  D'  di\isenl  hannonicpiemenl  la  corde 

A'ir. 

Ou  a  doue  ce  lliéoièiue,  (jui  cousiilue  la  |)i'opi'iélé  coiuuie  des  pôles  et  des 
plans  polaires  : 

Dans  toulc  surface  du  second  degré  :  si,  autour  d'un  point  fixe,  on  fait 
tourner  une  transversale ,  et  (juon  mène  les  deux  plans  tangents  à  la  surface, 
aux  points  oit  la  transversale  la  rencontre; 

\°  Ces  deux  plans  se  couperont  sur  un  plan  fixe; 

2**  Le  point  oit  ce  plan  rencontrera  la  transversale  sera  le  conjugué  har- 
monique du  point  fixe,  par  rapport  aux  deux  points  oii  la  transversale  per- 
cera la  surface. 

C'est  ce  plan  qu'on  appelle  le  plan  polaire  du  point  fixe,  appelé  lui-même 
le  pôle  du  plan. 

182.  La  relation  harmonique,  que  nous  venons  d'énoncer,  fait  voir  que 
le  plan  polaire  d'un  point  quelconque  d'un  plan  passe  par  le  pôle  de  ce 
plan. 

D'où  l'on  conclut  que  :  Quand  nn  point  parcourt  une  droite,  son  plan 
polaire  tourne  autour  d'une  seconde  droite;  et,  réciproquement,  les  plans 
polaires  des  points  de  cette  seconde  droite  passent  par  la  première. 

Ces  deux  droites  sont  diles  polaires  l'une  de  l'autre.  Si  l'une  d'elles  ren- 
contre la  surface,  les  plans  de  rencontre  ont,  pour  plans  polaires,  précisément 
les  points  tangents  à  la  surface,  en  ces  points;  et  ces  plans  tangents  passent 
par  l'antre  droite. 

Il  suit  de  là  que  la  polaire  d'un  diamètre  de  la  surface  est  située  à 
l'infini. 

183.  Jl  est  évident,  d'après  ces  propriétés  des  pôles,  plans  polaires  et 
droites  polaires,  que   si  l'on  a   deux  surfaces  du  second  degré,  homogra- 
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|»lii(|ii('s,  il  un  poiiil  cl  ù  son  pliin  |)()l;iiro  j);ir  i"i|)|)orl  ;i  h»  prcinicre  surface, 
corrcspondioni  un  point  et  sou  pliui  pohu'rc;  pai-  inppoii  ;i  la  seconde;  à 
deux  droites,  polaires  récipro(|U('s  par  rapport  à  la  |)remière  surface,  corres- 
pondiont  deux  droites,  polaires  réciproques  par  rapport  à  la  seconde. 

184.  D'après  cela,  soient  trois  diamètres  conjugués  de  la  première 
surface  1;  la  polaire  de  cliarun  d'eux  est  située  à  Tinfini,  dans  le  plan  des 
deux  autres;  donc,  à  ces  diamètres  correspondi'ont,  dans  la  surface  liomo- 
graphicpic  1' ,  trois  droites  j)assant  par  le  point  C,  qui  seront  telles  que  la 
polaire  de  Tune  d'elles  sera  dans  le  plan  des  deux  autres;  et  ces  polair<'s 
seront  toutes  trois  dans  le  plan  polaire  du  point  C.  On  peut  diie  que  ces  trois 
droites  sont  telles,  que  la  polaire  de  chacune  d'elles  passe  par  le  point  de 
concours  des  deux  autres. 

Nous  avons  déjà  eu  à  considérer,  dans  la  première  partie  de  cet  écrit,  le 
système  des  irois  droites  menées  par  un  point  fixe,  de  manière  que  chacune 
d'elles  ait  sa  polaire,  par  rapport  à  une  suiface  du  second  degré,  comprise 
dans  le  plan  des  deux  autres.  Nous  les  avons  appelées  axes  conjugués,  rela- 
tifs au  point  fixe. 

Ainsi,  par  un  point  donné,  on  peut  mener  une  infinité  de  systèmes  de 
trois  axes  conjugués  par  raj)porl  à  une  surface  du  second  degré.  Ces  sys- 
tèmes de  trois  axes  conjugués  jouissent  de  nombreuses  propriétés,  dont 
plusieurs  sont  des  généralisations  des  propriétés  connues  des  systèmes  de 
diamètres  conjugués  des  surfaces  du  second  degré.  Nous  avons  déjà  dé- 
montré un  certain  nondjre  de  ces  propriétés;  mais  la  matière  est  loin  d'être 
épuisée,  et  nous  aurons  à  y  revenir  dans  plusieurs  de  nos  applications  de  la 
théorie  des  figures  homographiques. 

^^  Jll.  Lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  de  trois  plans  tangents 
A  une  surface  du  second  degré,  assujétis  a  certaine  condition. 

185.  On  sait  que  si  l'on  mène  Irois  plans  rectangulaires,  tangents  à  une 
surface  du  second  degré,  2,  leur  point  d'intersection  a  pour  lieu  géomé- 
Iriquc  une  sphère  concentrique  à  la  surface.  Ce  théorème  est  dû  à  Monge. 
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Pour  le  f>;<'Mi('M'alis(>i'  p.-ir  l.i  (Icloiiiiiitioii  li()ni()j<i';ipiii(|ii(' ,  ;mi  lien  de  dire; 
([lie  les  dois  phiiis  I;iii^<mi(s  s«ml  iccl.iii^iul.'iircs,  coiisich'ions-les  coiiiiim' 
élanl  i);ii;illôl('s  à  Irois  phiiis  (li.inu'liimv  (riiiic  spluTC,  (]iii  soient  (•onjii^iiKîs 

(MlllT  (Ml\. 

(iOiU'CVons  ('('Ko  sphiTC  cl  ses  Irois  plans  dianwli'niix  conjii^îiK's  ;  dcsi- 
^iu)iis-la  par  V,  cl  soi!  W  la  spluTC  dccrilc  par  \v  poini  (rinicrscclion  d<'s 
trois  |)lan8  tangents  à  la  surface  1.  Faisons  la  (it'l'onnation  hoinogrnpiii(pic. 
Nous  aurons  deux  surfaces  du  second  degré,  1',  ['  ;  un  pian  I'  correspondanl 
à  Tinlini  de  la  picniic^c  figure;  trois  plans  tangents  à  la  surface  1' ,  a^anl 
pour  traces,  sur  le  plan  1',  trois  droites  telles,  que  la  polaire  de  chacune 
dVIIes,  par  rapport  à  la  surface  V,  passera  par  le  point  de  rencontre  des  deux 
autres  (I8i).  Le  point  de  lenconlre  de  ces  trois  plans  engendrera  une  surface 
du  second  degré,  W,  lioniographiquc  de  W,  et  (jui  j)ar  cons(^'(juent  aura  une 
courbe  d'intersection,  commune  avec  U',  située  sur  le  plan  I'  (parce  que  les 
deux  surfaces  U  et  W  étant  semblables  et  semblal)lement  placées,  ont  une 
courbe  d'intersection  à  Pin  fi  ni);  et  ce  plan  I'  aura  même  pôle  dans  les  deux 
surfaces  2'  et  W  (parce  que  ce  pôle  correspondra  au  centre  commun  des 
deux  surfaces  U  et  W). 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  général  : 

Étant  données  deux  surfaces  quelconques  du  second  degré;  si^  dans  un 
plan  fixe,  on  prend  arbitrairement  trois  droites  telles,  que  la  polaire  de  cha- 
cune d'elles ,  par  rapport  à  la  seconde  surface,  passe  par  le  point  de  ren- 
contre des  deux  autres;  et  que,  par  ces  trois  droites,  on  mène  trois  plans  tan- 
gents à  la  première  surface;  le  point  de  rencontre  de  ces  trois  plans  aura 
pour  lieu  géométrique  une  surface  du  second  degré,  qui  coupera  la  seconde 
surface  sur  le  plan  fixe;  et  le  pôle  de  ce  plan,  dans  cette  nouvelle  surface, 
sera  le  même  que  dans  la  première  des  deux  surfaces  proposées. 

Ce  théorème  général  est  susceptible  de  plusieurs  corollaires. 

186.  D'abord,  si  le  plan  I'  esta  l'infini,  on  en  conclut  que  : 

Étant  données  deux  surfaces  du  second  degré;  si  l'on  mène  trois  plans 
tangents  à  la  première ,  qui  soient  parallèles  à  trois  plans  diamétraux  con- 
jugués de  la  seconde,  le  point  d'intersection  de  ces  trois  plans  sera  sur  une 
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tî'oisièmc  surface  du  second  dcffrê,  scinhUihle  à  la  seconde  cl  semhlahlemcnt 
placée. 

Quand  la  seconde  surface  est  une  sphère,  ce  théorème  est  précisément 
cehn'  de  .Xonge,  d'où  nous  sonnnos  parli. 

187.  Si  le  phui  I'  coupe  la  seconde  surface  suivant  une  conique,  les  trois 
dioiles  prises  dans  ce  plan  seront  telles  cpie  h;  pôle  de  chacune  délies, 
par  rapport  à  cette  conique,  sera  le  point  de  concours  des  deux  autres; 
on  peut  donc  donner  au  théorème  ce  second  énoncé,  moins  général  que  le 
premiei',  seulement  parce  qu'il  ne  permet  plus  de  supposer  à  Pinfini  le  plan 
fixe  : 

Si  fan  a  dans  l'espace  une  surface  du  second  defjré  et  une  conique,  et 
(jue,  par  trois  droites  prises  dans  le  plan  de  celle  courbe,  de  manière  que  le 
pôle  de  chacune  d'elles,  par  rapport  à  la  courbe,  soit  le  point  de  concours 
des  deux  autres,  on  mène  trois  plans  tangents  à  la  surface;  leur  point  d'in- 
tersection aura  pour  lieu  géométrique  une  surface  du  second  degré,  passant 
par  la  conique ,  et  telle,  que  le  cône  qui  lui  serait  circonscrit  suivant  cette 
courbe  aurait  pour  sommet  le  pôle  du  plan  de  cette  courbe,  pris  par  rapport 
à  la  surface  proposée. 

La  dernière  partie  de  ce  théorème  prouve  que  si  la  conique  est  une 
section  de  la  surface  |)roposée,  les  deux  surfaces  se  toucheront  suivant  cette 
courbe. 

188.  On  peut  supposer,  dans  les  théorèmes  précédents,  que  Tun  des 
diamètres  principaux  de  la  pi-emière  surface  devienne  nul ,  c'est-à-dire  que 
celte  surface  se  réduise  à  une  conique;  on  aura  de  nouveaux  théorèmes,  dont 
nous  n'énoncerons  que  le  suivant  : 

Si  l'on  a  deux  coniques  situées  d'une  tnanière  quelconque  dans  l'esjmce, 
et  que ,  par  trois  droites  prises  dans  le  jtlan  de  la  seconde,  de  manière  que  le 
pôle  de  chacune  d'elles  par  rapport  à  cette  seconde  courbe,  soit  le  point  de 
concours  des  deux  autres,  on  mène  trois  plans  tangents  à  la  première  coni- 
que, leur  point  d'intersection  aura  pour  lieu  géométrique  une  surface  du 
second  degré,  qui  passera  par  la  seconde  conique;  et  le  cône  circonscrit  à 
cette  surface,  suivant  cette  courbe,  aura  pour  so)nmet  le  pôle  de  la  droite 
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(l'infcrsrcfion  (1rs  phms  des  dcu.r  coulâmes  ,  fuis  par  ni/f/ior/  à  la  pir- 
hiii'rr. 

Il  irsullc^,  (le  I:)  (Icrniôn'  pîirlic  de  ce  llicoivmc,  (|ii<',  si  les  plnns  des  deux 
couiIk's  soiiI  parnllrlcs,  \o  soininci  du  coin'  ciiconscril  ;i  la  surface,  sui\aiil 
la  socoiule  coiirlx',  scia  le  contre  de  la  première; 

Kl  que,  si  la  première  coni(pie  a  son  cenire  sur  le  plan  de  la  seconde, 
celle  seconde  conicpie  sera  une  seclion  diaiiK'liali;  de  la  surface. 

On  pourrail  su|)poser  (|ue  la  |)re!nière  coni(|ue  eùl  un  de  ses  axes  nul, 
el  se  réduisit  à  une  lii^ne  droile  limilèe  à  deux  point  fixes.  Des  trois  plans 
tangents  à  cette  conicpie,  deux  passeraient  |)ar  l'un  de  ces  points,  el  Tautre 
par  le  second  point.  Et  les  théorèmes  précédents  s'appliqueraient  encore  à 
ce  cas. 

On  pourrait  même  supposer  que  l'un  des  deux  points  extrêmes  de  la  droite 
fixe  fût  à  Tinlini. 

18Î).  Reprenons  le  eas  général  de  deux  surfaces  quelconques.  Si  le  plan  I' 
est  langent  à  la  première ,  il  est  clair  que  tout  point  de  ce  plan  appartiendra 
à  la  troisième  surface,  parce  qu'on  pourra  le  considérer  comme  Tintersec- 
tion  de  trois  plans  tangents  à  la  surface,  menés  par  les  trois  droites  prises 
dans  ce  plan  ;  ces  trois  plans  se  confondant  avec  ce  plan  lui-même.  Il  résulte 
de  là  que,  dans  ce  cas,  la  troisième  surface  sera  le  système  de  deux  plans 
dont  l'un  est  le  plan  fixe. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Étant  données  deux  surfaces  du  second  degré ^  et  un  plan  fixe,  tangent 
à  la  première  ;  si  par  trois  droites  prises  dans  ce  plan ^  de  manière  que  la 
polaire  de  chacune  d'elles,  par  rapport  à  la  seconde  surface,  passe  par  le 
point  de  concours  des  deux  autres,  on  mène  trois  plans  tangents  à  la  pre- 
mière surface ,  le  point  d'intersection  de  ces  trois  plans  sera  toujours  sur  un 
même  plan. 

La  première  surface  peut  se  réduire  à  une  conique,  comme  dans  les  théo- 
rèmes précédents;  et,  à  la  seconde  surface,  on  peut  substituer  une  conique. 
On  aurait  ainsi  divers  autres  théorèmes. 

\  90.  En  appliquant  le  principe  de  dualité  au  théorème  de  Monge ,  ou 
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au  théorème  ^M'iK-ral  (IHo),  on  olilicut,  .siir-le-chainj),  coUo  autre  propriété 
générale  des  surfaces  du  second  degré  : 

l'Jaiil  (lonnrcs  deux  surfaces  f/uctconf/iws  du  second  def/ré;  si,  pur  un 
jioinl  fixe,  ou  mène  Dois  axes  conjugués  pur  ruppori  à  lu  seconde  (184),  le 
plun  dêlerminè  pur  trois  des  points  de  rencontre  de  ces  trois  axes  avec  la 
première  surface,  roulera  sur  une  troisième  surfuce  du  second  der/ré,  (/ui 
auru  pour  centre  dliotnolofjie  avec  la  seconde  surface  le  point  fixe  ;  et  ce  point 
aura  le  )nènœ  plan  polaire  dans  cette  troisième  surface  et  dans  la  première 
des  deux  proposées. 

Nous  entendons  ici,  avec  M.  Poncelet,  par  centre  d'/iomolof/ie  des  deux 
surfaces,  le  sommet  d'un  cône  (réel  ou  imaginaire)  circonscrit  aux  deux 
surfaces. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  montrer  les  diverses  conséquences  de  ce 
théorème  général. 


§  IV.  Propriétés  des  systèmes  de  trois  axes  comugués  dYne  surface 

DU  SECOND  degré,  RELATIFS  A  UN  POINT. 

191.  Soient  trois  diamètres  conjugués  d'une  surface  du  second  degré;  la 
somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  de  leurs  extrémités,  sur  un 
plan  diamétral  fixe,  sera  constante. 

Faisant  la  déformation  homographique,  on  conclut  de  là,  d'après  ce 
que  nous  avons  dit  ci-dessus  (184-),  et  par  le  principe  de  relations  mé- 
triques du  numéro  4  76,  cette  propriété  générale  des  surfaces  du  second 
degré  : 

Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré,  et  qu'on  prenne  sur  chacun  d'eux  un  des  deux 
points  oi(  il  perce  la  surface,  on  aura  ainsi  trois  points  qui  seront  tels,  que 
la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  à  un  plan  fixe  mené  par  le  point 
donné ,  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  distances  des  mêmes  points 
au  plan  polaire  du  point  donné,  sera  constante. 
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Si  Ton  prend  le  plan  li\e  pîu'nllèlc  .111  phiii  pohiic  du  point  fixe,  le  th«''o- 
rt^mo  sera  siiseeplihle  (rmi  aiilre  ('iioiicé,  cpii  exprimera  une  proiiosilion  déjà 
déinonirée  crjuie  anire  manière  (  I"  pailie,  s^  \l  ,  n"  il)). 

\\)'l.  (iOneevons,  menés  par  \o  poini  lixe,  li'ois  plans  reelan^Mdaires;  ponr 
chacun  d'eux  on  ama  Téipialion  (pii  e\piim(i  le  iheorème  ci-d<'ssus.  AjoulanI 
inembie  ù  membre  ces  trois  é(pialions,  on  Noit  (pi'il  en  résulte  «me  antre 
propriété  des  systèmes  de  ti'ois  a\(\s  conju;;ués,  i-el;itifs  à  im  j>oint.  Celte 
propriété  est  le  théoième  du  numéro  o2. 

193.  Si,  dans  le  théorème  i>énéral  (1^1),  on  suppose  le  point  fixe  situé 
à  rinfini,  et  si  Ton  observe  (pie  les  trois  axes  conjui^ués,  l'elalifs  an  point 
fixe,  percent  son  plan  polaire  en  trois  points  dont  chacun  a  pour  polaire, 
par  rapport  à  la  section  de  la  surlace  par  ce  plan,  la  droite  qui  joint  les  deux 
autres  ;  on  obtient  le  théorème  suivant  : 

Si,  dans  un  plan  diamétral  d'une  surface  du  second  degré ,  on  prend 
trois  points  tels  que  chacun  d'eux  ait  pour  polaire,  par  rapport  à  la  section 
de  la  surface  par  ce  plan,  la  droite  cpii  joint  les  deux  autres,  et  que  par 
ces  points  on  mène  les  trois  cordes  de  la  surface,  parallèles  au  diamètre 
conjugué  au  plan  diamétral;  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ces  trois 
points,  à  une  droite  fixe  située  dans  ce  plan,  divisés  respectivement  par 
les  carrés  des  trois  co?xles,  sera  constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois 
points. 

La  droite  fixe,  située  dans  le  plan  diamétral ,  peut  être  à  l'infini  ;  et  on  en 
conclut  que  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  des  trois  cordes  est 
constante. 

194.  Si  Ton  remplace,  dans  ces  théorèmes,  les  trois  cordes  par  les  pro- 
duits des  segments  faits  par  la  conique  située  dans  le  plan  diamétral,  sur  des 
parallèles  à  une  même  droite _,  menées  par  les  trois  points  en  question,  on 
aura  de  nouveaux  énoncés,  où  n'entrera  plus  la  considération  de  la  surface, 
et  qui  exprimeront  des  propriétés  des  coniques. 
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,§  V.  Altiies  phopiuétks  des  svstf-mes  de  trois  axes  conjugués 

d'une  SIJHIACE  DU   SECOND  DEGHÉ,   HELATIFS  A   UN  POINT. 

195.  Ln  somme  dos  cîirrés  des  perpeiuliculaires  abaissées,  des  six  extré- 
mités de  trois  diamèti-es  conjiii^^ués  d'uiie  surface  du  second  dej^ré,  sur  un 
plan  fixe  mené  arbi(rairem<'nt  dans  Tespace,  est  constante. 

On  conclut  de  là,  j)ai'  le  principe  de  relations  métriques,  du  numéro  176, 
cette  propriété  générale  des  surfaces  du  second  degré  : 

5/,  par  lui  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré;  la  somme  des  carrés  des  distances  des  six  points 
où  ils  perceront  la  surface,  à  un  plan  fixe  mené  arbitrairement  dans  l'espace, 
divisés  respectivement  par  les  carrés  des  distances  de  ces  points  au  plan 
polaire  du  point  fixe,  sera  constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois  axes 
co)tjugués,  relatifs  au  point  fixe. 

196.  Si,  dans  la  première  figure,  on  prend  pour  le  plan  fixe  celui  qui 
correspond  à  lïnfini  de  la  seconde  figure,  on  aura,  par  le  principe  du  nu- 
méro 177,  ce  théorème,  qui  n'est  autre  que  le  précédent,  où  le  plan  fixe  est 
situé  à  l'infini  : 

Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré;  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  des 
distances  des  six  points  oii  ils  perceront  la  surface,  au  plan  polaire  du 
point  fixe,  sera  constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois  axes  con- 
jugués. 

197.  Et  appliquant  le  théorème  ci-dessus  (19o)  à  trois  plans  rectangu- 
laires, on  aura  trois  équations  qui,  ajoutées  membre  à  membre,  donneront 
lieu  au  théorème  suivant  : 

Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  trois  axes  conjugués  par  rapport  à  une 
surface  du  second  degré,  ils  rencontreront  la  surface  en  six  points,  dont  les 
carrés  des  distances  à  un  second  point  fixe  quelconque ,  divisés  respective- 
ment pur  les  carrés  des  distances  de  ces  points  au  plan  polaire  du  premier 
point  fixe ,  auront  une  somme  constante. 
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^  NI.  Pnoi'iiii.n:  Tiii:s-(îi;Ni:nAM;  dks  systimiis  di:  mois  axi:s  conjugiiks, 
UEi.ATiFS  A  UN  POLNT,  DK  i,Agri;iJ,r,  i.Ks  AiiTUFs  si;  I)i;uuisi:nt. 

198.  Dans  nos  a|)i)li('ati()its  du  |)nn(-i|)(>  (!<;  diialilc,  nous  soinincs  pai- 
vomi  ;\  phisiems  propriétés  (.losaxcs conjuf/urs  d\mo  sniCaro  dusocoiid  dc^ar, 
reladfs  à  un  point,  concernaul  les  |)Ians  (auj^enls  à  la  surface,  aux  points  où 
ces  axes  la  renconlrcnt.  Les  propriétés  de  ces  mêmes  axes,  que  nous  venons 
de  trouver  dans  les  para<»raplies  précédents,  coneernent  les  |)oinls  mêmes  où 
ces  axes  percent  la  surface.  Celles-ci  peuvent  être  exprimées  loules  sous  un 
seul  énoncé  très-général,  que  nous  allons  présenter  comme  application  du 
principe  d'homographie. 

Soient  trois  diamètres  conjugués  d'une  surface  du  second  degré;  si,  d'un 
point  fixe  0,  on  mène  des  droites  aux  six  points  A,  «,  B,  6,  C,  c,  où  ils  ren- 
contrent la  surface,  la  somme  des  carrés  de  ces  six  droites  est  constante, 
quel  que  soit  le  système  des  trois  diamètres  conjugués. 

Ainsi  Ton  a 

Ôâ'  -t-  Ôrt'  -f-  Ôb"  -t-  Wb'  +  ÔT;"  -+-  Ôc'=  const. 

Concevons  une  sphère  qui  ait  pour  centre  le  point  0;  et  soient  A',  a',  B', 
b',  C,  c'  les  points  où  ses  six  rayons  qui  aboutissent  aux  points  A,  «,  etc., 
la  rencontrent;  on  aura 

— H 1  -f-  etc.  =  coust. 

OA'       Oa" 

Faisons  la  figure  homographique,  et  désignons  par  les  mêmes  lettres  les 
points  correspondants,  dans  cette  figure,  aux  points  0,  .\,  a,  etc.,  de  la 
première.  Soient  L,  /,  M,  m,  N,  n  les  points  où  les  six  droites  OA,  Ort, 
OB,  0^,  OC,  Oe,  dans  la  nouvelle  ligure,  percent  le  i)lan  qui  corres- 
pond à  l'infini  de  la  première  :  on  aura,  en  appliquant  à  chacun  des 
termes  de  l'équation  ci-dessus  la  formule  du  numéro  173,  le  théorème 
suivant  : 
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KtanI  flonnrs  doux  surfaces  du  second  dofjrè  et  nn  jiJan  fixe;  si,  par  le 
pô/e  de  ce  plan  par  rapjiorl  à  la  première  surface,  on  mène  trois  axes  con- 
Jiif/nès  par  rapj)ort  à  cette  surface ,  qui  la  rencontreront  aux  six  points 
A,  a,  R,  I),  C,  c,  et  (pie,  par  le  pôle  du  plan,  par  rapjjort  à  la  seconde 
surface,  on  mène  six  rayons,  aboulissant  à  ces  points ,  et  rencontrant  la 
seconde  surface  aux  six  points  A',  a',  R',  b',  C,  c',  et  le  plan  fixe  aux 
points  Ly],  M,  m,^ ,  u ,  on  aura  rêquation 


OA     LA  Y      (Oa     la  \* 
OA'    LA7       \0a'    ta'l 


quel  que  soit  le  système  des  trois  axes  conjugués,  pris  par  rapport  à  la  pre- 
mière surface. 

199.  Ce  théorème  est  Tune  des  propriétés  les  plus  complètes  et  les  plus 
générales  des  systèmes  de  trois  axes  conjugués  d'une  surface  du  second 
degré,  relalifs  à  un  point.  Aussi  ses  corollaires  sont  très-nombreux.  On  les 
obtiendra  en  faisant  diverses  suppositions  sur  la  forme  et  la  position  des 
deux  surfaces,  et  celle  du  plan  fixe.  On  pourra  supposer  que  la  seconde  sur- 
face soit  Tensemble  de  deux  plans,  lesquels  pourront  être  parallèles,  ou  bien 
qu'elle  soit  de  révolution  et  qu'elle  ait  pour  foyer  le  point  0;  puis,  que  le 
plan  fixe  soit  à  l'infini,  etc. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  l'examen  de  tous  les  théorèmes  que  l'on 
obtient  ainsi,  dont  la  plupart  sont  des  propriétés  de  trois  axes  conjugués 
d'une  surface  du  second  degré,  relatifs  à  un  point,  que  nous  avons  déjà 
démontrées,  ou  des  propriétés,  connues,  des  systèmes  de  trois  diamètres  con- 
jugués. 

Nous  n'énoncerons  que  le  suivant,  que  nous  n'avons  pas  encore  eu  l'occa- 
sion de  démontrer. 

200.  Que  Ton  suppose  que  le  plan  fixe  ait  un  même  point  0  pour  pôle 
dans  les  deux  surfaces,  et  que  la  première  surface,  de  révolution,  ait  ce 
point  pour  foyer,  et  le  plan  fixe  pour  i)lan  directeur  correspondant;  que,  dans 
l'équation  exprimant  le  théorème  général,  on  remplace  chaque  rapport  -^ 


|);ir  le  inppori  dos  pci'ixMidicul.iiiTs  ;ihnissô(»s,  dos  points  A,  A',  sur  vp  pl.iii 
li\(*;  01)  .'«lira  lo  Ihcort^iuo  suivant  : 

Si,  (fiifour  (l'un  poinl  fixe,  pris  (irhifraircnicnf  par  rff/tporf  à  uur  surfarr 
(lu  (louxiùmc  <lr{/rr ,  on  fait  tourner  trois  droites  reetanf/n/aires,  (/ni  ron- 
eontreront  la  sarfaee  en  si.r  points;  la  sinnnic  des  carrés  des  distances 
de  CCS  points  au  plan  polaire  du  point  fixe,  d  irisés  respect  ire  ment  par  les 
carrés  des  distances  de  ces  )nénies  points  au  point  fixe ,  sera  c<mstante. 

201.  Co  llu'orènio  a  lieu  aussi  pour  trois  soulonionl  dos  six  points  où  los 
li'ois  droitos  roclangulairos  roncontrcnl  la  smlaco;  parce  (fuo  les  six  termes 
do  réqualion  sont  égaux  deux  à  deux.  Car,  A,  a  étant  les  points  où  Tune  des 
trois  droites  menées  par  lo  point  0  rencontre  la  surface,  et  L  le  point  où 
elle  perce  lo  plan  polaire  du  point  0,  on  a,  entre  les  quatre  points  0,  L,  A,  a, 
la  relation  harmonique  : 

OA       LA 
Oa       La 

Mais  AP  et  ap  étant  les  perpendiculaires  abaissées  sur  le  plan,  on  a 


donc 


Ce  qu'il  fallait  prouver. 


LA  _  AP 
L«        ap 

OA  _  Oa 
ÂP~"âp 


§  VII.  Propriétés  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système 

DE  points  dans  l'eSPACE. 

202.  Soient  a,  b,  r,  ....  plusieurs  points  situés  en  ligne  droite,  g  leur 
centre  des  moyennes  distances,  et  0  un  autre  point  quelconque  de  cette 
droite;  on  aura 

(t) oa  H- ofe -4- oc  H- •  ■  =  n  .  ogf; 

n  étant  le  nombre  des  points. 
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ForniODS  In  fij;ure  homogrnpliiqufi  :  nous  aurons  des  points  a',  6',  c', .... 
silués  «^n  li^Mic  droito;  un  point  f/' ,  correspondîint  au  point//;  un  point  o'  pris 
ari)itrniroFnont  pour  correspondre  au  point  o;  un  jjoint  /'  correspondant  au 
point  situé  à  linlini  sur  la  droite  ab;  et  Ion  aura 


oa       ou     ta 
o!)       oh'    i'b' 


Inéquation  (l)  doinie  donc  celle-ci 

(2)' 


0  a        0  b'       0  c 

oq 

1 1 1_  ., 

■  =  n 

i'a'       i'It'       t'c' 

'9 

Cette  équation  a  lieu  entre  les  points  a',  //,  c',  ....  g'  et  /',  quel  que  soit  le 
point  0',  sur  la  droite  qui  unit  ces  points. 
Si  Ton  suppose  le  point  0'  à  Tinfini,  on  aura 

lit  1  * 

i  a        i  h        i  c  \  g 

Ainsi  le  point  //',  qui  correspond  au  centre  des  moyennes  distances^  des 
points  rt,  b,  c,  ....,  est  déterminé  par  la  condition  que  la  valeur  inverse  de  sa 
distance  au  point  /',  soit  moyenne  entre  les  valeurs  inverses  des  distances  des 
points  a',  b',  c',  ....,  à  ce  point  /'.  On  dit  que  ig'  est  mutjennc  harmonique 
entre  les  distances  /'«',  i'b',  i'c\  etc.,  et  que  le  point  g'  est  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  des  points  a',  b',  f',....,  par  rapport  au  point  î' 
({''■  partie,  §  XII). 

Nous  avons  dômonlré  directement,  dans  la  première  partie,  §  XII,  I  identité  des  équations 
(2)  et  (5),  en  montrant  conimrnt  on  passe  de  l'une  à  l'autre. 


i>ih:^i()ii;i:  di:  (;i:(),>ii:tiui:.  im 

Nous  (lirons  doiic  (|U('  : 

«  QuîMid  on  ;i  plusieurs  points  eu  li^no  iU'oiio,  ol  \o\\r  cfinfrc  des  niof/Piinoit 
»  (fisfaiurs;  i!,'\  Ton  l'ait  la  translornialion  lionio;;i-aplii(|U(>;  on  aura  des  points 
»  (Ml  li^nc  droite,  et  U'wv  centre  des  tnoi/enHes  /larmftuif/iie.s,  par  i"i|)|)orl  au 
»  point  (|ui  (oncspond  à  I  iidini  d(^  la  droit(;  sui*  la(|U('ll('  sont  les  |)oinls  de 
»  la  preini(M"e  ligure.  » 

20JJ.  Ueniar(|uons  (jue  ré(iualion  (!2)  donne,  (piand  le  point  o'  se  eonlond 
avec  le  point  //', 

fia'        (j'b'        (j'c 


,     .  t    •■•  =  0; 

f  (I         i  h         i  c 


relation  liTS-siniple ,  entre  les  dilTérents  points  et  leur  centre  des  moyennes 
harmoniques. 

204.  Si  le  point  /'  est  pris  à  Tinfini,  on  aura,  dans  Téquation  (2), 

i'9'       ,       i'9'       ,     , 
-:r-,=^U     -7^=1,  etc.; 
ta  îa 

et  elle  deviendra 

o'a'  -+-  o'b'  -t-  o'c'  •+■  ...71.  o'g'. 

Le  point  o'  est  quelconque  :  cette  équation  exprime  donc  que  le  point  g'  est  le 
centre  des  moi/ennes  distances  des  points  a',  b',  c', ...  ;  de  sorte  que  :  le  centre 
des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points  en  ligne  droite^  relatif  à 
nn  point  de  cette  droite,  est  précisément  leur  centre  des  moyennes  distances, 
quand  ce  point  est  à  l'infini. 

Ce  qui  a  été  remarqué  par  M.  Poncelet  *,  et  ne  Pavait  pas  été  par  iMac- 
Laurin. 

203.  Soient  des  points  a,  b,  c,  ....,  situés  d'une  manière  quelconque  sur 
un  plan,  et  g  leur  centre  des  moyennes  distances.  Ce  point  jouit  de  la  pro- 
priété que  si,  par  tous  ces  points,  on  mène  des  droites  parallèles  entre  elles , 

*  Mémoire   sur   (es   centres   des    moyennes    harmoniques.  Voir   Journal    de    M.    Crellc, 
année  1828. 
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mais  sous  une  dircclion  arbitraire,  elles  rencontreront  une  transversale  quel- 
conque, en  des  points  dont  le  dernier  sera  le  centre  des  moyennes  distances 
de  tous  les  autres.  Faisant  la  ligure  liomo';ra|)ln"(iue,  et  observant  que  toutes 
les  droites  parallèles  ont,  pour  corresjjondaiiles,  des  droites  concourant  en 
un  même  point,  et  que  ce  point  a|)parlient  à  une  droite  (jui  coi  respond  à  la 
droite  située  à  Tinlini  sui'  le  plan  de  la  piemière  lii^m'e,  on  aura  ce  théorème  : 

Etant  donnés,  sur  un  plan,  an  st/slrnie  i/e  jioinls  et  anc  dyne  droite  ;  si, 
par  un  point  pris  arbitrairement  sur  cette  droite,  on  mène  des  rayons  à  tous 
les  points  donnés ,  et  un  dernier  rayon  au  centre  des  moyennes  harmoniques 
des  points  oit  une  transversale  queltonque  rencontre  ces  rayons,  relatif  an 
point  oii  cette  transversale  rencontre  la  droite  fixe;  ce  dernier  rayon  tournera 
autour  d'un  point  fixe,  quand  le  point  pris  sur  la  droite  fixe  parcourra 
cette  droite. 

Ce  point  fixe  a  été  appelé,  par  M.  Poncelet,  le  centre  des  moyennes  har- 
moniques  du  système  de  points,  relatif  à  la  droite  fixe*. 

206.  Ainsi  nous  pouvons  dire  que  : 

«  Quand  on  a  sur  un  plan  un  système  de  points,  et  leur  centre  des 
»  moyennes  distances,  la  déformation  homographique  donne  un  système  de 
»  points  et  leur  centre  des  ïnoyennes  harmoniques ,  relatif  à  la  droite  qui 
»  correspond  à  Pinfini  sur  le  plan  de  la  première  figure.  » 

207.  Soit  un  système  de  points  situés  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace,  et  leur  centre  des  moyennes  distances;  si  on  les  projette  tous  sur 
un  plan,  par  des  droites  parallèles  entre  elles,  on  aura,  en  projection,  un 
système  de  points  et  leur  centre  des  moyennes  distances.  Faisant  la  figure 
homographique,  et  observant  que  les  droites  projetantes  deviendront  des 
droites  concourant  en  un  même  point  d'un  plan  fixe,  correspondant  à  Tin- 
fini  de  la  première  figure,  on  aura,  d'après  ce  qui  précède,  ce  théorème  : 

Etant  donnés  un  plan  et  un  système  de  points  dans  l'espace  ;  si,  d'un  point 
pris  arbitrairement  dans  ce  plan,  on  mène  des  rayons  à  tous  ces  points,  et 


'  Mémoire   sur    les    centres   des    moyennes    harmoniques.  Voir   Journal   de   M.    Crclle. 
annëo  1828. 
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un  (hrnivr  rai/on  au  roifrr  drs  moyonnoa  harmoniques  (Ips  points  oi(  rrs 
rai/ons  rcnconfrcnt  un  plan  (ransrcrsal  (/i(c/((nhjU(',  /tris  jtar  r(t/)/)()r/  a  la 
ihoilc  (Cinlcrscclion  de  ce  /)fan  Iransrersai  el  du  p/au  donné;  ee  dernier 
raj/on  j)assera  par  un  point  fixe,  (pie/  (pie  soit  le  /joint  pris  dans  le  plan 
donné. 

Ce  poiiil  est  lioininô  le  centre  des  nnti/ennes  liarnanu(pu's  du  sNslciue  de 
points,  par  rapport  au  plan  donné. 

208.  Nous  pouNons  donc  dire  (pie  : 

«  Qunnd  on  a  un  système  de  poinis  dans  l'espace,  et  leui'  centre  des 
»  moyennes  distances,  le  principe  d'iioinogiaphie  donne  un  système  de 
»  poinis,  et  leur  centre  des  moyennes  havïnoniipies ,  par  rapport  au  |)lan 
»  qui  correspond  à  Tinfini  de  la  première  figure.  >» 

209.  Si,  par  des  points  pris  dans  Tespacc,  et  par  leur  cenire  des  moyennes 
distances,  on  mène  des  plans  parallèles  entre  eux,  une  transversale  quel- 
conque les  percera  en  des  points  dont  le  dernier  sera  le  centre  des  moyennes 
distances  de  tous  les  autres.  Faisant  la  figure  homographique,  on  conclut  de 
là,  d'après  ce  qui  précède,  cette  autre  proposition  : 

Etant  donnés  un  plan  et  un  système  de  points  dans  l'espace;  si,  par 
une  droite  prise  arbitrairement  da?is  ce  plan,  on  mène  des  plans  passant  par 
tous  ces  points ,  et  qu'on  prenne  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des 
points  où  une  transversale  quelconque  rencontrera  ces  plans,  par  rapport 
au  point  oit  cette  transversale  rencontrera  le  plan  donné;  le  plan  mené  par 
ce  centre  et  par  la  droite,  tournera  autour  d'un  point  fixe,  quand  on  fera 
mouvoir  cette  droite  dans  le  plan  donné. 

Ce  point  fixe  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques  du  système  de  poinis, 
par  rapport  au  plan  donné. 

202.  Ces  divers  théorèmes  sont  dus  à  M.  Poncelet,  qui  les  a  démontrés, 
par  une  voie  directe,  dans  son  Mémoire  sur  les  centres  des  moyennes  har- 
moinques.  Ils  expriment,  en  quelque  sorte,  les  propriétés  descriptives  du 
centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points,  puisqu'ils  appren- 
nent à  déterminer  ce  point  par  des  intersections  de  lignes  droites  et  sans 
calcul. 

91 
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Dans  le  p«'U'a^iM|)lie  suivnnl,  nous  allons  présenter  quelques  autres  pro- 
priélcs  (lu  cenlie  des  moyennes  liarnionicpies  d'un  système  de  points,  qui 
sont  d'un  autre  genre ^  et  (|ui  nous  paraiî-sent  èlre  les  plus  importantes  de 
cette  théorie,  parce  que  les  premières  s'en  déduisent  aisément. 

§    VIII.    AlTRES  PROPRIÉTÉS  DU  CÏNTRE  DES  MOYENNES  HARMONIQUES 

d'uIS  système  de  POINTS. 

211.  Soit  un  système  de  points  dans  Pespace,  et  leur  centre  des  moyennes 
distances  :  ce  point  jouit  de  la  propriété  que  sa  distance  à  un  plan  transversal 
quelconque,  multipliée  par  le  nombre  des  points,  est  égale  à  la  somme  des 
distances  de  tous  les  points  à  ce  plan. 

Faisant  la  déformation  liomographique,  on  aura  un  système  de  points  et 
leur  centre  des  moyennes  harmoniques;  par  rapport  au  plan  qui  correspond 
à  Pinfini  de  la  première  figure  (208).  Appliquant  à  la  propriété  du  centre 
des  moyennes  distances,  que  nous  venons  d'énoncer,  le  principe  des  rela- 
tions métriques,  du  numéro  (1"6),  on  obtient  ce  théorème  : 

Le  centre  des  moyennes  Imunoniques  d'un  système  de  points,  pris  par 
rapport  à  un  plan  donné,  jouit  de  la  propriété  que  la  somme  des  distances 
de  tous  ces  points  à  un  plan  transversal  mené  arbitrairement ,  divisées  res- 
peciivement  par  les  distances  des  mêmes  points  au  plan  donné,  est  éyale  à  la 
distance  du  centre  des  moyennes  harmoniques  au  plan  transversal,  divisée 
par  sa  distance  au  plan  donné,  et  multipliée  par  le  nombre  des  points. 

Ainsi,  soient  1  le  plan  donné,  et  -le  plan  transversal  mené  arbitrairement. 
Représentons  par  ai,  bi,  ....  yi  les  perpendiculaires  abaissées,  des  points 
«,  b, ....,  et  de  leur  centre  des  moyennes  harmoniques  y,  sur  le  plan  I;  et  par 
a-,  b-, ....  yr.  les  perpendiculaires  abaissées,  des  mêmes  points,  sur  le  plan  -. 

On  aura 

ttTi       hit  Qn 

— r-H— -■+   •■•  =  n  .  —  j 
ai        01  tg 

quel  que  soit  le  plan  transversal  ;r. 
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212.  O  lliôoiTino  |)(Mil  scrNir  à  (h'Iiiiii-  le  cctiln'  des  ihonciiiio  Iiiiiiio- 
ni(|U('s  (ruii  syshMiK'  de  poiiils,  |)ar  i-;i|»|)(H-I  à  un  point  (ioiiiic.  On  peut  inrinc 
lui  iloniuM' un  cuoncô  plus  (•iU"ncl(''i'isli(pi(';  rai*  si  Ton  sujjpusc  (pic  les  poiiils 
soicMU  inalciicls  cl  aicul,  lispcclivonicnl,  leurs  ujasscs  piopoilionucllcs  aux 
valeurs  inverses  des  dislances  des  poinis  au  pian  donne'';  on  Noil  (pie  le 
contre  de  gi'avit(>  de  ces  poinis  seia  le  centre  des  nioyeiuies  haiinoni(|ues  des 
points  du  syste'uiie.  Do  sorte  qu'on  peut  dii'e  (pie  : 

Le  centre  des  moijeiines  h((nnoni<jfies  d'un  sf/stème  de  points ,  relatif  à 
un  plan  donné ,  est  le  centre  de  ffracité  de  ces  /joints,  supposés  matériels^ 
et  ayant  leurs  masses  en  raison  inrerse  des  distances  de  ces  points  an  plan 
donné. 

Cette  dc^Hnition  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  syslè'me  de 
poinis,  relatif  à  un  plan,  comprend  les  propriétés  de  ce  point,  que  nous 
avons  démontrées  dans  le  paragraphe  précédent;  c'est-à-dire  que,  de 
cette  détinilion,  on  déduit  aisément  ces  propriétés.  De  cette  manière,  la 
théorie  du  centre  des  moyennes  harmoniques,  bien  que  plus  générale  que 
celle  du  centre  des  moyennes  distances,  devient  une  simple  application  de 
celle-ci. 

213.  On  peut  encore  supposer  que  les  points  du  système  soient  sollicités 
par  des  forces  parallèles  entre  elles,  et  égales  aux  valeurs  inverses  des 
distances  de  ces  poinis  au  plan  donné;  alors  on  dira  que  :  le  centre  des 
moyennes  luninonicptes  de  ces  points,  par  rapport  à  ce  plan,  est  le  centre 
de  ces  forces  parallèles,  c'esl-à-dire  le  point  par  où  passera  leur  résultante, 
quelle  que  soit  leur  direction  commune. 

C'est  sous  ce  point  de  vue  que  M.  Cauchy  a  considéré  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points*,  et  qu'il  est  parvenu,  par  des 
considérations  de  Statique,  à  en  conclure  les  autres  propriétés  de  ce  point. 
Ce  célèbre  Analyste  a  tiré  de  là  aussi  un  moyen  facile  d'exprimer,  par  trois 
équations,  dans  le  système  de  coordonnées  ordinaire,  la  position  du  centre 


*  Voir,  dans  le  tome XVI  i\cs  Annales  de Ma'fiématifiiies,  le  rapport  de  MM.  Lcgendre,  Ampère 
et  Cîuirhy  sur  le  Mémoire  stir  les  ceiilrcs  des  nioijennes  hiirnioniques,  de  M.  Poncelet. 
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des  moyennes  harmoniques,  soit  d'un  système  de  points,  soit  d'un  corps 
solide,  de  forme  donnée. 

214.  Si,  dans  le  théorème  général  (211),  on  suppose  le  plan  trans- 
versal -  à  rinlini,  les  rapports  ^^  |jj,  ....  seront  égaux  à  Tunité,  et  Téqua- 
tion  deviendra 

1       1  n 

ni       01  gi 

Celle-ci  prouve  que  : 

La  somme  des  valeurs  inverses  des  distances  de  plusieurs  points,  à  un 
plan ,  est  égale  à  la  valeur  inverse  de  la  distance,  à  ce  plan,  du  centre  des 
moyennes  harmoniques  de  ces  points,  par  rapport  au  plan,  multipliée  par  le 
nombre  des  points. 

215.  Si  Ton  suppose,  dans  le  théorème  général  (211),  le  plan  trans- 
versal parallèle  au  plan  fixe,  on  conclut  cette  autre  propriété  du  centre  des 
moyennes  harmoniques  : 

Quand  on  a  un  système  de  points  et  leur  centre  des  moyennes  har- 
moniques par  rapport  à  un  plan;  si,  d'un  point  quelconque  de  l'espace,  on 
mène  des  rayons  èi  tous  ces  points,  et  qu'on  prenne  le  rapport  de  chaque 
rayon  au  segment  compris  entre  le  point  auquel  ce  rayon  est  mené  et  le 
point  où  il  perce  le  plan;  le  rapport  relatif  au  centre  des  tnoyennes  har- 
moniques,  nmltiplié  par  le  nombre  des  pointa ,  sera  égal  ii  la  somme  de 
tous  les  autres  rapports. 


§  IX.  Prophiétés  du  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système 

DE  POINTS  QUI  SE  MEUVENT  DANS  l'eSPACE. 

216.  Soient  des  points  A,  B,  C, ....,  auxquels  on  imprime  des  mouve- 
ments quelconques,  mais  uniformes  et  rectilignes  :  on  sait  que  leur  centre 
des  moyeimes  dislances  parcouit  une  droite. 

Soient  «,  c,  y,  ....  les  positions  de  ces  points  après  un  temps  9;  et  a,  b, 
c, leurs  positions  après  un  autre  temps  /.  On  aura,  puisque  les  mouve- 
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rnonis  soni  uniforinos  : 

Viûsows  la  li^un»  h()ino^i"n|)lii(ni('  :  nous  aurons  un  syst(^me  de  points  A', 
H',  (]',  ....  (jui  paicourronl  (l«'s  droilcs,  do  miumrv  qu'au  l)oul  du  temps  0  ils 
s(M'ont  (Ml  a  y  £',  y',  ....,  ct  (pfau  bout  du  Icinps  /  ils  seront  en  a',  h' ,  c',  .... 
On  aura,  en  désignant  pai-  /,  j,  h , ....  les  points  où  ces  droites  percent  un 
plan  fixe  P,  correspondant  à  Tinfini  de  la  première  figure  : 

A  OL     ta'         A  a         0 


A'<i'    la'        \a        t 


B'6'     tê'        B6        0 


—  > 


B'6'    /6'        D6        / 


OU 


A'a' 

A'a'       8 

■} 

ta 

ta'        t 

B'6' 

B'6'       0 

•  _  5 

ib' 

/6'         t 

Le  centre  des  moyennes  harmoniques  de  ces  points,  par  rapport  au  plan  P, 
parcourra  une  droite,  correspondant  à  la  droite  décrite  par  le  centre  des 
moyennes  distances  des  points  A,  B,  C,.... 

Les  distances  des  points  «'  et  a',  au  point  i,  sont  entre  elles  comme  les 
distances  de  ces  points  au  plan  P  :  on  peut  donc  les  remplacer  par  ces 
dernières,  dans  la  première  des  équations  précédentes;  il  en  est  de  même 
des  distances  des  points  ,5'  et  b'  au  point  j;  et  ainsi  des  autres.  On  a  donc  ce 
théorème  : 

Si  des  points  situés  dans  l'espace  prennent  des  mouvements  rectilignes, 
de  manière  que  les  espaces  qu'ils  parcourait,  divisés  respectivement  par  les 
distances  des  points,  dans  leurs  nouvelles  positions ,  à  un  plan  fixe,  soient 
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proportionneh  aux  temps  ;  le  centre  des  mnijennes  liarmoniques  de  ces  points , 
pris  par  rapport  à  ce  p/an ,  parcourra  une  lif/ne  droite. 

217.   Supposons,  dans  les  ccpiations  ci-dessiis,  que  les  points  A',  B',  C... 
soient  à  linfini  :  il  viendra 

'  .  '  _i 

l'y.'    ia         l 
I        I    _  0 


ce  qui  prouve  que  : 

Si  des  points,  situés  dans  l'espace,  prennent  tous  des  mouvements  rec- 
tilignes,  de  manière  que  les  valeurs  inverses  de  leurs  distances  à  un  plan 
fixe  soient  toujours  proportionnelles  aux  temps;  le  centre  des  moyennes 
harmoniques  de  ces  points,  par  rapport  au  plan,  décrira  une  ligne  droite. 


§  X.  Propriétés  nouvelles  des  surfaces  géométriques. 

218.  Nous  avons  démontré,  dans  nos  applications  du  principe  de  dualité, 
que  :  Si,  par  une  droite  prise  arbitrairement  dans  un  plan  fixe,  on  mène  les 
plans  tangents  à  une  surface  géométrique  ;  leurs  points  de  contact  avec  la 
surface  ont  pour  centre  des  moyennes  harmoniques,  par  rapport  au  plan, 
un  même  point  de  l'espace,  quelle  que  soit  cette  droite.  Celte  proposition 
donne  lieu,  d'après  les  théorèmes  du  paragia|)he  VIII ,  à  celte  aulre  propriété 
générale  des  surfaces  géométiiques  : 

Si  par  une  droite,  prise  arbitrairement  dans  un  plan  fixe,  on  mène 
les  plans  tangents  ci  une  surface  géométrique  ;  la  somme  des  distances 
de  leurs  points  de  contact  avec  la  surface,  à  un  plan  transversal  quel- 
conque, divisées  respectivement  par  les  distances  de  ces  /toints  au  plan 
fixe,  sera  une  quantité  constante,  quelle  que  soit  la  droite  prise  dans  le 
plan  fixe, 

219.  Si  le  plan  transversal  est  à  Tiiifini,  le  théorème  devient  le  sui- 
vant : 
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Si  /)(ir  nnc  (Iroilc,  /)nsr  ai  hifraircnirnl  (hnis  ini  f)/(ni  fi.rc,  on  inrnc  les 
plans  l(ui(/('ii/s  à  une  stir/acc  f/roHK'lr/f/iic  :  la  soiinnc  des  râleurs  nivrrsrs 
(les  (lisfdnci's  de  Irurs  /joints  de  ronfdct  urvv  lu  surfdcr,  an  filan  fl-rc  ,  sera 
vonsUnUc ,  (iiivllc  nue  soi!  la  droilc  prise  dans  ee  plan. 

220.  Si  cVsl  le  pliiii  lixc  <|ui  osl  à  riiilini,  le  ventre  des  moijennes  har- 
moniques dos  poinis  do  coiiiad  dcM'onl  lour  (entre  des  nioijennes  distances; 
el  le  théorème  (218)  exprime  une  |)ropriélé  génénde  des  surfaces  géomé- 
triques, déjîi  démontrée.  (1""  pjulie,  n"  08.) 

221.  (les  théorèmes  onl  éf;;dement  lieu  pour  une  courbe  géo!nétri(|Uft 
phuie,  ou  à  (h)ul)le  ('ouri)ui'e. 

222.  Ils  s'appliquent  aussi  aux  surfaces  coniques.  Voici  ce  qu'ils  devien- 
nent dans  ce  cas. 

Que,  dans  le  théorème  général  (218),  on  suppose  que  la  droite  prise  dans 
le  plan  fixe,  tourne  autour  d'un  point  de  ce  plan  :  les  plans  tangents  à  la 
surface,  menés  par  cette  droite,  seront  tangents  au  cône  ayant  ee  point 
pour  sommet  et  qui  est  circonscrit  à  la  surface.  Si  Ton  suppose  que  le  plan 
transversal  passe  par  ce  point,  le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  du 
point  de  contact  d\m  des  plans  tangents  à  la  surface,  sur  le  plan  transversal 
et  sur  le  plan  fixe,  sera  égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  que  Tarête  du 
cône,  passant  par  ce  point,  fait  avec  ces  deux  plans.  On  a  donc  cette  pro- 
priété générale  des  cônes  géométriques  : 

Etant  me)iés  deux  plans  fixes  par  le  sommet  d'un  cône  géométrique  ;  si, 
par  une  droite  prise  dans  le  premier  plan  et  passant  par  le  sominet  du  cône, 
on  mène  à  cette  surface  tous  ses  plans  tangents;  la  somme  des  sinus  des 
angles  que  les  arêtes  de  contact  feront  avec  le  second  plan,  divisés  respecti- 
vement par  les  sinus  des  angles  que  ces  arêtes  font  avec  le  premier  plan, 
sera  constante,  quelle  que  soit,  daiis  le  premier  plan,  la  droite  par  laquelle 
on  a  mené  les  plans  tangents. 

223.  Par  la  considération  du  cône  supplémentaire ,  formé  par  les  per- 
pendiculaires aux  plans  tangents  du  premier  cône,  on  conclut,  de  ce  théo- 
rème, cette  autre  propriété  des  surfaces  coniques  : 

Étant  menées  deux  droites  fixes  par  le  sommet  d'un  cône  géométrique;  si. 


724  MKMOIKK  1)1.  (ÎKOMKTKIK 

autour  de  la  pronièrr,  on  fait  tourner  un  plan  transrermi,  et  f/nel'ou  coneoive 
les  plans  tangents  au  cône  sutrant  les  arêtes  eom/trises  dans  ce  plan ,  dans 
chacune  de  ses  positions  ;  la  somme  des  sinus  des  anfjlcs  que  ces  plans  feront 
avec  la  seconde  droite ,  divises  respectivetneni  par  les  sinus  des  angles  (pi  ils 
feront  avec  la  premii^re,  sera  constante  pour  toutes  les  positions  du  plan 
transversal. 

224.  En  appliquant  aux  surfaces  du  second  degré,  el  parliculièremenf 
aux  surfaces  conicpies,  les  théorèmes  généraux  de  ce  pai'agra|)he,  on  obtient 
diverses  propriétés  nouvelles  de  ces  surfaces. 

Si  Ton  prend  une  surface  de  révolution  ayant  un  foyer,  et  si  Ton  observe 
que  la  distance  de  chaque  point  de  la  surface,  au  plan  directeur,  est  propor- 
tionnelle à  la  distance  de  ce  point  au  foyer,  le  ihéorènne  (218)  exprimera 
la  propriété  générale  des  surfaces  de  révolution,  démontrée  dans  nos  appli- 
cations du  principe  de  dualité  (§  XXIII,  n°  133).  Ainsi  Ton  voit  que  cette 
propriété,  qui  paraissait  d'un  genre  tout  particulier  aux  surfaces  du  second 
degré,  de  révolution,  dérive  d'une  propriété  très-générale  des  surfaces  géo- 
métriques, comme  nous  l'avons  dit  alors. 

22o.  Les  deux  théorèmes  (222  et  223)  donneront  diverses  propriétés 
des  cônes  du  second  degré,  lesquelles  seront  applicables  immédiatement  aux 
coniques  sphériques ;  eX  plusieurs  correspondront  à  des  propriétés,  connues, 
des  coniques  planes. 

Et  si  le  cône  est  supposé  de  révolution,  on  aura  diverses  propositions 
concernant  un  petit  cercle  tracé  sur  la  sphère.  Nous  énoncerons  les  quatre 
suivantes,  qui  sont  assez  simples,  et  qui  nous  paraissent  nouvelles  : 

Un  petit  cercle  étant  tracé  sur  la  sphère  : 

\°  La  somme  des  sinus  des  arcs  menés  par  les  extrémités  d'un  diamètre 
quelconque  du  petit  cercle^  perpendiculairement  sur  un  grand  cercle  fixe, 
est  constante; 

2"  La  somme  des  siiius  des  distances  d'un  point  fixe  de  la  sphère ,  aux  arcs 
de  grands  cercles  tangents  aux  extrémités  d'un  diamètre  du  petit  cercle,  est 
constante  ; 

3°  Si,  par  un  point  quelconque,  pris  sur  un  grand  cercle  fixe ,  on  mène 


lieux  arcs  tanf/enfs  an  prf/'f  ccrrlr  :  la  s(»ntnr  aa  la  (h/lrrmrr  des  ralrars 
intrrscs  des  sinus  des  distances  des  /joints  de  conliul ,  au  (jrand  cercle /ij:e, 
est  constante; 

O  stM'a  la  sonnne,  si  lo  ^m;u>(I  ev\r\e.  li\o  ne  rencontre  pas  le  pelil  cercle 
proposé;  la  di/férenee,  s'il  le  rencontre. 

4"  Si,  autour  d'un  point  fi  je,  on  fait  tourner  un  arc  transversal  qui  ren- 
contre le  petit  cercle  en  deux  points ,  et  (pion  mène  les  arcs  tanfjenls  en  ces 
points;  la  somme  ou  la  différence  des  valeurs  inverses  des  sinus  des  distances 
de  ces  arcs  tanip'Uts,  au  point  fixe ,  est  constante. 

Ce  sera  la  somme,  si  le  point  li\e  est  pris  dans  rinlérienr  dn  petit  cercle; 
la  différence,  s'il  est  pris  au  dehors. 


§  XI.  Généralisation  du  théorème  de  Newton,  sur  le  rapport  constant  du 

PRODUIT  des  abscisses  AU   PRODUIT  DES  APPLIQUÉES,    DANS    UNE   COURBE   GÉO- 
MÉTRIQUE. 

226.  Le  ihéorème  de  Newton,  appliqué  aux  surfaces,  consiste  en  ce  que  : 
Dans  toute  surface  géométrique,  de  quelque  point  de  l'espace  qu'on  mène 
deux  transversales,  parallèles  à  deux  axes  fixes,  le  rapport  des  produits  des 
segments  faits  sur  ces  deux  transversales ,  entre  ce  point  et  la  surface,  sera 
constant. 

Ainsi  soit  M  ce  point,  et  soient  A,  A',  A", ...  et  B,  B',  B", ....,  les  points  où 
les  deux  transversales  rencontrent  la  surface;  on  aura 

M  A.  MA.  MA"... 

=  const. , 

MB.  MB.  MB"... 

quel  que  soit  le  point  M. 

C'est  cette  propriété  des  surfaces  géométriques  que  nous  allons  généra- 
liser, en  supposant  que  les  deux  transversales,  au  lieu  d'être  respectivement 
parallèles  à  deux  droites  fixes,  concourent  en  deux  points  fixes. 

Pour  cela,  concevons  un  plan   fixe  quelconque  P,  et  soient  E,  F  les 

92 
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points  où  los  transversales  MA,  MH,  le  rcneontrenf.  Le  rapport  -^~.  sera 
constant,  quel  que  soit  le  point  M.  On  pourra  donc  écrire  ainsi  Téquation  ci- 
dessus  : 

MA   m^  MA^ 

m.   ME  "më" 

(t) =  const. 

^  '  MB     MB'    MB" 


MF     MF      MF 

Faisons  la  transformalion  homograpliique.  INous  aurons  une  surface  géo- 
métrique, un  j)Ian  fixe,  puis  deux  transversales,  issues  d'un  point  quelconque 
de  l'espace,  et  passant  par  deux  points  fixes  /,  j.  Ces  transversales  rencon- 
treront la  surface  en  des  points  a,  a',  «'',...  0,  b',  b",...  et  le  plan  fixe  en  e 
et  f;  et  Ton  aura 

MA       ma    ia 
ME       me    ie 

MB       mU    jh 
m  ~  mf' Jf' 


L'équation  (i)  devient  donc 


ma    ma'    ma"         lme\" 


ta     ta       ta  \  le 


mb    mb'    mb"         /"'/V 


jb     jb'     jb"         \jl 


=  const.  ; 


n  étant  le  nombre  des  points  où  chacune  des  transversales  rencontre  la  sur- 
face. On  tire  de  là 


ma. ma'. ma"...    ia.ia'.ia"...        fme\"    lmf\" 

(2).     .     .     .    : =    —     :    — ^     X  const.  =  const. 

^'  mb.mb'.mb"...    jb.jb' .jb"...       \it}     \   fl 


Ce  qui  exprime  cette  propriété  générale  des  surfaces  géométriques  : 

Quand  on  a  une  surface  gêoniéiriqne  et  deux  points  fixes  i,  j;  de  quelque 
point  m  de  l'espace  qu'on  mène  deux  transversales,  passant  respectivement 
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par  CCS  (Jru.r  points  fixes  :  le  ra/i/XHf  des  proluils  des  scfpnciifs  roui/u'is 
entre  le  /joint  m  et  la  sur/are,  sur  res  iten.v  <lroit< s,  sera  on  ropjiorl  des  /uo- 
duits  eont/fris  snr  ees  menues  droites  entre  les  deux  points  i,  j,  et  lu  surfilée, 
dans  nue  raison  eonstnnte. 

227.   Supposons  le  poiiil   )n  situé  i\  Tinfini   sur  la  droilo  /}'.  Soioul  c, 
c'y  c"j  ....   les  poiuls   où   coUo  droili^   rcncoulrc   lit   surfaco  :  les   rapports 

ma    ma'  .  v       -,  ■         ,   r  •  .•  i       •        i 

— r>    ,;,•...  seront  cijfaux  a  iunilc;  cl  I  o(|ua  lou  (levieuura 

mb     mu  '  o  '  1 


je. je. je... 

.  ,  .  ,,     —  consi. 

te.ic'.ic"... 

On  a  donc 

via. via'. mo"...    ia.ia'.iu"...      je  .jc'.jc" ... 

mb  .vib'.vih"...    jb  .  jb' .  jb" ...       ic  .ic  .ic" ... 

OU 

ma. ma'. ma"...         jb .  jb'.  jb"...        ic .  ie'.  ic"... 

X  -^ - - X =  1. 

ia.ia'.ia"...         mb.nib'.nib"...     je  .jc'.jc".,. 

Cette  équation  exprime  le  beau  théorème  de  Carnot  sur  les  surfaces  géomé- 
triques. (Voir  Géométrie  de  position,  p.  291.) 

On  savait  que  ce  tliéorôme  donne,  comme  cas  particulier,  celui  de 
Newton,  mais  on  n'avait  pas  cherché  à  remonter,  de  ce  cas  particulier,  au 
théorème  général  de  Carnot.  Le  principe  d'homographie,  en  présentant  sous 
un  nouveau  point  de  vue  les  relations  qui  ont  lieu  entre  les  deux  théorèmes, 
sert  à  passer  aussi  facilement  du  cas  particulier  au  théorème  général ,  que 
du  théorème  général  au  cas  particulier. 

228.  Ce  théorème  conduit  naturellement  à  une  solution  graphique  du 
problème  des  tangentes  et  de  celui  des  rayons  de  courbure  des  courbes 
géométriques.  Nous  donnerons  cette  solution,  qui  est  étrangère  à  notre  objet 
actuel,  dans  une  Note  à  la  suite  de  cet  écrit. 

229.  Le  théorème  de  Newton  ne  pouvait  s'appliquer  aux  courbes  tracées 
sur  la  sphère  :  le  théorème  général  s'applique  à  ces  figures.  Pour  le  faire  voir, 
il  suffit  de  substituer  dans  l'équation  (2),  aux  segments  ma,  ia, ...,  les  sinus 
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dos  nrcs  corrosponrînnts,  sur  la  splirre.  Nous  n'avons  pas  besoin  dVnonccr  le 
théorème  de  Géométrie  sphérique  qui  en  résulle. 


§  XH.  Généralisation  des  propriétés  des  surfaces  géométriques,  rapportées 
A  trois  axes  coordonnés.  —  Théorèmes  très-généraux. 

230.  Soient  trois  axes  coordonnés  Ox,  Ot/,  Oz;  que,  par  un  point  de 
resi)ace,  on  mène  trois  plans,  paiailéies  resj)ectivement  aux  plans  ]ijz , 
zx,  xy  :  soient  «,  ^,  c  les  points  où  ils  rencontreront  les  trois  axes  0.r, 
0^,  Oz. 

Si  Ton  a,  entre  les  trois  segments  0«,  Ob,  Oc,  une  relation  constante, 
F  (0^^,  0^,  Oc)  =  0,  du  degré  w,  le  point  m  sera,  dans  toutes  ses  positions, 
sur  une  surface  de  Tordre  n\ 

Réciproquement,  si  le  point  m  appartient  à  une  surface  de  Tordre  w,  il  y 
aura,  entre  les  trois  segments  Ow,  Ob,  Oc,  une  relation  constante 

(1) F{0a,06,  Oc)  =  0, 

du  degré  n. 

C'est  celle  propriété  des  surfaces  géométriques  que  nous  allons  géné- 
raliser. 

Faisons  la  figure  homographique.  Nous  aurons  trois  axes  O'x' ,  O'y', 
O'z',  et  un  plan,  correspondant  à  Tinfini  de  la  première  figure,  qui  cou- 
pera ces  trois  axes  en  trois  points  A',  B',  G';  de  sorte  que  ces  trois 
points  correspondront  à  ceux  qui  sont  situés,  à  Tinfini,  sur  les  droites  Ox, 
Oij,  Oz. 

Au  point  m  correspondra  un  point  m'-,  et  aux  trois  plans  menés  par  le 
premier,  parallèlement  aux  plans  yOz,  zOx,  xOy,  correspondront  trois 
plans  menés  par  le  second,  et  passant  respectivement  par  les  droites  B'C', 
C'A',  A'B'.  Soient  «',  b',  c'  les  points  où  ces  plans  rencontrent  les  trois  axes 
O'x',  O'y',  O'z',  respeclivement.  Soient  enfin  trois  points  r/,  e,  f,  pris  arbi- 
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Irniromont  sur  los  nxos  Or,  ()//,  Oz,  vl  ri',  c',  /',  les  points  correspondants, 
sur  les  axes  0'x\  O'i/' ,  O'z'.  On  aura 

Oa       O'a     X'a 


0(1 

0\/' 

■  \'(l' 

06 

07)' 

\Vb' 

Qe~ 

"O'f' 

■  H'fl' 

Or 

—  «i 

OV 

C/c' 

et  réqualion  (1)  deviendra 


0/"     07 '   (Vf 


,  » 


^r  O'a'    0'd'\       .     oh'    0'e\  O'c     Of'\    ^1       ^ 

2.     .     .     .     F—: — -    .Of/,  p— :  —      .  Oc,    — : -^    .  0/^     =  0. 
^  |_\A'«'    AV/7  \B'6'    B'eV  \C'c'    Cf'l      '  J 

Les  facteurs  Orf,  Oe,  0/,  sont  des  consiantes,  que  nous  pouvons  comprendre 
dans  les  coefficients  de  l'équation,  laquelle  sera  simplement 

/O'a'    O'd'     O'h'    O'e'     O'c'    0'f'\ 

F    : ,    : , :— L    =0. 

\X'a'    k'd'     B'6'    B'c'     Ce'   C'f'l 

Remplaçons  les  lettres  accentuées  par  les  mêmes  lettres  sans  accent; 
l'équation  deviendra 

lOa    OD      Oh    OE     Oc    0F\ 
^  '  \ka    AD      B6    BE     Bc    CF/ 

Cette  équation  signifie  que  : 

5/  Von  a  tm  tétraèdre  OABC,  et  trois  points  fixes  D,  E,  F,  pris  sur  ses 
trois  arêtes  au  sommet  OA,  OB,  OC,  et  que,  par  les  trois  arêtes  à  la  base, 
BC,  CA,  AB,  OR  mène  trois  plans,  qui  rencontrent  respectivement  ces  trois 
premières  arêtes  en  trois  points  a,  b,  c,  de  manière  que  les  trois  rap- 
ports 

Oa    OD     06    OE     Oc    OF 
Âïï"  Âd'    B6  ■  BË'    C^CF 
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aicnf  entre  eux  une  relation  comptante,  du  degré  n;  le  point  d'intersection  de 
ces  trois  plans  sera  sur  une  sur/are  de  l'ordre  n  ; 

Et  î'écipi'Of/uement. 

231.  (^e  théorème,  déjà  liès-génér;»!  par  lui-même,  est  susceptible  (Fun 
grand  nombre  de  corollaires;  mais  on  peut  encore  le  généraliser,  et  lui 
donner  une  expression  qui  le  rende  propre  à  un  plus  grand  nombre  encore 
de  conséquences. 

Pour  cela,  observons  que  les  trois  rapports  qui  y  entrent  sont  des  rap- 
porls  anharmoniques  de  quatre  points,  situés  respectivement  sur  les  trois 
arêtes  au  sommet  du  tétraèdre.  A  ces  trois  arêtes,  on  peut  donc  substituer 
trois  autres  droites,  prises  arbitrairement  dans  Fespace.  Soient  donc  A',  D', 
a',  A"  les  points  où  les  plans  ABC,  DBC,  «BC,  OBC,  qui  passent  par  Tarête 
BC  et  par  les  points  A,  D,  a,  0,  respectivement,  rencontrent  une  trans- 
versale fixe  quelconque.  On  aura 

Oa     DO       A"a'    D'A" 


Aa    DA        A'a      D'A' 


Soient  pareillement  B',  E',  b',  B"  les  points  où  les  plans  BAC,  EAC,  bXC, 
OAC  rencontrent  une  seconde  transversale  fixe;  et  C,  F',  c',  C",  les  points 
où  les  plans  CAB,  FAR,  cAB,  OAB  rencontrent  une  troisième  transversale 
fixe.  On  aura  les  deux  égalités  de  rapports  anharmoniques  : 


06    EO       B'7/    F/B" 


B6     EB        B'6'      E'B' 
Oc    FO       C"c     F'C" 


Ce    FC        Ce'      F'C 

L'équation  (3)  devient  donc 

/A"o'    D'A'       B'//    E'R"      C"c'    F'C"\ 

(4) F    : ,    : ,    — ^  :  ==  0. 

^   '  \\'a'     D'A'       B'6'     EB'       Ce'     F'C/ 

Quand  cette  équation  sera  du  degré  n,  par  rapport  aux  trois  rapports 
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(jin  1/  ciififiif,  (('  /)()iii(  <l'iiif(  rscdion  des  liais  filans  a'IUi,  l)'(-A,  c'AlJ,  .se/a 
sur  une  surface  ilc  l'ordre  ii  ; 

Et  reci/jnHiiiemeiil. 

(le  llu'orômc  est  d'uno  cxtirmc  fécoiidifc',  ;i  cîuiso  (h;  rindéiorniitialion 
de  posilioii  dos  Irois  linnsMMsnlcs  cl  du  Irinn^lc  AliC. 

Nous  jdious  o\;m»iuor  les  priuripiuix  corolljiiirs  (jifoii  en  dôdnil. 

2,*J2.   D'abord  on  ieinar(|ue,  siir-lc-chainj),  que  les  trois  rapports 


D'A"       EU"       FC 


T'J 


D'A'        Eir        l'C 

étant  des  constantes ,  nous  aurions  pu  les  comprendre  dans  les  coefficients 
de  Téqualion  :  nous  ne  l'avons  pas  fait  ininiédialement,  parce  que,  comme 
nous  le  verrons,  la  présence  de  ces  rapports  peut  être  utile  pour  donner 
plus  de  généralité  à  Téquation,  et  la  rendre  susceptible  d'un  plus  grand 
nombre  de  conséquences,  en  permettant  de  supposer  les  points  A',  B',  C, 
A",  B",  C"  à  rinfini. 

Maintenant,  comprenons  les  trois  rapports 

D'A"      E'B"       F'C  ' 


D'A'       E'B'        FC 


dans  les  coefficients  de  l'équation,  ou  bien  supposons  que  les  points  fixes 
D,  E,  F  soient  à  Tinfini,  ce  qui  nous  conduira  au  même  résultat  :  l'équation 
se  réduit  à 

'\"a'     B"6'      C"c'\ 


=  0. 


A'a'       B'6'       C'c'i 

Celle-ci  qui  prouve  que  : 

Étant  donnés,  dans  l'espace,  un  triangle  ABC  et  trois  droites  fixes  quel- 
conques, qui  rencontrent  le  plan  du  triangle  en  trois  points  A',  B',C',  et  sur 
lesquelles  sont  pris  trois  poi}its  fixes  A",  B'',C"; 

5/^  par  les  trois  côtés  BC,  CA,  AB,  du  triangle,  on  mène  trois  plans,  ren- 
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confranl,  respectivement ,  les  trois  droites  en  trois  points  a',  b',  c',  tels  qiiil 

y  ail  entre  les  rapports 

A"«'      \\"h'     C'V 


A'«'       M'b'      Ce' 


une  relation  constatite,  du  degré  n;  le  point  d'intersection  des  trois  plans  aura 
pour  lieu  (jéométrique  une  surface  de  l'ordre  n. 
El  réciproquement. 

233.  Supposons  que,  dans  Téquation  (4-),  les  points  A',  B',  C  soient  à 
l'infini;  et  comprenons  les  segments  A"D',  B"E',  C"F',  qui  sont  des  con- 
stantes, dans  les  coefficients  de  Téquation;  elle  deviendra 

F(A"a',  B"^',  C"c')  =  0. 

Conséquemment  : 

Étant  donnés  un  triangle  ABC  et  trois  droites  quelconques,  parallèles 
au  plan  de  ce  triangle;  et  étant  pris,  sur  ces  droites,  trois  points  fixes 

A',B,C'; 

Si,  par  les  trois  côtés  du  triangle,  on  mène  trois  plans  qui  rencontrent  res- 
pectivement les  droites  en  trois  points  a',  b',  c',  de  manière  que  les  segments 
A'a',  B'b',  Ce'  aient  entre  eux  une  relation  constante,  du  degré  n;  le  lieu 
géométrique  du  point  de  rencontre  des  trois  plans  sera  une  surface  de 
l'ordre  n. 

Et  réciproquement. 

234.  MaintenanI,  supposons  que,  dans  l'équation  (4),  les  points  A",  B", 
C"  soient  à  Tinfini;  et  comprenons  les  constantes  A'D',  B'E',  C'F'  dans  les 
coefficients  de  Téquation  ;  elle  deviendra 

/  1      _i_      1  \   _ 

lÂv'    BV'    CVJ~" 
Celle-ci  prouve  que  : 

Étant  donnés  un  triangle  ABC,  et  trois  droites  quelconques,  menées  par 
trois  points  A',  B',  C,  pris  dans  le  plan  du  triangle; 

Si,  par  les  côtés  de  ce  triangle,  on  mène  trois  plans  qui  rencontrent,  res- 
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prclirniit'iif,  ers  trois  ((roi/es  en  des  points  ;i',  h',  c',  tels  (/ne  l'on  <iil ,  entre 
les  valeurs  inverses  des  sef/nients  \'n',  IM)',  (l'c,',  une  relation,  (la  r/rcy/v  ii  ; 
le  point  (l'interseetion  des  trois  plans  aunt  pour  lieu  (/éonK'trif/ue  une  surface 
de  l'ordre  n. 

Kl  rêeiproiiuement. 

"IVù.  Sui>[)OS()ns  (|U(î  le  li'iaiij^lc  AlUl  soil  à  riiiliiii;  les  trois  Iransver- 
salcs  coiisei'vaul  des  dircclioiis  arbitraires  dans  Tespace,  les  points  A',  \\\  (\' 
seront  î'ï  Tinlini;  et  l'écpiation  (1),  si  nous  comprenons  les  constantes  A"  I)', 
W  E',  C"  F',  dans  les  coenieienls,  se  réduira  à 

F  (A'V,  ti"//,  C'V)  =  0. 

Ce  qui  prouve  que  : 

Elanl  données  trois  transversales  dans  l'espace,  sur  lesquelles  sont  pris 
trois  points  fixes  A",  B",  C";  si,  par  chaque  point  d'une  surface  de  l'ordre 
n ,  on  mène  trois  plans,  respeclivement  parallèles  à  trois  plans  fixes,  et  ren- 
contrant respectivement  les  trois  transversales  en  trois  points  a',  b',  c',  // 
/y  aura  toujours,  entre  les  trois  segments  X" a',  B"b',  C"c',  une  relation  du 
degré  n. 

236.  Tels  sont  les  quatre  théorèmes  principaux  qui  se  déduisent  de 
l'équation  (4).  Mais  chacun  d'eux  est  encore  suscepli])le  de  plusieurs  corol- 
laires, à  cause  de  l'indétermination  de  position  des  trois  droites  fixes. 

Le  dernier  donne  immédiatement  le  principe  sur  lequel  rejjose  le  sys- 
tème de  coordonnées  en  usage,  si  l'on  suppose  que  les  trois  transversales 
passent  par  un  même  point,  que  ce  point  soit  l'origine  des  segments 
comptés  sur  elles,  et  que  les  trois  plans  menés  par  chaque  point  de  l'es- 
pace soient  parallèles,  respectivement,  aux  plans  formés  par  ces  droites  deux 
à  deux. 

237.  On  peut  supposer,  dans  les  quatre  théorèmes,  que  les  trois  trans- 
versales se  confondent,  de  sorte  que  les  trois  segments  qui  servent  à  déter- 
miner la  position  d'un  point  dans  l'espace,  seront  comptés  sur  une  même 
droite,  à  partir  de  trois  origines  diflerentes,  qui  pourront  môme  se  réunir 
en  une  seule. 

93 
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Dans  celle  li}i)ollièse,  le  lliéorème  (:233)  prend  cel  énoncé  : 

Etant  donnes,  dans  l'espace,  un  triamjle  AliC  et  une  droite  parallèle  à  son 
plan,  sur  lat/uelle  est  pris  un  point  fixe  ; 

Si,  par  les  trois  côtés  du  triangle,  on  mène  trois  plans  fjui  fassent  sur  la 
droite,  à  partir  du  point  fixe,  trois  segments  entre  lesfpiels  il  y  ait  une  rela- 
tion du  degré  u,  le  point  d'intersection  des  trois  plans  aura  pour  lieu  géomé- 
trifjue  une  surface  de  l'ordre  n. 

Et  réciproquement. 

238.  On  peut  clianger  l'énoncé  de  ce  lliéorème,  en  prenant  sur  la 
droite  donnée  deux  points  fixes  au  lieu  d'un  seul;  alors  le  lliéorème  s'ex- 
prime ainsi  : 

Étant  donnés,  dans  l'espace,  \m  triangle  et  une  droite  parallèle  à  son 
plan,  sur  laquelle  sont  pris  deux  points  fixes  0,  0';  si,  par  les  côtés  du 
triangle,  on  mène  trois  ])lans,  de  manière  que  les  six  segments  qu'ils 
feront  sur  la  droite  00'  aient  entre  eux  une  relation  constante,  du  degré 
w,  le  point  d'intersection  des  trois  plans  engendrera  une  surface  de 
l'ordre  n. 

En  effet,  soient  «,  h,c  les  points  où  les  trois  plans  rencontrent  la  droite 
00';  si  l'on  remplace,  dans  la  relation  donnée  entre  les  segments  Oa, 
O'fl,  0^,  0'^,  Oc,  O'c,  les  segments  0'«,  0'^,  O'c  par  leurs  valeurs 
(00' — Oa),  (00' — Ob),  (00' — Oc),  on  aura  une  relation  entre  les  trois 
autres  segments  Oa,  Ob ,  Oc;  et  cette  relation  sera  encore  du  degré  n. 
Donc,  par  le  théorème  précédent,  le  point  d'intersection  des  trois  plans 
sera  sur  une  surface  de  l'ordre  n. 

239.  On  a  pareillement,  dans  la  Géométrie  plane,  le  théorème  sui- 
vant ; 

Si,  autour  de  deux  points  fixes  A,  B,  on  fait  tourner  deux  droites, 
de  manière  que  les  quatre  segments  qu'elles  feront  sur  une  droite 
fixe  00',  parallèle  à  AB,  aient  entre  eux  une  relation  constante,  du  degré 
n,  le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites  engendrera  une  courbe  de 
f ordre  n. 
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240.  DoiK  : 

Si  la  rclalioii  cnlrc  les  quatre  srf/tncnfs  est  du  prcnu'cr  dcf/n''  y  le  point 
(l  intersection  des  deux  droites  euf/endrera  une  droite; 

Ft  si  la  relation  entre  les  quatre  sef/)nenfs  est  du  see<tnd  def/rr ,  le  jtoint 
d'intersection  des  deux  droites  enqendrera  une  co)iique, 

211.   K(''('i[)i'0(iu(Mii(M»l  : 

Si  le  sommet  d'un  angle,  dont  les  deux  côtés  tournent  autour  de  deux 
points  fixes,  comme  pôles,  parcourt  une  ligne  droite,  les  seg)ncnts  que  ses 
deux  côtés  feront  sur  une  droite  fixe  de  longueur  donnée,  parallèle  à  celle 
qui  joint  les  deux  points  fixes,  auront  entre  eux  une  relation  du  premier 
degré; 

Et  si  le  sominet  de  l'angle  parcourt  une  conique,  les  quatre  segments 
auront  entre  eux  une  relation  constante,  du  second  degré, 

242.  Ce  dernier  théorème  exprime  une  propriété  générale  des  coniques, 
qui  est  la  clef  d'un  grand  nombre  de  propositions  concernant  le  cercle, 
démontrées  par  Stewart  dans  son  ouvrage  intitulé  :  Propositiones  geometricac 
more  veterum  demonstratœ.  Quelques  théorèmes  du  même  Géomètre,  donnés 
comme  porismes  par  U.  Simson  dans  son  Traité  des  Porismes ,  sont  aussi 
des  conséquences  du  théorème  précédent. 

Si,  au  lieu  de  prendre  la  transversale  parallèle  à  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  fixes,  on  lui  suppose  une  direction  arbitraire,  on  conclura,  du 
théorème  (232),  la  propriété  des  coniques  que  nous  avons  énoncée  dans  le 
paragraphe  34  de  notre  quatrième  Époque,  et  de  laquelle  peuvent  dériver 
aussi  plusieurs  des  propositions  de  Stewart,  relatives  au  cercle. 

243.  Reprenons  le  cas  général  des  figures  dans  l'espace,  et  supposons 
que,  dans  le  théorème  (234),  les  trois  transversales  passent  par  un  même 
point  du  plan  ABC;  nous  aurons  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnés  un  triangle  et  un  angle  trièdre  ayant  son  sommet  situé  dans 
son  plan ,  et  dont  les  trois  arêtes  correspondent  respectivement  à  ses  trois 
côtés; 

Si,  par  ces  trois  côtés,  on  mène  trois  plans  qui  fassent  respectivement^  sur 
les  trois  arêtes  correspondantes  de  l'angle  trièdre,  à  partir  de  son  sommet, 
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Intls  scf/incnts  (/ni  soirnf  Ich  qiCil  //  ail ,  entre  leurs  valeur  h  inverses,  une 
rela/ion  du  def/ré  ii ,  le  point  d'interseetion  des  trois  plans  aura  pour  lieu 
f/éonK'trifjur  une  surface  de  l'ordre  n. 

Et  rrciprofjuemcnl. 

244.  Xoiis  avons  démontré,  dans  la  première  paiiio  de  cet  écrit  (§  XV, 
n"  77),  (|ii('  dans  ce  cas,  où  les  segments  ont  entre  leiu's  valeurs  inverses 
une  i-elation  du  degré  n,  le  |)lan  déterminé  par  leurs  extrémités  enveloppe 
une  surface  à  lacjiielje  on  peut  mener,  par  une  même  droite,  )i  plans  tangents. 
Supposant  que  la  surface  soit  plane,  on  conclut  de  là  et  du  théorème  pré- 
cédent, (pie  : 

Etant  donnés,  dans  l'espace,  un  triangle  et  un  angle  trièdre  ayant  son 
sommet  situé  daiis  le  plan  du  tria)tfjle ;  si,  par  chaque  point  d'un  plan 
transversal  quelconque ^  on  mène  trois  plans  passant  par  les  trois  côtés  du 
triangle,  ils  rencontreront  respectivement  les  trois  arêtes  de  ùuigle  trièdre 
en  trois  points;  et  le  plan  déterminé  par  ces  trois  points  passera  par  un 
point  fixe. 

C'est  le  théorème  que  nous  avions  présenté  comme  la  généralisation  d'un 
porismc  d'Euclide,  pouvant  servir  à  la  construction  de  figures  corrélatives 
dans  Tespace  (cinquième  Epoque,  §  32),  et  dont  nous  avons  déjà  donné  une 
démonstration  (1"^  partie,  §  XX,  n°  1 12). 

24o.  Enfin,  supposons,  dans  le  théorème  (234),  que  les  trois  transver- 
sales soient  perpendiculaires  au  plan  du  triangle  ABC  :  les  segments  A'«', 
]]'[}',  Ce'  seront  proportionnels  aux  tangentes  des  inclinaisons  des  trois  plans 
a'BC,  b'CX,  c'AB  sur  le  plan  ABC;  et  les  valeurs  inverses  de  ces  segments 
seront  proportionnelles  aux  cotangentes  de  ces  inclinaisons;  le  théorème 
peut  donc  prendre  cet  énoncé  : 

Si,  par  les  trois  côtés  d'un  triangle,  on  mène  trois  plans,  de  manière  que 
les  cotangentes  de  leurs  inclinaisons  sur  le  plan  du  triangle  aient  entre  elles 
une  relation  constante,  du  degré  n,  le  point  d'intersection  de  ces  trois  plans 
aura  pour  lieu  géométrique  une  surface  de  l'ordre  n. 

Et  réciproquement. 

24G.  Dans  Téquation  (1),  au  rapport  anharmom'que  des  quatre  points  A', 
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I)',  a'y  A",  exprime  |>;ir 


A'V    D'A" 


01)  peut  siil)slilii(M'  U'  l'.ippoi'l  ;)itli:irin()iii(pi('  des  (pinlro  pl.iiis  incru's  |)nr  le 
eôlé  ne,  (lu  (riaii^Ie  \\)i]  et  pai'  les  (pialre  points  A',  I)',  «',  A",  respeelivc- 
inciil.  Aux  deux  aulres  rapports  aiiharinoni(|ucs  (pii  eutrciU  dans  récpialion, 
on  substituera  pareillement  les  rapports  anharmom'ques  de  (pialre  plans  :  ecs 
rapports  s'expriment  entre  Uvs  sinus  des  angles  (|U(î  les  plans  font  entre  eux. 
Maintenant,  si  Ton  eonsi(l(''re  (pie  l(»s  sinus  relatifs  aux  plans  qui  passent  par 
les  |)oints  I)',  VJ,  F'  sont  constants,  et  (pron  peut  les  comprendre  dans  les 
('oelïicients  de  PiMpialion,  on  aura  une  (Mjualion  enlic  les  sinus  des  inclinai- 
sons des  trois  plans  d'IM],  h'CX^  c'Mi,  sur  le  plan  ABC  et  sur  les  trois  plans 
fixes  A"BC,  B"CA,  Ci"AB;  ceux-ci  forment,  avec  le  plan  ABC,  un  tétracîdre 
fixe  ;  on  a  donc  ce  th(3or(^une  : 

Elanl  donne  un  tcirnèdre;  si,  par  tes  trois  arêtes  à  la  base,  on  mène  trois 
plans,  (le  manière  que  les  rapports  des  sinus  de  leurs  inclinaisons  sur  la 
base,  aux  sinus  de  leurs  inclinaisons  stir  les  faces  respectivement  adja- 
centes aux  trois  arêtes,  aient  entre  eux  une  relation  du  degré  n,  le  lieu 
géométrique  du  point  d' intersection  des  trois  plans  sera  une  surface  de 
r ordre  n. 

Et  réciproquement, 

247.  Le  rapport  des  sinus  des  inclinaisons  d'un  plan  \\\Q\\é  par  une 
arèic  d'un  t(3traèdre,  sur  les  deux  faces  adjacentes,  est  (^gal  au  rapport  des 
perpendiculaires  abaissées,  d'un  point  de  ce  plan,  sur  ces  deux  faces;  le 
tiléorème  donne  donc  le  suivant  : 

Etant  donné  un  tétraèdre;  si  l'on  prend,  dans  l'espace,  un  point  qui  soit 
tel  que  ses  distances  «  trois  faces  du  tétraèdre,  étant  divisées  par  sa  dis- 
tance (i  la  quatrième  face,  les  trois  quotients  aient  entre  eux  une  relation 
constante,  du  degré  n,  ce  point  aura  pour  lieu  géométrique  une  surface  de 
l'ordre  n. 

El  réciproquement. 
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248.  Ainsi  soionl  r,  r',  r",  r'",  les  distances  d'un  point  de  l'espace  aux 
quatre  faces  du  tétraèdre  :  ou  aura,  entre  les  trois  rai)ports 


une  relation  du  degré  ?i, 


r         r         r 

r'"      r'"      r' 


\r"'      r'"      r' 


Multipliant  tous  les  termes  par  r'"",  on  aura  une  équation  homogène  du 
degré  n,  entre  les  distances  ;-,  r',  r",  r'". 

Ainsi  : 

Quand  un  point  est  pris  de  manière  (pie  ses  distances  à  quatre  plans  fixes 
aient  entre  elles  une  relation  constante,  du  degré  n,  ce  point  a  pour  lieu  géomé- 
trique une  surface  de  l'ordre  n. 

Et  réciproquement ,  étant  donnés  une  surface  géométrique  de  l'ordre  n, 
et  quatre  plans  fixes,  les  distances  de  chaque  point  de  la  surface,  à  ces 
quatre  plans,  auront  toujours  entre  elles  une  certaine  relation  homogène,  du 
degré  n. 

249.  Ainsi,  par  exemple,  étant  donnés  quatre  plans  dans  l'espace;  si, 
de  chaque  point  d'un  cinquième  plan,  on  abaisse,  sur  ces  premiers  plans, 
des  perpendiculaires  r,  r',  r'',  r'",  on  pourra  trouver  trois  quantités  a, 
6,  y,  telles  que  l'on  aura,  entre  ces  quatre  perpendiculaires,  la  relation 
constante 

r  +  ar'+  6r" -4- r»-'"  =  0. 

Les  trois  quantités  «,  o,  ^,  ne  dépendront  que  de  la  position  du  cin- 
quième plan  par  rapport  aux  quatre  premiers,  et  varieront  avec  la  position 
de  ce  plan. 

Pareillemenl,  si,  de  chaque  point  d'une  surface  du  second  ordre,  on  abaisse 
des  perpendiculaires  r,  r' ,  r" ,  r'"  sur  quatre  plans  fixes,  on  pourra  trouver 
neuf  quantités  constantes,  a,  b,  c,  d,  e,  f,  g,  h,  i,  telles  qu'on  aura,  entre 
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Ces  lliéoirmt's  soiil  des  porismcs.  Ils  soiil  |»i()j)i'('s  à  inoiilici-  l:i  ii.iliirc  (l(; 
ce  ^enre  de  pioposilions,  v[  foui  voir  eoininenl  nous  unoiis  pu  dinî,  dinis 
noire  Noie  III  sur  les  Porisines  d'iùiclide,  (juc  la  (iéoinélrie  de  Dcscarles 
avait  remplacé  celte  doctrine. 

2.'»0.  Les  Ihéoivmes  déinoiilrés  dans  ce  para^^-aplie  sont  d(;  ceux  (jui 
n'oIVrenl  pas  de  dilïicullés  à  la  (iéoinélrie  anal}li(jue;  mais  |)ar  celle  voie  il 
faut  une  démonslialion  particulière  pour  chacun  d'eux,  el  Ton  ne  découvre 
pas  les  ra|)porls  intimes  (|ui  ont  lieu  entre  eux.  Il  est  intéressant  de  voir  (|ue 
tous  ces  théorèmes,  au  nombre  desquels  se  trouve  le  principe  même  de  la 
Géométrie  analytique  en  usage,  sont  ou  des  expressions  différentes  ou  des 
corollaires  les  uns  des  autres,  et  tous  des  conséquences  d'un  même  et  uni(|ue 
principe  exprimé  par  l'équation. 

Tous  ces  théorèmes  s'appliquent  d'eux-mêmes  à  la  Géométrie  plane,  el  la 
plupart  ont  leurs  analogues  aussi  dans  la  Géométrie  de  la  sphère,  où  il  suffira 
de  remplacer,  par  des  rapports  de  sinus  d'arcs  de  grands  cercles,  les  rapports 
de  segments  reclilignes. 

§  XIII.  Généralisation  du  système  de  coordonnées  en  usage. 

251.  Chacun  des  théorèmes  contenus  dans  le  paragraphe  précédent  peut 
servir  de  principe  à  un  système  de  coordonnées  analogue  au  système  en 
usage,  et  dans  lequel  les  trois  variables  qui  détermineront  chaque  point  de 
l'espace,  s'élèveront,  dans  l'équation  d'une  surface,  au  degré  même  marqué 
par  l'ordre  de  cette  surface,  c'est-à-dire  par  le  nombre  de  points  (réels  ou 
imaginaires)  où  la  surface  sera  rencontrée  par  une  ligne  droite  quelconque. 
De  tous  ces  systèmes  de  coordonnées,  il  en  est  un  que  nous  allons  examiner, 
parce  qu'il  conserve  une  analogie  parfaite  avec  le  système  en  usage,  dont  il 
est  une  généralisation  très-simple. 
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Concevons  quo,  djuis  le  théorème  (232),  les  trois  droites  transvcrsnles 
soicnl  les  arêtes  au  sommet  d'un  lélraèdrc  OAIJC,  dont  la  base  soit  le 
triangles  AliC;  et  reniplacons  les  points  «',  h' ,  c',  dans  réqualion,  pai-  les 
j)oinls  0,  h,  c.  On  aura  ce  théorème  : 

Si,  par  tes  trois  arêtes  à  la  base  ABC  d'un  tétraèdre  OAÏiC,  on  mène  trois 
plans  (jui  rcnconlrenl  respectivement  les  arêtes  opposées  aux  points  a,  h,  c, 
tels  (/ne  ton  ail,  entre  les  trois  rapports 

Oa     06      Oc 

Â«'   B^"'    c7' 

une  relation  constante,  du  degré  n ,  le  lieu  géométrif/ue  du  point  d'intersection 
de  ces  trois  plans  sera  une  surface  de  l'ordre  n. 

Et  réciproquement. 

232.  Puisqu'on  a,  pour  tous  les  points  d'une  surface,  une  relation  con- 
stante 


entre  les  trois  rapports 


Oa      06      Oc\ 
F    —,    _,    —   =0, 
\A«      B6      Ce/ 


Oa       06       Or 
Ââ'     B6'    Ce' 


il  est  clair  qu'on  peut,  en  prenant  ces  trois  rapports  pour  variables  indé- 
pendantes, représenter  la  surface  par  cette  équation  ;  c'est-à-dire  que  chaque 
système  de  valeurs  de  ces  trois  rapports,  qui  satisfera  à  l'équation,  donnera 
trois  points  a,  b,  c,  sur  les  trois  axes  fixes  OA,  OB,  OC;  et  les  plans  menés 
par  ces  trois  points  et  par  les  côtés  BC,  CA,  AB,  de  la  base  ABC,  se  coupe- 
ront en  un  point  qui  appartiendra  à  la  surface. 

Appelons  ces  trois  rapports  les  coordonnées  de  ce  point,  et  désignons-les 
par  X,  y,  z;  l'équation  de  la  surface  sera 

F  (X,  y,  z)  =  0. 

Si   celte  équation   est   du   premier   degré,   elle    représentera    un  plan; 
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cl,  on  gônc'i'al,  si  elle  est  du  dc^ic  //,  elle  i('|)i<''s('iil<'r;i  iiiic  siirlMcr  (l«! 
l'ordi'o  //. 

I)('U\  (''(|u;ili()iis  (lu  pi'cinicr  dc^ié  (loiincroiil  tous  les  poiiils  iVmw. 
(Iroilc. 

Ainsi  uiu'  ligne  droite  sera  repix'scnlée  pai-  les  deux  ('(jualions 

X  =  az  -\-  en, 
y  =  hz  ■+-  C. 

En  général,  les  rormules  que  Ton  aura  à  considérer,  dans  ce  système  de 
coordonnées,  seront  de  même  forme  que  les  formules  du  système  en  usage; 
seulement  les  coordonnées  courantes,  au  lieu  d'être  des  lignes,  seront  des 
rapports,  et  leurs  coelïicients  seront  respectivement  égaux  au\  coelïicients 
des  écpiations  relatives  aux  mémos  questions,  dans  le  système  usité,  multipliés 
par  des  constantes  (230). 

253.  Les  figures  construites  par  ce  système  de  coordonnées  pouvant  être 
considérées  comme  les  homographiques  des  figures  construites  au  moyen 
d'équations  de  même  forme,  dans  le  système  ordinaire,  on  voit  sur-le-cliamp 
que  tous  les  points  de  ces  dernières  figures,  qui  se  trouvaient  à  l'infini,  ont 
pour  correspondanis,  dans  les  premières,  des  points  situés  sur  la  base  ABC. 

Ainsi,  des  équations  qui  représentaient  des  droites  parallèles  entre  elles, 
représenteront,  dans  le  nouveau  système,  des  droites  concourant  en  un 
même  point  du  plan  ABC. 

Des  équations  qui  représentaient  des  plans  parallèles  entre  eux,  repré- 
senteront des  plans  passant  par  une  même  droite,  située  sur  la  base  ABC. 

Ainsi  les  deux  équations 

X  =  az  ■+-  a, 
y  =  bz  •*-  €, 

représentent  une  première  droite;  et  ces  deux-ci  : 


a:  =  ar  -t-  a  , 
y  =  bz  -^-  6', 
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iej)r(''seiil('nl  une  seconde  dioile  qui  rencoiilre  la  première  en  un  point  situé 
sur  la  base  AIKI. 
Les  deux  (''()uations 

UT  -+-  hy  -4-  cz  ^-  rf  =  G , 
ax  -H  />//  -+-  cz  -+-  (i  =  0, 

OÙ  les  coefficients  des  variables  sont  les  mêmes,  représentent  deux  plans  qui 
se  coupent  sur  la  base  ABC. 
Les  deux  équations 

Ax*+B»/*-+-Cr*H-K  =  0, 

A  (x  —  a)* -+- B  0/ -  e)' -H  C  (z  —  r)* -+- K' =  0, 

représentent  deux  suifaces  du  second  degré,  ayant  une  courbe  d'intersec- 
tion sur  le  plan  ABC;  parce  que,  dans  le  système  ordinaire,  ces  deux  équa- 
tions représentent  deux  surfaces  semblables  et  semblablement  placées,  et 
qui,  conséquemment,  ont  une  courbe  plane  d'intersection  (réelle  ou  imagi- 
naire), située  à  Tinlini. 

2o4.  iMais  ces  rapprocliements  entre  les  deux  systèmes  de  coordonnées, 
pi'opres  à  faire  ressortir  les  propriétés  caractéristiques  du  nouveau  système, 
sont  insuffisants  i)Our  mettre  en  état  d'en  faire  usage  dans  les  questions 
auxquelles  ne  s'applique  pas  le  principe  d'homograpbie.  Car  on  sent  qu'il 
sera  indispensable  de  connaître  les  rapports  qui  ont  lieu  entre  les  coeffi- 
cients de  diverses  équations  et  les  éléments  fixes  du  système. 

Par  exemple,  on  sait,  dans  le  système  ordinaire,  ce  qu'expriment  les 
coefficients  a,  b,  dans  les  équations 

X  =  az  -4-  a, 
y  =  bz  -f-  6  , 

d'une  ligne  droite  :  ce  sont  des  tangentes  trigonométriques.  II  faudra  donc 
aussi  savoir  ce  qu'expriment  ces  coefficients,  et  beaucoup  d'autres,  dans  le 
nouveau  système. 
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Poui"  cela,  il  IniKli'a  exposeriez  système  (lireclemeiil  cl  a\ec  mt'lli(j(l(!, 
comme  si  celui  (Koù  nous  le  dcMliiisons  i^j'lail  pas  coiimi.  Alors  ce  uoii\eau 
syslème  de  coordoimi'es  pourra  conduire  à  des  residials  (pu'  (''cliapj)eraienl 
à  la  mélliode  de  trausl'ormaliou  homo^iapliiipie. 

25.').  Nous  avions  déjà  exposé  succincleineiil  le  piincipe  de  ce  nouNcau 
syslème  de  coordouiu'uvs,  dans  la  Corirspoinhutrc  mal/H'iiKUif/nc  de  M.  Que- 
lelcl  (t.  \'],  p.  SI  ,  année  I8IU));  el  nous  en  avons  fail  alors  une  applica- 
tion poui"  démontrer  une  des  propriétés  des  systèmes  de  ti'ois  (fxrs  ronJHf/iK's 
(rime  surface  du  second  dei»ré,  relatifs  à  un  point.  Xous  n'insislerons  p;»s 
davantage  ici  sur  cet  objet.  Nous  allons  seidement  démonli'er  une  certaine 
relation  générale  entre  les  trois  coordoimées  (run  point  et  la  distance  de  ce 
point  à  Torigine;  relation  qui  sera  souvent  utile  dans  les  applicalions  du 
système  de  coordonnées,  el  (|ui ,  du  reste,  est  un  théorème  de  Géométrie 
qui  mérite  par  lui-même  d'être  connu. 

Soient  les  trois  axes  coordonnés  ox,  oy,  oz  ;  par  un  point  m,  menons 
trois  plans  parallèles  aux  tiois  plans  coordonnés;  ils  rencontreront  les  trois 
axes  aux  points  a,  b,  c;  les  segments  oa,  ob,  oc,  sont  les  coordonnées  du 
point  m  :  soient  menés,  par  le  point  o,  un  axe  fixe  oK;  el,  par  les  points  m, 
a,  b,  c,  des  plans  parallèles  entre  eux;  ils  rencontreront  Taxe  oK  en  des 
points  (i,  a,  ê,  y;  et  Ton  aura,  comme  on  sait, 

O/x  ==  oa  -+-  oê  -H  oy, 

ou 

Occ         06         oy 

(1) 1 1 =  1. 

Opt  O/U  OfA 

Faisons  la  figure  homograpliique.  Nous  aurons  trois  axes  o'x',  o'y',  o'z', 
coupés  en  A,  B,  C,  par  le  plan  qui  correspond  à  l'infini  de  la  première 
figure.  Si,  par  un  point  m'  et  les  trois  côtés  du  triangle  ABC,  on  mène 
trois  plans,  ils  rencontreront  les  trois  axes  aux  points  a',  b',  c'  :  que,  par 
une  droite  prise  dans  le  plan  ABC,  on  mène  quatre  plans  passant  par  les 
quatre  points  m',  a',  b',  c',  ils  rencontreront  un  axe  o'K'  en  quatre  points 
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ix'ja'yt',-/]  cl  Ton  [\m"\,  ni  appolnnt  /  le  point  où  Taxe;  o'K'  ronconlrc  le 
phii)  ABC, 


o'[i'  Ï/jl'  Ou- 

o'6'  iij  u^, 

<t'[j.'  ifjL  o/j. 

oy'  iy'  oy 

0  [j.'  i\i'  OfJL 


On  a  donc,  à  cause  de  rc(|ualion  (1), 

o'a'       o'€'        oy'       o'iJ.' 


(2) 


•  ,  ^    >-   ^     •     —   •  / 
la  ib  ly  ï/x 


2S6.  Celle  équation  exprime  un  ihcorcmc  de  Géométrie,  très-général, 
susceptible  de  plusieurs  corollaires,  à  cause  de  l'indétermination  de  direc- 
tion de  Taxe  o'K',  et  de  la  position  de  la  droite  prise  dans  le  plan  \BC. 

Si  Paxe  o'K'  est  mené  parallèlement  au  plan  xVBC,  Téquation  devient 


o'a-h  o'ê' -t- 0  V  =  o>' . 

Si,  Taxe  o'K'  conservant  une  direction  quelconque,  on  suppose. que  la 
droite  |)rise  dans  le  plan  ABC  soit  à  l'infini,  on  aura 

oV       o'a'       o'6'       o'h'      o'y'  __  o'c 
ix         A  a'        lé'         06'        iy'        Ce' 

Soit  h  le  point  où  la  droite  o'm'  rencontre  le  plan  ABC  :  on  aura  aussi 

oV       o'm' 


î'ijl'       hm' 

L'équation  (2)  devient  donc 


o'a'       o'h'       o'c'       o'm' 


Att'       Bb'       Ce'        hm' 


Les  rapports 
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0  a        oh        uc 

Âô'  '     H//  '     tic' 


sont  les  coon/onnrcs  du  point  m',  (huis  U\  nouveau  syslèine  de  cooi-données; 
nous  pouNons  donc  dire  (pie  : 

La  soninicdcs  coordonnves  d'un  point  est  éf/ale  à  la  distance  de  ce  point  à 
l'origine ,  divisée  par  sa  distance  au  point  oh  la  droite  r/ui  le  joint  à  l'origine 
perce  le  plan  de  la  hase  *. 

2»i7.  Nous  avons  lail  dériver  le  nouveau  système  de  coordonnées  du 
système  en  usage,  par  la  Iranslormalion  liomoi'raplii(pie.  Si  celte  transfor- 
mation était  l'aile  de  manière  (pie  les  trois  points  A,  \],  C,  lussent  à  Tinlini, 
alors  on  aurait  un  nouveau  système,  semblable  au  premier;  et  ré(piation  (2) 
du  paragraphe  précédent  lait  voir  que  l'équation  d'une  surface  étant 
F(j;, //,  z)  =0  dans  le  premier  système,  l'équation  de  la  surface  cor- 
respondante, dans  le  second  système,  serait  de  la  forme  F  (ix,  y.y,  vz)  =  0. 

Ajoutons  que  les  trois  axes  du  nouveau  système  étant  indéterminés  de 
position,  on  peut  supposer  qu'ils  se  confondent  avec  les  premiers;  de  sorte 
que  les  équations  F  (^,  ^ ,  c)  =  0,  F  (}x ,  ^f/ ,  vz)  =  0 ,  qui  se  rapportent  à 
un  même  système  d'axes  coordonnés,  représentent  deux  surfaces  homogra- 
pliiques. 

C'est  un  tel  mode  de  déformation  des  surfaces  dont  nous  avons  fait  usa2:e 
dans  la  Correspondance  polg technique  (t.  III,  p.  326,  année  1815),  pour 
appliquer  immédiatement,  aux  surfaces  du  second  degré,  les  propriétés  de  la 
sphère. 

Nous  nous  sommes  servi  de  ce  théorème,  sans  le  dcmonfrcr  alors,  pour  faire  une  applica- 
tion du  nouveau  système  de  coordonnées  {Correspondanca  mathématique  de  M.  Queteict,  t.  VI, 
p.  80).  Ce  théorème  est  l'un  de  ceux  auxquels  se  prête  la  méthode  ntulùiue  de  J.  Ceva.  {Voir  la 
Note  VII  de  V Aperçu  tiislorique,  p.  296.) 
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g  XÏV.   Dl-MONSTRATION  GÉOMI-TRIQUE  DE  TROIS   PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES 

DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ. 

2o8.  Dnils  les  applications  que  nous  avons  faites  du  principe  (IMionio- 
giaphic,  nous  avons  eu  souvent  à  considérer  des  points  et  des  droites  situés 
à  rinfini,  qui  se  transformaient,  dans  la  figure  homograpliique,  en  des 
points  et  des  droites  situés  dans  un  même  plan.  Mais  on  peut  avoir  à  consi- 
dérer, à  Pinfini,  des  figures  plus  compliquées;  alors  le  principe  d'homo- 
graphie sera  très-utile,  parce  quil  oiïrira  le  moyen  de  représenter  avec 
vérité  Tiniage  de  ces  figures,  dans  un  plan  situé  à  distance  finie.  Tout  ce 
qui  se  passerait  à  l'infini,  dans  la  question  proposée,  aura  lieu,  ou  s'exé- 
cutera en  réalité,  sur  ce  plan.  Il  sulfira  donc  d'étudier  les  propriétés  de  la 
figure  située  dans  ce  plan,  et  d'en  transporter  l'énoncé  à  la  figure  située  à 
l'infini.  Par  là,  on  saisira  mieux  Pensemble  et  les  rapports  de  toutes  les 
parties  d'une  figure  proposée  dans  l'espace;  plusieurs  de  ses  parties  qui, 
situées  à  finfini,  échapperaient  aux  yeux  et  à  l'esprit,  deviendront  palpables 
dans  la  nouvelle  figure.  On  évitera  des  constructions  que  Ton  serait  obligé 
de  concevoir  idéalement  sur  des  objets  entièrement  à  l'infini  ;  et  les  raison- 
nements, devenus  plus  faciles^  seront  en  même  temps  plus  lumineux  ei 
plus  convaincants. 

Ainsi,  par  exemple,  quand  on  a  deux  surfaces  du  second  degré,  si  l'on 
veut  connaître  la  nature  des  relations  qui  ont  lieu  entre  les  deux  courbes 
d'intersection  de  ces  surfaces  par  un  plan  situé  à  l'infini,  il  suffira  de  conce- 
voir deux  surfaces  homographiques,  et  de  les  couper  par  un  plan  réel  qui 
représentera  l'infini  de  la  première  figure;  les  relations  générales  des  deux 
sections,  transportées  aux  deux  surfaces  primitives,  deviendront  des  pro- 
priétés de  ces  deux  surfaces. 

Cette  marche  va  nous  conduire  aisément  à  trois  propriétés  des  surfaces  du 
second  degré;  propriétés  dont  on  n'a  connu  jusqu'ici  que  des  cas  particuliers, 
et  que  nous  allons  présenter  dans  une  généralité  nouvelle,  qui  en  fera  mieux 
connaître  la  nature  et  la  raison  première. 
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I\l;iis  iioussoiimics  (>l)li«;('  <|(»  i;i|»|)('l('r,  |)i<'';iliil)l('innil ,  l<'.s  piopiii'h's  ^^l'iié- 
rales  (1(1  sysUinc  de  (l(Ui\  ('()iii(|(i('.s  sildccs  d.-m.s  (iii  iimmiic  pliiii. 

2«»î).  Quand  on  a  ilcuv  coinqiu's  (jucIcoikjucs  dans  ini  plan,  il  y  a  à 
coiisidi'ier  : 

1"  Trois  |)oinls  A,  H,  (1,  (|ui  jouissent  de  la  |)io|)ri(H(''  (|U('  l'un  tjuci- 
coHf/nc  (l'cnfrc  eux  a  mnnc  /Jit/dirc ,  pur  rap/jorl  à  l'une  ou  ù  l'uulrc 
courbe  :  coUc  polaiio  t'onnn(ni(3  est  la  dioile  (|ui  joinl  les  (l(!u\  aulrcs 
points. 

Ces  trois  points  sont  lonjouis  véah,  (|uand  les  deux  eoni(jues  se  couj)enl 
en  quatre  points,  ou  ne  se  coupent  pas  du  tout;  et  l'un  d'eux  seulement  (îsi 
réel,  quand  les  coniques  ne  se  coupent  qu'en  deux  points. 

Quand  les  deux  coniques  se  coupent  en  (|uali'e  points,  ces  trois  points 
A,  B,  C,  sont  les  points  de  concours  des  côtés  opposés,  et  le  point  de  ren- 
contre des  deux  diagonales  du  quadrilatère  qui  a  pour  sonnnets  les  quatre 
points  d'intersection  des  deux  courbes. 

^°  Deux  droites  L,  L',  toujours  réelles,  sur  lesquelles  sont  les  points 
d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  des  deux  courbes,  et  qui  jouissent  de 
la  propriété  que  si,  par  un  point  pris  sur  l'une  d'elles ,  on  mène  quatre 
tangentes  aux  deux  coniques ,  les  droites  qui  joindront  les  points  de  contact 
de  la  première  courbe,  aux  points  de  contact  de  la  seconde,  passeront,  deux 
à  deux,  par  deux  points  fixes.  Nous  avons  désigné  ces  deux  droites  par 
le  nom  d'axes  de  symptose  {Annales  de  Mathématiques ,  avril  et  juillet 
1828),  pour  les  distinguer  des  autres  sécantes  communes  aux  deux  co- 
niques, lesquelles,  deux  à  deux,  peuvent  être  aussi,  dans  certaines  cir- 
constances, des  axes  de  symptose,  c'est-à-dire,  peuvent  jouir  de  la  pro- 
priété que  nous  venons  d'énoncer;  mais  qui  peuvent  bien  aussi,  selon  la 
disposition  des  deux  coniques,  quand  elles  sont  des  hyperboles,  ne  pas 
jouir  de  cette  propriété. 

3°  Enfin  les  deux  points  fixes  dont  nous  venons  de  parler,  qui  sont 
des  points  de  concours  des  tangentes  (réelles  ou  imaginaires)  communes 
aux  deux  coniques.  La  propriété  caractéristique  de  ces  points  consiste  en 
ce  qu'«<;ie  transversale  menée  par  l\m  d'eux,  si  elle  rencontre  l'une  des 
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conûjurs,  rcncohlrc  aussi  l'autre;  cl  les  UuKjnitcs  aux  jxjiiUs  de  rencontre 
se  coupent,  deux  à  deux,  sur  les  deux  axes  de  sij)nplose. 

Ces  deux  points,  qui,  dans  le  cas  de  deux  coniques  sendilables  et  sem- 
l)Ial)Iement  placées,  sont  leurs  centres  de  similitude ,  ont  été  appelés  par 
M.  Poneelet,  dans  le  cas  général  de  deux  coniques  quelconques,  leurs  centres 
d'/io)nolofjie.  ÇTraité  des  propriétés  projectives ,  p.  \iS^.) 

Quand  les  deux  conicjues  se  coupent  en  quatre  points,  elles  peuvent  avoir 
trois  systèmes  de  deux  centres  d'honiologie,  ou  n'en  avoir  qu'un  seul. 
Quand  elles  ne  se  coupent  qu'en  deux  points,  ou  qu'elles  ne  se  coupent  pas 
du  tout,  elles  n'ont  qu'un  seul  système  de  deux  centres  d'homologie.  (^An- 
nales de  Matliéjnatiques,  t.  XIX,  p.  30.) 

2()0.  Quand  les  deux  coniques  sont  les  courbes  d'intersection  de  deux 
surfaces  du  second  degré,  par  un  même  plan  transversal,  chaque  plan,  mené 
par  l'un  de  leurs  deux  axes  de  symptose,  coupe  les  deux  surfaces  suivant 
deux  coniques,  qui  ont  évidemment  aussi  celte  droite  pour  axe  de  symptose. 

Si  le  plan  transversal  ne  coupait  qu'une  des  deux  surfaces,  l'une  des 
coniques  serait  imaginaire;  mais  les  deux  axes  de  symptose  subsisteraient 
toujours,  parce  qu'il  existe  généralement  trois  systèmes  de  deux  axes  de 
symptose;  ce  qui  prouve  que  l'un  de  ces  systèmes  est  toujours  réel,  ainsi 
qu'il  arrive  dans  toutes  les  questions  qui  admettent  généralement  trois  solu- 
tions. 

Il  en  serait  de  même  si  le  plan  transversal  ne  rencontrait  aucune  des 
deux  surfaces,  ou  bien  s'il  en  touchait  une,  ou  s'il  les  touchait  toutes 
deux. 

Nous  dirons  que  : 

Quand  on  a  deux  surfaces  du  second  degré  et  un  plan  transversal  mené 
arbitrairement , 

1°  //  existe  toujours  dans  ce  plan  deux  droites  L,  V ,  qui  sont  telles 
qu'un  plan  mené,  par  l'une  d'elles,  coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux 
coniques  ayant  cette  droite  pour  l'un  de  leurs  axes  de  symptose. 

2**  Si  ces  deux  coniques  ont  quatre  points  communs  réels,  les  deux 
droites  L,  V   seront  deux  des  six  cordes  communes  aux  deux  courbes; 
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fos  f/udfrc  atilrcs  rordcs  coniinKncs  poinronf  jouir  de  la  iiirnir  /int/irirfc 
(juc  CCS  (Ictw  prcmicrcs ,  mais  ne  Jouiroiil  pus  itcccssaircmciif  de  (cffr 
propricic. 

^i"  Enfin ,  dans  Ions  les  aiifrcs  cas  de  lu  section  des  deux  surfaces  par  le 
plan  coupant ,  //  n' existera  (pie  deux  droites  \j,  L'. 

2()1.   (lonsidi'rons  miunlciiaiil,  dans  le  plan  IransNcrsal,  les  trois   points 

A,  IJ,  (],  l'clatils  au\  (lon\  conicpics  (:2»)9).  L'nn  d'eux,  A,  est  le  point  de 
concours  des  deux  di'()il(\s  1^,  L';  ainsi  il  est  loujoui's  réel;  il  a  la  même 
polaire  dans  les  doux  eoni(|ues;  celle  droite  a  pour  |)olaires,  dans  les  deux 
surfaces,  les  deux  droites  (|ui  vont  du  point  A  aux  pôles  du  plan  transversal, 
|)ar  rapport  aux  deux  surfaces  respectivement. 

Si  les  deux  coni(|ues  se  coupent  en  (juatre  points,  ou  ne  se  coupent  pas  du 
tout,  les  deux  autres  points  \),  C  sont  toujours  réels.  Cela  a  encore  lieu 
quand  une  des  coniques  est  imaginaire,  c'est-à-dire  quand  le  plan  trans- 
versal ne  rencontre  pas  Tune  des  deux  surfaces.  En  effet,  ces  deux  points 

B,  C  jouissent  de  la  propriété  de  diviser  harmoniquement  le  segment  com- 
pris (sur  la  droite  qui  les  joint)  entre  les  deux  axes  de  symptose  des  deux 
com'ques,  et  le  segment  compris  dans  une  troisième  conique,  arbitraire,  qui 
passerait  par  les  quatre  points  d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  des  deux 
proposées.  Si  Tune  des  deux  coniques  ou  toutes  deux  sont  imaginaires,  ces 
deux  segments  ne  pourront  être  superposés,  parce  qu'alors  les  deux  axes 
de  symptose  rencontreraient  la  troisième  conique,  ce  qui  est  impossible, 
parce  que  les  points  de  rencontre  appartiendraient  aux  deux  premières,  dont 
nous  supposons  au  moins  Tune  imaginaire;  donc  ces  deux  segments  ne  sont 
point  superposés;  et  l'on  sait  qu'alors  les  deux  points  B,  C,  qui  les  divisent 
barmoniquement  l'un  et  l'autre,  sont  toujours  réels.  (^Traité  des  propriétés 
projectives,  p.  201.)  Donc 

Etant  donnés  deux  surfaces  du  second  degré  et  un  plan  transversal  : 

1**  5/  ce  plan  rencontre,  en  quatre  points,  la  courbe  d'intersection  des 

deux  surfaces,  ou  ne  la  rencontre  pas  du  tout ,  il  existera  dans  ce  plan  trois 

points ,  tels  que  les  droites  menées  de  l'iui  quelconque  d'entre  eux  aux  pôles 

du  plan  ,  pris  par  rapport  aux  deux  surfaces ,  auront  la  ménie  polaire  dans 
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les  doux  surfaces,  celte  polaire  commune  sera  la  droite  (jui  joindra  les  deux 
autres  points  ; 

2**  Si  le  plan  transversal  rencontre,  en  deux  points,  la  courbe  d'intersec- 
tion des  deux  surfaces,  deux  des  trois  points  en  (piestion  seront  imagi- 
naires, et  le  troisième  sera  toujours  réel  ;  c'est-à-dire  qu'il  existera  dans  le 
plan  un  point  tel,  r/ue  les  deux  droites  fjui  le  joindront  aux  pôles  du  plan , 
pris  par  rapport  aux  deux  surfaces,  auront  la  même  polaire  dans  les  deux 
surfaces.  Celto  poluire  sera  située  dans  le  plan  transversal. 

Ces  principes  généraux  vont  nous  conduire  aisément  aux  théorèmes  que 
nous  avons  en  vue. 

262.  En  elTet,  considérons  les  deux  surfaces  et  le  plan  transversal,  et 
formons  la  ligure  homographique,  de  manière  que  le  plan  transversal  passe 
à  linfini  ;  ses  pôles  deviendront  les  centres  des  nouvelles  surfaces;  les  droites 
menées  de  ces  pôles  au  point  A  deviendront  deux  diamètres  de  ces  sur- 
faces, parallèles  entre  eux,  et  leurs  plans  conjugués  seront  aussi  parallèles 
entre  eux,  parce  qu'ils  passeront  par  la  droite  correspondant  à  la  droite  BC, 
laquelle  sera  à  rinlîni;  il  eu  sera  de  même  des  droites  menées,  des  deux 
pôles,  à  chacun  des  points  B,  C,  si  ces  points  sont  réels;  dans  ce  cas,  la 
courhe  d'intersection  des  deux  nouvelles  surfaces  aura  quatre  asymptotes  ou 
n'en  aura  aucune;  et,  dans  le  cas  où  les  points  B,C  sont  imaginaires,  cette 
courhe  d'intersection  aura  deux  asymptotes.  On  conclut  donc  de  là  ce  théo- 
rème, dans  lequel  nous  supposons  les  deux  sui'faces  concentriques,  pour 
rendre  l'énoncé  plus  facile  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  concentriques ,  et,  du  reste, 
dans  une  position  quelconque  l'une  par  rapport  à  l'autre;  si  leur  courbe 
d'intersection  a  quatre  asi/mptotes,  ou  n'en  a  aucune,  il  existe  toujours  trois 
droites  diamétrales  dont  chacune  a  même  plan  conjugué  dans  les  deux  sur- 
faces; ces  trois  droites  forment,  dans  l'une  et  l'autre  surface,  un  système 
de  diamètres  conjugués; 

Et  si  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  a  seulement  deux 
asymptotes ,  deux  de  ces  trois  droites  diamétrales  sont  imaginaires,  et 
la  troisième  est  réelle;  de  sorte  qu'il  existe   toujours  une  droite  diamé- 
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tnilr,  (i  il  lù'H  existe  (ju'ui(i\  f/ui  a  même  plan  nntjuf/ur  (Itins  tes  deux 
surfaces. 

203.  On  coiu'liit  (lt»iic  (le  là  (|iio  si  l'une  lies  deux  surfaces  est  un  eldjj- 
soïde.  le  si/slrnic  di-s  (rois  diamètres  conjuffUf^s  communs  existe  toujours: 
parco  que  la  roiirl)(>  (riiitciserlioii  des  (leu\  surfaces  ne  |)eut  avoir  aucune 
as\  niplote. 

Mais  si  les  deux  surfaces  sont  des  hi/perholoïdes.  ellrs  n'ont  plus  nécessai- 
rement un  sfjstè)ne  de  trois  diamètres  conjur/ués  com)nnns,  ainsi  (|U*on  l'aNait 
supposé  d'après  renonce,  trop  absolu,  du  théorème  lie  Mon^c.  (^Correspon- 
dance sur  C Ecole  poli/technique,  t.  II .  p.  I^)  10.) 

261.  Reprenons  les  deux  surfaces  (juelconques  et  le  plan  transvpi*sal,  cl 
considérons  les  deux  droites  L,  L'.  Tout  plan,  mené  par  l'une  d'elles,  coupe 
les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques  qui  ont  cette  droite  pour  axe  de 
symptose. 

Faisons  la  ligure  homograi)hique,  de  manière  que  le  plan  transversal  passe 
à  Tinfini;  les  plans  menés  par  rnne  des  deux  droites  L,  L',  deviendront  des 
plans  parallèles,  et  les  deux  coniques  suivant  lesquelles  chacun  de  ces  plans 
coupera  les  deux  surfaces,  auront  un  axe  de  symptose  à  l'inlini,  ce  qui 
prouve  qu'elles  seront  semblables  et  semblablement  placées.  On  a  donc  ce 
théorème  : 

Étant  données  deux  surfaces  quelconques  du  second  degré ,  placées  arbi- 
trairement l'une  par  rapport  à  l'autre:  il  existe  toujours  deux  séries  de 
plans  parallèles ,  dont  chacun  coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  coniques 
semblables  entre  elles  et  semblablement  placées. 

Si  Tune  des  surfaces  est  une  sphère,  on  en  conclut  le  théorème  suivant, 
que  Monge  et  Hachette  ont  démontré  analytiquement,  et  dont  M.  Ponceleta 
donné  une  démonstration,  purement  iréométrique,  dans  son  Traité  des  pro- 
priétés projec tires,  p.  299  : 

Dans  toute  surface  du  second  degré,  il  existe  deux  séries  de  plans  paral- 
lèles qui  la  coupent  suivant  des  cercles. 

26o.  Remarquons  que  les  deux  droites  L,  L'  se  coupent  au  point  A,  qui 
devient,  dans  la  ligure  homograjjhique,  l'extrémité  à  l'infini  d'une  droite  dia- 
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iiK'lialc,  ;i\;iiil  iiiciiic  |)l;m  conjuiiUL'  dans  les  il(;u\  sui laces  (que  nous  suppo- 
sons concenliicpies^;  les  plans  (pn*  coupent  les  deux  surfaces  suivant  des 
(•oni(pies  semblables  et  semhlahleinenl  placées,  sont  donc  parallèles  à  celle 
droite.  Ainsi  : 

(Judud  ((aux  surfad's  du  second  dcfjrr  sonf  ronrciidif/ucs,  les  deux 
plans  dianiéh'au./j  f/ui  les  cnu/tenf  suivant  des  conif/ues  scinhlahles  et  seni- 
hlahlenicnt  placées,  passent  /mr  l'un  de  leurs  trois  diamètres  conjuf/ués  com- 
muns. 

260.  Quand  les  deux  coniques,  comprises  dans  le  phui  tiansversal,  ne 
se  coupent  |)as,  les  dioiles  L,  L'  ne  renconti'cnt  pas  la  surface;  (juand 
les  deux  coni(jues  se  coupent  en  deux  points  seulement.  Tune  de  ces 
droites  passe  par  ces  deux  [)oinls,  et  la  seconde  ne  rencontre  pas  les 
coni(|ues;  el  enlin,  (|uand  les  deux  coniques  se  coupent  en  (jualre  points, 
les  droites  L,  L'  passent  par  ces  points,  pris  deux  à  deux.  On  conclut  de 
là  que  : 

Quand  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  du  second  dc(jré,  concen- 
Iriipies,  n\i  aucune  asijmptote^  les  plans  des  deux  séries  de  courbes  en 
question ,  dans  le  théorème  (:2G4-),  les  coupent  suivant  des  ellipses  ; 

Quand  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  a  deux  ast/)nptotes,  les 
plans  d'une  des  deux  séries  les  coupent  suivant  des  ellipses,  et  les  plans  de 
l'autre  série  suivant  des  hyperboles  :  ces  derniers  plans  sont  parallèles  aux 
deux  asymptotes  ; 

Et ,  (piand  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  a  quatre  asymptotes, 
les  plans  des  deux  séries  les  coupent  suivant  des  hyperboles  :  les  plans  d'une 
série  sont  parallèles  à  deux  asyinptotes  et  les  plans  de  l'autre  série  sont 
parallèles  aux  deux  autres  asymptotes. 

267.  IVous  avons  vu  que,  quand  les  deux  coniques  comprises  dans  le  plan 
transversal  ont  quatre  points  d'intersection  réels,  il  peut  y  avoir,  outre 
les  axes  de  symptose  L,  L',  deux  autres  systèmes  de  deux  droites  sem- 
blables (:2o9);  donc 

Quand  la  courbe  d'intersection  de  deux  hyperboloïdes  a  quatre  asymp- 
totes,  il  peut  exister  six  séries  de  plans  parallèles  qui  les  coupent  suivant 
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des  nntii/m'.s  scttfh/dhlcs  cl  srtnh/dh/onnif  pfanrs  :  ces  p/(uis  sont  /xirti/frlcs 
aux  <isi/tii/)f(f/('s  /}ris('s  deux  à  deux. 

2(JN.  I"]iiliii,  coii^idc'i-ons  les  (I(mi\  cciiIics  (riioiiiolo^^ic  des  deux  conifjiics 
siiivnnl  l(\s(|U{»II('s  un  plan  Irimsvorsal  coiiix'  deux  snilaccs  du  second  degré. 
Supposons  (juc  \o  \)h\\\  linusvcisal  ail  le  inènic  pôle  dans  les  doux  surfaces. 
Autour  de  ce  pôle  faisons  louiner  un  plan  lan^^cnl  à  la  première  surface  :  sa 
Inue  sur  le  plan  transversal  sera  tani^'ente  à  la  coinl»^  d'intersection  de  cett(; 
surface  |)ar  ce  plan  transversal;  el,  (piand  celte  trace  passera  |)ar  Tun  des 
des  deux  centres  (rii()inoloi>ie,  elle  sera  aussi  taui^MMile  à  la  section  de  la 
seconde  surface  par  le  plan  transversal.  Donc,  par  la  droite  (pii  joint  Tun 
des  deux  centres  d'honiologie  au  pôle  du  plan  transversal,  ou  peut  nien(;r 
deux  plans  taniients  connnuns  aux  deux  surfaces.  Donc  cette  droite  jouit  de 
la  propriété  que,  si  Ton  piend  un  quelconque  de  ses  |)oints  pour  sonunet 
coinnnni  de  deux  cônes  circonscrits  aux  deux  surfaces,  par  cette  droite  on 
|)Ourra  mener  deux  j)lans  tangents  aux  deux  cônes;  et  dès  lors  un  plan 
(|uelcon(iue  coupera  les  cônes  suivant  deux  coniciues  ayant,  pour  Tun  de 
leurs  centres  d'homologie,  le  |)oint  où  ce  plan  coupera  la  droite  en  ques- 
tion. Nous  dirons,  par  cette  raison,  que  cette  droite  est  un  axe  centnd  d'iio- 
molofi'ie  des  deux  cônes. 

Faisons  la  figure  homographique,  de  manière  que  le  plan  transversal 
passe  à  l'infini;  nous  aurons  deux  surfaces  concentriques,  et  le  théorème 
suivant  : 

Etant  données  deux  surfaces  du  second  degré,  concentriques ,  il  existe 
toujours  deux  droites  diamétrales  telles,  que  si  l'on  prend  un  point  quelconque 
de  Cune  d'elles  pour  sommet  conwiun  de  deux  cônes  circonscrits  aux  deux 
surfaces,  cette  droite  sera  un  axe  central  d'Iiomologie  des  deux  cônes;  c'est- 
à-dire  que  tout  plan  coupera  ces  deux  cônes  suivant  deux  coniques,  qui 
auront  un  de  leurs  centres  dliomologie  au  point  oii  ce  plan  coupera  cette 
droite. 

269.  Si  Ton  prend  le  sommet  commun  des  deux  cônes  à  l'infini,  sur  l'une 
des  deux  droites,  ces  cônes  deviendront  deux  cylindres,  qui  auront  pour 
axe  commun  celte  droite.  Tout  plan  les  coupera  donc  suivant  deux  coniques 


754  MIvMOIRK  DK  (iROMKTHIK. 

coii('(Milii(|iios,  dont  lo  centre  sera  sur  celte  droite;  mais  ce  centre  sera  en 
même  temps  leur  centre  (riiomoloijjie;  ce  qui  exii^e  que  les  deux  coniques 
soient  s('nii)hdjles  et  seml)lai)iement  placées.  Les  c\lindrcs  seront  donc,  eux- 
mêmes,  semblables  et  semblablement  placés.  Donc  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  concentriques ,  il  existe  deux 
droites  diamêlridcs  telles,  que  si  Von  circonscrit ,  aux  deux  surfaces,  deux 
cylindres  qui  aient  l'une  de  ces  droites  pour  axe  commun,  ces  deux  cylindres 
seront  semblables  et  sendjlablement  placés. 

270.  Si  Tune  des  surfaces  est  une  sphère,  il  en  résulte  que  : 

Dans  toute  sur/ace  du  second  degré  qui  a  un  centre,  il  existe  deux  droites 
diamétrales  telles ^  que  si  l'on  circonscrit  à  la  surface  un  cylindre  qui  ait  ses 
arêtes  parallèles  à  l'une  d'elles,  les  sections  droites  de  ce  cylindre  seront  des 
cercles. 

27 i.  Quand  les  deux  coniques,  comprises  dans  le  plan  transversal  (259), 
se  coupent  en  quatre  points,  elles  peuvent  avoir  six  centres  d'homologie; 
on  en  conclut  que  : 

Quand  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  du  second  degré,  concen- 
triques, a  quatre  asymptotes,  il  peut  exister  six  droites  diamétrales  telles,  que 
si  l'on  circonscrit,  aux  deux  surfaces,  deux  cylindres  qui  aient  l'une  de  ces 
droites  pour  axe  commun,  ces  deux  cylindres  seront  semblables  et  semblable- 
ment placés, 

§  XV.  Construction  géométrique  des  figures  homograpiiiques. 
—  Divers  tiiégrèjies  de  géométrie. 

272.  Pour  construire  une  figure  homograp/iiquc  d'une  figure  proposée,  on 
pourra  prendre  arbitrairement,  dans  Tespace,  les  cinq  points  «',  6',  c',  d',e', 
qui  devront  coirespondre  respectivement,  dans  la  nouvelle  figure,  à  cinq 
points  désignés  a ,  b,  c,  d,  e,  de  la  figure  proposée. 

Ces  cinq  points  sufiiront  pour  déterminer  chaque  point  m'  et  chaque 
plan  iM'  de  la  nouvelle  figure,  qui  correspondront,  respectivement,  à  chaque 
point  m  et  à  chaque  plan  31  de  la  proposée. 


(l(msi(l(''i()iis  les  deux  (('(liinlrcs  ahcd,  a'h'c'd'.  Menons  «l.nis  le  prcniicr 
les  (l(Mi\  plnns  rhc,  mhc,  (|ui  icnconli'cronl  r^irlc  (id  en  t,  a;  cl,  (l.ins  le 
so('(Ui(l ,  les  deux  plnns  c'h'c'^  ut'h'c',  (|ui  rcMUMMiIrcionl  Tairl*'  r<V/'  en  e' ,  «'. 
Les  (|nalre  |)()in(s  ((',  <l',  e',  a'  seroni ,  dans  la  seconde  li;;(n'e,  les  lioino- 
lojjfucs  des  (|ua(re  poinis  a,  d ,  e,  a,  de  la  première  (i^Mne.  On  ania  donc 
ré(pialion 


ua.    (le        a'oL     u'e 


da  '  de        rf'a'  *  d't' 


Les  trois  poinis  a',  (P,e',  sonl  connus;  celle  é(jualion  fera  donc  connaître 
le  point  «'.  De  sorte  (jue  le  plan  mené  par  Tarête  b'c'  du  tétraèdre  a'h'c'd', 
et  par  le  point  cherché  m',  sera  déterminé.  Par  deux  écpialions  semljlai)les 
on  déterminera  les  [)Ians  qui  passeront  par  les  arêtes  ac,  ab,  respectivement, 
et  par  le  point  cherché.  Ce  point  sera  donc  déterminé  par  rinlersection  de 
ces  trois  j)lans. 

273.  3Iaintenant,  déterminons  le  plan  M'  qui,  dans  la  seconde  figure, 
correspond  à  un  plan  31  de  la  première. 

Soit  a  le  point  où  ce  plan  rencontre  l'arête  ad,  et  soit  «'  le  point  corres- 
pondant à  a  dans  la  seconde  figure  :  ce  sera  le  point  où  le  plan  cherché  M' 
rencontre  l'arête  a'd'.  On  aura,  entre  les  quatre  poinis  a,  d,  e,  a,  et  les 
quatre  points  a',  d' ,  e',  «',  la  relation 


aa.    as       a'a!    a'e' 


doc    de        d'à'    d'e' 


qui  fera  connaître  la  position  du  point  «'. 

On  déterminera,  par  deux  équations  semblables,  les  points  où  le  plan 
cherché  rencontre  deux  autres  arêtes  du  tétraèdre  a'b'c'd'.  Ainsi  ce  plan 
sera  déterminé. 

Si  le  plan  M  de  la  première  figure  est  à  l'infini,  la  solution  restera 
la  même;  seulement,  dans  l'équation  précédente,  qui  sert  à  déterminer 
la  position  du  point  «'  du  plan  cherché,  le  rapport  ^ sera  égal  à  l'unité. 


75'C  MÉ.MOJKK  DK  (^mMKTHIE. 

Lo  prohiôine  de  In  conslniclion  groiiK'Iriiiue  des  fi{:^ures  homon^rnpliifjiies 
esl  donc  résolu  com|)l(''l(Mn(M)t. 

274.  (iC  mode  do  coiisIriuMion  peul  être  exprimé  jkii'  trois  formules 
lrès-sini|)l('s,  (jui  se  prêtei'onl  à  la  discussion  des  diiïéreiits  eas  qui  i)eu- 
venl  se  présenler,  el  (jui  nous  conduiionl  à  di\ers  théorèmes  de  Géométrie, 
qui  nous  paraissent  nouveaux. 

Reprenons  Téquation 


(A). 


(loL     (h        d''/.'     (le 


dans  laquelle  c,  «  sont  les  points  où  les  deux  plans  ehc^  iuhr  rencontrent 
Farête  ad;  et  e',  «',  les  points  où  les  deux  plans  correspondants,  p'b'c',  m'b'r' , 
rencontrent  Taréte  u'd' .  Écrivons-la  sous  la  forme 


«H        (l'a'     lae    n'e'\ 


Le  rapport  ^J  :  "^  est  une  quantité  constante,  puisqu'il  ne  dépend  que 
de  la  position  du  point  fixée  de  la  première  ligure  et  du  point  fixe  c'  qui  lui 
correspond  dans  la  seconde  figure.  Représentons  ce  rapport  constant  par  >.; 
il  viendra 


aa  a'o' 


au  a  a 


Pareillement,  e  et  £'  étant  les  points  où  les  deux  plans  w«c,  m'a'c'  ren- 
contrent, respectivement,  les  deux  arêtes  bd,  b'd' ,  des  deux  tétraèdres,  on 
aura 

[a] — =  u. •> 

fx  étant  une  constante. 

Et  enlin,  /,,  '/.'  étant  les  points  où  les  deux  plans  mub,  m'a'b',  rencontrent, 
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rcspcclivcnuMil,  los  deux  airlcsrv/,  c'd'^  on  .iiii;! 

yc  y  V 

^"^ -r'Vd'' 

v  ('liinl  une  troisiôiuc  conslniite. 

27.').  Do  CCS  tMinalioiis,  on  coiiclul  ce  (iKMHvnic  ^éiK'rîil  sui-  les  (i/j;in('s 
li()nioi*,i'a[)lii(|nos  : 

Elatil  (lomirs  deux  Ivlraèdrcs  (/ucIcoik/ucs  abcd,  n'U'cW  ;  si,  par  <  /kkjiic 
jtoinl  <rînic  //(/lire  (/onnc(%  on  mi'ne  trois  p/diis,  passant  par  les  trois  an'-trs 
l)c,  ca,  al)  (hi  premier  tétraèdre,  et  remontrant  respectivonenl  les  arêtes 
(^p/)osèes  en  a,  6,  y,  et  (pie,  sur  /es  trois  arêtes  a'd',  UW ,  c'd'  du  sceoml 
tétraèdre ,  on  prenne  trois  points  a',  ê',  y',  déterminés  par  /es  trois  é(pta- 
tions 

a«_     aV       e/)         6'//      rc         r'c 

'^i^^Vii''   ç^^'"6vF'   w"""^' 

/ ,  //,  y,  étant  trois  eoustantes,  prises  arbitrairement  : 

Le  point  d'intersection  des  trois  plans  «'b'c',  ^'c'a',  /'«'^''^S  appartiendra 
à  une  seconde  figure  (pu  sera  iiomoghaphique  ii  la  première. 

270.  Le  rapport  ^'|  est  proporlionnel  au  rapport  des  perpendiculaires 
abaissées,  d'un  point  quelconque  du  plan  abc,  sur  les  deux  faces  a/je,  dbc  du 
premier  tétraèdre;  car  5  et  p  étant  ces  perpendiculaires,  on  a 

aa        .s    sin.  ((/a,  dbc) 
ar/       j)    sin.  [aâ,  abc) 

Pareillement,  le  rapport  ^t^  est  proportionnel  au  rapport  des  perpendicu- 
laires abaissées,  d'un  point  du  plan  «.'b'c' ,  sur  les  deux  faces  a'b'c' ,  d'b'c' 
du  second  tétraèdre. 

D'après  cela,  soient  ;>,  q,  r,  s  les  distances  d'un  point  m  de  la  première 
figure  aux  quatre  faces  du  premier  tétraèdre^  et//,  (/',  r',  s'  les  distances 
du  point  bomologue   m',  de  la   seconde  figure,  aux   quatre  faces  corres- 

90 
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|)()ii(l;iiil('s  (lu  .second  U'iraètlre  ;  les  trois  équations  («)  se  changeront  en 
celles-ci  : 

s  s        s  .s        s  s 


On  conclut  do  là  ce  théorème  général  : 

J'Jfdiil  (hntnèc  nue  figure  dans  l'espace,  et  étant  pris  deux  tétraèdres  quel- 
ronfjues^  dont  les  faces  se  correspondent  une  à  une; 

Si^  de  chaque  point  de  la  fifjure,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les 
quatre  faces  du  premier  tétraèdre ,  et  qu'on  prenne  les  rapports  de  la  pre- 
mière aux  trois  autres; 

Puis,  qu'on  cherche  un  point  tel,  qu'étant  prises  ses  distances  aux  quatre 
faces  du  second  tétraèdre,  les  rapports  de  la  première  aux  trois  autres  soient 
respectivement  dans  des  raisons  constantes  avec  les  trois  premiers  rapports; 
ce  poiîit,  qui  correspondra  ainsi,  dans  toutes  ses  positions,  aux  points  de 
la  p  (jure  proposée,  appartiendra  à  une  seconde  figure  homographique  à  cette 
proposée. 

277.  Maintenant,  concevons  le  plan  déterminé  par  les  trois  points  a,  ê,  y 
le  rapport  ^  est  égal  à  celui  des  perpendiculaires  abaissées,  des  points 
a,  d,  sur  ce  plan.  Pareillement,  le  rapport  ^  est  égal  au  rapport  des 
perpendiculaires  abaissées,  des  points  a',d',  sur  le  plan  a6'y'.  D'après  cela, 
soient  P,  Q,  I{,S  les  perpendiculaires  abaissées,  des  quatre  sommets  du 
premier  tétraèdre,  sur  un  plan  M,  et  P',  Q',  R',  S',  les  perpendiculaires  abais- 
sées, des  sommets  du  second  tétraèdre,  sur  le  plan  correspondant  M'  de  la 
seconde  figure;  on  aura  les  trois  équations 


P        P      Q        Q      R        R 

la") -  =  >— ,     ^=u  —  ,—  =  ;  — 

^     '  S  S'       S       "^  S'       S  S' 


D'où  Ton  conclut  ce  théorème  : 

Étant  donnée  une  figure  dans  l'espace,  et  étant  pris  deux  tétraèdres  quel- 
conques, dont  les  sommets  se  correspondent  un  à  un; 


iSV.  funu-  c/hh/iic  pf(Ui  fuisiutt  fKtrlic  de  ht  /if/nrc,  (tu  /hnnc  fcs  ni/t/xnfs 
(le  s<'S(/isf<in(cs  au.r  (juiffrc  sonnm'fs  du  /tmiuCr  Irintrdrc  : 

Puis,  (/lùni  nirnc  i(n  /)/<(n  ,  de  nuininc  (/ne  /es  rdjtporls  da  ses  dislaïUTs 
im,v  (juahr  sonnnvis  du.  second  Icirtd'drc  soicnl  rcsiK-clircnicnl,  aux  itrctnicrs 
rapports,  dans  des  ndsoiis  conslanlcs ,  rv  plan  appartiendra,  dans  toutes  ses 
positions ,  à  une  fif/ure  lioniOf/ra/)lii(pie  à  la  proposée. 

278.   l{t'picMU)ns  les  (rois  équalioiis  {ii)  : 


(")• 


an 

a'a' 

ad 

'  a'd'  ' 

66 

6'6' 

C>d 

^  c/d' 

yd 

'  r'd' 

Ces  équations  comprennent  la  construction  complète  des  figures  homo- 
graphiques  les  plus  générales.  Car  elles  donnent  les  positions  des  trois  points 
a,ë',y'y  correspondant  respectivement  aux  trois  points  a,  6,  y;  et  ceux-ci 
déterminent  un  plan  et  un  j)oint  de  la  figure  proposée.  Ce  plan  est  celui  des 
trois  points;  et  ce  point  est  l'intersection  des  trois  plans  menés  respective- 
ment par  ces  trois  points  et  par  les  arêtes  bc,  ca,  ab  du  premier  télraèdre. 
Les  trois  autres  points  «',  & ,  y'  déterminent,  semblablement,  un  plan  et  un 
point  de  la  seconde  figure,  correspondant  respectivement  au  plan  et  au 
point  de  la  première. 

Ainsi  les  trois  équations  serviront  à  la  construction  des  points  et  des 
plans  d'une  figure  homographique  d'une  figure  proposée. 

279.  Les  quatre  points  a,  b,  c,  d,  qui  sont  les  sommets  du  j)remier 
tétraèdre  auquel  on  rapporte  la  figure  proposée,  peuvent  être  pris  arbitraire- 
ment dans  l'espace,  pourvu  qu'ils  ne  soient  pas  dans  un  même  plan;  il  en 
est  de  même  des  quatre  points  a' ,  b',  c',  d',  qui  leur  correspondent  dans  la 
figure  liomographique  qu'on  veut  construire. 

On  pourra  donner  à  ces  divers  points  dilïérentes  positions  qui  simplifie- 
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roiil  1rs  trois  (Miti.ilicMis  ci-dossus,  ou  qui  (''l.ihliioiil,  ciilro  los  Hf^ures,  des 
r<'l;iliniis  (le  position  |)ai'li(Mili('ics,  propres  ;'i  la  trnnslonnatioii  de  (-(îrlaiucs 
pioj)riL'tôs  (le  graiidciu-  iiK'tricpie  ou  aiigidairc,  de  superficie  ou  de  volume. 
2H{).  Supposous  le  sounn<!l  d  du  premier  tétraèdre  situé  à  Tiulini  :  les 
seiiuieuts  ad,  £(l,  //,  seront  infinis;  les  faisant  entrer  dans  les  constiuilcs 
'/.,fj.,  V,  les  trois  é(piations  prendront  la  forme 


r/LU  =   / 


f         f 

a  a 


^'') ^   ''  =  '-^' 


y  (■ 

1    "/('  =  V 


r 


'd' 


281.  .>lais  il  nous  faut  peul-êire  démontrer  rii>oureusemenl  ces  équa- 
tions, cV'sl-à-dire  faiie  >oir  (|ue  nous  pouvions  comprendre,  dans  les  coeffi- 
cients,  les  segments  inlinis.  l*our  cela,  reprenons  ré(juation 


a«     eu        a  «      eu 
ot.d     trf        v.'(l'     e'd' 


(jiii  nous  a  servi  (274)  à  démontrer  les  trois  équations  (a). 

Ke  |)oinl  d  étant  à  Tinfini,  les  deux  sei^ments  ad,  ed,  sont  inlinis,  et  leui- 
rapport  est  égal  à  Tunité;  ré(|ualion  se  réduit  donc  à 


a«        a'rt'     s'a 


t<i        ^l'd'    t'd' 
OU 


a'«'     /  f'a'\ 

'■"=^^--r'-7d'i 


ta  :  J:^j  est  une  constante  indépendante  de  la  position  du  point  «  et  de  son 
homologue  «'  ;  on  a  donc 


'j.  il  a  a 


aa  =-  ——-  X  coiist.  =  > 


d'  a'd' 
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Ainsi  il  (vsi  prouve  (|ii(',  il;n»s  nos  foriniilcs  de  coiislriKiioii  des  li^'iires 
li()moji;r;i|)lii(jU('s,  nous  pouvons  l'.urc  enlrcr,  dans  les  conslantcs,  les  so^- 
nients  inliin's. 

^82.  D'après  cela,  su|)p()S0Hs  que  le  point  r/ élanl  à  Tinlini,  ancpiel  cas 
on  a  les  l'orniules  (/y),  son  poini  lioni(do^ii(^  d'  soil  aussi  à  Tinlini  :  les  Ibr- 
inules  («)  doviendronl 

{(■) )  e,b^u  6'6'. 

/  " 

\   rc=y  y  c  . 

28»{.  Si,  au  contraire,  les  points  r/,  d'  étant  à  distances  linies,  les 
deu\  plans  «k-,  a'O'c'  sont  l'un  et  l'autre  à  l'inlini,  les  formules  seront  de 
la  rornie 

1    ad  =  ).  ad' , 

(</) )u  =  u.  ê'rf", 

'    yd=  V  y'd'. 

Ces  l'orniules  conipi'onnont  le  mode  de  transformation  par  accroissement, 
dans  des  ra|)j)oits  doimées,  des  coordonnéi^s  des  points  d'une  figure.  Mais 
la  transformation  (|u'elles  donnent  est  plus  générale  qiie  celle-ci,  parce  que 
les  coordonnées  de  la  seconde  figure  peuvent  être  comptées  sur  d'autres  axes 
que  celles  de  la  figure  proposée. 

Nous  consacrerons  deux  des  paragraphes  suivants  (§§  XXIII  et  XXIV)  à 
ce  mode  de  déformation  liomographi(pie,  (jui  est  susceptible  de  nombreuses 
applications. 

284.  Si  Ton  suppose  le  point  d  à  l'infini,  et  le  plan  a'b'c'  aussi  à  l'infini, 
les  formules  deviendront 

/  / 

ao  =  — -  •> 
a'a' 

(e) {    ^h=  —, 

V 

r  c 
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28.').  Toutes  CCS  loi'iniilos  sont  très-simples.  Elles  expriment  divers  théo- 
rèmes (le  Géométrie  qui  seraient  nouveaux  et  qui  pourraient  offrir  quelque 
intérêt;  mais  comme  ils  ne  sont  que  des  corollaires  du  théorème  gé- 
néral (27^)),  nous  nous  dispenserons  de  les  énoncer. 

286.  Les  formules  (a)  peuvent  donner  lieu  encore  à  d'autres  cas  parti- 
culiers du  mode  général  de  construction  des  figures  homographiques,  qu'on 
ohtient  en  donnant  aux  sommets  a',  h' ,  c',  d',  du  second  tétraèdre,  différentes 
positions  particulières  par  raj)port  au  premier  tétraèdre.  II  est  deux  de  ces 
cas  dont  nous  ferons  l'objet  de  deux  paragraphes  particuliers  (§§  XVII  et 
XXII),  à  cause  de  leur  importance. 

287.  Les  formules  («')  et  (a")  sont  susceptibles  aussi  d'une  discussion 
analogue  à  celle  des  foimules  («),  et  de  différents  cas  particuliers,  comme 
celles-ci.  Mais  nous  n'entrerons  pas  dans  cet  examen,  qui  n'offre  aucune 
dinîculté,  surtout  si  l'on  a  égard  aux  théorèmes  (176  et  177)  qui  se  rap- 
portent à  cette  question. 

288.  Le  théorème  (275)  donne  lieu  à  deux  propositions  de  Géométrie, 
que  l'on  peut  considérer  comme  indépendantes  de  la  théorie  des  figures  ho- 
mographiques. 

La  figure  construite  dans  le  théorème  (275)  étant  homographique  à  la 
figure  proposée,  aux  points  de  celles-ci,  qui  seront  sur  un  même  plan,  cor- 
respondront des  points  situés  aussi  sur  un  même  plan;  on  peut  donc  énoncer 
ce  simple  théorème  de  Géométrie  : 

Etant  donnés  un  tétraèdre  SABC  et  un  plan,  mené  arbitrairement  dans 
l'espace; 

Si,  par  chaque  point  de  ce  plan,  on  mène  trois  plans,  passant  par  les  trois 
arêtes  à  la  base  ABCf/*<  tétraèdre ,  et  rencontrant  les  arêtes  opposées  en  a,S, 
y,  et  qu'on  forme  les  rapports  des  segments  que  ces  points  font  sur  ces  arêtes, 
lesquels  rapports  sont 

aS         êS         ^S 

«A       êB       yC 

Puis ,    qu'on   ait    an  second   tétraèdre  quelconque  S'A'B'C',   et  qu'on 
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prenne,  sur  ses  trois  arêtes  au  s<nmnrl,  trois  points  «',  6',  ■/  tels,  (/ne  tes  trois 
rapports 

a'S'       e'S'       /S' 

TA"'  Fiv'   7^(T' 

soient,  respeetivement ,  aux  trois  premiers,  (htns  des  raisons  données  et 
eonslantes  ; 

Les  plans  menés  par  les  trois  points  a.' ,  6',  ■/ ,  et  par  les  trois  arêtes 
K'C,  A'C,  A'IÎ',  respeetivement ,  se  rencontreront  en  un  jtoint  (jui  aura 
pour  lieu  géo)néfri(pie  un  j)lan. 

289.  Los  trois  poinls  a,  ê,  y,  dans  lo  théorème  (27,^)),  (létenniiienl  un 
plan  appartenant  à  la  ligure  proposée,  et  les  points  a',  6'^  /  (léleiinineiit  le 
plan  conesponilant,  dans  la  figure  honiogiapluque;  done,  si  le  premier  plan 
tourne  autour  d'un  point  fixe,  le  second  tournera  aussi  autour  d'un  point; 
on  en  conclut  donc  ce  théorème  : 

Etant  donnés  tin  tétraèdre  SABC  et  un  point,  situés  d'une  manière  (juel- 
conque  dans  l'espace  ; 

Si  autour  de  ce  point  on  fait  tourner  un  plan  transversal,  qui  rencontre 
les  trois  arêtes  SA,  SB,  SC,  au  sommet  du  tétraèdre^  en  trois  points  a,  6 ,  y; 
et  qu'on  forme  les  rapports  des  segments  que  ce  plan  fait  sur  ces  arêtes,  les- 
quels rapports  sont 

«s       êS      T^S 
aA       6B       yC 

Puis,  qu'on  prenne  un  second  tétraèdre  quelconque  S'A'B'C,  et  qu'on 
mène  un  plan  transversal  qui  rencontre  ses  arêtes  au  sommet,  S'A',  S'B'^ 
S'C,  en  trois  points  «',  ê',  y'  tels,  que  les  trois  rapports 

a'S'      6'S'      r'S' 


r 

J        5 


a'A'      6'B'      r'C 


soient  aux  trois  premiers  dans  des  raisons  constantes,  ce  plan  passera  tou- 
jours,  dans  toutes  ses  positions ,  par  un  même  point. 

290.  Ce  théorème  et  le  précédent,  que  nous  venons  de  déduire  de  la 
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lliôorie  des  ljjj;ur('s  lioino^n'aphiques,  ou  iciilenneiit,  riiii  cl  rmilre,  loule  la 
(loclriiie.  Si  l'un  ou  rniilre  de  ces  deux  lliéorèines  était  dcnioiilré  a  priori 
(il directement,  nous  en  conclurions  notre  principe;  de  défoinialion  lioniogra- 
plii(|ue,  comprenant  les  relations  de  desciij)lion  et  les  relations  de  grandeur 
des  ligures. 

C'est  Tun  ou  l'autie  de  ces  deux  théorèmes  dont  nous  avons  voulu  parler 
dans  notre  Aperçu  historique  sur  les  méthodes  en  Géométrie  (cinquième 
Kpoque,§  28),  en  disant  que  toute  la  doctrine  de  transformation  des  figures 
en  d'autres  du  même  genre,  reposait  sur  un  seul  et  uni(|U(;  théorème  de 
Géométrie.  Nous  donnerons  dans  un  autre  écrit,  qui  traitera  du  rapport 
anhar)noni(iue  et  de  ses  nomhreuses  applications,  la  démonstration  directe 
et  géométrique  de  ce  théoième.  De  sorte  que  le  principe  de  défor)nation 
homographique  se  trouvera  démontré  directement,  et  indépendamment  du 
principe  de  dualité. 

§  XVI.  Construction  analytique  des  figures  homographiques. 

291.  La  propriété  des  figures  homographiques,  exprimée  j)ar  le  théo- 
rème (2 7 G),  conduit  à  l'expression  analytique  la  plus  générale  de  ces  figures, 
dans  le  système  des  coordonnées  de  Descaries. 

En  effet,  prenons  trois  axes  coordonnés  quelconques  ox,  o\j,  oz,  auxquels 
nous  rapporterons  les  deux  figures.  Soient 

Ax    H-  B^  -+-  Cz  —  1  =  0, 

A'x  H-  B'(/-+-  C'x—  1  =  0, 
A"x -4  B".î/-+-C"z-1  =  0, 
A"'x-t-B"'»/-+-C"'r—  1  =  0, 

les  équations  de  quatre  plans  appartenant  à  la  figure  proposée  ;  et 

«X  -^  hx  -^  cz  —  1=0, 
«'x  -+-  b'y  -\-  c'z  —  1  =  0, 
u  'x  -f-  l/'u  -+-  (-"z  —1=0, 
a"'x-*-h"'ij-*-c"z —  i  =  0, 


les  t^(ju;Uions  {\o  i\\i;\Uv  plans  (Iomik's  (|iii  (l(»i\('ii(  ((UTcspoïKlrr,  dans  l.i  ikhi- 
vellc  li^^uic,  à  ces  (iiialrc  piciiiicis,  r('s|)('cli\<'iiinil. 

Soiciil  \,  Y,  Z  les  cooidoiiiiccs  (run  poiiil  M  de  la  li^uii;  proposn? , 
ol.r,  //,  c  ('('Iles  (lu  point  ni  (pii  lui  ('oii'('s[)()n(lia  dans  la  li;:;nr(i  (•hcrclK'c. 
Il  l'aul  (léloiinini'i-  ces  coordonnées  .r,  i/,  z,  en  lonclion  de  \,  \,  Z. 

Le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées,  du  poini  M,  sur  le  prenner  el 
le  quatrième  plan  de  la  première  fij^ure,  est  éj-al  à 


AX  -H  BY  «   cz  —  I 

X  'onsl.  ; 


A"'X  -f-  B"'Y  -^  C  "Z  -  1 

la  ronslanlc  élanl  indépendante  des  coordonnées  X,  V,  Z,  et  ne  i-enl'ermant 
(pie  les  coerticients  A,  IJ,  C,  A'",  B'",  (7",  des  équations  des  deux  plans, 
et  les  quantités  ani^ulaires  relatives  aux  axes  coordonnés,  (jue  nous  suppo- 
sons obliques  pour  plus  de  généralité  *. 

Le  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  m  {x,  y,  z^,  de  la 
seconde  figure,  sur  le  premier  et  le  quatrième  plan  de  cette  figure,  auia 
une  expression  semblable  à  la  précédente. 

On  aura  donc,  d'après  le  théorème  (276),  les  trois  équations  suivantes, 
entre  les  coordonnées  de  deux  points  homologues  dans  les  deux  figures  : 


ax  -+-  hy  -4-  f  r  — 

1 

a' 

"x  -+-  h"'y 

+  c"'z 

— 

1 

a'x  ■+-  h' y 

-hc'z  - 

1 

a' 

'"x  -+-  l)"y 

-4-   C"'Z 

— 

1 

a  X  -\-b  y 

-^c"z- 

-1 

X. 

AX  + 

BY-+- 

CZ  — 

I 

'  A"'X  -H 

B"'Y  -+- 

C"'Z 

— 

1 

A'X-4-B'Yh- 

C'Z- 

1 

p-' 

A"'B  H- 

B"'Y-H 

C"'Z 

— 

l 

A"X-i- 

B"Y-H 

C"Z- 

-1 

(I) 


a"x  -+-  b"'y  -4-  c"'z  —  \  A"'X  -h  B"'Y  +  C"'Z  —  i 

L'expression  de  la  perpendiculaire  abaissée,  d'un  point  {x',  y',  z'),  sur  le  plan  qui  a  pour 

équation 

ax  -h  bij  -^  c:  ~  1  =  0, 
est 

(rt.r'+i;/'-t-c:'—  I)  V  1  —  cos.-.r.;/  — cos.-.r.:-  —  cos.-y.  :  -4-i2  cos.  x.  y.  cos.  .r,:.  cos  ;/.  : 
V^ a*  sin."  y, i-f-ù-  sin.^  :, .c-t-c-  sin.- or. y — 2aù  siii. ;/,:. sin. :. j: cos. \Zd-. zyj— "lac s,\n.z. y.  sin. .r, y  cos. [yx, y:)  —"Ibc sin.  z.  v.  siii  .r.y  los.  ,< :. xy  ' 
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Do  ces  trois  Hiiuilions,  on  tirera  les  valeurs  des  trois  inconnues  a?,  y,  z, 
(jui  déteiniineiil   la  position  du  point  m  correspondant,   dans  la  seconde 
ligure,  au  point  M  de  la  proposée. 
Ainsi  le  problème  est  résolu. 

292.  Les  trois  équations  (1)  renferment  toute  la  théorie  des  figures 
liomographiques.  En  doiuianl  des  valeurs  convenables  aux  divers  coefficients 
qui  y  entrent,  on  exprimera,  par  ces  formules,  les  dilTérenls  modes  particu- 
liers de  transformation.  31ais  nous  n'entrerons  point  ici  dans  la  discussion  de 
ces  formules,  qui  ne  peut  olTrir  aucune  difficulté,  surtout  si  Ton  prend  pour 
base  la  discussion  des  modes  de  construction  géométrique,  donnée  dans  le 
paragraphe  précédent. 

293.  La  premièie  figure  étant  donnée,  de  forme  et  de  position,  par  rap- 
port aux  trois  axes  coordonnés,  les  douze  coefficients  A,  B,  C,  A',  B',  C, 
A",  B",  C",  A'",  B'",  C"  sont  des  quantités  connues,  et  il  n'y  a  d'arbi- 
traires, dans  les  formules  (1),  que  les  quinze  coeflicienls  a,  b,  c,  a',  b',  c',  «", 
b''j  c"j  a'",  b'",  c'",  >.,  //  et  v,  qui  servent  à  déterminer  la  forme  de  la 
nouvelle  figure  et  sa  position,  dans  l'espace,  par  rapport  à  la  première. 

Ainsi ,  pour  effectuer  la  construction  la  plus  (jénérale  des  figures  homogra- 
phiques,  tant  par  rapport  à  leur  forme  qu'à  leur  position  clans  l'espace ,  on  a 
à  disposer  de  quinze  coefficients  arbitraires. 

Mais,  si  l'on  fait  abstraction  de  la  position  de  la  nouvelle  figure  par  rapport 
à  la  première,  et  qu'on  ne  considère  que  sa  forme,  on  n'aura  à  disposer  que 
de  neuf  coeflîcients.  Car  il  faut  six  conditions,  et  par  suite  six  coefficients 
indépendants,  pour  fixer  la  position  d'une  figure  dans  l'espace,  comme  on  le 
voit  par  les  formules  du  déplacement  d'un  corps  solide,  que  nous  avons  don- 
nées dans  la  note  de  la  page  677.  Il  s'ensuit  que,  des  quinze  coefficients  a, 
b,  c,  etc.,  six  serviront  à  déterminer  la  position  de  la  seconde  figure  dans 
l'espace,  et  les  neuf  autres,  à  déterminer  sa  forme.  Et  en  effet,  cinq  plans 
donnés,  correspondant  à  cinq  plans  de  la  première  figure,  suffisent  pour  déter- 
miner la  seconde  figure,  quelles  que  soient  leurs  positions  dans  l'espace.  Il 
suflit  donc  de  chercher  combien  de  données  sont  nécessaires  pour  déterminer 
la  forme  de  la  pyramide  tronquée  formée  par  ces  cinq  plans.  Or,  l'un  d'eux 
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(-(Mipc  les  (|iiali-(>  ;iiili-(vs  sui\;iiil  (iii  (|ii:i(iril:ilrr('  (iiToii  (h'IcnniiM'  |).'ii'  ('iiM| 
("(Midilioiis,  cl  il  roslo  à  (lolcrniiiicr  les  (lu.ilic  iiitliiKU.soiis  de  ces  (juiilrc 
plans  sur  le  premier;  ce  (pii  se  lail  par  cpialic  (lomiéos.  Il  en  faiil  donc, 
(Ml  loul,  lUMil'.  Ainsi,  une  lii^nio  clanl  (loniK'c,  (Knir  coHsIniirr  une  fif/firr 
ho))i<)(/nt/)/ii(jii('  (le  la  forme  la  plus  (/éiicrd/e ,  en  faisan f  ahsfrarhon  de  sa 
position  dans  l'espace,  on  a  à  disjwser  de  neuf  coef/icienls  (uhilraires. 

2ÎM.  Los  valeurs  dos  trois  ooordonnôos  .r,  //,  z  ,  d'un  point  do  la  socondc; 
ii^uro,  en  ronclion  des  coordonnées  X,  Y,  Z  du  point  correspondant  i\c  la 
pi'oniièrc  figure,  tirées  des  trois  équations  (1),  seront  do  la  forme 


r^) .y  =  f 


a"'X-+-6"'Y-+-y"'Z—  1 
a  X  -4-  6'Y  -t-  r'Z  —  1 

a"'X-+-ê"'Y-4-r"'Z—  I 

«"X-+-6"Y-i-r"Z—  I 
•'  a"'\-\-^"'Y  +  y"'Z—  1 


Il  n'est  pas  nécessaire  de  calculer  les  expressions  de  a;,  i/,  z,  pour 
vérifier  qu'elles  sont  en  elTet  de  celte  forme;  en  voici  une  démonstration  a 
priori. 

Considérons  les  trois  plans  coordonnés  yoz,  zox,  xoy,  comme  appartenant 
à  la  seconde  figure,  et  cherchons  les  plans  correspondants,  dans  la  première 

figure  :  soient 

ax  -+-  ?y  -f-  rz  —  1=0, 
ol'x  h-  S'y  -+-  y'z  —  1=0, 
a"x-+-  S"»/-+->'"z  —  1  =  0, 

leurs  équations. 

Concevons  qu'on  ait  cherché  le  plan  qui,  dans  la  première  figure,  corres- 
pond à  l'infini  de  la  seconde  (273);  et  soit 

«'"a:  +  ê"'y-t-y"'z— 1  =  0, 

son  équation. 

La  distance  du  point  m  Çx,  ij,  z)  de  la  seconde  figure,  au  plan  xoi/,  sera 
proportionnelle  au  rapport  des  distances  du  point  31  (X,Y,  Z),  de  la  première 
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li^aiic,  ;iu\  |)l;iiis  (|iii  coircspoïKlciil,  l'un  au  plan  .roij^  vA  i'aulrc  à  rinlini  ;  ce 

i'aj)|)()i"l  osl 

'/\  ■+■  fjV  -4-  rZ  —  1 

X  fonsl. 


a"'X  +  f:"'Y  +  r"'Z— 1 


l.a  (lisiaiicc  du  point  m  au  plan  yoz  osl  éi^alo  à  la  coordonnée  x  mulli- 
plicc  par  une  constante;  on  a  donc  une  équation  de  la  forme 

aX  H-  €Y  -4-  7-Z  —  I 

a"'X-l-f:"'Y-Hy"'Z—  1 

On  aura  des  valeurs  semblables  |)0ur  les  valeurs  de  y  et  de  z.  C'est  ce  que 
nous  voulions  démontrer. 

Ainsi  les  lormules  (:2)  expriment  la  construction  des  figures  bomogra- 
plii([ues  les  plus  générales,  quant  à  leur  forme  et  à  leur  position. 

2î)o.  Dans  ces  formules,  les  coordonnées  des  points  des  deux  figures 
sont  comptées  sur  les  mêmes  axes  coordonnés.  Si  Ton  voulait  rapporter 
celles  de  la  seconde  figure  à  d'autres  axes  que  celles  de  la  première,  on 
pourrait  simj)lifier  les  formules. 

Car  regardons  les  trois  axes  o,r,  o//,  oz,  comme  appartenant  à  la  seconde 
ligure,  et  soient  OX,  OY,  OZ  les  trois  droites  correspondant  à  ces  axes 
dans  la  première  figure;  prenons-les  pour  trois  nouveaux  axes  coordonnés, 
auxquels  se  rapporteront  les  coordonnées  des  points  de  la  première  figure; 
soit 

aX  -H  6Y  -t-  >Z—  1=0 

l'équation  du  plan  de  cette  première  figure  qui  correspond  à  Tinfini  de  la 
seconde;  on  aura,  d'après  le  ibéorème  (176),  les  trois  équations 

'  ;.X 

X 


(5) y=-i^ 


aX  -H  êY  -t-  r7.  —  1 

/"Y 


a'X  H-  êY  -+-  rZ  —  1 

vZ 


'/X  -4-  êY  -H  rZ  —  I 

/,  y.,  V,  étant  trois  constantes. 
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Si  l'on  prend  les  Irois  axes  coordoiiiu's  OX ,  OY,  ()Z,  de  m.iiiiric  (|ii('  le 
plan  /()V  soil  pai-allôlc  an  plan  (pii,dans  la  pi'(Mni(M'(>  fi^nirc,  cnri-rsitond  à 
l'jnlini  de  la  seconde,  ré(|nalion  de  ic.  plan  sera  siniplenieni 


X  — A  =  o. 


Kl  les  loiinnles  seront 


(4). 


aX 

X  — A 

.7 

X- A 

w 

/A 

X  — A 


Telles  soni  les  foininles  les  pins  siniples  qui  expriment,  dans  toute  la 
généralité  possible ,  la  construction  des  figures  liomograplii(iues. 

2î)().  l*our  les  ligures  i)lanes,  les  l'ornudes  les  plus  générales,  relatives  à 
un  même  système  d'axes  coordonnés,  sont 


(5) X  =  â. '     y 


aX  -+-  6Y  —  1  «'X  +  f/Y  —  1 


a"X  -H  ê"Y  —  I       •'  «"X  -+-  6"Y—  l 

Ces  foi'mules  ont  été  données,  par  Waiing,  pour  transformer  une  courbe  en 
une  autre  (Transformare  unam  curvmn  in  alteram),  dans  ses  Miscellanea 
analytica  de  œqualionibns  algebraicis  et  curvarum  proprietatibus,  in-4-", 
Canlabrigiœ  1762;  puis  dans  son  Traité  des  courbes  géométriques,  intitulé  : 
Proprietafcs  algebraicariim  curvarum,  in-^-",  1772.  L'auteur  se  borne  à 
dire  que  la  nouvelle  courbe  sera  du  même  degré  que  la  proposée,  sans  faire 
entrevoir  quelles  seront  les  propriétés  communes  aux  deux  courbes,  et  quels 
pourront  être  les  usages  et  les  applications  de  ce  mode  de  transformation. 
11  ajoute  seulement  que  la  construction  d'une  courbe  semblable  à  une 
courbe  donnée,  et  la  construction  d'une  courbe  dont  les  coordonnées  de 
chaque  point  sont  dans  des  rapports  constants  avec  les  coordonnées  du  point 
correspondant  d'une  courbe  proposée,  sont  des  cas  particuliers  de  ses  for- 
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iimics.  Dans  la  |)r(''fac'0  du  second  onvrngo,  Warini;  dit  (juc  ce  mode  de 
lianslbrnialion  est  la  généralisation  de  la  méthode  de  Newton,  comprise  dans 
son  Lenime  :2()  du  l^"^  livre  des  Principes.  Mais  nous  ferons  voir,  dans  la 
suite  de  ce  paragraplie,  que  celte  généralisation  ne  porte  point  sur  la  forme 
des  figures,  mais  seulement  sur  leurs  positions  respectives. 

Ainsi,  quoique  Waiing  ail  donné,  pour  transformer  une  courbe  en  une 
autre  du  même  degré,  les  formules  mêmes  qui  expriment  la  construction  de 
nos  figures  homocjraphiqncs,  nous  pouvons  dire,  néanmoins,  que  notre  théorie 
de  la  transformation  homofjraphiffue  est  nouvelle,  tant  sous  le  rapport  des 
propriétés  des  figures  que  Ton  y  considère,  que  sous  le  rapport  de  ses  usages 
pour  la  démonstration  et  pour  la  généralisation  des  propositions  de  Géo- 
métrie. 

297.  Reprenons  les  formules  (5);  les  coordonnées  x^  y,  de  la  nouvelle 
figure,  sont  comptées  sur  les  mêmes  axes  que  les  coordonnées  X,  Y  de  la 
figure  proposée.  Si  Ton  veut  se  servir  de  deux  systèmes  d'axes  coordonnés 
diflerents,  on  j)ourra  simplifier  les  formules,  comme  dans  le  cas  des  figures 
à  trois  dimensions,  et  les  réduire  à  la  forme 

<^' ^  =  x^'  ^  =  xiri- 

Ces  formules  expriment  la  construction  des  figures  homographiques  les 
plus  générales,  de  forme  et  de  position.  Les  deux  axes  ox,  oy  étant  consi- 
dérés comme  deux  droites  appartenant  à  la  seconde  figure,  les  axes  OX,  OY 
sont  les  droites  correspondantes,  dans  la  première  figure;  Tune  de  ces 
droites,  OY,  est  prise  parallèle  à  la  droite  qui  correspond,  dans  la  première 
figure,  à  rinfini  de  la  seconde,  et  celte  droite  est  celle  qui  a  pour  équation 

X  — A  =  0. 

298.  On  peut  encore  trouver  des  formules  répondant  à  toute  la  géné- 
ralité de  construction  des  figures  homographiques,  et  néanmoins  un  peu  plus 
simples  que  ces  dernières. 
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Vaï  oÛ'vl,  (iiToii  r;i|)|K»il('  1rs  |)(H*iils  (l<*  In  inciniric  (i^Mirc  ."i  deux  .ixos 
coordoniu's,  donl  Tuii  ()\  soil  l;i  droih'  (|ui  (-(>i-|-(>s|)()ii(i,  (l.iiis  (m'II*-  li^'iirc,  :i 
riulinl  do  lu  seconde,  el  donl  r,iuli<' ()^'  siiil  pris  Mihilr.iii'ctnciil  ;  et  (prou 
l'îipporle  les  poiiils  de  l;i  seconde  ligure  à  deux  axes  coordonnes  dont  le 
premier,  wu",  soil  la  droite  ipii  coricspond  à  Tinliiu'  de  la  première;  li^Mire,  el 
l'autre,  o/j,  soil  la  droile  correspondanl  à  Taxe  ()V  de  la  première  li;j;nre;  on 
aura,  d'après  le  llièorème  (1~0),  les  è(pialioiis 

(7) r  =  ->     v=-^- 

Ainsi  ces  deux  équations,  quoique  très-simples,  expriment  les  tiii;ines 
Iiomographiques  les  plus  générales. 

Ce  sont  j)récisénient  les  formules  données  par  Newton. 

Nous  pouvons  donc  dire  que  les  formules  de  Newton  sont  aussi  géné- 
rales que  celles  de  Waring,  puisque  les  unes  et  les  autres  répondent  à  la 
forme  et  à  la  position ,  les  plus  générales,  des  figures  homographiques.  Mais 
il  y  a  celte  difl'érence  entre  les  unes  et  les  autres,  que,  dans  celles  de  Wa- 
ring, les  points  sont  rapportés  à  un  même  système  d'axes  coordonnés,  tandis 
que,  dans  celles  de  Newton,  il  y  a  deux  systèmes  d'axes  coordonnés  dif- 
férents. 

299.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé,  aux  deux  figures,  une  généralité  ab- 
solue de  position  Tune  par  rapport  à  l'autre.  Mais  une  question  se  présente 
naturellement  :  c'est  de  rechercher  quelle  position  relative  il  faut  donner 
aux  deux  figures,  pour  qu'étant  rapportées  à  un  même  système  d'axes  coor- 
donnés, elles  soient  exprimées  par  les  formules  les  plus  simples. 

Les  considérations  précédentes  conduisent  à  la  solution  de  cette  question. 
En  effet,  quelles  que  soient  les  formules  relatives  à  un  même  système  d'axes 
coordonnés,  ces  formules  donneront  lieu,  si  l'on  change  la  position  relative 
des  deux  figures,  à  des  formules  de  même  forme,  relatives  à  deux  systèmes 
d'axes  coordonnés.  Les  formules  relatives  à  un  même  système  d'axes  coor- 
donnés ne  pourront  donc  pas  être  plus  simples  que  les  formules  les  plus 
simples  relatives  à  deux  systèmes  d'axes  coordonnés.  Celles-ci  sont  les  for- 
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inulos  (7);  il  Iniil  donc  voir  si  ces  l'oiinules  coiivicrnuMil  à  un  même  système 
(l'axes  coonJoiiiics,  c'esl-à-diie  si  Toii  peut  placer  deux  figures  Jioinogra- 
pliiques  données,  de  manière  qu'il  existe,  dans  leur  plan,  un  système  d'axes 
coordonnés  pour  l(Mpiel  les  formules  (pu'  lient  <'ntre  elles  les  deux  fiirures 

soient  d(^  la  foiine 

X  fxY      ■ 

X       "'        X 

Voici  la  solution  de  cette  question. 

Que  l'on  cherche  la  droite  I,  dans  la  première  figure,  qui  correspond  à 
l'infini  de  la  seconde  ;  et  la  droite  J',  de  la  seconde  figure,  qui  correspond 
à  l'infini  de  la  première.  Que  l'on  place  les  deux  figures  de  manière  que  les 
deux  droites  soient  superposées  sur  une  même  droite  L.  Cotte  position ,  qui 
laisse  encore  quelque  chose  d'arbitraire,  puisqu'on  peut  faire  glisser  l'une  des 
deux  droites  sur  l'autre,  satisfait  à  la  question.  On  prendra  la  droite  L  pour 
l'axe  des  y.  Voici  comment  on  déterminera  l'axe  des  x.  Il  existe  toujours, 
dans  deux  figures  homographiques  quelconques,  quelle  que  soit  leur  posi- 
tion, une  certaine  droite  qui,  considérée  comme  appartenant  à  l'une  des 
deux  figures,  est  elle-même  son  homologue  dans  l'autre.  (Voir  ci -après, 
,^  XXV.)  Ainsi,  pour  la  position  que  nous  venons  de  donner  aux  deux 
figures,  il  existe  une  telle  droite.  C'est  cette  droite  qu'on  prendra  pour  l'axe 
des  X. 

De  cette  manière.  Taxe  des  y,  considéré  comme  appartenant  à  la  pre- 
mière figure,  correspond  à  l'infini  de  la  seconde;  et,  considéré  comme 
appartenant  à  la  seconde  figure,  il  correspond  à  l'infini  de  la  première.  Et 
l'axe  des  x,  considéré  comme  appartenant  à  l'une  des  deux  figures,  sera  son 
homologue  dans  l'autre.  Donc,  d'après  les  théorèmes  (176  et  177),  on  aura 
les  formules 

X  pY 

X  = — 5     y  = — •  • 
X      "'        X 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

300.  Ainsi  nous  pouvons  dire  que,  étant  données  deux  figures  dont  les 
points  se  correspondent  un  à  un,  et  sont  liés  par  les  équations  suivantes  entre 
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/(•s  ('(Ktnlonm'rs  X,  V  de  </i<i(/iir  juiinl  de  lu  prcininc  /it/iin'  cl  les  ((lortlon- 
ni'i's  \,  \  (ht  /)()in(  i  un  vs  pondant  de  ht  seconde  fi  (jure,  ni/tportccs  nn.r  nicnies 
(très  coordonnés  : 

a\  -+-  6Y  —  I  a'X  -+-  eV  —  \ 


"V     .      />I>\T  Ê  J  ' 


',"\-\-  e"Y  —  1      -^       '    a"X  -+-  6" Y  —  \ 


on  peut,  en  cltan(/canf  /o  position  rclnlivc  des  deux  /if/nres ,  troitrer  un  st/s- 
tème  d'axes  coordonnés  tel ,  (pie  les  relations  entre  les  coordonnées  de  deux 
points  correspondants  soient  de  la  forme 


X  '    -^      X 


Ce  ihéoi'èino  est  \\\\\  de  ceux  dont  la  déinonslralioii  send)lerjiilètre  parlicMi- 
lièreineiU  du  domaine  de  TAnalx se,  puisqu'il  s'ai>il  d'un  eliangcnienl  de  sys- 
tème d'axes  coordonnés.  Mais  cette  voie  serait  longue  el  diflicile,  i)ai'(e  (|u'il 
ne  sulïit  pas  de  changer  le  système  de  coordonnées;  il  faut  encore  changer  la 
position  relative  des  deux  figures  proposées,  ce  qui  exigerait,  en  Analyse,  de 
très-longs  calculs.  Les  considérations  géométriques,  au  contraire,  procurent 
une  démonstralion  extrêmement  simple  du  théorème,  et  une  solution  de  la 
question  qui  en  dépend. 

§  XVII.  Théorie  des  figures  homologiques.  —  Leur  construction. 

301.  Soient  a,  b,  c,  f/ quatre  points  d'une  figure  dans  l'espace;  formons 
une  figure  homographique,  dans  laquelle  les  quatre  points  correspondant  à 
ces  points,  respectivement,  soient  ces  points  eux-mêmes. 

Soient  un  cinquième  point  m  de  la  figure  proposée,  et  m' son  homologue  dans 
la  figure  homographique.  Soient  «,  o,  y  les  points  où  les  trois  plans  mbc,  mca, 
mab  rencontrent  les  trois  arêtes,  ad,  bd,  cd  du  tétraèdre  abcd,  et  a',  c',  -/,  les 
points  où  les  trois  plans  m'bc,  m'ca,  m'ab  rencontrent  les  mêmes  arêtes; 
nous  avons  vu  qu'on  aura 


«a  a«'       66  6ê'       cy  Cy' 

</a  du         </é  lit         cy  cy 


9cS 


771  Mi:>i()iRi:  OK  (.e()mf:thie. 

Lo  point  m'  peul  (Hre  pris  {nhilriiiienienl  dans  Tespaco.  Supposons  qu'il 
soit  situé  sur  la  dioile  dm;  et  soit  $  le  point  où  celte  droite  rencontre  le  plan 
abf.  On  aura 

a  a    aa'       Sm    Sm' 
f/«    t/a'       dm    dm' 

parce  que  Tun  et  l'autre  membre  de  celle  équalion  expriment  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  plans  abc,  mbc,  m'bc,  dbc.  Comparant  celte  équa- 
tion à  la  première  des  trois  précédentes,  on  en  conclut  celle  valeur  de  l  : 

âm     âm' 


dm    dm' 

On  trouvera  que  ,u  et  v  ont  la  même  valeur  ;  de  sorte  que  les  trois  coefp- 
cients  constants,  1,  (j.,  v,  sont  égaux  entre  eux. 

302.  Réciproquement,  quand  ces  trois  coefficients  sont  égaux,  chaque 
point  m',  de  la  seconde  figure,  est  situé  sur  la  droite  menée,  du  point  corres- 
pondant m,  au  sommet  d  du  tétraèdre  abcd.  Car  soit  m"  le  point  où  le  plan 
mbc  rencontre  la  droite  dm  :  on  aura 

aa   aa.'       Sm    âm" 
dx    dv.'       dm    dm" 

Soit  m'"  le  point  où  le  plan  m'ac  rencontre  la  même  droite  dm;  on 
aura 

66    66'       âm     âm'" 


rfê    f/6'       dm    dm"' 


Les  premiers  membres  de  ces  deux  équations  sont  égaux,  puisque  nous 
supposons,  dans  les  équations  (1),  >=/w;  les  seconds  membres  sont  donc 
égaux  aussi;  d'où  l'on  conclut  que  les  points  m",  m'"  se  confondent;  c'est- 
à-dire  que  les  deux  plans  m'bc,  m'ca  passent  par  le  même  point  de  la 
droite  dm;  ou,  encore,  que  les  deux  droites  cm',  dm  se  rencontrent. 

Ainsi,  quand  X  =iw,  les  deux  droites  dm,  cm'  se  rencontrent  toujours, 
quels  que  soient  les  deux  points  homologues  m,  m'. 
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Par(Mll(MU(M»l,  si  l'on  a  X  =  v,  les  deux  droilcs  (hn ,  Inn'  se  rcncoiilrcioiil. 
Donc  si  l'on  a  en  inômc  temps  A  =  //  =  v,  les  (I(mix  droilos  ini' ,  hm'  rcncon- 
liTi'onl  la  (Iroilo  ihn;  c'csl-à-diic  (|n<'  le  point  in'  sera  sur  la  droite;  <hn. 

Ainsi,  (jnand,  dans  los  «Mpialions  (I),  on  a  l  =  ij.  =  v,  deux  points  homo- 
logues (piolcoïKpies,  des  deux  ligures,  sont  toujours  en  ligne  droite  avec  le 
point  (l. 

303.  Il  suit  de  là  que  : 

Chaque  point  du  plan  abc  est  lui-même  son  honioUxjue  dans  les  deux 
/i(/ures; 

Et,  par  conséquent  :  deux  plans  correspondants  des  deux  figures  rencon- 
trent le  plan  abc,  suivant  la  même  droite  ; 

Et  deux  droites  homologues  quelconques  percent  ce  plan  au  même 
point. 

On  reconnaît,  à  ces  propriétés  descriptives,  les  figures  homologiques  de 
M.  Poncelet.  Le  point  d  est  leur  centre  d'homologie,  et  le  plan  aljc  leur  plan 
d'homologie. 

304.  Ainsi,  les  figures  ho)nologiques  rentrent  dans  la  théorie  des  figures 
homographiques,  et  ne  sont  qu'un  cas  particulier  du  mode  général  de  con- 
struction de  celles-ci. 

Les  relations  métriques,  qui  ont  lieu  d'une  manière  générale  entre  les 
figures  homographiques,  s'appliquent  donc  aux  figures  homologiques. 

De  là,  nous  allons  conclure  difterentes  relations  métriques  entre  ces  figures, 
qui  n'ont  point  encore  été  remarquées,  et  sur  lesquelles  repose  une  partie 
considérable  des  applications  de  la  théorie  des  figures  homologiques. 

305.  En  général,  les  relations  métriques  des  figures  sont  encore  plus 
importantes  et  plus  utiles  à  connaître  que  leurs  relations  purement  descrip- 
tives, parce  qu'elles  sont  susceptibles  d'un  plus  grand  nombre  d'applications, 
et  que  d'ailleurs  elles  suffisent,  presque  toujours,  pour  arriver  à  la  connais- 
sance des  relations  descriptives.  Aussi  nous  regardons  comme  le  côté  faible 
de  l'école  de  Monge,  en  Géométrie  spéculative,  de  s'appuyer  spécialement,  et 
par  principe,  sur  les  propriétés  descriptives  des  figures.  La  méthode  des 
transversales  est  plus  féconde,  et  |)rocure  des  résultats  plus  variés,  plus  gêné- 
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laiix  cl  |)lus  coniplcls.  Lu  cxoincii  coinpnralil'  de  (jiiel(|ue  llicories  géométri- 
ques;, (Ml  seiilemeiil  de  ()iiel(|ues  tliéoiènies  oblemis  parles  deux  méthodes, 
jii.slilieiail  conslamineiil  celle  observation. 

ÎÎOG.  A|)j»li(nioiis  le  p)'iiicij)e  du  numéro  l/èJ  aux  figures  liomologiques. 
PrcMions,  pour  Fun  des  deux  plans  fixes  de  la  première  figure,  un  plan  passant 
par  le  centre  d'homoloiiie  :  ce  plan  sera  lui-même  son  homologue  dans  la 
seconde  figure;  et,  si  Ton  observe  que  le  lapport  des  distances  de  deux 
points  homologues,  à  ce  plan,  est  égal  au  rapport  des  dislances  de  ces  points 
au  centre  d'homologie,  on  en  conclura  (jue  : 

Dans  deux  /igurcs  lunnolooiqucs,  le  rn/jjjorl  des  distances  de  deux  points 
hotnolofjHcs,  au  centre  d'/ioniolof/ie,  est  au  rapport  des  distances  de  ces  points 
à  deux  plans  homolofjues  quelcon<iues ,  mais  fixes,  dans  une  raison  con- 
stanje ,  rjuels  que  soient  ces  points. 

307.  Ce  théorème  admet  deux  corollaires,  qui  sont  deux  piopriétés  impor- 
tantes de  la  théorie  des  figures  liomologiques. 

D'abord,  nous  pouvons  prendre,  pour  l'epi'ésenter  les  deux  plans  fixes 
homologues  des  deux  (igures,  leur/;/rt/i  d'hoinolof/ie;  il  en  résulte  que  : 

Dans  deux  fif/urcs  lio}nolof/iques,  le  rapport  des  distances  de  deux  points 
homolofjues,  au  centre  d'/iomologie,  est  au  rapport  des  distances  de  ces  deux 
points,  au  plan  d'ho)nolo(jie,  dans  une  raison  constante. 

Soient  «,  a'  les  deux  points  homologues,  S  le  centre  d'homologie,  étale 
point  où  la  droite  Srtrt'  rencontre  le  plan  d'homologie.  Le  rapport  des  distances 
des  deux  points  a,  a',  à  ce  plan,  sera  égal  à  -^~.  On  aura  donc,  d'après 
renoncé  du  théorème, 


Sa      va 

— ;-:  —  :=  const. 

Sa'    a«' 


C'est  la  relalion  (jue  nous  avons  déjà  démontrée  dans  nos  apj)lications  du 
principe  de  dualité  (§  VII). 

308.  Ainsi,  étant  donnée  une  figure,  et  étant  pris  un  point  S  et  un  plan 
fixe,  si  de  ce  point  on  mène  une  droite  à  chaque  point  a  de  la  figure,  qu'on 
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/(i  j)r()/<>H(/('  /iis<iii'à  sa  rrncon/rr  m  advcr  (c  plan  fijc ,  cl  (/u'on  prcinic  sur 
relie  (Iroilo  un  /xn'nl  ;i'  Ici  (/ne  l'ttn  ail 

Sa     <xa 
Sa'    aa' 

A  vlant  une  conslanlr  (/iic/ronf/nr:  le  poial  n'  ajifxrrlicndra  à  une  fujurc  Itonia- 
/of/ique  à  In  proposée. 

Lo  point  S  et  le  plan  li\e  seioiil  le  centre  et  le  plan  d'/ioniolof/ie  des 
deux  ligures. 

La  eonstante  X  peut  être  égale  à  riinilé.  Alors  les  |)oiiits  a,  a'  sont  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  S,  «. 

30Î).  Soit  I'  le  plan  de  la  seconde  (igure,  (pii  correspond  à  Tinfini  de  la 
première  :  ce  plan  est  paiallèle  au  plan  d'homologie,  parce  que  deux  plans 
homologues  doivent  se  couper  sur  ce  plan  d'homologie. 

Le  plan  qui,  dans  la  première  figure,  correspond  à  Tinfini  de  la  seconde, 
sera  pareillement  parallèle  au  plan  d'homologie. 

Le  rapport  des  distances  d'un  point  a'  de  la  seconde  figure,  à  un  plan  fixe 
mené  par  le  point  S,  et  au  plan  I',  sera  dans  une  raison  constante  avec  la 
distance  du  point  a  de  la  première  figure  au  même  plan  fixe  (l'^ô). 

Or,  le  rapport  des  distances  des  deux  points  a,  a',  au  plan  fixe,  est  égal 
à^.  On  a  donc,  en  appelant  a'i'  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  a'  sur 
le  [)lan  I', 


So 

Srt  =   /  .   ---  5 

a  i 


l  étant  une  constante,  pour  tous  les  points  des  deux  figures. 

Ainsi  :  si  d'un  point  fixe  on  mène  un  rayon  à  chaque  point  a  d^ine 
figure,  et  que,  sur  ce  rayon,  on  prenne  un  point  a'  tel,  que  le  rapport  de  ses 
distances  au  point  fixe  et  à  un  plan  fixe,  soit  au  rayon  dans  une  raison 
constante;  ce  point  appartiendra  à  une  seconde  figure,  homologique  à  la 
première. 

Le  centre  d'homologie  sera  le  point  fixe;  et  le  plan  d'homologie  sera 
parallèle  au  plan  fixe. 
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La  dislaiice  cntn;  ces  deux  plans  sera  égale  à  la  valeur  inverse  de  la 
raison  conslanle  donnée. 

Car  pour  un  point  «  du  plan  dMiomologie,  on  aura  Sa  =  Sa',  et  1  =  ^ 
ou  «/'  =  /;  et,  d'après  Pénoncé,  la  raison  constante  est  r- 

310.  Ainsi,  si  une  figure  A  est  donnée,  et  que,  le  point  S  et  le  plan  V 
étant  pris  ar])itrairenient,  on  mène,  de  ce  point,  des  rayons  à  tous  les  points  a 
de  cette  figure;  puis,  qu'on  prenne,  sur  ces  rayons,  des  points  a'  déterminés 
par  l'équation 

Sa' 
a  i 

ces  points  a'  appartiendront  à  une  seconde  figure  A',  honioloyique  à  la 
jtremière. 

Le  centre  d'homologie  sera  le  point  S,  et  le  plan  d'homologie  sera  parallèle 
au  plan  V .  Sa  dislance  à  ce  plan  sera  égale  à  la  constante  /. 

Réciproquement,  si  la  figure  A'  est  donnée ,  et  que  le  point  S  et  le  plan  V 
soient  pris  arbitrairement ,  l'équation 

Sa 


S«  =  > 


-'_*' 


a  i 


déterminera  les  points  a  d'une  seconde  figure  A,  qui  sera  homologique  à  la 
proposée. 

Ces  théorèmes  sont  susceptibles  de  nombreuses  applications. 

311.  I'  étant  le  plan  de  la  figure  A',  qui  correspond  à  l'infini  de  la 
figure  A;  soit  J  le  plan  de  la  figure  A,  qui  correspond  à  l'infini  de  A'; 
soient  aj  la  distance  d'un  point  a  de  la  figure  A  au  plan  J,  et  a'i'  la  distance 
du  point  correspondant  a'  au  plan  I'.  On  aura,  d'après  le  principe  du 
numéro  177, 

uj .  ai'  =  const. 

Celte  équation  donne  une  manière  nouvelle  de  former  la  figure  homolo- 
gique dune  figure  proposée,  au  moyen  du  centre  d'homologie  et  de  deux 
plans,  parallèles  entre  eux. 
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La  coiislruclioii  des  liâmes  liomoloj^iiiucs  scniil  siiscciiliMc  (riinc  plus 
iu\\[)\e  discussion,  dans  hunicllc  nous  uVnlrorons  pas  ici. 

§  XVIII.  Applications  di:  la  tiikoiui:    dks  ikjuhi-.s  iio.MoLociiQUES.  — 

PllOPIUKÏÉS    GÉI\i:ilALES    Di:S    SUIUACLS    GLOMKIHIQLKS. 

fM2.  Soient  deux  surfaces  géoin(Uri(iues,  (run  ilc^iv  (jueIcon(|ue,  lioino- 
logiques  entre  elles;  el  soit  S  leur  centre  d'Iiomologie. 

Que  par  une  droite,  prise  arbitrairement  dans  un  plan  fixe  P,  on  mène 
les  plans  tangents  à  la  première  surface;  soient  ((,  0,  c.  ....  leurs  points 
de  contact.  A  ces  plans  tangents  correspondront  des  plans  tangents  à  la 
seconde  surface,  en  des  points  «',  b',  c',....  homologues  aux  points  «,  h, 
c,....;  et  ces  plans  tangents  passeront  par  une  même  droite,  située  dans  un 
plan  fixe  P',  correspondant,  dans  la  seconde  figure,  au  plan  P  de  la  pre- 
mière. 

Soient  ap,  a'p',  les  perpendiculaires  abaissées,  des  points  a,  a',  sur  les 
plans  P,  P',  respectivement;  on  aura 

Sa      ap 

^r7  :  — -  =  const.  =  > (Ô06) 

Sa     ap 

Soit  a'n'  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  a'  sur  un  plan  fixe  IT,  mené 
arbitrairement  dans  l'espace.  3Iettons  l'équation  sous  la  forme 


/  t 


Sa      ap  a'-K 


Sa'    aV         a'p' 

Soient,  pareillement,  bp,  b'p'  les  perpendiculaires  abaissées,  des  points  b, 
b',  sur  les  plans  P,  P',  respectivement,  et  b'n'  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  b'  sur  le  plan  n';  on  aura  de  même 

86      bp  b'r.' 

S6^'6v""^'/7y  ' 
Et  ainsi  pour  les  autres  points. 
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Or,  les  points  a',  h',  ....  étniit  les  points  do  conlacl  do  In  socoiide  surface 
avec  des  |)lans  taiij^a'iils  menés  par  une  même  droite,  prise  dans  un  plan 
fixe  P,  on  a  (-218) 


!.'_' 


'     '  I  ' 

an  0  TT 

- —    -j 1-  •••  =  oonst. 

u'p'       l/p' 


On  a  donc  aussi 


ou 


S«      ap         Sb      bp 
Sa    aV       S6'    b'n' 


Sa    Sa'        Sb     Sh' 


=  consl.. 


(I) — : 1 :- h  ••   =oonsl. 

ap    a  77  bp     b  77 

Ce  qui  exprime  ce  théorème  : 

Si  l'on  a  deux  surfaces  géo)nch'i(jues  lio)nol()(jiqueSj  et  que,  par  une  droite 
prise  arbitrairement  dans  un  plan  fixe ,  on  mène  les  plans  tangents  à  la  pre- 
mière surface;  puis,  qu'on  fusse  le  rapport  des  distances  de  chaque  point  de 
contact,  au  centre  d'homologie  et  au  plan  fixe,  et  qu'on  divise  ce  rapport 
par  celui  des  distances,  du  point  homologue  dans  la  seconde  surface,  au 
même  point  et  à  un  plan  fixe  mené  arbitrairement  dans  l'espace;  la  somme 
de  tous  les  quotients  ainsi  formés  sera  constante. 

Ce  théorème  donne  lieu  à  deux  corollaires  qui  sont  eux-mêmes  des  pro- 
priétés très-générales  des  surfaces  géométriques. 

313.  Que  l'on  suppose  un  second  plan  n"  parallèle  au  plan  n',  et  qu'on 
fasse,  pour  ce  second  plan,  l'équation  analogue  à  l'équation  précédente;  puis, 
qu'on  retranche  ces  deux  équations  l'une  de  l'autre  :  tous  les  termes  du  pre- 
mier membre  de  l'équation  résultante  auront  un  facteur  commun,  qui  sera 
la  distance  entre  les  deux  plans  n',  n";  faisant  passer  ce  facteur  dans  le 
second  membre,  on  aura  l'équation  : 

Sn    ^  ,       S6    ^,, 

—  :  Sa  -t-  ■—  :  86  H-  •  •   =  const.  ; 

ap  bp 

ce  qui  exprime  ce  théorème  : 
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QikukI  (IcH.r  sur/arcs  f/nniir/ri(/m'.s  sont  /nnn(t/i)t/i(/iics  :  si  /xir  une  <lriiih\ 
prise  (/ans  un  p/an  ji.ic  ,  on  nirnc  /es  plans  fnnf/cn/s  à  In  prcnurrc  :  tpùtn 
fasse  le  rapport  des  dislanves  de  c/Kupie  poini  de  eonl(tel  an  een/rr  d'/ionio- 
/of/ie  et  <(a  plan  fixe ,  puis  le  (/uotient  de  ce  rapptn  t  dirisé  par  la  (listante  du 
point  honiolotpie,  dans  la  seconde  snrfaee,  an  centre  d'Iionadof/ie  :  la  sotiDne 
de  tons  ces  (piotients  sera  constante,  iptelle  (pie  soit,  d<(ns  le  plan  fi. re,  la 
droite  par  la(/aelle  on  a  mène  les  plans  tangents. 

.*M4.  Supposons  (pie  l('  plan  II',  dans  lo  lliôorônic  (li  1^),  se  conrondc  a\oc 
le  plan  P,  cl  (pie  ceini-ci  soil  siMu'  à  Tinlini;  les  p(M'p('n(liculaires  (tp, 
hp,  a'-',  h'n',  ....  soi'onl  infinies,  el  les  rapporls 

ap         hp 

«'tt'        h'r' 

seront  (''i;an\  à  Tunilé;  de  sorte  (pie  IV(piation  (1)  deNiendra 

H  — —  -4-  •••  =  COIlSl. 

Sft'       Sft' 

Celle-ci  prouve  (pie  : 

Quand  deux  surfaces  (jéométriipies  sont  homolo(ji(pies;  si  l'on  mène  (i  la 
première  tous  ses  plans  tangents  parallèles  «  un  même  plan  quelcon(iue  ;  la 
somme  des  distances  des  points  de  contact,  au  centre  d'/ionwlogie,  divisées 
respectivement  par  les  distances  des  points  homologues  de  la  seconde  surface, 
au  même  centre  d'homologie,  sera  constante,  quel  que  soit  le  plan  auquel  les 
plans  tangents  sont  parallèles. 

315.  Ces  trois  théorèmes  s'appliquent  à  des  courbes  géométriques  homo- 
logiqut^s ,  planes  ou  à  double  courbure.  Conséquemment  ils  s'appliquent  à 
deux  sections  planes  d'un  cône  quelconque  géométrique,  parce  que  ce  sont 
deux  courbes  homologiques,  dont  le  centre  d'homologie  est  le  sommet  du 
cône. 

Appliquons  donc  le  théorème  (312)  à  deux  sections  planes  d'un  cône,  et 
remarquons  que  les  perpendiculaires,  abaissées  des  différents  points  d'un  plan 
sur  un  autre  plan  fixe,  sont  proportionnelles  aux  perpendiculaires  abaissées, 
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(les  nirmcs  poiiils,  sur  l:i  droite  (riiilci.seclioii  des  deux  j)Ians;  on  aura  celle 
propriété  générale  des  surfaces  coniques  : 

Si  l'on  fait  deux  sections  planes  dans  un  cône  (géométrique;  et  que,  pat- 
un  point  d'une  droite  fixe,  prise  dans  le  plan  de  la  première  section,  ou 
)nène  toutes  les  tangentes  à  cette  courbe  ;  qu'on  fasse  le  rapport  des  dis- 
tances de  chaque  point  de  contact,  au  sommet  du  cône  et  à  la  droite  fixe, 
et  qu'on  divise  ce  rapport  par  celui  des  distances  du  point  homolof/ue  dans 
la  seconde  section,  au  sotnmet  du  cône  et  à  une  droite  fixe  menée  arbitraire- 
ment dans  le  plan  de  cette  seconde  courbe;  la  somme  de  tous  les  quotients 
ainsi  formés  sera  constante,  quel  que  soit  le  point  de  la  droite,  prise  dans 
le  plan  de  la  première  section,  par  lequel  on  a  mené  les  tangentes  à  cette 
courbe. 

316.  Si  l'on  suppose  que  la  droite  fixe,  dans  la  seconde  section,  soit  à 
l'infini,  le  théorème  prendra  cet  énoncé  : 

Si  l'on  fait  deux  sections  planes  dans  un  cône  géométrique  ;  et  que ,  par 
chaque  point  d'une  droite  fixe,  prise  dans  le  plan  de  la  première  section, 
on  mène  toutes  les  tangentes  à  cette  courbe  ;  la  somme  des  distances  des 
points  de  contact,  au  sommet  du  cône,  divisées  respectivement  par  les  dis- 
tances de  ces  points  à  la  droite  fixe  et  par  les  distances,  au  sommet  du  cône, 
des  points  correspondants ,  dans  la  seconde  courbe,  sera  constante. 

317.  Si  la  droite  fixe,  prise  dans  le  plan  de  la  première  section,  esl  à 
Tinfini,  le  théorème  devient  le  suivant  : 

Si  l'on  fait  deux  sections  planes  dans  un  cône  géométrique ,  et  que  ton 
mène  à  la  première  courbe  toutes  ses  tangentes  parallèles  à  une  même  droite 
quekwique ;  la  somme  des  distances  des  points  de  contact,  au  sommet  du 
cône,  divisées  respectivement  par  les  distances,  au  sommet,  des  points  ho- 
mologues dans  la  seconde  section,  sera  une  quantité  constante. 

Ces  théorèmes  s'appliquent  d'eux-mêmes  à  deux  courbes  planes  homolo- 
giques,  situées  dans  un  même  plan,  si,  au  sommet  du  cône,  on  substitue, 
dans  leur  énoncé,  le  centre  d'homologie  des  deux  courbes  planes. 
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318.  Deux  suiiaccs  du  socoiul  dcgrô,  hoino/otjir/nrs,  soul  insci'ilcs  à  un 
môme  cùiie  (|ui  a  pour  sommol  lo  conlrc  d'iioinolo^ie;  ce  cône  peut  èlre  ima- 
^liiairo,  bien  (|uo  son  somm(M  soit  réel. 

Mais  on  ne  j)eul  j)as  dire,  d'une  manière  al)S()lue,  (pie,  récipro(juement , 
(piand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  inscrites  à  un  même  cône,  elles 
sont  toujours  liomoloi;i(pies.  Par  exemple,  si  Tune  des  deux  surfaces  est 
un  hyperboloïde  à  une  nappe  et  Taulre  un  liyperboloïde  à  deux  nappes  ou 
un  ellipsoïde,  il  est  évident  qu'il  ne  peut  y  avoir  homologie;  car  Thyperbo- 
loïde  à  une  nappe  pouvant  être  engendré  par  une  ligne  droite,  sa  figure 
bomologique  ne  peut  être  aussi  qu'une  surface  sur  laquelle  on  peut  tracer 
des  lignes  droites,  c'est-à-dire  un  byperboloïde  à  une  nappe,  ou  un  para- 
boloïde  hyperbolique. 

Il  est  un  autre  cas  où  deux  surfaces  du  second  degré,  inscrites  à  un  même 
cône,  ne  sont  pas  homologiques;  c'est  celui  où  l'une  des  surfaces  est  un 
hyperboloïde  à  deux  nappes,  placé  à  l'extérieur  du  cône,  et  l'autre  un  ellip- 
soïde, ou  bien  un  hyperboloïde  à  deux  nappes,  compris  dans  l'intérieur  du 
cône  :  dans  ce  cas,  aucune  droite  menée  par  le  sommet  du  cône  ne  peut 
rencontrer  en  même  temps  les  deux  surfaces;  par  conséquent,  aucun  point 
de  l'une  de  ces  surfaces  ne  peut  avoir  son  homologue  dans  l'autre. 

Mais  dans  les  autres  cas,  où  une  droite  menée  par  le  sommet  du  cône 
pourra  rencontrer  les  deux  surfaces  en  même  temps,  elles  seront  homolo- 
giques;  et  l'on  pourra  prendre  pour  leur  plan  d'homologie,  indifféremment, 
l'un  ou  l'autre  des  deux  plans  des  courbes  d'intersection  (réelles  ou  imagi- 
naires) des  deux  surfaces.  Cela  résulte  du  théorème  général  démontré  dans 
le  paragraphe  VI 11  de  nos  applications  du  principe  de  dualité  *. 


Générnieracnt,  deux  surfaces  du  second  degré,  inscrites  à  un   cône,  se  coupent  suivnnl 
deux  courbes  pl;uics  (réelles  ou  imaginaires).  Ce  ihéorcnie  est  connu;  mais  il  me  semble  quon 
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iM  !l.   \a>  (lilTciciils  ino(l(;s  de  coiislruclioii  des  (igtiics  hoinologicincs,  (lUc 

renonce  duiie  ni.iiiière  Irop  absolue;  ear  on  suppose  (pie,  dans  le  cas  nièinc  où  les  deux 
eoui-hes  sont  imaginaires,  leurs  plans  sont  toujours  réels. 

(^('la  n'est  pas;  car  ces  plans  peuvent  être  imaginaires,  comme  il  arrive  dans  toutes  les  ques- 
tion où  les  choses  que  l'on  considère  sont  doubles,  ou  admettent  deux  solutions. 

Pour  en  donner  un  exemple,  que  l'on  conçoive  une  section  elliptifpie  faite  dans  un  liyperho- 
loiile  à  une  nappe,  et  un  cône  circonscrit  à  cette  surface,  suivant  cette  section;  qu'on  fasse  dan> 
le  cône  une  seconde  section  cllipli(|ue ,  qui  n'iiconlre  la  première  en  deux  points,  et  qu'on 
insciive  au  cône  un  ellipsoïde  qui  le  touche  suivant  celte  seconde  section.  Cet  ellipsoïde  et 
riiyperholoïde  devront  se  couper  suivant  deux  courbes  planes,  réelles  ou  imaginaires.  Dans  ce 
cas,  ces  deux  courbes  sont  imaginaires;  car  l'ellipsoïde  est  renfermé  dans  lintérieur  du  cône,  cl 
rhyj)erboloïdc  est  tout  à  fait  en  dehors.  Mais  de  plus,  leurs  plans  sont  aussi  imaginaires;  car  ils 
doivent  passer  par  les  deux  points  dinterseclion  des  deux  courbes  de  contact  du  cône  et  des 
deux  surfaces;  et,  si  ces  plans  étaient  réels,  chacun  deux  couperait  réellement  les  deux  surfaces; 
ce  qui  n'est  pas  possible  pui-cprelles  n'ont  point  de  courbe  d'intersection  réelle. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  est  démontré  que  les  deux  plans  sont  imaginaiies  :  il  n'y  a  de  réel  «juc 
leur  droite  d'intersection. 

L'Analyse  conduit  aux  nicnics  conclusions.  Car  soit  F  =  0  l'équation  d  un  cône,  ou,  plus  géné- 
ralement, l'équation  d'une  surface  quelconque  du  second  degré;  réijuation  d'une  seconde  surface 
du  second  degré,  inscrite  à  la  première,  sera  de  la  forme 

P  :=  0  étant  l'éciuation  du  plan  de  la  courbe  de  contact  des  deux  surfaces. 

Pareillement,  léquatioii  d'une  troisième  sui  face,  inscrite  aussi  à  la  première,  sera 

F-+-m'P'-  =  0. 

p'  .-=  0  étant  ré(|uali()n  du  plan  de  la  courbe  de  contact. 

On  lire,  de  ces  deux  équations, 

wP*  -  m'P"  =  0; 

d'où 


V     m 


Cette  double  équation  représente  les  deux  plans  sur  lesquels  se  coupent  les  deux  surfaces. 
Mais  on  voit  que  ces  plans  ne  seront  réels  que  si  les  coefllicients  m  et  m'  sont  de  même  signe; 
et  (juils  seront  imaginaires  quand  ces  deux  coenicients  seront  de  signes  contraires.  Dans  ce 
cas,  l'équation   donne  les  deux   suivantes 


P'  =  0. 


Ce  qui  prouve  que  les  deux  surfaces  n'ont  pas  d'autre  point  d'intersection  que  sur  la  droite 
même  sur  lacjuclle  se  coupent   les  deux  courbes  de  contact.  Les  deux  points  dinterseclion 
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nous  Jivoiis  (loiiiics  (l;ms  W  |);ii;i;;i;i|)li('  Wll,  ;i|)|)li(|ii('s  aux  surfaces  du 
second  (Ic^MV,  conduiscnl  à  di Hercules  proprieles  nouNolles  de  ces  surfaccîs, 
relaliNcs  pjuiiculièrcuieiil  à  leurs  relations  nielii(|ues.  Nous  n'enlnîrons  pas 
dans  le  délail  de  c<'s  diverses  propiiV'lT's;  nous  allons  setdeinent  exairu'ner  un 
mode  d(M'onsli'uclion  (pii  \a  nous  conduire  à  une  propriété  nouNclle  et  fon- 
danienlale  ilos  sysièmes  de  trois  (f.rrs  cofijiff/nrs,  rchtilfs  à  un  point. 

'f\20.  Soient  une  sni'Iace  du  second  de<:;r(''  A,  un  point  (i\o  S,  et  lui  plan 
li\e  I*  mené  arbitrairement.  Que,  dti  point  S,  on  mène  une  droite  à  cha(|uo 
point  (1  de  la  surface;  (ju'on  prenne  sur  celle  droilc  un  second  point  a'  lel 
(|ue  Ton  ail 

S(/ 
Sa  =  /  —  1 
ap 

^/y>  étanl  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  a  sur  le  plan  P,  ail  étant  une 
coustaule;  le  point  a'  appartiendra  à  une  seconde  surface  du  second  degré, 
boniologique  à  la  proposée.  Le  centre  d'boniologie  sera  le  point  S;  et,  dans 
celle  seconde  ligure,  l'inlini  correspondra  au  plan  P  de  la  première. 

Deux  plans  bomologues,  dans  les  deux  ligures,  auront  pour  pôles,  pris  par 
rapport  aux  deux  surfaces  respectivement,  deux  points  bomologues.  Suppo- 
sons que  le  plan  P  ait  pour  pôle,  dans  la  première  surface,  le  point  S,  centre 
d'homologie;  ce  point  étant  lui-même  son  bomologue,  sera  le  pôle  du  plan 
situé  à  Finfini  par  rapporta  la  nouvelle  surface;  c'est-à-dire  que  ce  point  S 
est  le  centre  de  fisure  de  la  nouvelle  surface.  Ainsi  : 

Etant  donnée  une  surface  du  second  degré;  tout  point  de  l'espace  peut  être 
pris  pour  le  centre  dlwinologie  d'une  seconde  surface  homologique  à  la  pro- 
posée^ et  ayant  son  centre  de  figure  en  ce  point. 

321.  Cette  seconde  surface  est  indéterminée  de  grandeur,  puisque  ses 
demi-diamètres  S^'  ont  pour  expression 

So'  =  >  — , 

peuvent  être  imaginnires;  mais  cette  droilc  est  toujours  réelle,  parce  qu'elle  est  rinterseclion 
des  plans  des  deux  courbes  de  contact. 
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où  /  csl  une  conslaiilo  iiihilraiic.  Mnis  celte  surface  est  délermiDée  (Pespèce 
|M)ui-  une  |)()sili()ii  (louiK'e  du  point  S;  c'est-à-dire  (|ue,  quelle  (jue  soit  la 
grandeur  (le  cellr  surface,  elle  sera  toujoui's  semblable  à  une  certaine  sur- 
face unique,  dont  la  nature  ne  dépendra  que  de  la  position  du  point  S,  par 
?'appoif  à  la  surface  proposée. 

f\2'l.  Mais  si  la  surface  A'  est  donnée,  la  surface  A  sera  indéterminée 
d'espèce  et  de  position;  parce  que,  pour  la  former,  on  disposera  arbitraire- 
ment du  plan  lixe  P.  On  construira  ses  points  par  la  formule 

Stt       1 

—  =  —  •  Su'. 

up        / 

323.  Si  la  surface  A'  est  une  sphère,  on  aura  J^  =  constante.  Or,  il  est 
évident  qu'à  cause  de  la  forme  symétrique  de  la  sphère,  la  surface  homolo- 
gique  A  doit  être  de  révolution,  et  avoir,  pour  axe  de  révolution,  la  perpen- 
diculaire au  plan  fixe,  menée  par  le  centre  de  la  sphère;  l'équation  ^=  const. 
exprime  donc  une  propriété  des  surfaces  de  révolution.  Propriété  connue, 
du  reste. 

Ainsi  nous  pouvons  dire  que  : 

Une  surface  du  second  degré,  de  révolution ,  et  une  sphère  qui  a  son  centre 
en  l'un  des  foyers  de  cette  surface,  sont  deux  fîf/ures  honiolof/iques ;  leur 
centre  d'honiologie  est  ce  foyer. 

324.  Il  suit  de  là  que  : 

Deux  surfaces  du  second  degré,  de  révolution,  qui  ont  un  foyer  commun, 
sont  homologiques,  et  leur  centre  d'homologie  est  ce  foyer. 

Car  si  l'on  conçoit  une  sphère  ayant  ce  foyer  pour  centre,  elle  sera  homo- 
loj^ique  à  chacune  des  deux  surfaces;  d'où  l'on  conclut  que  celles-ci  sont 
homologiques  entre  elles  *. 

En  général,  quand  deux  figures  sont  homologiques  à  une  troisiènu',  et  ont  avec  elle  le 
même  centre  d'homologie,  elles  so)it  aussi  homologiques  entre  elles,  et  ont  ce  même  point  pour 
centre  d'homologie. 

En  effet,  soient  S  le  centre  d'homologie  commun  aux  trois  figures;  a  un  point  de  la  première, 
cl  «',  a"  ses  homologues  dans  la  deuxième  el  la  troisième.  Soient  P  un  plan  de  la  première  figure. 
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t]2.'>.  (les  (l(Mi\  llK'oivmcs  soiil  la  source  (l'un  ;j;iaii(l  iiomhrc  de  pro- 
priétés des  siii'Iaces  (In  second  de;j;re,  de  re\(dnlion,  considén'es  par  rapport 
à  leurs  loyers.  Ouehpies-unes  de  ces  propri(''l(''s,  parlicidièicnienl  celles  (pii  ne 
conceinenl  (pie  les  relations  desci'iptives  des  surl'actes,  sont  connues;  mais 
beaucoup  d'autres,  où  eidre  la  consi(l(''raiiou  des  relations  m(*tri(pies,  seront 
enti(Menjent  nouvelles.  Nous  exposerons  ('(»lles-ci  dans  un  p;uaji:raph(î  par- 
ticulier (i^  X\l). 

iJ2().  Keprenons  les  deux  surfaces  lioinolo^n'cpies  A,  A',  dont  la  secondes 
a  son  centre  de  lii»ure  au  centre  d'honiologie. 

Consid(3i'ons,  dans  la  surface  A',  trois  dianiè'tres  conjuguc's;  leur  propri(''le 
caractéristique  est  (]ue  le  point  situé  à  Pintîni  sur  chacun  d'eux  a  pour  plan 
polaire,  par  rapport  à  la  surface,  le  plan  des  deux  autres.  Les  trois  droites 
lioniologues,  dans  la  surface  A,  jouiront  donc  de  la  propri(''té  (|ue  le  point 
où  chacune  d'elles  perce  le  plan  fixe  (qui  est  le  plan  polaire  du  point  S),  a 
pour  plan  polaire  le  plan  des  deux  autres.  D'où  il  suit  que  chacune  de  ces 
trois  droites  a  sa  polaire  comprise  dans  le  plan  des  deux  autres.  Ces  trois 
droites  sont  donc  ce  que  nous  avons  appelé  axes  conjugués,  relatifs  au 
points.  Or  ces  trois  droites  sont,  en  direction,  les  trois  diamètres  conjugués 
de  la  surface  A'  ;  donc 

Chaque  système  de  trois  axes  conjugués  d'une  surface  du  second  degré , 
relatifs  à  un  point  fixe ,  forme,  en  direct io)i,  un  système  de  trois  diamètres 
conjugués  d'une  seconde  surface  du  second  degré,  qui  a  son  centre  en  ce 
point; 

et  P',  P"  les  plans  homologues  dans  les  deux  autres.  Soient  enfin  ap,  a'p\  a"p"  les  perpendi- 
culaires abaissées,  des  points  o,  a',  a",  sur  les  plans  P,  P',  P",  respectivement.  On  aura 

Sa  ap         Sa  ap 


Sa'  a'p'       Sa"  a"p" 

d'où  Sa'        /u  a'p' 

sâ^'~~X  a"p"  ' 

Cette  équation  prouve  que  le  point  a"  appartient  à  une  figure  liomologique  à  celle  à  laquelle 
appartient  le  pointa'  (306).  Les  plans  P',  P"  se  correspondent  dans  ces  deux  figures;  et  le 
point  S  est  leur  centre  d'homologie. 

Ainsi  le  théorèrae  est  démontré. 
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Cette  seconde  surface  est  /towolofjif/uc  à  la  proposée,  et  le  centre  d'/tomo- 
lo(/ie  es/  le  jwint  fixe. 

Les  deiiii-diainclres  de    celle  seconde   surlace  se  consliuisenl  par  la 

l'ormide 

s« 

ap 

Nous  donnerons,  plus  loin,  deux  autres  consliuclions  de  ces  demi-dia- 
mètres, sans  l'emploi  du  plan  fixe,  qui  est  lo  plan  polaire  du  point  S,  par 
rapport  à  la  proposée. 

327.  Du  théorème  précédent,  et  surtout  de  la  formule 

Sa 

Sa'  =  )  —  : 
ap 

découlent  naturellement  les  pr()[)riétés  des  systèmes  do  trois  axes  conjugués 
d'une  surface  du  second  degré,  relatifs  à  un  point  ;  car  ces  propriétés  seront 
des  conséquences  de  celles  des  diamètres  conjugués  d'une  surface  du  second 
degré. 

Ainsi,  l'on  en  conclut  d'aboid  que,  parmi  tous  les  systèmes  de  trois 
axes  conjugués,  relatifs  à  un  point,  il  en  est  un  oii  les  trois  axes  sont  rec- 
tangulaires. 

328.  Ces  trois  axes  déterminent,  sur  la  surface,  les  points  pour  lesquels 
le  rapport  —  a  une  valeur  maximum  ou  minimum. 

Si  l'on  demande  les  points  pour  lesquels  le  rapport  —  a  une  valeur 
donnée,  ces  points  seront  sur  une  courbe  à  double  courbure,  provenant  de 
l'intersection  de  la  surface  par  un  cône  du  second  degré,  ayant  son  sommet 
au  point  fixe.  Les  axes  principaux  de  ce  cône  seront  précisément  les  trois 
axes  conjugués  rectangulaires  de  la  surface,  relatifs  au  point  S. 

Car  il  est  clair  que  ce  cône  passera  par  la  courbe  d'intersection  de  la 
surface  A'  et  d'une  sphère  concentrique;  ce  qui  prouve  qu'il  sera  du  second 
degré,  et  qu'il  aura  pour  axes  principaux  les  trois  diamètres  conjugués  rec- 
tangulaires de  la  surface  A'. 
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32î).  S(ii(Mil  Irois  axes rotijuf/urs  S(i,  Sh,  Se,  de  \i\  surface  A ,  cl  Sn',Sh\'>r' 
les  (rois  (Iciui-tlianiclrcs  conjugues  de  la  surface  A',  (jui  leur  conesi)ou(l('nl; 
ou  aura 

Su  SI)  Se 

Srt'  =  X  —,     Sh'  =.'.  y  ~  ,     Se'  =  >  —  ' 
(r;)  hp  rp 

aj),  hp,  rp,  élaul  les  perpendiculaires  abaissées,  des  poiuls  a ,  h,  c,  sur  le 
plan  V,  (|ui  esl  \o  plan  polaii-e  du  point  S,  par  rapport  à  la  sinfacc;  A. 

La  sonune  des  carrés  des  trois  deini-diainètres  Sa',  Sh',  Se'  est  constante; 
ou  a  donc  aussi 


\apl         \l>pj         \cpl 


const., 


ce  qui  exprime  un  ihéorènie  déjà  démontré  (52  et  191). 

330.  La  somme  des  carrés  des  projections  des  trois  demi -diamètres 
Sa',  S6',  Se',  sur  une  droite,  est  constante;  on  en  conclut  le  théorème (191). 

331.  La  somme  des  carrés  des  aires  des  triangles  formés  par  les  trois 
demi-diamètres  conjugués  Sa',  S6',  Se',  pris  deux  à  deux,  est  constante;  de 
sorte  que  Ton  a 

(Sa'.  S6'.  sin.  u'Sb'f-^  {Sa.  Se',  sin.  a'Sc'f-\-  (S6'.  Se',  sin.  b'Sc'f  =  consl. 

On  a  donc 

(Sa.S6.sin.  «St).       (S/j  .Se.  sin. />Se)'       (Se .Sa  .sin.  rS»)* 


=  const. 


ap  .bp  bp  .  cp  cp .  ap 


Les  numérateurs  sont  les  carrés  des  aires  des  triangles  formés  par  les  trois 
axes  Sa,  S&,  Se,  pris  deux  à  deux.  Cette  équation  exprime  donc  une  pro- 
priété de  ces  trois  triangles. 

332.  Enfin,  si  Ton  a  deux  systèmes  de  trois  demi-diamètres  conjugués 
de  la  surface  A',  le  tétraèdre  formé  par  trois  quelconques  de  ces  six  demi- 
diamètres  est  égal,  en  volume,  au  tétraèdre  formé  par  les  trois  autres.  Expri- 
mant le  volume  d'un  tétraèdre  par  le  produit  des  trois  demi-diamètres  qui  le 

100 
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loniKMit,  imilliplic  j);jr  une  foiiclioii  des  angles  que  ces  droites  font  entre 
elles,  on  en  conchil  (jne  : 

Si  l'on  a,  dans  une  surface  du  second  degré,  deux  sjjstèines  de  trois  axes 
conjugués,  relatifs  à  un  point;  le  volume  du  tétraèdre  formé  par  trois  quel- 
conques de  ces  six  droites,  divisé  pur  le  produit  des  perpendiculaires  abais- 
sées, des  extrémités  de  ces  trois  droites,  sur  le  plan  polaire  du  point  fixe,  sera 
éf/al  au  volume  du  tétraèdre  formé  par  les  trois  autres  droites ,  divisé  par  le 
produit  (les  perpendiculaires  abaissées^  des  extrémités  de  ces  trois  droites,  sur 
le  même  plan. 

33iJ.  Si  les  trois  demi -diamètres  Sa',  S6',  Se'  sont  rectangulaires,  ou  a 

i         1        i 

■zz^  -+-  zr7-+-  zzr  =  const.; 
Sa'        S6'        Se' 

donc 

fapy        I^pY        fcp'''^ 


.     ■    1    .  ,     ■    1      .        const.; 
Sa/         \Sbl         \Sf/ 


ce  qui  exprime  le  théorème  (201). 
334.  La  formule 

^  ,  Sa 

(I) Srt'  =  )i  — 

ap 

peut  être  transformée,  de  deux  manières,  en  une  autre,  qui  donnera  les  demi- 
diamètres  Sa'  de  la  surface  homologique  A',  sans  qu'on  se  serve  du  plan  P. 
Soient  b  le  second  point  où  la  droite  Sa  rencontre  la  surface  proposée  A'; 
bp,  la  perpendiculaire  abaissée,  de  ce  point,  sur  le  plan  P;  et  6'  le  point  homo- 
logue, sur  la  surface  A'.  On  aura 

SI) 
S6'  =  i  —  • 
bp 

Mais  S6'=  Sa',  puisque  ce  sont  deux  demi-diamètres  de  directions  opposées; 
donc  Sa'  =  X^«  Le  plan  P  étant  le  plan  polaire  du  point  S,  par  rapport  à 
la  surface  A,  les  plans  tangents  à  cette  surface,  aux  points  a,  b,  se  coupent 


j\ii:m()iiu:  di:  (;i:()mi:tiuk.  7îh 

sur  ce  plan;  ou  a  doue,  d'apirs  la  propricU'  ^M'urralc  des  sin laces  ^'couié- 

IriquosCâh)), 

1        I 

—  ±  —  =  <'.ons(.  ; 
ap       l>p 

\v  si^iu»  H-  étant  pris  quand  los  prrpfMidiculairos  a/),  hp  soroiit  diiigées  dans 
le  luèine  sens,  et  le  signe  — ,  (piand  elles  le  sont  en   sens  contraire.  Le 
prenner  cas  a  lieu  cpiand  l(»  point  S  est  dans  rinlérieur  de  la  surf;ice,  et  le 
second,  (piand  ce  point  est  pris  au  dehors  de  la  surface. 
De  cette  équation.  Pou  conclut 


d'où 


^"^ Sa'       ^  Ua  "^  S^ 


Sa'        Sa'  \ 

—  ±  —  =  coiisl.  =  — 
S«         S6  fA 


l  /Il 


Ainsi  cette  (kiuation  servira  à  déterminer  les  demi-diamètres  de  la  sur- 
face A',  de  même  que  Téqualion  (1). 

On  prendra  le  sii:;ne  +  quand  le  point  fixe  S  sera  dans  Tintérieur  de  la 
surface,  et  le  signe  —  quand  il  sera  au  dehors. 

On  conclut,  de  cette  équation,  ce  théorème  : 

Si,  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  droite  qui  rencontre  une 
surface  du  second  degré  en  deux  points ,  et  qu'on  prenne  sur  cette  droite,  à 
partir  du  point  fixe,  un  segment  dont  la  valeur  inverse  soit  proportionnelle 
à  la  somme  des  valeurs  inverses  des  distances,  au  point  fixe,  des  deux  points 
de  la  surface,  si  ce  point  est  dans  l'intérieur  de  la  surface .  ou  à  la  diffé- 
rence des  valeurs  inverses  des  deux  mêmes  distances ,  si  le  point  fixe  est  au 
dehors  de  la  surface;  ^extrémité  de  ce  segment  sera  sur  une  seconde  sur- 
face du  second  degré,  qui  sera  honiologique  à  la  proposée;  le  centre  dliomo- 
logie  sera  le  point  fixe  ;  et  ce  point  sera  aussi  le  centre  de  figure  de  la  nouvelle 
surface, 

333.  Les   différents  théorèmes   que   nous  avons  indiqués  ci-dessus,  au 
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sujet  (lu  riipporl  ^'' ,  s'jipplicjuonl,  comme  on  voit,  ;t  l'expression 

\s^/  ^  s/J  ■ 

Ainsi  nous  pouvons  dire  que,  si  l'on  demande  de  mener  la  droite  Sff/»,  de 
manière  que  celte  quantité  soit  un  maximum  ou  un  minimum,  trois  direc- 
tions de  la  droite  satisferont  à  la  question;  et  ce.s  trois  directions  seront  à 
anfjle  droit.  Si  le  point  S  est  au  dehors  de  la  surface,  elles  seront  les  trois 
axes  principaux  du  cône  circonscrit  à  la  surface  et  ayant  son  sommet  au 
point  S. 

Si  Ton  demande  que  l'expression 

(-L±l) 

ail  une  valeur  donnée,  la  droite  Sab  aura  pour  lieu  géométrique  un  cône 
du  second  degré  *;  et  ce  cône  aura,  pour  ses  axes  principaux,  les  trois 
directions  pour  lesquelles  cette  expression  a  une  valeur  maximum  ou  mini- 
mum. 

Si  la  droite  S«6  prend  trois  directions  rectangulaires,  la  somme  des  carrés 
des  valeurs  correspondantes  de  l'expression 


1  ! 

Sa       S6 


sera  constante.  Etc. 


Ce  sont  ces  cônes  du  second  degré  dont  M.  Legendre  s'est  servi  pour  régler  la  marche 
des  intégrales  dans  son  Mémoire  sur  l'altraction  des  sphéroïdes  sur  des  points  extérieurs,  et 
dont  il  na  donné  que  rexpres<;ion  analytique.  Et  les  droites  qui  jouissent  d'une  propriété  de 
maximum ,  et  qui  marquent  la  limite  des  intégrales,  sont  précisément  les  axes  conjugués  rec- 
tangulaires de  lellipsoïde  attirant,  relatifs  au  point  attiré;  ce  sont  aussi  les  axes  principaux 
communs  à  tous  ces  eônes.  Les  considérations  géométriques  précédentes  procurent  une  inter- 
prétation géométrique  de  plusieurs  autres  résultats  analytiques  obtenus  par  M.  Legendre  dans 
son  Mémoire,  et  font  connaître  particulièrement  la  signification  dun  beau  théorème  relatif  à 
l'attraction  de  différents  ellipsoïdes,  semblables  et  concentriques,  sur  un  même  point  extérieur. 
(Voir  Mémoires  de  i Académie  des  Sciences  de  Paris  ;  année  1788,  p.  454.) 


i^nhioiiu-:  ni:  (.i:o>ii:tf{ir.  79.-; 

'MU'}.    3l;iiiil('ii;iiil ,  «'('l'iNons  l\''(|ii;((i(ni  (2)  sous  lu  foniKî 

\  Sa. SI)  I  ' 


i  (Sh  ±  Sa] 


Sa' 

Ou  sjiil,  |»ar  une  piopn^'lô  ^(''lU'i.ile  des  surfju'os  du  socond  doj^n'',  (|uo  d 
rlîuil  le  dcuii-diiuiiôlrc  de  l.i  surlncc,  pinidlôlc  ;i  In  sôciuilc  Sdh,  ou  îi 
— -j^=  cousl.,  (|ut'lle  (|U('  8oil  la  dirccliou  counuiuic  de  ce  diamètre  cl  de 
celle  sécaule.  Il  vieul  doue 

I    _    ,    SI)  ±  Su 

Or,  si  le  poiul  S  est  dans  Tiulérieur  de  la  surface,  (Sa  -\-  Sh)  esl  la  corde 
coiuprise  daus  la  surface,  sur  la  droile  SaO;  el,  si  le  poiul  S  est  au  dehors  de 
la  surface,  (S^  —  Sa)  est  cette  corde;  la  désignant  par  c,  on  a  donc,  dans  les 
deux  cas, 


ou 


ce  qui  exj)rnne  que  : 

Si,  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  droite  qui  rencontre  une 
surface  du  second  degré  en  deux  points,  et  qu'on  porte  sur  cette  droite,  à 
partir  du  point  fixe ,  un  segment  proportionnel  au  carré  du  diamètre  de  la 
surface  qui  lui  est  parallèle,  divisé  par  la  corde  comprise  sur  cette  droite 
dans  la  surface;  l'extrémité  de  ce  segment  sera  sur  une  surface  du  second 
degré,  qui  sera  homologique  à  la  proposée.  Le  point  fixe  sera  le  centre 
d'homologie  des  deux  surfaces,  et  le  centre  de  figure  de  la  seconde. 

On  déduit  de  là  plusieurs  théorèmes  relatifs  à  l'expression  j,  correspon- 
dant aux  différentes  propriétés,  connues,  des  diamètres  d'une  surface  du 
second  degré.  Nous  n'avons  pas  besoin  d'insister  sur  cet  objet. 


1 

c 

S«' 

=  P- 

\f 

Sa' 

1 

il' 
c 
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,^  \X.  Ph()I>hikth:s  générales,  nouvelles,  des  surfaces  du  second  degré. 

337.  Los  j)ropriétés  ^énôralos  des  surfaces  géométriques,  démontrées 
dans  le  parairraplie  XYIII,  s'a|)pli(|u('i)l  aux  surlaces  et  aux  courbes  du 
second  degré,  et  donnent  lieu  à  de  nombreux  corollaires,  où  se  trouvent 
plusieurs  propriétés  nouvelles  de  ces  surfaces  et  de  ces  courbes.  On  y  dis- 
tinguera, particulièrement,  certaines  propriétés  concernant  leurs  foyers.  Nous 
réunirons  celles-ci  dans  le  paragraphe  suivant.  Nous  allons  présenter  d'abord 
des  propositions  d'une  plus  grande  généralité. 

Supposons,  dans  le  théorème  (3 1 2),  que  les  deux  surfaces  soient  du  second 
degré  :  par  une  droite  prise  dans  le  plan  fixe  on  pourra  mener  deux  plans 
tangents  à  la  première  surface;  la  corde  qui  joindra  les  deux  points  de  contact 
passera  par  un  point  lixe,  qui  sera  le  pôle  de  ce  plan,  par  rapport  à  cette 
surface.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  un  centre  d'/wmologie;  si, 
autour  d'un  point  fixe,  on  fait  tourner  une  corde  de  la  première  surface , 
les  rapports  des  distances  des  extrémités  de  cette  corde  au  centre  dlwmo- 
logie  et  au  plan  polaire  du  point  fixe ,  divisés  respectivonent  par  les  rapports 
des  distances  des  deux  points  homologues  dans  la  seconde  surface,  au  même 
centre  d'iiomologie  et  à  u)i  plan  fixe  mené  arbitrairement ,  auront  leur 
somme  ou  leur  différence  constante. 

Ce  sera  la  somme,  si  le  point  fixe  est  pris  dans  l'intérieur  de  la  surface, 
et  la  différence,  s'il  est  pris  au  dehors. 

Ainsi  soient  a,  1/  les  extrémités  de  la  corde  de  la  première  surface; 
a',  b'  les  points  homologues  de  la  seconde;  ap,  bp  les  perpendiculaires 
abaissées,  des  points  a,  b,  sur  le  plan  polaire  du  point  fixe,  pris  par  rapport  à 
la  première  surface;  et  a'-,  b'-  les  j)erpendiculaires  abaissées,  des  points 
a',  b',  sur  un  plan  fixe  n  mené  arbitrairement;  on  aura 


Sa    Sa        Sb    Sb 

—  :  —r-  ±  —  :  —  =  const. 

np    a  -       hj)    b  - 
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«{3S.  Si  le  |)l;iii  lixc  inciK'  ;n-l)ili-.-iii'(Mn('iil  est  :'i  rinlini,  <>ii  (-oikImI,  du 
iIk'oitihc  ('A  III),  (('liii-ci  : 

(JtKiiid  deux  sur/dccs  du  second  drf/rr  oui  un  ccnlrc  d'/nuno/of/ic  :  si,  (in/oiir 
(Ttoi  point  fixe,  on  fail  tourner  une  corde  de  lu  première  surface  ;  la  sonnne 
ou  /((  différence  des  rapporls  des  dislances  des  cxlrt-niilés  de  la  corde  au 
centre  d'lioniolo(/ie  et  au  /ilan.  polaire  du  point  fixe,  dirisés  respectirenienf 
par  les  distances  des  points  /ioniolo(/ues  de  la  seconde  surface  au  centré 
d'/ioniolo(/ie ,  sera  constante. 

Ainsi  Ton  a 

s«   ^  ,     s/>   ,, 

—  :  Su  ±  7—  :  S'>  =  oonsl, 
(ip  i)p 

On  prendra  le  sii>-ne  +  quand  le  point  llxe  sera  dans  Tintérieur  de  la  sur- 
face, et  le  signe  —  quand  il  sera  au  dehors. 

339.  Si  ce  point  fixe  est  le  centre  de  la  première  surlace,  son  plan  polaire 
sera  à  l'infini,  et  le  théorème  prendra  cet  énoncé  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  lionwloyiques;  si,  du  centre 
dlwmologie,  on  mène  deux  rayons  aux  extrémités  d'un  diamètre  de  la  pre- 
mière surface,  la  somme  ou  la  différence  de  ces  rayons,  divisés  respective- 
ment par  les  rayons  menés  aux  points  homologues  de  la  seconde  surface, 
sera  constante. 

Ce  sera  la  somme  quand  la  première  surface  sera  un  ellipsoïde,  et  la  diffé- 
rence quand  elle  sera  un  hyperboloïde. 

Si,  dans  ce  théorème,  on  suppose  que  le  centre  d'homologie  des  deux 
surfaces  soit  le  centre  de  figure  de  la  première,  on  obtient  le  théorème  du 
numéro  (334-),  que  nous  avons  démontré  directement. 

340.  Dans  les  trois  théorèmes  précédents,  on  peut  supposer  que  la 
seconde  surface  se  confonde  avec  la  première,  de  manière  que  deux  points 
de  celle-ci,  situés  en  ligne  droite  avec  le  centre  d'homologie,  seront  homo- 
logiques;  et  le  plan  d'homologie  sera  le  plan  polaire  du  point  pris  pour 
centre  d'homologie.  Car  soient  a,  a'  les  points  où  une  droite,  menée  par 
le  point  fixe  S,  rencontre  une  surface  du  second  degré,  et  soit  «  le  point 
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où  elle  reiiconlic  le  plan  polaire  V  du  point  S;  on  aura,  comme  Ton  sait, 

Sa        «a  Sa      «a 

—  =  — ■;  •     ou   -,— ,  :  ---  =  1  =  consl.  ; 

So'       ixa'  S(t      rta 

ce  (jui  prouve  que  les  points  a  et  a'  peu\enl  être  considérés  comme  appaile- 
nant  à  deux  figures  homologiques  (308). 

Si  le  point  S  est  pris  au  dehors  de  la  surface,  son  plan  polaire,  ()ui  est  le 
plan  (Kliomologie,  divisera  la  surface  en  deux  nappes,  qui  |)ourront  èlre  con- 
sidérées comme  étant  les  deux  figures  homologiques. 

341.  Daprès  cela,  le  théorème  (337)  donne  le  suivant  : 

Si,  autour  d'un  point  fixe  0,  on  fait  tourner  une  corde  d'une  surface  du 
second  degré;  que,  d'un  second  point  fixe  S,  on  mène  aux  extrémités  a,  h 
de  cette  corde,  deux  droites  qui  rencontreront  la  surface  en  deux  autres 
points  a',  I)';  et  qu'on  appelle  ap,  bp  les  perpendiculaires  abaissées,  des 
points  a,  1),  sur  le  plan  polaire  du  point  0,  et  a'n,  h'-û  les  perpendiculaires 
abaissées,  des  points  a',  h',  sur  un  autre  plan  fixe  mené  arbitrairement; 

on  aura 

Sa    Sa        S6    S6' 

—  :  —  qz  — -  :  — -  =  const. 
ap    a'n       bp    0  n 

On  prendra  le  signe  -{-  quand  le  point  0  sera  dans  l'intérieur  de  la  sur- 
face, et  le  signe  —  quand  il  sera  au  dehors. 

342.  Si  le  plan  fixe  pris  arbitrairement  est  à  Tinfini,  Téquation  se 
réduit  à 

Sa  SI) 

—  :  Sa' ±— :S6'  =  const (538) 

ap  bp 

343.  Si  le  point  0  est  le  centre  de  la  surface,  son  plan  polaire  est  à  l'in- 
lini,  et  l'équation,  d'après  le  théorème  (339),  se  réduit  à 

Sa         S/> 

—  db  — -  =  const. 

Sa'       Sb' 

Donc  : 

Si,  d'un  point  fixe,  on  mène  deux  rayons  aux  extrémités  d'un  diamètre 


i\ii^:m()iiu:  di:  ckomitiuk.  i\)i 

(l'une  sur [(((•('  (lu  s('<(tu(/  (l('i/n'\  ifs  rvuronlrcntul  lu  surface  eu.  deux  autres 
paiuls;  et  la  souuue  ou  la  (h'/fcreuee  des  deux  rai/ous  dirisés ,  resjieelire- 
vtenf,  par  les  sef/uieuls  eoutpris  entre  le  point  fixe  et  ces  deux  autres  points, 
sera  constaitte. 

Ce  sera  ia  somme,  si  la  sui-faco  csl  un  ellipsoïtlc,  cl  la  di//erence,  si  cilc! 
osl  un  liypcrholoïde. 

i{44.  Si,  sur  un  ilianu'lir  (jucIcoihiui^  (Puiic  suilace  du  scmîoikI  dcgiv,  on 
ptrnd  d(Ui\  points  fixes,  siluôs  de  |)aii  vl  d'aulie  cl  à  cgaKî  distance  du  centre; 
les  droites  menées  de  Tun  de  ces  points  au\  extiéniités  d'un  auti'(ï  dianièlie 
quelconque,  seront  égales,  léciproqncinenl,  aux  droites  menées  de  Taulie 
point  aux  extrémités  du  même  diamètre.  D'après  cela,  on  peut  donner  au 
théorème  |)récédenl  cet  autre  énoncé  : 

Si,  sur  un  diamètre  (/uelco}t(pie  d'une  surface  du  second  defjré,  on  proid , 
de  part  et  d'autre  et  à  êyale  distance  du  centre,  deux  points  fixes,  et  que 
de  ces  points  on  mène  des  raijons  ii  un  point  quelconque  de  la  surface ,  la 
somme  ou  la  différence  de  ces  deux  rayons  divisés,  respectivement,  par  le 
autres  segments  faits  sur  eux  entre  les  points  fixes  et  la  surface,  sera  con- 
stante. 

Ainsi  soient  F,  F'  les  deux  points  fixes  pris  sur  un  diamètre  quelconque 
d'une  surface  du  second  degré,  de  part  et  d'autre  et  à  égale  distance  du 
centre;  que,  de  ces  points,  on  mène  deux  rayons  aboutissant  à  un  même 
point  quelconque  m  de  la  surface,  et  rencontrant  cette  surface  en  deux  autres 
points  iiy  n'  ;  on  aura,  quel  que  soit  le  point  7n, 


Fm       F'in 

—  ± =  const. 

Fn       F'n' 


Ce  sera  +  si  la  surface  est  un  ellipsoïde ,  et  —  si  elle  est  un  hyperbo- 
loïde. 

345.  Dans  les  trois  théorèmes  des  numéros  337,  338,  339,  les  deux  sur- 
faces peuvent  se  réduire  à  des  coniques  situées  sur  un  même  cône  ;  alors  on 
aura  diverses  propriétés  des  cônes  du  second  degré. 
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AiiKsi  le  ihéomne  (337)  donne  le  suivant  : 

Etant  fait  deux  sections  planes  dans  nn  cône  (fa  second  defjrè ;  si,  autour 
d'an  /lolnl  jire ,  pris  dans  le  plan  de  la  jtronière  section,  on  fait  tourner 
une  corde  (jui  rencontre  cette  courbe  aux  points  a,  1),  et  (pie  ap,  bp  soioU 
les  perpendiculaires  abaissées  de  ces  poi)its  sur  la  polaire  du  point  fixe, 
prise  par  l'apport  à  cette  premii're  section,  et  n'n,  h'-  les  perpendiculaires 
abaiss(''es,  des  points  homologues  de  la  seconde  section ,  sur  une  droite  fixe 
menée  arbitrairement  dans  le  plan  de  cette  courbe  ;  on  aura,  en  appelant  S 
le  sommet  du  cône, 

S«    Sa'       S6    S6' 

—  :  —  ±  —  :  - —  =  const. 
ap    a'~       hp    I>'tz 

Ce  sera  le  signe  +  quand  le  point  fixe  pris  dans  le  plan  de  la  première 
section  sera  intérieur  à  cette  courbe,  et  le  signe  —  quand  il  sera  au 
dehors. 

346.  Si  la  droite  prise  dans  le  plan  de  la  seconde  section  est  à  Tinfini, 
Téquation  devient 

Sa  S6 

—  :  Sa'  dr  -—  :  So  =  const. 
ap  bp 

347.  Si  le  point  fixe,  pris  dans  le  plan  de  la  première  section,  est  le 
centre  de  cette  courbe,  la  polaire  de  ce  point  est  à  Tinfini,  et  Téquation 
devient 

Sa        S6 

—  d=  —r  =  const.; 

Sa'       S6' 

ce  qui  exprime  que  : 

Si  l'on  fait  deux  sections  planes  dans  un  cône  du  second  degré,  la  somme 
ou  la  différence  des  arêtes  menées  aux  extrémités  d'un  diamètre  quelconque 
de  la  première  section,  divisées  respectivement  par  les  segments  compris 
sur  ces  arêtes,  entre  le  sommet  du  cône  et  la  seconde  section,  sera  con- 
stante. 

Ce  sera  la  somme,  si  la  première  section  est  une  ellipse,  et  la  différence,  si 
elle  est  une  hyperbole. 


^ii<:^M)ii{i:  i)i:  <;i:(nii:THiiv  7!iî) 

3î(S.  Si,  dans  le  (lu'on^iiic  (^ViC»),  on  suppose  cpio  I(^  cône  soil  i\o.  nivolu- 
lion  ,  cl  (pic  la  socoiuh'  sccliou  soil  un  ((mcIc,  les  anHes  S«',  S«'  seront  de 
longueur  eonslanle;  on  aura  donc  lÏMiualion 

—  ±     -  ^=  cousl.  ; 
ap       bp 

ce  qui  exprime  (pu^  : 

Une  section  plane  (fuelcoiK/uc  étant  faite  dans  un  cône  de  résolution;  si, 
autour  d'un  point  fixe  du  plan  de  cette  courbe ,  on  fait  tourner  une  droite 
qui  la  rencontre  en  deux  points;  la  somme  ou  la  différence  des  distances 
de  ces  deux  points  au  sommet  du  cône,  divisées  respectivement  par  leurs 
distances  à  la  polaire  du  point  fixe,  prise  par  rapport  à  la  courbe ,  sera 
constante. 

Ce  sera  la  sonDne,  quand  le  point  fixe  sera  pris  à  rintérieur  de  la 
courbe,  et  la  différence,  quand  il  sera  pris  au  dehors. 

349.  Si  le  point  fixe  est  le  centre  de  la  courbe,  Téqualion  devient 

Sa  =b  S6  =  const. 

D'où  Ton  conclut  que  : 

Quand  un  cône  de  révolution  passe  par  une  section  conique,  la  somme  ou 
la  différence  des  arêtes  aboutissant  aux  extrémités  d'un  diamètre  de  cette 
courbe  est  constante. 

Ce  sera  la  somme,  si  la  courbe  est  une  ellipse,  et  la  différence,  si  elle  est 
une  hyperbole. 

350.  Si,  dans  le  théorème  (347),  on  suppose  que  le  cône  soit  de  révolu- 
tion, et  que  la  première  section  soit  un  cercle,  son  centre  sera  sur  Taxe  du 
cône,  et  le  théorème  prendra  cet  énoncé  : 

Quand  un  cône  de  révolution  passe  par  une  conique,  la  somme  des  va- 
leurs inverses  des  arêtes  comprises  dans  un  plan  quelconque,  mené  par  l'axe 
du  cône,  est  constante. 
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>^  XXI.  Piu)I'hii;tks  nouvelles  des  surfaces  du  second  degré,  de  révolution, 

ET  des  cônes  du  second  DEGRÉ. 

351.  Xous  nvons  démonlré  (324)  que  :  Quand  deux  surfaces  du  second 
dcfirê,  de  rérolulion,  ont  un  foyer  commun,  r/uclle  que  soil  la  position  respec- 
tive de  ces  deux  surfaces,  elles  sont  homolof/if/ues ,  et  leur  centre  d'Homo- 
lof/ie  est  leur  foyer  commun. 

A|)|)li(juoiis  ;iu\  deux  surfaces  le  théorème  (337);  nous  aurons  celui-ci  : 
Quand  deux  surfaces  du  second  degré  ont  un  foyer  commun  F;  si,  autour 
d'un  point  fixe  (pielconque  0,  on  fait  tourner  une  corde  de  la  première  sur- 
face, et  que  a  et  h  en  soient  les  extrémités;  qu'on  mène  les  rayons  Fa,  FIj,  qui 
rencontrent  la  seconde  surface  aux  points  a',  ])',  Jiomoloyues  des  points  a,  b  ; 
(pic  a|),  1)|)  soient  les  perpendiculaires  abaissées,  des  points  a,  b,  sur  le  plan 
polaire  du  point  0,  pris  par  rapport  à  la  première  surface,  et  aV,  b'r:  les 
perpendiculaires  abaissées,  des  points  a',  b',  sur  un  autre  plan  fixe  H,  mené 
arbitrairement  dans  l'espace;  on  aura 

S«    S(i'       S6    S6' 

—  :  —  =h  —  :  - —  =^  coiist. 
up    a'iz       bp    b'~ 

Le  signe  -|-  ayant  h'eu  quand  le  point  fixe  est  pris  à  l'intérieur  de  la 
première  surface,  et  le  signe  —  quand  il  est  pris  au  dehors. 

302.  Ce  théorème  donne  lieu  à  plusieurs  conséquences. 

D'abord  on  en  conclut,  comme  nous  Pavons  fait  voir  (n"  313),  un 
théorème  où  n'entre  point  la  considération  du  plan  n,  et  qui  est  exprimé 
par  l'équation 

Sa  Sb 

—  :  Sa'  ±  —  :  So  =  cousl. 
ap  bp 

303.  Maintenant,  prenant  pour  le  plan  n,  dans  le  théorème  général,  le 
plan  polaire  du  point  fixe  0,  par  rapport  à  la  première  surface,  et  supposant 
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ro  |)l;ni  polaire  à  rinlini,   le   poiiil  0  s(M'îi   \o.  (•ciiIio  de;  celle  smfaee;   \i\s 
ni|ip<)i-|s 

Ujt        lip 
an       on 

soroiil  é^aiix  à  l'imilc,  el  IVMpialion  doviondra 

Sa       86 

—  ±  —  =  const. 
Sa'       S6' 

O  qui  prouve  (|ue  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré,  de  révoUuion,  ont  un  fofjcr  com- 
mun; si,  par  ce  point,  on  mène  deux  rayons  vecteurs  aux  extrémités  d'un 
diamètre  de  la  prennère  surface  ;  la  somme  ou  la  différence  de  ces  deux 
raijons  divisés,  respectivement,  par  les  rayons  de  la  seconde  surface  qui  ont 
la  même  direction  (/u'cux,  est  constante. 

Ce  sera  la  so)nme,  si  la  [)remière  surface  est  un  ellipsoïde,  et  la  différence, 
si  elle  est  un  hyperboloïde. 

351.  Le  rayon  mené  d'un  foyer  à  un  point  quelconque  d'une  surface  de 
révolution  est  égal  au  rayon  mené  par  le  second  foyer,  parallèlement  au 
premier,  mais  en  sens  contraire.  D'apiès  cette  remarque,  on  voit  aisément 
que  le  théorème  peut  prendre  cet  énoncé  : 

Si  l'on  a  deux  surfaces  du  second  degré,  de  révolution,  placées  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  l'espace;  la  somme  ou  la  différence  des  deux  rayons 
vecteurs  menés,  des  deux  foyers  de  la  première,  ci  un  point  quelconque  de 
cette  surface,  divisés  respectivement  par  les  rayons  vecteurs  de  la  seconde 
surface,  menés  respectivement  de  ses  deux  foyers ,  parallèlement  aux  deux 
premiers,  sera  constante. 

3oo.  Ce  théorème  est  une  généralisation  assez  remarquable  de  la  pro- 
priété, connue,  des  foyers  d'une  surface  du  second  degré.  Car  si  l'on  suppose 
que  la  seconde  surface  soit  une  sphère,  on  a  précisément  cette  propriété; 
c'esl-à-dire  que  : 

La  somme  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  menés,  des  deux  foyers 
d'une  surface  du  second  degré,  de  révolution,  à  un  point  de  la  surface,  est 
constante. 
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3ofi.  Si  Ton  .snj)|)osc,  au  contraire,  que  la  première  surface  soit  une 
sphère,  on  aura  ce  ihèorème  : 

Si,  par  les  deux  foyers  d'une  surface  du  second  degré,  de  révolution,  on 
mène  deux  rayons  vecteurs  sous  une  même  direction  f/uelconque,  la  somme 
de  leurs  valeurs  inverses  sera  constante. 

Ce  qui  revient  à  dire  que  : 

Toute  corde  menée  par  un  foyer  d'une  surface  du  second  degré,  de  révo- 
lution, est  divisée  en  ce  point  en  deux  parties,  dont  la  somme  des  valeurs 
inverses  est  constante. 

3o7.  Supposons,  dans  le  lliéorème  (352),  que  la  seconde  surface  soit  une 
s|)lière;  les  lignes  Sa',  Sb',  seront  des  rayons  de  cette  sphère;  on  peut  les 
faire  passer  dans  le  second  memhre  de  l'équation,  qui  devient  : 

Sa       Sb 

—  ±  ^  =con;>t. 

ap       bj) 

Ce  (pii  prouve  que  : 

5/,  d'un  foyer  d\ine  surface  du  second  degré,  de  révolution,  on  mène  deux 
rayons  vecteurs  aux  extrémités  d'une  corde  de  la  surface,  qui  tourne 
autour  d'un  point  fixe;  la  somme  ou  la  différence  de  ces  deux  rayons, 
divisés  respectivement  par  les  perpendiculaires  abaissées,  de  leurs  extré- 
mités, sur  le  plan  polaire  du  point  fixe,  pris  par  rapport  à  la  surface,  sera 
constante. 

Ce  sera  la  somme,  si  le  point  fixe  est  pris  au  dedans  de  la  surface,  et  la 
différence,  s'il  est  pris  au  dehors. 

358.  Si,  dans  le  théorème  (351),  le  point  fixe  est  le  foyer  commun  aux 
deux  surfaces,  on  aura 


il  restera  donc 


Sa       S6 

—  =  -— =  consl., 

ap        hp 


a'~        b'n 

—  ±  —  =  const.; 

Sa'       S6' 


ce  qui  prouve  que  : 

Si,  par  un  foyer  d'une  surface  du  second  degré,  de  révolution,  on  tire  une 
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tndisrcrsalc  (/ur/conf/nCf  (/ni  rcnroNfrc  la  surfiicc  en  (leur  points  ;  l(i  somme 
lies  (lislancvs  de  ces  jxtinls,  à  un  plan  (rnnsrrrsnl  (/ur/conf/nc,  divisrcs  rcs- 
pvvlivcnu'nt  pur  leurs  disfunees  nu  foi/er,  sera  ronslanle. 

*M\\).  Si  l'on  prend,  |)()ur  le  plan  Iransveisal,  le  plan  (liicdcin  conospon- 
danl  an  second  l'oyei'  de  la  snrfacc,  on  en  conclnl  (pic  : 

Si,  (fan  foi/er  d'une  surface  du  sc(0}ul  det/ré,  on  mène  deux  rayons  aux 
extrémités  d'wu'  corde  jnissant  par  le  second  fo/jer;  la  sonune  de  ces  deux 
rayons,  divisés  rcspectivemeut  par  les  distances  de  leurs  extrémités  au 
second  foyer,  sera  constante. 

Dans  ce  ihéorcme,  comme  dans  le  précédent,  c'est  la  somme  (|ue  nous 
prenons  et  non  la  différence,  parce  que,  dans  les  deux  cas,  le  point  autour 
ducpiel  tourne  la  corde  de  la  surface  est  dans  son  intérieur. 

3()0.  Quand  une  coide  d'une  sphère  tourne  autoui*  d'un  point  iixc,  les 
tangentes  trigononiétriques  des  demi -angles  que  les  rayons  de  la  s|)hère, 
menés  aux  extrémités  de  la  corde,  font  avec  le  rayon  mené  au  point  fixe, 
ont  un  produit  constant  *.  Supposons  que  la  sphère  ait  son  centre  au  foyer 
d'une  surface  du  second  degré  de  révolution  :  ces  deux  surfaces  seront 
homologiques,  et  le  foyer  sera  leur  centre  d'homologie.  Les  points  qui  cor- 
respondront, dans  la  surface  de  révolution,  aux  extrémités  de  la  corde  de 
la  sphère,  seront  sur  les  prolongements  des  rayons  menés  à  ces  extrémités; 
on  conclut  donc,  de  la  propriété  de  la  sphère,  cette  propriété  des  surfaces 
de  révolution  : 

Si,  d'un  foyer  d'une  surface  du  second  degré,  de  ^'évolution,  on  mène 
deux  rayons  aux  extrémités  d'une  corde  tournant  autour  d'un  point  fixe; 
le  produit  des  tangentes  trigonométricjues  des  demi- angles  que  ces  deux 
rayons  feront  avec  la  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  fixe,  sera  constant, 
quelle  que  soit  la  corde  menée  par  ce  point. 

*  Ce  produit  est  égal  à  ^  ^^ ,  R  étant  le  rayon  de  la  sphère,  et  D  la  distance  du  point  fixe  a 
son  centre. 

Ce  théorème,  considéré  dans  le  cercle,  est  dû  à  Lagrange,  qui  s'en  est  servi  pour  résoudre 
le  prohlèine  d'inscrire,  à  un  cercle,  un  triangle  dont  les  trois  côtés  passent  par  trois  points 
donnés.  (Voir  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin ,  année  1776,  p.  28G.) 
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'M)\.  Si  le  j»()iiil  li\(î  est  pris  au  dcliois  de  la  surface,  et  (jue  la  eortie.soil 
uienée  laii|^ei)liellenieiil  à  la  surlace,  son  point  de  conlacl  seia  sur  une 
courbe  |)Iaiie.  D'après  le  théorème,  le  rayon  vecleur  mené  à  ciiaque  jioinl  de 
cette  cour])e  (n"i  un  an'jjle  constant  avec  la  droite  menée,  du  foyer,  au  ])oinl 
li\e;  d'où  Ton  conclut  ce  théorème  : 

Le  cône  f/ui  a  pour  sommel  un  foyer  d'une  surface  de  révolution  et  pour 
base  une  section  plane  de  la  surface,  est  de  révolution  et  a  pour  axe  la 
droite  menée,  du  foyer,  au  sommet  du  cône  circonscrit  à  la  surface  suivant 
sa  section  plane. 

3()2.  Si  la  corde,  en  tournant  autour  d'un  point  fixe,  reste  toujours  dans 
un  même  plan,  ses  extrémités  seront  sur  la  section  faite  par  ce  plan  dans  la 
surface;  et  le  cône  qui  aura  cette  section  pour  base  et  le  foyer  de  la  surface 
pour  sommet,  sera  de  révolution;  d'où  l'on  conclut  que  : 

Si  autour  d'une  droite  fixe,  menée  par  le  sommet  d'un  cône  de  révolu- 
tion, on  fait  tourner  un  plan  transversal,  il  coupera  le  cône  suivant  deux 
arêtes  telles,  que  le  produit  des  tangentes  trigonométriques  des  demi-angles 
qu'elles  feront  avec  la  droite  fixe,  sera  constant. 

3()3.  Par  la  considération  du  cône  supplémentaire ,  formé  par  les  per- 
pendiculaires aux  plans  tangents  du  premier,  on  conclut,  de  ce  théorème,  le 
suivant  : 

Etant  donnés  un  cône  de  révolution  et  un  plan  fixe  mené  par  son  sommet; 
si,  par  une  droite  prise  dans  ce  plan  et  passant  par  le  sommet  du  cône,  on 
mène  deux  plans  tangents  à  cette  surface;  le  produit  des  tangentes  trigono- 
métriques des  demi-inclinaisons  de  ces  plans  tangents,  sur  le  plan  fixe,  sera 
constant. 

364.  Ce  théorème  et  le  précédent  donnent  lieu  à  deux  propositions  de 
la  Géométrie  de  la  sphère,  dont  voici  l'énoncé  : 

1°  Un  petit  cercle  étant  tracé  sur  une  sphère;  si,  autour  d'un  point  fixe, 
on  fait  tourner  un  arc  de  grand  cercle  qui  rencontre  le  petit  cercle  en  deux 
points;  le  produit  des  tangentes  trigonométriques  des  demi-arcs  compris 
entre  ces  deux  points  et  le  point  fixe,  sera  constant. 

2°   Un  petit  cercle  étant  tracé  sur  une  sphère;  si,  par  un  point  pris 
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arhifrain'Uicnt  sur  un  arc  de  f/rnnd  (crcle  fixe,  on  ntruc  ((eux  (très  de 
(jrands  ccnies,  tawjcnts  <iu  jwtit  venir.:  le  produit  drs  lan(/cn(rs  (nijoiio- 
mvlriqucs  drs  drmi-nuf/lrs  (/u'ils  frronl  avrc  l'arv  dr  f/nuid  crrrlr  fixr,  sera 
constant. 

.'{(>.'».  La  pirmicMr  de  cos  doux  propositions  poul  (Hro  consiih'iTc  comme 
rcpoiulaiil  an  llu'oivme  de  (Jéomclric  plane  (pii  exprime  la  propriélé  des 
serments  des  cordes  (pii  se  conpenl  dans  le  cercle. 

La  seconde  correspond  aussi  à  un  ihéorème  de  Géométrie  |)lune,  consis- 
tant en  ce  que  : 

Si,  de  chaijue  point  d'une  ligne  droite  tracée  dans  le  plan  d'un  crrrlr, 
on  mène  deux  tangentes  au  cercle;  le  produit  des  tangentes  trigononir- 
triques  des  drnd-angles  qu'elles  feront  avec  la  droite  jîxe,  sera  constant. 

360.  Les  deux  propositions  précédentes  peuvent  être  considérées  connue 
exprimant,  la  première,  une  piopriélé  de  quatre  points  pris  arbitrairement 
sur  la  circonférence  d'un  petit  cercle  de  la  sphère;  et  la  seconde,  une  pro- 
priété de  quatre  arcs  de  grands  cercles  tangents  à  un  petit  cercle.  Sous 
ce  point  de  vue,  ces  deux  propositions  seront  très- utiles  dans  la  Géo- 
métrie de  la  sphère.  Nous  en  ferons  diverses  applications  dans  un  autre 
moment. 

On  peut  dire  encore  que  la  première  exprime  une  propriété  du  quadrila- 
tère sphérique  inscrit  à  un  petit  cercle;  et  la  seconde,  une  propriété  du  qua- 
drilatère sphérique  circonscrit  à  un  petit  cercle. 


§  XXIL  Méthode  pour  les  relations  angulaires.  —  Transformation 

DE  LA  sphère  en  UN  SPHÉROÏDE  APLATI. 

367.  Considérons  deux  figures  homographiques,  à  trois  dimensions; 
qu'elles  soient  coupées  respectivement  par  deux  plans  homologues  quel- 
conques P,  P'  :  les  sections  seront  deux  parties  homologues  des  deux  figures, 
de  sorte  qu'elles  seront  elles-mêmes  deux  figures  planes  homographiques. 
On  pourra  placer  les  deux  corps  de  manière  que  ces  deux  figures  planes 
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soiciil  la  |)('is|)('cli\;'  \'mn)  de  raiitrc;  c'esl-à-dire  (leinaniorc  (|u<î  les  droites 
joignant  les  |)()iiits  (t  de  la  |)ieniièi'e  aux  points  liornolo^i^^ues  a'  de  la  seconde, 
concourent  en  un  même  point  0  de  Tespace.  (Cela  sera  démontré  dans  le 
paragraphe  XXVI.) 

Considérons  ce  point  0  comme  appartenant  à  la  première  figure  :  il  lui 
correspondra  un  point  0',  dans  la  seconde  ligure;  et,  aux  droites  Oa,  corres- 
pondiont  les  droites  O'a'.  De  sorte  que  les  deux  figures  seront  placées  de 
manière  (jue  toules  les  droites  issues  du  point  0,  dans  la  première,  remon- 
treront toutes  leurs  homolof/ues y  respectivement ,  en  des  points  situés  sur  un 
même  plan  V . 

Et,  plus  généralement  : 

Deux  droites  homolof/ues  quelconques  rencontrent ,  respectivement ,  les 
deux  plans  P,  P',  en  deux  points  a,  a',  qui  sont  en  ligne  droite  avec  le 
point  0. 

368.  Maintenant,  prenons  pour  le  plan  P',  qui  est  arbitraire,  celui  dont 
le  correspondant,  dans  la  première  figure,  est  à  Tinfini  :  les  points  a  seront 
à  l'infini.  On  peut  donc  dire  que  : 

Les  deux  figures  seront  placées  de  manière  que,  si  l'on  prend  deux  droites 
homologues  quelconques,  une  parallèle  à  la  première ,  menée  par  le  point  0, 
rencontrera  la  seconde  sur  le  plan  fixe  P'. 

369.  Réciproquement,  une  figure  étant  donnée,  nous  pouvons  en  con- 
struire une  seconde,  qui  ait  une  telle  forme  et  une  telle  position,  par  rapport 
à  la  première,  que  cette  relation  ait  lieu. 

En  effet,  une  figure  étant  donnée,  prenons,  dans  Tespace,  cinq  points  arbi- 
traires «',  b' ,  c',  d' ,  0',  pour  former  la  figure  homographique;  et  convenons 
que  ces  points  correspondront  à  cinq  points  de  la  première  figure,  que  nous 
allons  déterminer. 

Que  le  point  0'  corresponde  à  un  point  0  pris  arbitrairement  dans  la 
figure  proposée.  Que  les  points  a',  b',  c'  correspondent,  respectivement,  aux 
points  de  cette  figure  situés  à  l'infini  sur  les  droites  Ort',  Ob',  Oc';  et  que  le 
point  d'  corresponde  à  un  point,  de  la  première  figure,  pris  sur  la  droite 
menée  du  point  0  au  point  â'  où  la  droite  0'^'  rencontre  le  plan  a'b'c'. 
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Nous  |Kniri(mSj  avoc  ces  (lomiôcs,  coiislriiiic  h\  W'^iwr  li(»iM(>;^r;i|tlii(|in'  <l(^ 
la  proposée 

Il  csl clair  (pic,  dans  ('elle  ligure,  le  plan  <('//('  concspond  à  rinfiiii  (!<•  la 
proposée. 

Le  point  â"  correspond  au  point  siliK'  à  rinfiiii  sur  la  dioile  Oy. 

Ainsi  les  (piaire  points  a',  h',  c',  ')',  situés  dans  un  même  |)lan,  eorres- 
pondenl  ù  (pi;Ure  points  sitius  sur  les  droites  ()«',  0//,  Oc',  ihl  iW.  (\yù 
prouve  que  la  liguie  située  dans  le  plan  a'h'r'  est  en  |)erspeelive  avec  son 
homologue  dans  la  première  lii;in-e.  Par  eonsécpient  tout  autre  point  e'  du 
plan  a'b'c'  a  son  homologue  à  rinlini  sur  la  droite  Os'. 

Il  s'ensuit  que  : 

Toute  droite,  dans  la  seconde  figure ,  aura  son  liomolofjue,  dans  la  pre- 
mière, parallèle  à  la  droite  menée  du  point  0  au  point  où  celte  droite  de  la 
seconde  figure  rencontre  le  plan  a'b'c'. 

Et  si  Ton  regarde  le  point  0  comme  faisant  partie  de  la  seconde  figure, 
et  qu'on  le  fasse  entrer  dans  les  propriétés  de  cette  seconde  figure,  on  voit 
qu'aMa;  angles  que  différentes  droites  de  la  première  figure  font  entre  elles , 
correspondront  des  angles  égaux,  faits  par  les  droites  menées  du  point  0 
aux  points  oii  les  droites  homologues ,  dans  la  seconde  figure,  rencontrent  le 
plan  a'b'c'. 

Diverses  applications  de  cette  méthode  particulière  vont  en  faire  con- 
naître parfaitement  Pusage. 

370.  Supposons  que  la  figure  proposée  soit  une  sphère  ayant  son  centre 
au  point  0  :  la  seconde  figure  sera  une  surface  du  second  degré.  Prenons  le 
point  0',  qui  est  arbitraire,  sur  la  perpendiculaire  abaissée,  du  point  0,  sur 
le  plan  P'.  Cette  surface  sera  alors  de  révolution  autour  de  la  droite  00', 
parce  que  tout  sera  symétrique  de  part  et  d'autre  d'un  plan  mené  par  cette 
droite.  Ce  moyen  de  déformation  donnera  donc  des  propriétés  des  sur- 
faces du  second  degré,  de  révolution,  correspondant  à  des  propriétés  de 
la  sphère. 

Après  avoir  disposé  du  point  0'  et  du  plan  P',  nous  pouvons  encore 
prendre  arbitrairement  un  point  d'  pour  correspondre  à  un  point  (/  de  la 
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spliôrc,  on  observant  celte  seule  coïKlilion  que  les  droites  Od,  O'd'  se  rcneon- 
Irent  sur  le  plan  P'.  Ainsi,  pour  un  point  0'  et  un  plan  P'  déterminés,  on 
pourra  former  une  infinité  de  surfaces  de  révolution,  homographi(jues  à  la 
sphère;  et  les  pro|)riétés  de  la  sphère  produiront  des  propriétés  de  ces  sur- 
faces. 

Nous  pouvons  faire  en  sorte  (jue  Tune  de  ces  surfaces  ait  son  centre  au 
point  0,  centre  de  la  sphère. 

En  elTel,  prenons  le  i)oint  d  de  la  s|)hère  sur  la  droite  00';  le  point  cor- 
respondant d'  de  la  surface  sera  aussi  sur  la  droite  00';  et  ce  points/'  peut 
être  pris  arbitrairement  sur  cette  droite.  Cherchons  en  quel  lieu  il  doit  être 
placé  pour  que  la  surface  ait  son  centre  au  point  0. 

Remarquons  que  le  point  0'  correspond  au  point  0  de  la  première  figure, 
et  que  le  plan  P'  correspond  au  plan  à  Tinfini  de  cette  première  figure. 
Ce  plan  à  Pinfini  est  le  plan  polaire  du  point  0,  par  rapporta  la  sphère;  le 
plan  P'  est  donc  le  plan  polaire  du  point  0',  par  rapport  à  la  surface 
de  révolution.  Donc,  si  le  point  0  est  le  centre  de  cette  surface,  on  aura 
Ôd'^ ^  00' .  0^' . 

On  doit  donc  prendre  le  point  d'  de  manière  que  Ton  ait  cette  égalité  ;  et 
alors  la  surface  aura  son  centre  au  point  0. 

Pour  déterminer  un  point  m'  de  la  surface,  correspondant  à  un  point 
donné  m  de  la  sphère,  on  mènera,  par  le  point  )n,  les  deux  droites  mO,  md, 
dont  les  correspondantes  passeront  par  les  points  0'  et  d'  respectivement. 
La  première  passera  par  le  point  où  la  droite  Om  perce  le  plan  P',  et  la 
seconde  passera  au  point  où  une  parallèle  à  la  droite  7nd,  menée  par  le 
point  0,  perce  ce  plan  P'.  Ainsi  le  point  m'  sera  déterminé. 

Si  la  droite  Om  est  parallèle  au  plan  P',  la  droite  O'm'  sera  parallèle 
à  Om.  On  trouve  aisément,  par  une  comparaison  de  triangles  semblables, 
que  O'm' =  Od'.  Donc,  une  corde  de  la  surface,  menée  par  le  point  0', 
perpendiculairement  à  Taxe  de  révolution,  est  égale  au  diamètre  dirigé  sui- 
vant cet  axe.  Cela  prouve  que  ce  diamètre  est  le  plus  petit  de  la  surface; 
car  s'il  était  le  plus  grand,  on  ne  pourrait  pas  inscrire,  à  la  surface,  une 
corde  qui   lui   fût  égale.   Ainsi  la  surface  est  un  ellipsoïde  aplati.   Et  le 
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point  ()'  joiiil  (le  colle  piopiic'lc'  (pi'il  os\  pris  sur  l'axo  do  révolution,  (\o 
uViWUÔiv  (prune  corde  menée  p.ir  ce  |)oinl,  perpendicul.'iirenienl  à  cet  ax(î, 
est  éj^îde  au  diamètre  de  Pellipsoïde  diri^^»'  suivant  ce  même  axe. 

Le  plan  V  est  le  plan  polaire  du  point  ()',  par  rapport  à  rcillipsoïde. 
Si  on  veut  le  déterminer  directement,  sans  chercher  d'ahord  le  point  0',  on 
trouve  cette  expression  remarquahic  de  sa  distance  au  centre  d(^  Tellip- 
soide  : 

La  volour  inverse  du  carré  de  la  dlaiance  de  ce  plan,  au  centre  de  CeUijt- 
soïde,  est  éfjale  à  la  différence  des  valeurs  inverses  des  carrés  des  deux 
demi-axes  principaux  de  l'ellipse  génératrice  de  l'ellipsoïde. 

371.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  désignerons  toujours  le  plan  en  ques- 
tion par  P',  et  son  pôle  par  0'.  Il  est  bien  entendu  que  ce  plan  et  ce  point 
ne  sont  pas  arbitraires,  et  qu'ils  sont,  au  contraire,  absolument  déterminés. 
Seulement,  si  on  les  prend  à  droite  de  l'équateur  de  la  surface,  il  existera 
pareillement,  à  gauche,  un  pareil  plan  et  un  pareil  point.  Nous  regrettons  de 
n'avoir  pu  donner,  à  ce  plan  et  à  ce  point,  des  dénominations  particulières. 
Ces  dénominations  pourraient  tirer  leur  origine  de  celle  de  foi/er  et  de  plan 
direcleur;  car  le  plan  et  \e  point  en  question  ont  une  relation  directe  avec  le 
foyer  et  le  plan  directeur  d'un  ellipsoïde  de  révolution  allongé.  Voici  cette 
relation  :  si  l'on  fait  la  transformation  polaire  de  cet  ellipsoïde,  par  rapport  à 
une  sphère  concentrique,  on  obtient  un  ellipsoïde  aplati,  dans  lequel  le  plan 
et  le  point  en  question  correspondent,  respectivement,  au  foyer  et  au  plan 
directeur  de  l'ellipsoïde  proposé. 

372.  Concevons  une  sphère  ayant  son  centre  au  point  0,  et  l'ellipsoïde 
de  révolution,  aplati,  formé  homographiquement  comme  nous  l'avons  dit; 
prenons  le  plan  P'  et  le  point  0'  de  cet  ellipsoïde;  ce  plan  correspond  à 
l'infini  de  la  première  figure;  et  ce  point  correspondra  au  point  0,  centre 
de  la  sphère. 

Nous  allons  passer  en  revue  différentes  propriétés  de  la  sphère,  qui 
s'appliqueront  à  l'ellipsoïde. 

Tout  cône  qui  a  pour  base  une  section  plane  de  la  sphère  et  pour  sommet 
le  centre  de  celte  surface,  est  de  révolution. 
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A  co  (ÔDO  rorrospond  ,  dans  IVllipsoïdo,  un  second  cône  ayant  pour 
base  une  scdion  piano  do  ccUc  surface,  et  pour  sommet  le  point  0';  et 
ce  second  cône  rencontre  le  premier  sur  le  plan  P'  ;  d'où  Ton  conclut 
(pie  : 

Tout  cône,  qui  a  pour  sommet  le  point  0'  et  pour  hase  une  section  plane  de 
Cellipsoide,  rencontre  le  plan  P'  suivant  une  conique  qui,  vue  du  centre  de 
la  surface,  paraît  être  un  cercle. 

.373.  Un  cône  circonscrit  à  la  sphère  est  de  révolution.  A  ce  cône  corres- 
pond un  cône  circonscrit  à  rellipsoïde,  (pii  rencontre  le  plan  P'  suivant  une 
conique  correspondant  à  Tinfini  du  premier  cône.  Si  donc  par  cette  conique 
on  l'ait  passer  un  cône  qui  ait  son  sommet  au  centre  de  rellipsoïde,  il  sera 
parallèle  au  cône  circonscrit  à  la  sphère;  donc 

Tout  cône,  circonscrit  à  l'ellipsoïde,  rencontre  le  plan  P'  suivant  une 
conique  qui,  vue  du  centre,  parait  être  un  cercle. 

374.  L'n  plan  tangent  à  la  sphère  est  perpendiculaire  au  rayon  qui  aboutit 
au  point  de  contact;  donc 

Un  plan  tangent  à  l'ellipsoïde,  et  la  corde  menée  du  point  0'  au  point  de 
contact,  rencontrent  le  plan  P'  suivant  une  droite  et  en  un  point  qui  sont  tels, 
que  la  droite  menée  du  centre,  à  ce  point,  est  perpendiculaire  au  plan  mené 
par  le  centre  et  par  cette  droite. 

375.  Deux  plans  tangents  à  la  sphère  font  des  angles  égaux  avec  la  corde 
qui  joint  les  points  de  contact;  donc 

Etant  menés  deux  plans  tangents  à  l'ellipsoïde,  et  la  corde  qui  joint  les 
points  de  contact;  si,  par  les  droites  suivant  lesquelles  ces  deux  plans  ren- 
contrent le  plan  P',  on  mène  deux  plans  passant  par  le  centre  de  la  surface, 
ils  seront  également  inclinés  sur  la  droite  menée  du  centre  au  point  oii  la 
corde  qui  joint  les  points  de  contact  rencontre  le  plan  P'. 

376.  Dans  la  sphère,  deux  droites  polaires  réciproques  sont  à  angle  droit; 
donc 

Deux  droites,  polaires  réciproques  par  rapport  à  l'ellipsoïde,  rencontrent 
le  plan  P'  en  deux  points  qui  sont  tels,  que  les  droites,  menées  de  ces  points 
au  centre  de  l'ellipsoïde,  sont  à  angle  droit. 


mi^:m(hi{i:  di:  (iKOMiTitiK  8h 

^{77.   Trois  (liMinôlrcs  ('()niii'j;ii('*s  dr  l.i  splirrc  sont  roctanjîiil.iircs;  cIoik; 

Trois  nxi's  conJHfiuvs  de  /'('(fi/tsoKlc.  rchilifs  aa  /ioÏhI  ()',  rcntimtrcnt  le 
plan  V  en  (rois  /loinfs  ta/s,  que  les  droi/rs  nicnrcs  du  rcnlrr  de  l'cllijfsoïdc,  ii 
ces  (rois  points,  sont  r('r(<in(/i(/(tircs. 

',\7H.  B('auc'ou|)  traulirs  propriclés  do  la  spliôn»  s'appliinicraicnl  avec  la 
même  lacililé  ii  rdlipsoïde  aplali.  il  esl  iiuilile  de  nous  éleiidro  davantage 
sur  eet  objet. 

(kimme  nous  Tavons  dit  ei -dessus,  la  Ihéoiie  des  polaires  réciproques, 
ou  plus  généralement,  le  principe  de  dualité,  établit  une  relation  très- 
simple  entre  rdlipsoïde  de  révolution,  allongé  ou  aplati,  et  peut  servir  à 
passer  des  propriétés  de  l'un  aux  piopriélés  de  Tautre ;  de  soite  que  nous 
aurions  pu  déduire  les  théorèmes  précédents  des  propriétés,  conimes,  de 
Tellipsoïde  allongé.  Mais  ce  n'était  pas  là  notre  but.  Nous  avons  voulu 
donner  une  mélhode  qui  servit  à  tirer  directement,  des  propriétés  de  la 
sphère,  les  propriétés  de  l'ellipsoïde  aplati,  de  même  que,  par  la  théorie 
des  figures  homologiques,  on  peut  démontrer  celles  de  l'ellipsoïde  allongé. 
(ï'o/r§§XIX  et  XXI.) 


§  XXIII.  Méthode  propre  pour  toutes  sortes  de  relations  de  longueurs, 

d'aires  et  de  volumes. 


379.  Dans  la  transformation  homographique  d'une  figure,  le  plan  situé 
à  l'infini  peut  être  pris  pour  son  homologue  dans  la  nouvelle  figure. 

Dans  ce  cas,  les  formules  générales,  qui  nous  ont  servi  à  la  construction 
des  figures  homographiques  [§  XV,  équations  (a)],  se  sont  simplifiées  et  sont 
devenues 

(i).     .     .     ...     .     ad=>..a'd',     &d  =  II.  &•(!',     rd  =  v.r'd'.     (Éq.  (</),  n"  283.) 

Ces  formules  expriment  que  : 

Étant  pris  trois  axes  coordonnés  quelconques  Ox,  Oy,  Oz,  dans  la  pre- 


812  IMEMOIHK  l)K  CK()MF:TI{If:. 

mière  fifjure ;  et,  dans  ta  accoude,  trois  axes  coordonnes  O'x',  O'y',  O'z',  qui 
soient  précisément  les  droites  correspondant  aux  premiers  axes;  si  x,  y,  z 
désignent  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  m  de  la  première  figure, 
rapportée  aux  trois  premiers  axes,  et  x',  y',  z',  les  coordonnées  du  point 
correspondant  de  la  seconde  fif/ure,  rapportée  a%ix  trois  autres  axes,  on 
aura 

(2) r=Ax',     y  =  [>-}l\     z  =  vz\ 

/,  p,  V  étant  trois  constantes. 

Réciproquement,  quand,  entre  les  points  de  deux  figures  rapportées  à 
deux  systèmes  d'axes  coordonnés  quelconques,  on  a  ces  relations,  ces  deux 
figures  sont  homogi-aphiques ,  et  ont  cela  de  particulier,  que  le  plan  situé  à 
Tinfini,  considéré  comme  appartenant  à  Tune  d'elles,  est  lui-même  son 
liomologue  dans  l'autre. 

380.  Des  formules  (2),  nous  déduirions  aisément  toutes  les  propriétés  des 
deux  figures,  et  notamment  celles  sur  lesquelles  vont  reposer  les  applica- 
tions que  nous  allons  faire  de  ce  mode  de  transformation;  mais  nous  préfé- 
rons, pour  ne  point  nous  écarter  de  la  voie  purement  géométrique  que  nous 
avons  suivie  jusqu'ici,  déduire  ces  propriétés,  particulières  aux  deux  figures, 
de  la  théorie  générale  des  figures  homographiques. 

381.  Soient  donc  deux  figures  homographiques  telles,  que  le  plan  situé  à 
Tinlini  dans  la  première  soit  lui-même  son  homologue  dans  la  seconde.  Les 
propriétés  caractéristiques  des  deux  figures  sont,  sous  le  rapport  des  rela- 
tions descriptives,  que,  à  deux  droites  parallèles  dans  l'une,  correspondent 
deux  droites  parallèles  dans  l'autre;  et,  conséquemment,  à  deux  plans  paral- 
lèles dans  l'une,  correspondent  deux  plans  parallèles  dans  l'autre;  cela  est 
évident  ; 

Et,  sous  le  rapport  des  relations  métriques,  que  deux  droites  homologues 
sont  divisées  en  parties  proportionnelles  par  des  points  homologues  ;  c'est-à- 
dire  que  Uj  b,c,  (/,....  étant  des  points  de  la  première  figure,  situés  en  ligne 
droite,  et  a',  6',  c',  d', les  points  correspondants,  de  la  seconde  figure, 


>u:>i()ini:  di:  ciioMi/rnii:.  sir, 

les  se^MiKMils  ah^  ni,....  s(Uil  |)ro|»(Mli(mii('ls  aux  sc^^iiiciils  a'h',r'(l' Eu 

cITet,  on  a 

ha    (la        ha'    d'à' 

hc     (Ir        h  (       (le 

Supposons  le  poiiil  d  a  riniini  :  le  point  d'  sera  aussi  à  rinfini;  cl  rl'ujuation 

(lo>itMi(ira 

la       h'a' 

hr         h' e' 

Ainsi  les  se^inenls  <((f,  bc  sont  pro[)orlioiniels  aux  se^nienls  a'h\  h'c'. 

382.  Il  suit  (le  là  (|ue,  quand  une  droite  de  la  première  (igure  est  divisée 
en  parties  égales,  la  dioile  homologue, dans  la  seconde  ligure,  esl  aussi  divisée 
en  parties  égales  par  les  points  eorrespondanl  aux  points  de  division  de  la 
première  droite. 

383.  Les  deux  sortes  de  relations,  descriptives  ou  métriques,  que  nous 
venons  de  reconnaître  à  nos  ligures  homographiques,  donnent  lieu  à  trois 
propriétés  principales  de  ces  figures;  propriétés  sur  lesquelles  reposent  les 
aj)plicalions  auxquelles  ce  mode  de  défoimation  est  propre. 

Ces  trois  propriétés  sont  les  suivantes  : 

4"  Le  rapport  de  deux  segments ^  pris  sur  deux  droites  parallèles  quel- 
conques, dans  la  première  figure,  est  égal  au  rapport  des  deux  segments 
correspondants ,  dans  la  seconde  figure. 

2°  Le  rapport  des  aires  de  deux  polygones  plans  quelconques ,  situes  dans 
deux  plans  parallèles ,  appartenant  à  la  première  figure,  est  égal  au  rapport 
des  aires  des  deux  polygones  correspondants ,  dans  la  seconde  figure. 

3°  Les  volumes  de  deux  parties  correspondantes  des  deux  figures  sont 
dans  un  rapport  constant. 

384.  Nous  allons  démontrer  successivement  ces  trois  propositions. 
Soient  ab,  cd  deux  lignes  parallèles  dans  la  première  figure,  et  a'b',  c'd' 

les  deux  lignes  correspondantes,  de  la  seconde  figure.  Il  faut  prouver  que 

ab  _  a'h' 
cd       c'd' 
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Les  doux  lij^nc«  ar ,  bd  se  coupent  en  un  pointa',  et  Ton  a 


06       ea 
cd       PC 


Pareillement,  les  lignes  a'c',  b'iV  se  coupent  en  un  point  c' ;  et  Ton  a, 
parce  que  les  lignes «'^',  c'd'  sont  parallèles, 


I  ^1 


ao        e  a 
c'd'       e'c 
Or, 

ea 


-— ; (381) 

ce      e  c 


donc  les  premiers  membres  des  deux  équations  sont  égaux;  c'est-à-dire 
que 

af>  «'6'  ^  ^         T,        W. 

—  = C.  Q.  F.  P. 

cd       c'd' 

385.  Soient  deux  aires  planes  T,  U,  situées  dans  deux  plans  parallèles, 
et  appartenant  à  la  première  figure;  et  soient  T',  U',  les  aires  correspon- 
dantes, dans  la  seconde  figure;  elles  seront  aussi  dans  deux  plans  parallèles 
entre  eux. 

Quelles  que  soient  les  formes  des  deux  polygones  T,  U,  on  peut  les  décom- 
poser chacun  en  un  certain  nombre  de  petits  parallélogrammes,  tous  égaux 
entre  eux,  et  ayant  leurs  côtés  parallèles  à  deux  axes  fixes.  T  contiendra  m 
de  ces  parallélogrammes,  et  U  en  contiendra  n.  Le  rapport  des  aires  des  deux 
polygones  sera  ^.  Tous  ces  petits  parallélogrammes  auront  pour  correspon- 
dants, dans  la  seconde  figure,  d'autres  parallélogrammes,  et  ceux-ci  seront 
aussi  égaux  entre  eux  (382);  de  sorte  que  les  deux  polygones  T',  U'  seront 
divisés  en  autant  de  parallélogrammes,  respectivement,  que  T,  U;  par 
conséquent  le  rapport  de  leurs  aires  sera  aussi  ^.  Il  sera  donc  égal  au 
rapport  des  aires  des  deux  premiers  polygones. 


38(1.  Il  nous  rcslc  h  dc-moiilicr  l:i  lioisirmc  pidposilioii  :  deux  |(;irlios 
(•()ri('s|)(»ii(|;iiii('s  (les  deux  li^Mircs  li()in()gr;ij)lii(|ii('s  ont  leurs  noIiuucs  dnns 
un  rappori  couslanl. 

Soioul  V,  V  les  Noiuuu's  de  deux  polyèdres  conespoudîuils  :  il  faul 
déuïonlrcr  (pic  lo  ra|)porl  ^r  est  conslanl,  cpicls  (pi(»  soient  les  deux  polyè- 
dres, c  esl-à-dire  cpie,  r  et  r'  étant  les  volumes  de  deux  autres  polyèdres  cor- 
respondants, on  auia 

V  _  V 

En  elTlel,  que  Ton  divise  chacun  des  deux  corps  V,  v  en  un  certain 
nombre  de  petits  rhomboïdes  égaux  entre  eux,  en  menant  trois  séries  de 
plans  parallèles,  dont  les  plans  de  chaque  série  soient  également  éloignés 
entre  eux;  supposons  que  les  deux  corps  contiennent,  le  premier  m  rhom- 
boïdes, et  le  second  n;  le  rapport  de  leurs  volumes  sera  -^*- 

Les  deux  corps  correspondants  V,  v'y  dans  la  seconde  figure,  seront 
divisés  aussi  en  m  et  n  rhomboïdes,  diflerents  des  premiers,  mais  qui  seront 
aussi  égaux  entre  eux.  De  sorte  que  le  rapport  des  volumes  de  ces  deux 
corps  sera^.  Il  est  donc  égal  au  rapport  des  volumes  des  deux  premiers 
corps.  C.  Q.  F.  P. 

387.  Les  trois  propositions  que  nous  venons  de  démontrer  serviront  pour 
faire  la  transformation  des  relations  de  distances,  d'aires  et  de  volumes,  d'une 
figure. 

La  transformation  des  relations  de  volumes  se  fera  immédiatement, 
puisque  les  volumes  des  différentes  parties  de  la  nouvelle  figure  sont  pro- 
portionnels aux  volumes  des  parties  correspondantes  de  la  figure  pro- 
posée. 

388.  Pour  opérer  la  transformation  des  relations  de  distances  et  des  rela- 
tions de  surfaces,  concevons  qu'une  sphère  fasse  partie  de  la  figure  proposée. 
II  lui  correspondra,  dans  la  nouvelle  figure,  un  ellipsoïde. 

Soient  une  ligne  quelconque  AB  de  la  figure  proposée,  et  R  le  rayon 
qui  lui  est  parallèle.  Il  y  aura,  dans  la  nouvelle  figure,  une  ligne  A'B'  et 
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un  tlcini-dianic'liT  D'  do  rcllip.^oïdc,  piiiullôlo  nu  rayon  R ,  et  Ton  aura 

(583) 

d'où 


AB 

AB' 

R 

D 

) 

AB  = 

AB 

R. 

Donc  : 

Pour  fdirr  la  tram^ formation  d'une  relation  entre  certaines  lignes  d'une 
jifjure  proposée,  il  su//it  de  remplacer,  dans  cette  relation,  ces  lignes  par 
les  lignes  correspondantes  de  la  figure  homographique ,  divisées,  respective- 
ment, par  les  demi-diamètres  d'un  ellipsoïde  quelconque ,  qui  leur  seront 
parallèles,  et  nniltipliées  par  une  constante. 

Si  la  relalion  proposée  est  homogène,  on  [)rendra  cette  constante  égale  à 
l'unité. 

389.  Pour  les  relations  d'aires,  concevons  toujours  une  sphère  faisant 
partie  de  la  ligure  proposée.  Soient  S  une  aire  jjlane,  et  2  la  surface  du  carré 
construit  sur  deux  rayons  rectangulaires  de  la  sphère,  compris  dans  un 
plan  diamétral  parallèle  au  plan  de  Taire  S.  11  y  aura,  dans  la  seconde  figure, 
une  aire  plane  S'  et  la  surface  1'  du  parallélogramme  construit  sur  deux 
demi-diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde  correspondant  à  la  sphère,  ces  demi- 
diamètres  étant  compris  dans  le  plan  diaméti'al  parallèle  au  plan  de  Taire  S'; 

et  Ton  aura 

s       S' 

-  — -; (Ô85) 

11 


(Toù 


s 

s  ^— 


2  est  une  constante,  quelle  que  soit  la  direction  du  plan  de  Taire  S. 
Conséquemment  : 

Pour  faire  la  transformation  d'une  relation  entre  des  aires  planes  d'une 
figure,  il  suffit  de  substituer,  dans  cette  relation,  èi  ces  aires,  les  aires  cor- 
respondantes de  la  figure  homographique ,  divisées  respectivement  par  les 
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.surfaces  des  pant/fr/of/numncs  nmslniils  sur  dru.r  t/ruN-(h(inirlrcs  rouju- 
f/urs  (l'un  crrtuin  clIipsoUlc ,  ((nn/tris  dans  les  /)/(nis  iHtni/fr/cs  à  rcu.r:  dr 
rcs  (lires,  et  uiulliplii-es  futr  une  cousUiute. 

Si  la  rchlion  proposée  esl  Iiomio^m'iic,  ou  pi-nidra  celle  consljinle  é^^ile  ;i 
ruiiité. 

\V^^.   Kniin,  nous  pouNons  énoncer  lonl  do  suile  (;ell(;  lioisiènK;  rè^^^le  : 

Pour  faire  la  transforutatiou  d'une  relation  entre  les  volumes  de  diff(}- 
rvnles  parties  d'une  f'f/ure,  il  suffit  de  substituer  à  ces  volumes,  dans  cette 
relation  ,  les  vidumes  des  parties  correspondantes  de  la  seconde  figure,  mul- 
tipli(''s  respectivement  par  une  constante. 

Si  la  lelalion  proposée  est  homogène,  on  prendra  celle  (;onslanlc  égale  à 
Punilé. 

391.  On  voit  (jue  ces  principes  de  Iransl'ormalion  inlroduiront  générale- 
nienl,  dans  la  nouvelle  ligure,  la  considération  d'un  ellij)soïde. 

Cela  donne  lieu  aux  observations  suivantes ,  dont  Tapplication  se  présen- 
tera dans  beaucouj)  de  questions  : 

1"  Cet  ellipsoïde  auxiliaire  est  indélerminé  de  position;  et  généralement 
il  est  indéterminé  de  forme; 

2"  S'il  se  trouve  une  sphère  dans  la  première  figure,  on  doit  prendre 
dans  la  seconde  ligure,  pour  rellipsoïde  auxiliaire,  l'ellipsoïde  môme  corres- 
pondant à  la  sphère,  ou  du  moins  un  ellipsoïde  homothélique  (semblable  et 
semblablement  placé);  parce  que  deux  corps  homothétiques,  dans  la  première 
figure,  donnent  lieu,  dans  la  nouvelle  figure,  à  deux  corps  qui  sont  aussi 
homolhétiques  entre  eux  ; 

3°  Dans  les  théorèmes  qui,  par  leur  nature,  sont  susceptibles  de  l'appli- 
cation du  principe  des  relations  conlingenles,  on  pourra  substituer,  à  l'ellip- 
soïde auxiliaire,  une  autre  surface  du  second  degré. 

392.  Nous  allons  faire  diverses  applications  de  ce  mode  de  déformation 
homographique. 

Prenons  d'abord  une  sphère  :  le  principe  de  déformation  donnera  un  ellip- 
soïde à  trois  axes  inégaux;  et  les  propriétés  de  la  sphère  se  convertiront 
immédiatement  en  propriétés  de  l'ellipsoïde.  Il  est  évident  qu'au  centre  de 
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la  splH'iv  coiTospoiid  le  cpiilro  de  IVIIipsoïdo;  cl  (juVi  Irois  diamètres 
leelan'^nlaires  de  la  splurc  coiTCspoiuleul  liois  diamètres  conjugués  de 
relli|)S()ï(le. 

'M)',).  Le  cube  construit  sur  trois  layous  rectangulaires  quelconques  a  tou- 
jours le  même  volume;  donc 

Le  rhomhoidc  conshnit  sur  trois  (Jemi-diamùlres  conjufjués  d'un  ellip- 
soïde a  toujours  le  même  volume^  quel  que  soit  le  système  de  ces  trois  dia- 
mètres. 

Soient  a,  h,  c  les  trois  demi-diamètres  piincipaux  de  rollipsoïdc  :  le  volume 
du  rhondjoïde  construit  sur  trois  autres  demi-diamètres  conjugués  sera  tou- 
jours égal  à  abc. 

391.  Le  volume  de  la  sphère  est  égal  au  cube  construit  sur  le  rayon, 
multij)lié  par  *  n;  donc 

Le  volume  de  relUjtsoide  est  égal  au  volume  du  rhomboïde  construit 
sur  trois  demi-diamelres  coiijuyués,  multiplié  par  |  tt,  c'est-à-dire  égal  à 
t-  t:  abc. 

395.  Quand  deux  sphères  sont  concentriques,  les  plans  tangents  à  la 
plus  petite  retranchent  de  la  plus  grande  des  segments  égaux;  donc  : 

Quand  deux  ellipsoïdes  sont  concentriques  et  homothétiques ,  les  plans 
tangents  au  plus  petit  retranchent^  du  plus  grand ,  des  segments  équivalents. 

Les  secteurs  correspondant  à  ces  segments  sont  aussi  équivalents. 

Les  cônes  circonscrits  à  rellipsoïde,  suivant  les  bases  des  segments,  ont 
donc  des  volumes  égaux. 

396.  Prenons  ce  beau  théorème  d'Archimède  :  Un  segment  de  sphère 
est  au  cône  qui  a  même  base  et  même  hauteur,  comme  le  rayon  de  la  sphère, 
plus  la  hauteur  de  Pautre  segment,  est  à  la  hauteur  de  cet  autre  segmenl. 
[De  la  sphère  et  du  ctjlindre;  livre  II,  proposition  3.) 

On  en  conclut  immédiatement  cet  autre  théorème,  démontré  aussi  par 
Archimède,  pour  l'ellipsoïde  de  révolution  seulement  (Z)es  sphéroïdes  et  des 
conoïdes,  proposition  32)  : 

Un  segment  d'ellipsoïde  quelconque  est  au  cône  qui  a  même  base  et 
même  sommet,  comme  la  moitié  du  diamètre  qui  aboutit  à  ce  sommet,  plus 
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la  partie  de  ce  diamètre,  mm  comprise  dans  le  scf/meat ,  est  à  celle  même 
partie. 

Nous  appelons  sommet  du  sc^^juiciil  r^xlrruiilc  «lu  (Icuii-dianiclrc  «pii 
passe  par  le  ((Milro  de  la  basi^  du  scj^iniMit. 

VM .  \a\  surface  de  la  sphtVo  osl  ('<;al«'  à  (pialrc  lois  celle  d'un  ^nand 
cercle  ;  donc 

Si  l'on  considère  un  ellipsoïde  comme  un  ])ol//èdre  d'une  infinité  de  faces 
infiniment  jn'tites ,  l'intéf/ride  double  (pii  donnera  la  somme  de  toutes  ces 
faces,  dirisées  respectivonent  par  les  aires  des  sections  faites,  dans  l'ellip- 
soïde, par  des  plans  diamétraux  parallèles  à  ces  faces,  sera  éfjale  (i  i. 

398.  Soient  une  sphère  el  deux  plans  fixes  menés  par  son  centre.  Si, 
autour  de  ce  point,  on  fait  tourner  un  troisième  plan,  de  manière  que  la 
somme  des  angles  dièdres  qu'il  fait  avec  les  deux  plans  fixes,  soit  con- 
stante, ce  plan  enveloppera  un  cône  du  second  degré;  et  le  produit  des 
sinus  des  angles  que  chaque  arête  de  ce  cône  fait,  avec  les  deux  plans  fixes, 
sera  constant  *. 

L'aire  du  triangle  sphérique  déterminé,  sur  la  splière,  par  les  deux  plans 
fixes  et  par  le  plan  mobile  est  constante,  puisque  la  somme  des  trois  angles 
de  ce  triangle  sera  toujours  la  même;  conséquemment  le  volume  de  la 
pyramide  sphérique,  comprise  sous  ces  trois  plans,  est  aussi  constanl.  Le 
cône  percera  la  sphère  suivant  une  conique  sphérique.  Le  produit  des 
distances  de  chaque  point  de  cette  courbe,  aux  deux  plans  fixes,  est 
constant;  ce  qui  prouve  que  cette  courbe  est  sur  un  cylindre  hyperbo- 
lique, dont  les  deux  plans  fixes  sont  les  plans  asymptotes.  On  conclut  de  là 
que  : 

Etant  donnés  %in  ellipsoïde  et  deux  plans  fixes  menés  par  son  centre;  si, 
autour  de  ce  point,  on  fait  tourner  un  troisième  plan,  de  manière  que  la 
portion  de  l'ellipsoïde  comprise  dans  l'angle  trièdre  formé  par  ces  trois 
plans  ait  son  volume  constant,  le  plan  mobile  enveloppera  un  cône  du  second 
degré;  et  la  courbe  d'intersection  de  la  surface  de  l'ellipsoïde  par  ce  cône 

J'ai  démontré  ces  deux  propositions  dans  mon  Mémoire  sur  les  propriétés  générales  des 
cônes  du  second  degré,  art.  24  et  2ti. 
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sera  sidirr  sur  un  ci/hiidn'  hi//jf)ho/i(jue,  dont  les  /ilfDis  asym]ttoles  seront 
les  deux  plans  pjcs. 

399.  Si,  par  un  point  fixoS,on  mène  iino  IransvorsnU'  qui  roncontre  une 
spIuTC  en  deux  points  «,  u' ,  on  aura 

So.Sa'  =  const. 

Donc 

Si ,  par  tm  point  fixe  S;,  on  mène  une  transvemale  qui  rencontre  un  ellip- 
soïde en  deux  pointai  a,  a',  on  aura 

Sfl.Sa 

D  étant  le  demi-diamètre  de  l'ellipsoïde^  parallèle  à  la  transversale. 

400.  Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  des  droiles  aux  extrémités  a,  0  d'un 
diamètre  quelconque  de  la  splière,  on  aura 

*    i 

Sa  -H  S6  =  const. 

Donc 

5/,  d'un  point  fixe,  on  mène  des  droites  aux  extrémités  d'un  diamètre 
(pieironque  d'un  ellipsoïde ,  la  somme  de  leurs  carrés ,  divisés  respective- 
ment par  les  carrés  des  demi-diamètres  parallèles  à  ces  droites,  est  con- 
stante. 

Ainsi  Ton  a 

Sa        S6 

—  H -  =  consl. 

Par  le  théorème  précédent  : 


On  conclut  de  là 


Sa .  Sfj' 

S/, .  Sh' 

r.  ^w^.-t       •                                                      .    .  .      *. 

D' 

Sa         Sb 

H  — -  :=  const. 

Sa'       Sb' 

C'est  le  théorème  du  numéro  343  (g  XX). 
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401.  \/.{  somme  des  «aires  «l<'s  «lioiles  meiK'es,  di's  cxdémih's  d'im  dia- 
mètre, à  mi  point  (|ueleoii(|ue  de  la  sphère,  est  eoiislanl(;  el  é;^al(;  au  carré  de 
ce  diamètre  ;  donc 

La  somnic  (les  vdrn's  des  (/roi/es  meures,  des  exlrênulcs  (Chu  (hainèlrc 
de  l'ellipsoïde ,  à  un  /xiiiif  (Hieleonijiie  de  celle  sur/are,  divisés  respeelive- 
ment  (Htr  les  eanrs  des  diamètres /xaallèles  à  ces  droites,  est  coasfaiite  et 
égale  à  l'unité. 

Ainsi  soient  A,  H  les  extrémités  (run  diamèlr(^  de  Tellipsoïde,  el  m.  un 
autre  point  (piek'on(iue  de  eelte  surface;  soient  D,  D'  les  diamètres  paral- 
lèl»es  aux  deux  droites  )nX,  tnll;  on  auia 


m  A       m\i 
17-^  =  » 


402.  Si,  sur  un  diamètre  d'une  sphère  et  sur  son  prolongement,  on 
prend  deux  points,  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  extrémités  du 
diamètre,  le  rapport  des  distances  de  ces  deux  points,  à  un  point  quelconque 
de  la  sphère,  sera  constant;  donc 

Si,  sur  un  diamètre  d'un  ellipsoïde,  on  prend  deux  points,  conjugués  har- 
inonifjues  par  rapport  aux  extrémités  de  ce  diamètre  ;  les  distances  de  chaque 
point  de  Vellipsoïde  à  ces  deux  points,  divisées  respectivement  par  les  demi- 
diamètres  parallèles  aux  droites  sur  lesquelles  se  mesurent  ces  distances, 
ont  un  rapport  constant. 

403.  Si  l'on  a  un  système  de  points  dans  l'espace,  et  leur  centre  des 
moyennes  distances;  puis  que,  de  ce  point,  comme  centre,  on  décrive  une 
sphère;  la  somme  des  carrés  des  distances  d'un  point  quelconque  de  cette 
sphère,  à  tous  les  points  du  système,  sera  constante;  donc 

Si  l'on  a  un  .système  de  points  dans  l'espace,  et  un  ellipsoïde  qui  ait  son 
centre  de  figure  au  centre  des  moyennes  distances  de  tous  ces  points  ;  la 
somme  des  carrés  des  droites  menées,  d'un  point  quelconque  de  l'ellipsoïde,  à 
tous  les  points,  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  demi-diamètres 
parallèles  à  ces  droites,  sera  constante. 

104 
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404.  Soionf  nii  corcio,  ot  deux  îixos  roordonnôs  rcclniij^nlairos,  menés  par 
son  ceiilre.  Oii'oii  mène  deux  rayons  (|ueIcon(]ues  rectaiii^^daires  :  soient  a?', /y' 
les  coordonnées  de  rexli"(''inil('  do  |)reniier,  el  -x",  ij"  les  coordoiniécs  de 
l'exli'éniité  du  second.  On  aura,  é\ideinnienl, 

Faisons  la  déloiinalion  liomoi^rapliique  :  nous  aurons  une  ellipse,  deux 
axes  coordonnés  Ox ,  0/y,  dirigés  sinvani  deux  diainèfres  conjugués,  puis  deux 
autres  diamètres  conjugués.  On  en  conclut  ce  théorème  : 

L'équation  d'une  ellipse^  rapportée  à  deux  axes  conjwjués,  étant 

x^       x" 
ur       b 

si  l'on   représrnfr  jxir  x',  \',  x",  y"   les  coordonnées  des  extrémités  de 
deux  demi-dianictres  conjugués  quelconques ,  on  aura 

a  b 

X    =±-y    ,  y    =.zf-x. 

0  a 

Ces  relations  entre  les  coordonnées  des  extrémités  de  deux  demi-diamèlres 
conjugués  sont  très-simples,  et  peuvent  servir  à  démontrer  rapidement  les 
diverses  propriétés,  connues,  de  ces  diamètres.  Elles  pourraient  être  intro- 
duites avec  avantage  dans  la  théorie  analytique  des  sections  coniques,  où  on 
les  démontrerait  directement. 

403.  Que  Ton  prenne  le  théorème  de  Cotes,  et  qu'on  le  transporte  à  Tel- 
lipse,  en  observant  qu'à  des  secteurs  égaux  dans  le  cercle,  correspondront 
des  secteurs  équivalents  dans  Tellipse  ;  on  aura  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  mène  dans  l'ellipse  2n  demi-diamètres ,  qui  divisent  sa  surface 
en  2n  secteurs  équivalents,  et  qu'on  appelle  ]\\,  m,,  m^, ...  les  points  de  di- 
vision consécutifs;  que,  d'un  point  0,  pris  à  volonté  sur  le  demi-diamètre 
Cnio,  ou  sur  son  prolongement ,  on  mène  des  droites  à  tous  les  points  de 
division  : 
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i"  Ij'  /))■(>(/ ui(  (les  droites  meures  à  (nus  /es  jKunls  de  division  de  rany 
pair,  divisé  jiur  le  produit  des  denii-dioinèlres  poridlèles  à  ces  droites,  sera 
êyal  à 

i;o 

(■III,, 

!2"  Le  produit  de  toutes  tes  droites  menées  ((u.r  points  (te  division  de  ronr/ 
impair,  divisé  /ntr  te  produit  des  demi-diamètres  parallèles  éi  res  droites, 
sera  é(/al  èi 

n 

co 
—  -h  \. 

» 

Cm» 

Nous  poui'rioiis  dire  (juc  les  points  de  (li\isioi)  in^,,  >/?,,  ....  sont  pris  de 
manière  que  l'intégrale  de  réléinenl  de  Tare  crellipse,  divisé  par  le  demi- 
diamètre  parallèle  à  la  direction  de  cet  élément,  a  la  même  valein*  en  Ire  deux 
points  de  division  consécutifs  quelconques. 

On  poui'rait  généraliser  de  même  le  tliéoivme  de  Moivre. 

§  XXIV.  SurrE  du  précédent.  —  DÉMONSTnATiON  géométrique  des  diverses 

PROPRIÉTÉS  des  diamètres  CONJUGUÉS  d'uNE  SURFACE  DU  SECOND  DEGRÉ. 

40().  Soient  trois  rayons  rectangulaires  r,  r',  r"  diine  sphère,  et  trois 
autres  rayons  rectangulaires  p,  p',  p" ;  le  sinus  de  l'angle  que  le  rayon  p" 
fait  avec  le  plan  des  deux  rayons  r,  r',  est  égal  au  sinus  de  l'angle  que  le 
rayon  r''  fait  avec  le  plan  des  deux  rayons  p,  p'  ;  donc  le  rhomboïde  con- 
struit sur  les  trois  rayons  ;•,  r',  p"  a  le  même  volume  que  le  rhomboïde 
construit  sur  les  trois  rayons  ;•",  p,  p'.  On  conclut  de  là  que  : 

Quaml  on  a  deux  si/stèmes  de  trois  diamètres  conjugués  d'iCne  surface 
du  second  degré,  le  rhomboïde  construit  sur  deux  diamètres  du  premier  sys- 
tème et  un  diamètre  du  second,  est  égal  au  volume  du  rhomboïde  construit 
sur  les  trois  autres  diamètres. 

Nous  avons  déjà  démontré  (393)  que  le  rhomboïde  construit  sur  trois 
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(li;imrlros  conjji;j:ii(''s  (|H('lcoii(jucs  a  toujours  h  même  volume;  ou  peut  donc 
(liic  (jue  : 

/:laii(  donnés  deux  sjjsfrmrs  (juclconfpws  de  trois  diamrtrcs  conjugués,  le 
rltondjoide  construil  sur  trois  (jnekonqucs  d'entre  eux  a  le  même  volume 
que  le  rliomboide  construil  sur  les  trois  autres. 

407.  L;i  somme  des  carrés  des  cosinus  des  angles  que  les  trois  rayons  ?•, 
r',  r''  font  avec  le  rayon  p,  est  égale  à  Punité;  donc  la  somme  des  carrés 
des  |)rojections  oilliogonales  des  trois  ra\ons  r,  r',  r",  sur  le  rayon  /s,  est 
constante,  quel  (jue  soit  le  système  des  trois  rayons  rectangulaires  r,  r',  r"  ; 
on  en  conclut  que  : 

Si  l'on  ju'ojette  trois  diamètres  conjugués^  d'une  surface  du  second  degré, 
sur  u)i  axe  fixe,  par  des  plans  parallèles  au  plan  conjugué  à  cet  axe;  la 
somme  des  carrés  des  projections  sera  constante,  quel  que  soit  le  système 
des  trois  diamètres  conjugués. 

408.  Si  Ton  mène  une  droite  perpendiculaire  aux  plans  projetants,  la 
projection  orthogonale  d'un  diamètre,  sur  cette  droite,  sera  égale  à  sa  pro- 
jection sur  le  diamètre  fixe,  multipliée  par  le  cosinus  de  l'angle  que  ce  dia- 
mètre fait  avec  la  droite;  on  en  conclut  que  : 

La  somme  des  carrés  des  projections  orthogonales  de  trois  diamètres  con- 
jugués, sur  une  droite  fixe,  est  constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois 
diamètres  conjugués. 

409.  Si  l'on  fait  les  projections  sur  trois  droites  rectangulaires,  et  qu'on 
fasse  la  somme  de  leurs  carrés,  on  aura  pour  résultat,  que  : 

La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués  est  constante. 

410.  Appliquant  à  ce  théorème  le  principe  du  numéro  388,  on  le  géné- 
ralise de  cette  manière  : 

Etant  donnés  deux  ellipsoïdes  quelconques,  la  somme  des  carrés  de  trois 
diamètres  conjugués  du  pronier,  divisés  par  les  carrés  des  diamètres  du 
second,  qui  leur  sont  parallèles  respectivement,  est  constante. 

411.  Et  si  la  première  surface  est  une  sphère,  on  en  conclut  que  : 

La  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  de  trois  diamètres  rectangu- 
laires d'un  ellipsoïde  est  constante. 
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412.  La  soiuine  dos  (';u'i'(''s  des  pcrixMidinilaircs  ahaissros,  dos  ('\lr(''mil(''s 
de  Irois  rayons  irclaii^jçulaircs  de  la  splièrc,  sur  un  dianièlrc  jixc,  csl  con- 
slaulc;  donc 

Si,  (les  cxlréiuilés  de  Irois  (Iciui-diumvlrcs  conjtif/u/'s  (juclronfinrs  (riin 
ellipsoïde ,  on  (dtaissc,  sur  un  difunrfrc  jirc ,  des  ohfi(/iirs  /xindlrlcs  nu  idnn 
conj H (/((('  à  ce  dinnu'Irc;  la  sonunc  des  inrri's  de  ces  ohli(jH('s ,  dirisrs  rcs- 
pevIiiH'monl  par  les  carrés  des  denii-dianièires  qui  leur  sont  paraUèles .  sera 
constante. 

413.  Soient  l<'s  trois  rayons  rectangulaires  /•,  r',  /"  ;  la  somme  des 
carrés  des  cosinus  des  angles  que  les  trois  plans  (ju'ils  déterminent  deux 
à  deux  l'ont  avec  un  plan  donné,  est  égale  à  Tunité;  on  en  conclut  que 
la  somme  des  carrés  des  projeclions  orthogonales  des  parallélogrammes 
construits  sur  ces  rayons  deux  à  deux,  sur  le  plan  donné,  est  constante; 
donc 

Un  rhomboïde  étant  construit  sur  trois  diamètres  conjugués  d'un  ellip- 
soïde, si  ton  projette  ses  faces  sur  un  plan  fixe,  par  des  droites  parallèles 
au  diamètre  conjugué  à  ce  plan;  la  somme  des  carrés  des  projections  sera 
constante,  quel  que  soit  le  système  des  trois  diamètres  conjugués. 

414.  Si  l'on  mène  un  plan  perpendiculaire  aux  droites  projetantes,  on 
aura  les  projections  orthogonales  des  faces  du  rhomboïde  sur  ce  plan;  elles 
seront  égales  aux  projections  sur  le  premier  plan,  multipliées  par  le  cosinus 
de  Tangle  des  deux  plans;  d'où  il  suit  que  : 

Les  faces  du  rhomboïde  construit  sur  trois  diamètres  conjugués  quel- 
conques, d'un  ellipsoïde,  étant  projetées  orthogonalement  sur  un  plan  fixe;  la 
somme  des  carrés  de  leurs  projections  est  constante,  quel  que  soit  le  système 
des  trois  diamètres  conjugués. 

415.  Faisant  les  projeclions  sur  trois  plans  rectangulaires ,*et  ajoutant 
leurs  carrés,  on  en  conclut  que  : 

La  somme  des  carrés  des  faces  du  rhomboïde  construit  sur  trois  diamètres 
conjugués  est  constante. 

416.  Substituant,  dans  ce  théorème,  au  parallélogramme  construit  sur 
deux  diamètres  conjugués,  l'aire  de  la  section  faite,  dans  l'ellipsoïde,  par  le 
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plan  (le  ces  doux  dinniôlros,  et  nppliciiiniit  an  théorème  le  prineipe  de  trans- 
l'oiinalioii  du  niinHTo  38i),  on  a  le  .sni>anl  : 

Etant  (loniK's  deux  a/li/isoïdcs  concentriques  ;  la  aonnne  des  cadrés  des 
aires  des  sections  faites,  dans  le  pronier ,  par  trois  plans  conJu(jnés^  divises 
respectironenl  par  les  carrés  des  aires  des  sections  faites,  par  les  mêmes 
plans ^  dans  le  second  ellipsoïde,  est  constante. 

A\l .   Si  la  première  sin-face  est  nna  sphère,  il  sVnsm't  (pie  : 

Dans  an  ellipsoïde ,  la  sonune  des  valeurs  inverses  des  carrés  des  sec- 
tions faites  par  trois  /)lans  rectangulaires,  est  constante. 

Pour  ap|)li(pier  ce  théorème  et  le  préc(*denl  aux  hyperboloïdes,  on  substi- 
tuera, aux  aires  des  sections  diamétrales,  les  aires  des  ihombes  consli'uils  sin- 
deux  diamètres  conjugués,  compris  dans  les  plans  de  ces  sections. 

418.  On  voit,  par  les  théorèmes  précédents,  que  les  propriétés  des  faces 
des  rhomboïdes  construits  sur  trois  diamètres  conjugués,  sont  analogues  aux 
j)ro|)riétés  relatives  aux  longueurs  de  ces  diamètres.  Et,  en  eiïet,  les  unes 
se  peuvent  déduire  des  autres  facilement,  au  moyen  du  théorème  suivant  : 

Si,  par  le  centre  d'une  surface  du  second  degré,  on  élève,  sur  chaque  plan 
dia)nétral,  une  perpendiculaire  proportionnelle  à  l'aire  du  parallélogranune 
construit  sur  deux  diamètres  conjugués,  compris  dans  ce  plan  ;  l'extrémité  de 
cette  perpendiculaire  sera  sur  une  seconde  surface  du  second  degré. 

Soient  Oa,  Ob,  les  deux  demi-diamètres  conjugués  pris  dans  le  plan  dia- 
métral, et  0/  la  perpendiculaire  élevée  sur  leur  plan,  la(juelle  est  égale  à 
Taire  du  parallélogramme  construit  sur  Oa  et  Ob.  Concevons  le  demi-dia- 
mètre Oc  (jui  forme,  avec  les  deux  premiers,  un  système  de  trois  demi-dia- 
mètres conjugués;  menons  le  plan  tangent  à  la  surface,  au  point  c,  et  la 
perpendiculaire  Op  sur  ce  plan.  Cette  perpendiculaire  sera  en  raison  inverse 
de  Taire  du  parallélogramme  construit  sur  Ort  et  0^,  d'après  le  théo- 
rème (393).  Donc  0/  est  en  raison  inverse  de  Op.  Donc  le  point  y  appartient 
à  la  surface  polaire  récipro(jue  de  la  proposée,  prise  par  rapport  à  une 
sphère  auxiliaire  concenlric|ue.  Cette  surface  polaire  est  du  second  degré; 
le  théorème  est  donc  démontré. 

419.  Reprenons  une  sphère,  et  soient  r,  r' ,  r"  trois  rayons  rectan- 


^MiLiircs;  hkmioiis  \i\\  (li.iinrlic  lixc  ,o.  Le  |)l:iii  liiii^iciil  ;i  rcvlicinilc  du 
r.iNoii  r  rciicoiilrc  le  «lininôlrc  ^  <'ii  un  [xhiiI  doiil  l.i  (lisl.iiicc  ;iii  cciilni 
(le  la  splirre  a  sa  >al(Mir  iiiN^'i'sc  ô^alc  au  rusiuus  de  Tan^^dc  (|U('  le  ra}on  y 
(ail  a>('('  le  (lianH'Irc  rj  :  doue  les  plans  lau^ciils  au\  cxln'inilc's  des  Iruis 
i'a>(>ns  /•,  r',  r"  loni,  sui*  \o  dianiôlrc  p,  (rois  sc^mikmiIs  doni  les  Nalcurs 
in\ (M'scs  ont  la  somme  de  Icuis  caiTcs  conslanlc.  Ainsi 

Los  plans  f((n(/('nls  à  une  surface  (hi  second  def/ré ,  aux  exhrnu'fés  de  frais 
deaii-dianièfres  conjnf/iiés,  reiiconfreiif  an  dia)nèlre  fixe  en  frais  /ioin/s,  d<nif 
les  dislances  aa  eenire  de  la  surface  anf  la  sanune  des  carrés  de  leurs 
ndeurs  inrerses  conslanle. 

420.  Soiciil  les  trois  rayons  i'0('lani;ulaii'('s  /•,  r' ,  r" ,  el  un  plan  (i\<'  P. 
Pi'ojclons  sur  ce  plan,  par  des  droilos  paiallèlcs  au  rayon  r",  lo  parallc- 
loi>i'ammc  conslruil  sui*  los  deux  promiors  rayons  r,  r'  :  la  projeclion 
s(M'a  égale  à  ce  paiallélogiamme,  divisé  par  le  cosinus  de  Tangle  que  son 
plan  lait  a\ec  le  plan  P;  donc  la  valeur  inverse  de  cette  projeclion  sera 
égale  à  la  valeur  inverse  du  parallélogramme,  mullipliée  par  le  cosinus. 
Si  Ton  projette  de  même,  sur  le  plan  V,  les  deux  autres  parallélogrammes 
construits,  Tun  sur  r  et  r",  l'autre  sur  /',  r",  on  aura  trois  projections 
dont  la  somme  des  valeurs  inveises  des  carrés  sera  égale  à  une  constante. 
On  en  conclut,  dans  les  surfaces  du  second  degré,  une  propriété  que  nous 
pouvons  énoncer  ainsi  : 

Les  faces  du  rhomboïde  construit  sur  trois  demi-diamètres  conjugués 
d'une  surface  du  second  degré ^  rencontrent  un  plan  fixe  suivant  six  droites 
qui  sont  parallèles  deux  èi  deux  ^  et  qui,  prises  quatre  ii  quatre,  déterminent 
trois  parallélogra)nmes ;  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  de  ces 
trois  parallélogrammes  a  une  valeur  constante,  quel  que  soit  le  système  des 
trois  diamètres  conjugués. 

On  peut  exprimer  ce  théorème  de  celte  manière  : 

Un  rhomboïde  étant  construit  sur  trois  demi-diamètres  conjugués  quel- 
conques d'une  surface  du  second  degré;  si  l'on  projette  chacune  de  ses  faces 
sur  un  plan  fixe,  par  des  droites  parallèles  au  diamètre  conjugué  au  plan 
de  la  face  projetée;  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  des  projec- 
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lions  sera  constante ,  (jiicl  (/ne  soit  le  stjstcmr  des  trois  dvmi-dicnnùtres  con- 

jlU/U('S. 

421.  Si,  11*1111  point  de  l'espace,  on  ajjaisse  des  perpendiculaires  sur  trois 
plans  rectangulaires  quelconques,  menés  par  un  point  fixe,  la  somme  des 
carrés  de  ces  perpendiculaires  sera  constante,  et  égale  au  carré  de  la 
distance  des  deux  points;  donc 

5/;,  d'un  point  m  do  l'espace^  on  abaisse,  sur  trois  plans  diamétraux  con- 
juf/ués  quchonques  d'un  cUipsoïdc,  trois  obliques  parallèles  respectivement 
aux  trois  diamètres  conjufjués  à  ces  plans  ;  la  somme  des  carrés  de  ces  obli- 
f/ues ,  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  demi-diamètres  (pii  leur 
sont  parallèles  f  sera  constante,  et  égale  au  carré  de  la  droite  menée  du 
point  m  au  centre  de  l'ellipsoïde,  divisé  par  le  carré  du  demi-diamètre  com- 
pris sur  cette  droite. 

Ainsi  soient  a,  b,  e  trois  demi -diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde; 
pienons  leurs  directions  pour  celles  de  trois  axes  coordonnés  i)x ,  Oy,  Oz; 
et  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  m  de  l'espace  ;  soit  Od  le  demi- 
diamètre  de  la  surface,  compris  sur  la  droite  Om.  On  aura  l'équation 


X*       y*       z'  _  Om 


quel  que  soit  le  système  des  trois  demi-diamètres  conjugués  a,  b,  c. 
Cette  équation  fait  voir  que  la  quantité 


x"       y       7f 

—  -\ v-  — 

a'        h'        c* 


est  plus  grande  ou  plus  petite  que  l'unité^  suivant  que  le  point  m  est  pris 
au  dehors  ou  au  dedans  de  l'ellipsoïde;  et  qu'elle  est  égale  à  Tunité,  quand 
le  point  m  est  pris  sur  la  surface;  c'est-à-dire  que  l'équation 


x'       t/î       z* 

~  "^  I^  "*"  "î  ="  * 


appartient  à  tous  les  points  de  la  surface. 


422.  Soicnl  deux  droilcs  lixcs  mciK'cs  pjii-  le  ('ciilrc  «le  la  s|»li('r(î  :  l.'i 
somme  (les  piodiiils  des  cosiims  des  anodes  (lu'cllcs  loiil  axrc  liois  rii}()n.s 
iT(ianf»ulîuros  t'sl  (''^al(^  au  cosinus  de  l'angle  (|uV*ll('s  lonl  enln^  elles; 
ainsi  celle  somme  est  conslanle,  (|iu'l  (|U(î  soil  le  système  des  trois  rayons 
rectan;;idaii'es.  On  conclut  de;  là  (|ue  la  sonmie  des  prodiiils  des  jii-ojeclions 
oiilioi^onales  des  trois  rayons,  sui'  les  deux  droites,  est  conslanle.  Kl  si  Ton 
conçoit  deux  plans  diaméliaux,  respeclivenKîul  perpendiculaires  aux  deux 
droiles  lixes,  on  peut  dire  (pic  la  sonune  des  produits  des  perpcMidiculaires 
abaissées,  des  extrémités  des  trois  rayons  reclanii;ulaires,  sur  les  deux  |)lans, 
csl  conslanle. 

A  ces  trois  perpendiculaires  correspondront,  dans  la  (igure  liomogra- 
plii(pie,  les  ol)li(iues  abaissées  des  exli'émilés  de  Irois  demi-diamèlres,  conju- 
gués à  ces  plans.  Ces  obliques  seront  proportioimelles,  respeclivement,  aux 
j)erpen(liculaires  abaissées  des  mêmes  points  sui'  les  deux  plans  (ixes.  On  a 
donc  ce  théorème  : 

Etant  menés  deux  plans  fixes  par  le  centre  d'an  ellipsoïde  ;  la  somme 
des  produits  des  perpendiculaires  abaissées,  des  extrémités  de  trois  demi-dia- 
mètres conjuijués,  sur  ces  deux  plans,  sera  constante. 

Si  les  deux  plans  sont  conjugués,  cette  somme  est  égale  à  zéro. 

423.  Si  Ton  conçoit  deux  droites,  respectivement  perpendiculaires  aux 
deux  plans,  les  perpendiculaires  abaissées  sur  ces  plans  seront  égales  aux 
projections  orthogonales  des  demi-diamèlres  sur  ces  droiles;  on  peut  donc 
dire  que  : 

La  somme  des  produits  des  projections  de  trois  demi-diamètres  conjugués, 
sur  deux  droites  fixes ,  est  constante. 

Si  les  deux  droites  se  confondent,  on  aura,  comme  simple  corollaire,  le 
théorème  (408). 

424.  Soient  deux  plans  lixes  el  trois  plans  rectangulaires  quelconques, 
menés  par  le  centre  de  la  sphère  :  la  somme  des  produits  des  cosinus  des 
angles  que  ces  trois  plans  feront  avec  les  deux  plans  lixes  sera  conslanle 
cl  égale  au  cosinus  de  Tangle  des  deux  plans.  Il  s'ensuit  que  si  l'on  conçoit 
trois  rayons  rectangulaires,  la  somme  des  produits  des  projections,  sur  les 
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(I('ii\  |)l;iiis,  (les  jlioMiIjes  consliuils  siii"  ces  rayons  piis  doux  à  deux,  sera 
coiislaiile. 

On  conclul  de  là  un  lliéorèine  semblable,  à  Tégard  des  projections  des 
parallélogrammes  fails  sur  trois  demi-diamètres  conjugués  pris  deux  à  deux; 
ces  projections  éiant  failes  sur  deux  |)lans  fixes,  |)ai-  des  droites  parallèles 
aux  diamètres  conjugués  à  ces  plans;  et  si  Ton  conçoit  deux  autres  plans, 
resj)eclivement  perpendiculaires  à  ces  deux  droites,  les  projections  ortho- 
gonales, sur  ces  plans,  seront  égales  aux  premières  projections,  multipliées 
pai'  les  cosinus  des  angles  que  les  pi'emiers  plans  font,  respecti\ement, 
avec  les  deux  nouveaux.  On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Un  rhomboïde  étant  construit  sur  trois  demi-diamètres  conjurjués  d'un 
eUipsoïde ;  si  l'on  projette  ortho(jonale}nent  chacune  de  ses  faces  sur  deux 
plans  fixes,  et  qu'on  fasse  le  produit  de  ces  deux  projections  ;  la  somme  de 
ces  produits  est  constante ,  quel  que  soit  le  systtnae  des  trois  demi-diamètres 
conjugués. 

Si  les  deux  plans  se  confondent,  on  a  le  théorème  (^H). 

42o.  Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  dans  la  sphère  trois  cordes  rectangu- 
laires, la  somme  de  leurs  carrés  sera  constante  {Géométrie  de  position, 
p.  166);  donc 

Si,  par  un  point  fixe ,  on  mène  dans  un  ellipsoïde  trois  cordes  parallèles  à 
trois  diamètres  conjugués  quelconques  ;  la  somme  de  leurs  carrés,  divisés 
respectivement  par  les  carrés  de  ces  diamètres  ;  est  constante. 

Le  point  fixe  peut  être  pris  sur  la  surface  de  Tellipsoïde. 

426.  Si,  par  un  point  pris  dans  l'intérieur  d'une  sphère,  on  mène  trois 
plans  rectangulaires,  la  somme  des  aires  des  trois  sections  est  constante 
{Géométrie  de  position,  p.  167);  donc 

Si,  par  un  point  fixe,  pris  dans  l'intérieur  d'un  ellipsoïde,  on  mène  trois 
plans  parallèles  ci  trois  plans  conjugués  quelconques  ;  la  somme  des  aires  des 
trois  sections,  divisées  respectivement  par  les  aires  des  sections  diamétrales 
faites  par  les  plans  conjugés,  sera  constante. 
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t;  \\\'.    Ki:ki,i:\i()\s  si  h   i,v  tiii-oiui;    dks   iKiriir.s  ii()M()(Wi.\i>iiiq(ii:s.  — 
Dkmonstuation  di:  (,)Ui:lqiies-unks  dk  mmuis  i'hopiuîtks  ci^inkhales. 

•127.  Nous  iTavoiis  coiisidcré,  dans  vo  Môiiioirc,  la  iIicmhiC  des  li^Miics 
h()in()i>i'a|)lii(|ii('s  (juc  coihdm'  nirtliodc  de  Iraiisloi-inalion,  |)r()|)i-('  à  la  di'iiioii- 
slialion  cl  à  la  ^(Mh'ral  Isa  lion  dos  proposilions  do  (iôoDM'Iiio.  Mais  celle. 
Ihéorie  osl  siis(:ej)lil)le  de  dévelo|)|)eineiils  cruiie  aiilre  iialiire.  Deux  li,i;iii'es 
hoiuogi'ai)hi(iues,  siliiées  (ruiie  manière  (|uel('on(|ue  dans  Tespaee,  donnent 
lieu  à  un  ensemble  de  proposilions  assez  nombreuses,  (pii  appartiennent  à 
la  théorie  propie  de  ces  figures;  et  ces  propositions  pourront,  soit  dans 
ieui'  généralité,  soit  dans  divers  cas  particuliers,  être  utiles  et  oITrir  des 
résnilats  intéressants.  Par  exemple,  deux  corps  semblables,  ou  deux 
corps  égaux,  quelles  que  soient  leurs  positions  dans  Tespace,  forment 
un  système  de  deux  figures  homograpbiques  :  les  propriétés  générales  de 
ces  figures  appartiendront  donc  aux  doux  corps.  La  théorie  des  figures 
homograpbiques  conduira  ainsi  aux  propriétés  générales  du  déplacement 
fini  quelconque,  ou  du  mouvement  infiniment  petit,  d'un  corps  solide  dans 
respace. 

On  voit  donc  que  cette  théorie  mérite  d'être  étudiée  pour  elle-même, 
indépendamment  de  ses  usages  pour  la  transformation  des  figures.  Aussi 
nous  comptons  revenir  sur  cet  objet. 

Nous  nous  bornerons,  dans  ce  moment,  à  faire  connaître  seulement  deux 
propriétés  générales  des  figures  homograpbiques,  qui  trouveront  des  appli- 
cations fréquentes  dans  diverses  recherches  géométriques.  Elles  justifieront 
la  forme  des  énoncés  que  nous  avons  donnés  à  deux  propriétés  des  coniques , 
dans  nos  Notes  XV  et  XVI;  et  nous  en  déduirons  une  propriété  particulière 
à  deux  figures  homograpbiques  planes,  dont  nous  avons  fait  usage  précé- 
demment (§  XVI,  n°  299). 

Ensuite  nous  appliquerons,  dans  le  paragraphe  suivant,  la  théorie  des 
figures  homograpbiques  à  la  Perspective,  particulièrement  à  une  question 
dont  nous  avons  parlé  au  sujet  de  la  Perspective  de  Stevin  (Note  XVIII)  ; 
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(jMoslion  dont  ce  savaiil  Côomôlir  liollandais  n'a  rôsolii  qiio  des  cas  parlicu- 
lici'S,  cl  qui  (I('|mis  n'a  jaFïiais  reru  une  soltilion  coniidclc. 

42S.  Quand  on  |)ron(l,  dans  deux  fi^uros  lionioi^MapliicjUOs,  trois  droilos 
qui  se  ('oii'CS|)on(lciil  ;  aux  poinis  (t ,  h,  r ,  d ,  ....  de  la  picmic'io,  coiTcspon- 
denl  des  points  a' ,  //,  c' ,  (/',  ....  do  la  seconde;  el  quatre  quelconques  des 
premiers  points  onl  leur  ra])porl  anliarmonique  égal  à  celui  des  quatre  points 
qui  leur  corresj)ondent. 

Nous  dirons  que  les  deux  droites  sont  divisées  ho)nof/rap/u'fjur}nevt  par 
les  points  a ,  h,  c,  ....  el  a',  h',  c',  ....  ' 

Pareillenienl,  aux  plans  A,  B,  C,  ....  menés  par  une  droite  de  la  première 
figure,  coi'i'espondonl  dos  plans  A',  B',  C,  ....  passant  par  la  droite  corres- 
pondante do  la  seconde  figure.  Et  le  rapport  anliarmonique  de  quatre  quel- 
conques des  plans  A,  B,  C,  ....  est  égal  à  celui  dos  quatre  plans  correspon- 
dants. Nous  dirons  que  les  premiers  plans  forment  wn  faisceau^  que  les 
plans  corres|)ondanls  forment  un  second  faisceau,  et  que  ces  doux  faisceaux 
de  plans  sont  homofjraplilques. 

Si  les  figures  étaient  planes,  au  lieu  de  faisceaux  de  plans,  nous  considé- 
rerions dos  faisceaux  de  droites  ;  et  nous  dirions  que  deux  faisceaux  corres- 
pondants sont  homographiques. 

Ainsi ,  en  résumé  : 

Deux  droites  sont  divisées  liomograpliiquement,  quand  le  rapport  anliar- 
monique do  quatre  points  quelconques  de  la  première  est  égal  au  rapport 
anliarmonique  dos  quatre  points  correspondants  do  la  seconde; 

Doux  faisceaux  do  droites,  compris  dans  un  même  plan  ou  dans  doux 
plans  différents,  sont  homograpJiiques ,  quand  le  rapport  anliarmonique  de 
quatre  droites  quelconques  du  j^remior  faisceau,  est  égal  au  rapport  anliar- 
monique des  quatre  droites  correspondantes  du  second  faisceau; 

Et  deux  faisceaux  de  plans  sont  Jiomograpliiques ,  quand  le  rapport  anliar- 
monique de  (juatre  plans  quelconques  du  [iremier  faisceau,  est  égal  au  rapport 
anliarmonique  dos  quatre  plans  correspondants  du  second  faisceau. 

429.  Los  doux  projiriétés  générales  du  système  de  deux  figures  homo- 
graphiques, que  nous  allons  démontrer,  sont  les  suivantes  : 
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PiiKMii'm;  Puoi'OsiTioN.  (Jikuh/  (/cH.r  (/nn'frs ,  phtrrvs  d'aiic  itinnihc  (jhcI- 
<(nu/iH'  dans  /Cs/hicc,  sihi/  (h'ristrs  /i<tni()(jr(i/i/n(/iicnH'iit ,  les  (lr<nlcs  (jiit  Joi- 
ffncnt  (l('H,f  à  (Irii.r  /es  /loiiifs  de  (lirisi(ni  corrcspoïK/fnifs ,  fornirn/  un  /nj/irr- 
bolo'idc  à  tdic  H(i/)/)('. 

Va\  o\]'v\  ,  {\[iM\v  |)()inls  {\o  dÏNision  (f,  h,  r,  d ,  de  In  première  dioile,  ont 
leur  r;i|)|)oil  ;mh;ii'm()ni(|iie  o'j:i\\  h  cehii  des  (|ii;i(i'e  poiiils  ('()rres|)()iid;iiils  a', 
h',  (■',  (/',  de  la  seconde  droile.  Il  s'ensuit  (ainsi  ((ue  nous  l'avons  déinoniré 
dans  nolie  Noie  W,  pai^e  èU)())  (|u'une  di'oile  (juelconque,  qui  s'appuieia 
,  sur  trois  des  quatre  droites  (i((',  hb' ,  ce' y  dd\  s'appuiera  nécessairement  sur 
la  (lualriènie;  d'où  il  suit  que  ces  quîUre  di'oiles  appartiennent  à  un  liyper- 
holoïde  à  une  nappe. 

I.'ÎO,  SKCONnK  puoposiTioN.  Quuml  on  a,  dans  l'espace,  deux  faisceaux  de 
phtns  J(oniit())'aplu(ines ,  les  droites  suivant  lesquelles  se  coupent  deux  à  deux 
les  j)l((ns  correspondants,  forment  un  hyperboloide  à  une  nappe. 

Cette  proposition  résulte  directement  de  la  précédente.  Car  soient  L,  L' 
les  axes  des  faisceaux;  A,  B,  C,  D,  ....  les  plans  du  premier  faisceau, 
et  A',  B',  C',  D', ....  les  plans  correspondants  du  second  :  les  plans  A,  B.  C, 
D,  ....  rcnconlieront  la  droite  \J  en  des  points  a,  b,  Cy  d,  ....  ;  et  les 
plans  A',  B',  C,  1)', ....  rencontreront  la  droite  L  en  des  points  a',b',  c',  d', .... 
Les  quatre  points  a,  b,  c,  d  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
des  plans  A,  B,  C,  D;  les  quatre  points  a',  b',  c',  d'  ont  leur  rap- 
port anharmonique  égal  à  celui  des  plans  A',  B',  C,  D'.  Mais,  par 
hypothèse,  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  plans  est  égal  à  celui 
des  quatre  plans  correspondants  A,  B,  C,  D.  Donc  le  rapport  anharmo- 
nique des  j)oinls  a,  b,  c,  d  est  égal  à  celui  des  points  a',  b',  c',  d'. 
Donc  les  quatre  droites  ««',  bb',  ce',  dd'  appai'tiennent  à  un  hyperholoïde 
à  une  nappe.  Or  :  la  droite  aa'  est  rintersection  des  plans  A,  A';  bb'  est 
l'intersection  des  plans  B,  B',  et  ainsi  des  autres;  donc,  etc. 

431.  Les  deux  propositions  précédenleé  ont  leurs  analogues  dans  la  Géo- 
métrie plane,  et  celles-ci  exigent  des  démonstrations  particulières. 

Première  proposition.  Quand  deux  droites^  situées  dans  un  même  plan,  sont 
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(lirisres  hoinof/rapliif/iioncnf^  les  droites  (/ni  joifjnoif  deux  à  deux  les  points 
de  dirisidu  corres/joiidants ,  enveloppent  une  conique,  tanfjente  aux  deux 
droites  proposées. 

Cela  résulte  évidemment  de  la  propriété  anharmonique  des  tangentes  d'une 
coiiiquo,  que  nous  avons  démontrée  dans  la  Note  XVI. 

432.  Si:(;oM)i:  proposition.  Quand  on  a,  dans  un  plan,  deux  faisceaux 
hontofirajihiqnes ,  les  droites  de  l'un  rencontrent  respectivement  les  droites 
correspondantes  de  Cautre  en  des  points  situés  sur  une  conique  qui  passe 
par  les  centres  des  deux  faisceaux. 

Cela  résuite  de  la  propriété  anharmonique  des  points  d'une  conique, 
démontrée  dans  notre  Note  XV. 

433.  Cette  proposition  et  la  précédente  conduisent  à  une  propriété  remar- 
(junhio  (lu  sysième  de  deux  figures  liomographiques,  situées  dans  un  même 
plan ,  dont  voici  Fénoncé  : 

Quelle  que  soit  la  position  de  deux  figures  homofjra plaques  dans  un  même 
plan,  il  existe  généralement  trois  points  qui ,  considérés  comme  appartenant 
à  la  première  figure ,  sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde  ;  et 
trois  droites  qui,  considérées  comme  appartenant  à  la  première  figure ,  so)it 
elles-mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde; 

Deux  des  trois  points  peuvent  être  imaginaires ^  le  troisième  est  toujours 
réel; 

Et  deux  des  trois  droites  peuvent  être  imaginaires,  et  la  troisième  est 
toujours  réelle  *. 

11  est  évident  que,  quand  les  trois  points  sont  réels,  les  trois  droites  sont 
précisément  celles  qui  joignent  deux  à  deux  ces  trois  points. 

Pour  démontrer  le  théorème,  concevons,  dans  les  deux  figures,  deux  fais- 
ceaux correspondants,  dont  les  centres  soient  0,0';  les  droites  de  Pun 
rencontreront  respectivement  les  droites  correspondantes  de  Tautre  en  des 
points  situés  sur  une  conique.  Pour  deux  autres  faisceaux  ayant  leurs 
centres  en   deux   points  correspondants  Û,  9J,  on  aura  pareillement  une 

*  C'est  ccUe  proposition  dont  nous  avons  fait  usage  dans  un  paragraplic  précédent (n°:299). 


Mi:>i()iKi:  i)K  (;i:()mi:ti{ii:.  hz:; 

seconde  ('(»ni(jii('.  Les  deux  ('()iii((ii('s  piisscnnil  |>;ir  le  |)()iiil  (riiilcrscclioii 
(les  (Iciix  (Iroilcs  ()12,  ()'i2',  parce  (|iie  ces  deux  dioiles  soiil  des  i.inoiis 
(îOiTcspondaiils,  dans  les  premiers  laisceaiix,  ainsi  ipie  dans  les  den\  aulres. 
Soient  A,  \\,  (1  les  Irois  antres  poinls  (rinleiseclion  des  deux  c()ni(|ues; 
je  dis  qne  chacnn  de  ces  poinls,  considéré  coninie  ap|)arleiianl  à  Wiuv,  des 
denx  liii;nres,  est  Ini-inénie  son  lioniolo^^ne  dans  Taulre.  l'^n  elTel ,  les 
droites  O'A,  iï\  de  la  seconde  (i^qn*c,  coii'csjxMident  respeciiNcnient  anx 
di'oiles  OA.  UA  de  la  pieniière;  donc  le  poini  crintersection  des  deux 
premières  correspond  au  point  irinlerseclion  des  deux  aulres;  c'est-à-dire 
(pie  le  point  A,  considéré  comme  a|)pai'tenant  à  Tune  des  deux  ligures,  est 
lui-même  son  homologue  dans  l'autre. 

Maintenant,  les  deux  coniques  ayant  toujours  un  point  d'intersection 
réel,  point  de  concours  des  deux  droites  Oil,  O'Ù' ,  elles  auront  un 
second  point  d'intersection  réel;  donc  l'un  des  trois  points  A,  B,  C  est  tou- 
jours réel. 

Quand  les  points  A,  B,  C  sont  réels,  chacune  des  trois  droites  AB,  BC, 
CA,  considérée  comme  appartenant  à  l'une  des  deux  figuies,  est  évidem- 
ment sa  correspondante  dans  l'autre  figure  ;  de  sorte  qu'on  peut  dire  que, 
dans  deux  figures  homographiques  situées  dans  un  même  plan,  il  existe, 
généralement,  trois  droites  dont  chacune  est  elle-même  son  homologue 
dans  les  deux  figures;  et  de  là  on  peut  conclure  que,  de  ces  trois  droites, 
l'une  est  toujours  réelle,  parce  qu'une  question  qui  admet  trois  solutions  en 
a  toujours  une  réelle;  mais  on  démontrera  cela  directement,  par  un  raison- 
nement analogue  à  celui  que  nous  avons  fait  pour  démontrer  la  réalité  d'un 
des  ti'ois  points.  Au  lieu  de  prendre  des  faisceaux  correspondants,  on  pren- 
dra des  droites  divisées  homographiquement,  et  l'on  considérera  les  coniques 
enveloppées  par  les  droites  joignant  les  poinls  de  division  correspondants. 
D'après  ce  qui  précède,  celte  démonstration  est  sans  difficulté. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré  dans  toutes  ses  parties. 

434.  Quand  on  sait,  a  priori,  que  deux  des  trois  points  x\,  B,  C  sont 
réels,  on  en  conclut  que  le  troisième  est  réel  aussi,  parce  qu'alors  les 
deux  coniques  qui  servent  à  déterminer  ces  points  ont  trois  points  d'in- 
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iLTseclion    irels;   \mv  coiisHjiienl,  leur   (|Uîilri("'iue  |i<»iiil  (riiilorscclioii  est 
réel. 

PareilleiDciil,  (jiiaiid  deux  tics  trois  tlioiles  en  question  sont  réelles,  la 
troisième  est  nécessairement  réelle. 


§  XXVI.  Application  di:  la  thi-orii:  des  figures  iiomograpiiiques, 

A  LA  PERSPECTIVE  ET  A  LA  CONSTRLCTIO.N  DES  DAS-RELIEFS. 

435.  Une  ligure  plane,  et  sa  perspective  sur  un  plan,  sont  deux  figures 
homogia()lii(pies  ;  car  elles  satisfont  à  la  condition  constitutive  des  figures 
Iiomograpiiiques,  savoir  que,  à  chaque  point  et  à  c/uK/tœ  droite  de  l'une, 
correspondent  un  point  et  une  droite  dans  l'autre. 

Il  suit  de  là  (pie  les  relations  générales,  descriptives  et  métriques,  de 
deux  figures  lioniographi(iues,  et  les  propriétés  qui  en  dérivent,  s'appliquent 
à  deux  figures  planes  qui  sont  la  perspective  Tune  de  l'autre. 

De  ces  propriétés,  on  n'a  considéré,  généralement,  que  celles  qui  sont 
purement  descriptives;  et  c'est  sur  elles  qu'ont  reposé  la  plupart  des  appli- 
cations que  l'on  a  faites  de  la  Perspective  en  Géométrie  spéculative,  depuis 
que  Desargues  et  Pascal,  il  y  a  deux  cents  ans,  ont  introduit  cette  méthode 
dans  la  théorie  des  coniques.  En  fait  de  relations  métriques,  on  s'est  borné 
généralement  aux  relations  harmoniques;  et  quoique  Pascal,  dans  son  Essai 
pour  les  coniques,  ait  mis  au  nombre  des  propositions  principales  qui  lui 
servaient,  dans  son  Traité  complet  de  ces  courbes,  la  propriété  que  nous 
appelons  égalité  des  rapports  anharmoniques  de  deux  groupes  de  quatre 
points  correspondants,  on  n'a  pas  tiré  de  cette  proposition,  si  simple  et  si 
féconde ,  tout  le  secours  qu'elle  pouvait  apporter  dans  les  applications  de  la 
Perspective,  en  Géométrie  rationnelle.  Aussi  ces  applications  nous  parais- 
sent n'avoir  pas  reçu  tout  le  développement  dont  elles  étaient  susceptibles. 
L'élément  le  plus  important  et  le  plus  indispensable  en  Géométrie,  les  rela- 
tions métriques,  manquaient  à  cette  théorie. 

Ces  relations  métriques  sont  les  mêmes  que  celles  que  nous  avons  démon- 
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lires  pour  \os  fi^Mii'cs  li()m(>;^M;iplii(|ii('s  les  plus  ^'('inTalcs.  l'illcs  (l<''ii\(Mif , 
(•(miiiH' (cllcs-lù,  (le  IV^alilc  des  rjtppoils  aiili;inn(»iii(|H('s  de  (l<'ii\  ^Moiiprs 
(le  (piiilrc  points  COI rcspoiidaiils.  Nous  niions  les  reproduire  ici,  en  îid.ipl.inl 
leur  enoneé  aux  ligures  p;uliculières  cpie  Ton  ectnsidère  dans  la  Peispee- 
li\r. 

4. '50.  !"  Quand  deux  /if/arcs  planes  soni  la  /n-rs/nrdn;  l'une  de  l'antre, 
le  rapport  des  distances  d'une  droite  (pieleonijue  de  l((  première ,  à  deux  points 
fixes  de  cette  /if/ure^  est  au  rapport  des  distances  de  la  droite  ctniespon- 
dante,  d((ns  la  seconde,  aux  deux  points  correspondant  à  ces  deux  points 
fixes,  dans  une  raison  constante. 

437.  4"  Quand  deux  figures  planes  sont  la  perspective  l'une  de  l'autre, 
le  rapport  des  distances  d'un  point  (pielcompie  de  la  première,  èi  deux 
droites  fixes  de  cette  figure,  est  au  rapport  des  distances  du  point  liomo- 
lofjue  de  la  seconde,  aux  deux  droites  correspondantes ,  dans  une  raison 
constante. 

438.  Dans  ce  second  principe,  une  droite  de  chacune  des  deux  figures 
peut  être  située  à  Finlini;  ce  qui  donne  lieu  aux  deux  corollaires  suivants, 
qui  seront  utiles  dans  beaucoup  de  questions  : 

Premier  corollau^e.  Quand  deux  figures  planes  sont  la  perspective  l'une 
de  l'autre ,  la  distance  d'un  point  quelcoique  de  la  première,  èi  une  droite 
fixe  prise  dans  le  plan  de  cette  figure,  est  dans  une  raison  constante  avec 
le  rapport  des  distances  du  point  homologue  de  la  seconde  figure,  èi  deux 
droites  fixes  :  la  première  correspond  à  la  droite  prise  dans  le  plan 
de  la  première  figure,  et  la  seconde  est  l'intersection  du  plan  de  la  se- 
conde figure  avec  le  plan  mené  par  l'œil,  parallèlement  ii  celui  de  la  première 
figure. 

439.  Second  corollaire.  Quand  deux  figures  planes  sont  la  perspec- 
tive l'une  de  l'autre,  si  l'on  mène,  dans  le  plan  de  la  première,  la  droite  cor- 
respondante il  l'infini  de  la  seconde  (c'est-à-dire  la  droite  qui  est  Tintersec- 
tion  du  plan  de  la  première  figure  avec  le  plan  mené  par  l'œil,  parallèlement 
à  celui  de  la  seconde),  et,  dans  le  plan  de  la  seconde  figure,  la  droite  qui 
correspond  à  Pinfini  de  la  première;  les  distances  de  deux  points  homologues 
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(/iic/(())i(jiirs  (les  (Icuj-  /if/urcs^  ares  deux  droiles ,  rcspcrtiveuient ,  auront 
leur  /jro(h(i(  coH.slant. 

440.  (les  llic'ojV'ine.s,  (jiron  iravnil  pas  encore  donnés,  je  crois,  permel- 
tronl  tra|)|)li(ni('r  les  |)rinci|)es  de  la  Perspective,  dans  lieaucou])  de  questions 
où  Ton  n'a  point  encore  songé  à  en  faire  usage.  Par  exemple,  on  générali- 
sera les  propriétés  des  diamètres  conjugués,  et  celles  des  foyers  des  sections 
coniques,  comme  nous  l'avons  fait,  à  l'égard  des  surfaces  du  second  degré, 
par  la  lliéoiie  des  (igures  homogi'aphiques.  Mais  il  est  inutile  d'entrer  dans 
plus  de  développements  à  ce  sujet. 

Passons  à  d'autres  )*a|)procliemenls  entre  la  théorie  de  la  Perspective  et 
celle  des  ligures  homograpliiques. 

441.  Puisqu'une  ligure  plane,  et  sa  perspective  sur  un  plan,  sont  deux 
figures  liomographiques,  on  doit  se  demander  si,  réciproquement,  deux 
ligures  planes  liomographiques  quelconques  peuvent  toujours  être  considé- 
rées comme  la  perspective  Tune  de  l'autre;  ou,  en  d'autres  termes,  si  deux 
figures  planes  liomographiques  quelconques  peuvent  toujours  être  placées 
sur  une  même  surface  conique. 

Si  cela  est,  on  conçoit  que  le  problème  de  la  perspective  d'une  figure 
plane  sera  réduit  à  une  question  de  simple  Géométrie  plane, sans  considéra- 
lion  aucune  de  Géométrie  à  trois  dimensions;  savoir,  de  construire  la  figure 
homographique  d'une  figure  donnée,  qui  satisfasse  à  certaines  conditions  de 
forme  et  de  position. 

Il  est  donc  important  de  résoudre  la  question  que  nous  venons  de  poser. 

442.  Pour  parvenir  à  sa  solution,  remarquons  qu'une  figure  homogra- 
phique d'une  figure  proposée  sera  parfaitement  déterminée,  si  l'on  connaît 
quatre  points  qui  doivent  correspondre,  un  à  un,  à  quatre  points  de  la  figure 
proposée;  de  sorte  que  la  question  se  réduit  à  celle-ci  : 

Étant  donnés  deux  quadrilatères  plans ^  dont  les  sommets  de  tun  corres- 
pondent, un  à  un,  aux  sommets  de  l'autre,  on  demande  de  les  placer  dans 
l'espace,  de  manière  qu'ils  soient  la  perspective  l'un  de  l'autre. 

Il  est  clair  que,  dans  cette  question,  les  quatre  côtés  du  premier  quadri- 
latère rencontreront,  respectivement,  les  quatre   côtés   correspondants  du 


socond,  m  (inaln»  |)(»iiils  (|iii  scroni  sur  une  nic^mo  droite,  iiilcrsoctiori 
(les  plans  des  dnix  li<;iir('s.  Va  Ton  s;ul  (|ii('  si,  îUiloiii-  d(î  ('cMc  droite, 
on  l'ail  tournei'  le  |)lan  (TuncMles  deux  li<i:in'es,  pour  ra|)|)li(|iier  siu'  l'autre, 
les  deux  ligures  s(^  ti'ouveronl,  sur  ce  plan,  dans  I(îs  mêmes  eondilions 
que  dans  Tespaee,  cVst-à-dire  (pie  les  droiles  joi<^nant  les  sounnels  du 
premier  (piadiilatèie ,  rcsj)ectivement  aux  sonunels  eorrospondants  du 
scH'ond ,  concourront  encore  en  un  même  point.  (C'est  Tun  des  théorèmes  do 
l)esai'i>ues.  Voir  Deuxième  b'pocpie,  §  28.) 

\\'r\.  D'api'ès  cela,  le  problème  se  ramène  à  cette  (picslion  de  Géométrie 
|)Iane  : 

Etant  donnes  dans  un  plan  deux  r/uadri/atrrcs  quelconques ,  dont  les  som- 
mets de  run  correspondent  un  à  un  aux  so)nmets  de  l'autre ,  on  demande  de 
les  placer,  dans  leur  plan,  de  manière  : 

1"  Que  les  droites  joif/nant  les  sommets  de  l'un  aux  sommets  correspon- 
pondanfs  de  l'autre,  concourent  en  un  même poiiit ; 

Et  2"  ((ue  les  côtés  correspondants  se  rencontrent,  un  à  un,  en  quatre  points 
situés  e)i  li<jne  droite. 

Solution.  On  regaidera  les  quatre  sommets  «,  b,  c,  d  du  premier  qua- 
drilatère, comme  appartenant  à  une  première  figure  quelconque,  et  les 
quatre  sommets  a',  h',  c',  d'  du  second,  comme  appartenant  à  une  seconde 
figure,  qui  doit  être  homoyraphique  à  la  première.  Nous  savons  construire 
cette  seconde  figure;  c'est-à-dire  que  nous  savons  trouver  tous  ses  points 
correspondant  à  des  points  donnes  de  la  première;  et,  réciproquement,  nous 
savons  déterminer  à  quels  points  de  la  première  figure  correspondent  des 
points,  désignés,  de  la  seconde.  La  construction  des  points  des  deux  figures 
sert  à  déterminer  leurs  droites  correspondantes  (§  XV,  n"  272). 

On  cherchera  la  droite  I  qui,  dans  la  première  figure,  correspond  à  Tinfini 
de  la  seconde;  et  la  droite  .1'  qui,  dans  la  seconde  figure,  correspond  à  Tin- 
fini  de  la  première. 

On  placera  les  deux  figures  de  manière  que  les  droites  I^  J'  soient 
parallèles  entre  elles.  Le  côté  ah  de  la  première  figure  rencontre  la  droite  I 
en  un  point  e  qui  correspond  au  point  e'  situé  à  l'infini ,  dans  la  seconde 


8io  >ii:>i()iKr:  dk  (ii:()>iETHii:. 

liirnre,  sur  l:i  droilc  (l'h' .  A  imc  droito  (hicIcoikjhp  cf) ,  niPiiro  par  co  point  e , 
cojTOspondra,  «laiis  la  seconde  fii;ure,  une  droite  c'f)'  parallèle  à  la  droite  «'^'. 
Menons  ry/  j)arallèle,  cHe-niêine ,  à  la  droite  «'6';  et  supposons  (pi'on  ail 
di'teiiniiK''  la  droite  c'fj'  (jni  lui  correspond. 

Pareillenienl,  par  le  point  /j  où  le  côté  cd  rencontre  la  droite  I,  menons 
une  parallèle /A  à  la  droite  cV/' ;  et  soit  /'//'  la  droite  correspondante  dans 
la  seconde  lîirure  (le  point  /"'  étant  à  Tinlini). 

Les  droites  cfi,  fli  se  rencontreront  en  un  point  S,  et  les  droites  c'a' ,  f'/i' 
se  rencontreront  en  un  second  point  S'. 

On  placeia  les  deux  lliziures  de  manière  que  les  angles  <?S/",  e'S'/'', 
qui  son!  égaux,  soient  superposés  Tun  sur  Faulre;  et  le  problème  sera 
résolu. 

Dèmonstralion.  Hcmarquons  d'abord  que  les  deux  droites  I,  J',  dans 
cette  position  des  figures,  seront  encore  parallèles  entre  elles;  ce  qui  est 
évident. 

.Maintenant,  les  droiles  Se,  S/"  de  la  première  figure,  ont  pour  cor- 
respondantes, dans  la  seconde,  les  droites  SV,  S'/"';  les  points  S  cl  S' 
se  correspondent  donc.  Par  conséquent,  quand  Tangle  e"^'f'  est  superposé 
sur  Tangle  eS/",  le  point  S  est  lui-même  son  correspondant  dans  la  seconde 
figure;  et  les  droites  Se,  S/"  sont  elles-mêmes  aussi  leurs  correspondantes 
dans  la  seconde  figure.  Il  existe  donc  une  troisième  droite  qui  est  elle- 
même  sa  correspondante  dans  les  deux  figures  (paragraplie  précédent, 
n°  434). 

Le  point  situé  à  Tinfini,  sur  la  droite  I,  considéré  comme  appartenant  à 
la  première  figure,  est  à  Tintersection  de  la  droite  I  et  de  la  droite  située 
à  linfini  ;  son  liomologue  est  donc,  dans  la  seconde  figure,  à  l'intersection 
de  la  droite  située  à  l'infini  et  de  la  droite  J';  c'est-à-dire  que  ce  point  est 
lui-même  son  homologue  dans  les  deux  figures.  Par  conséquent  la  droite  S/, 
menée  par  le  point  S,  parallèlement  aux  droites  I,  J',  est  elle-même  son 
homologue  dans  les  deux  figures,  de  même  que  les  deux  droites  Se,  S/. 
11  suit  de  là  qu'une  quatrième  droite  quelconque  %k  sera  aussi  son  homo- 
logue dans  les  deux  figures,  parce  que  les  quatre  droites  Se,  Sf,Si,  Sk, 
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considciMrs  comme  .•ipparlcii.'ml  m  I.i  pfcmiric  (i^Min',  on!  leur  i-.ipixirt 
niiii;irm()iii(pi(>  (''•>.'il  à  (cliii  des  (pialrc  droites  correspondiinics  d;ins  l:i 
seconde  ligure.  Les  trois  premières  de  <'elles-ci  sonl  Sa,  S/"  et  S/  elles- 
mêmes;  la  (puitrième  est  donc  .inssi  l.i  (pi.ilrième  du  prennei-  •:;ronpe. 

Il  snit  de  Im  (pie  den\  points  homologues  (pielconcpies  a,  a',  des  deux 
ligures,  sont  en  li^ne  di'oile  a\ec  le  point  S;  ce  «pii  est  Tune  des  deux  con- 
ditions (In  prol)l('>me. 

Il  reste  à  pron\er  (pie  deux  droites  homologues  (pielcon(pies  s(!  rencon- 
trent sur  une  droite  lixe. 

Soit  K  le  point  de  rencontre  de  deux  droiU^s  homoloi^Muvs  (ih,  a' h'  ;  si 
l'on  considi're  ce  poiiU  connue  aj)parlenMni  à  la  prcmiè'rc  ligure,  son  homo- 
logue sera  sur  la  droite  SE  et  sur  la  droite  a' h';  ce  sera  donc  le  point  E 
lui-m(''m<\  Soient  s  et  o'  les  points  on  la  droite  SE  rencontre  les  deux 
droites  I  et  J'.  (Considérons,  sur  la  droite  SE,  les  (juatre  points  de  la  pre- 
m'm'Q  ligure  qui  sont  S,  s,  E  cl  Tintini;  et  les  quatre  points  homologues 
de  la  seconde  ligure,  les(pjels  sont  S,  linlini,  E  et  (p'.  Egalant  le  rapport 
anhaiinoniijue  d(»s  quatre  premiers  points  à  celui  des  quatre  autres,  on  a 

ES  _  ES 
Ee        ^'S 

d'où 

Ee  =  /S. 

(iCttc  équation  fait  voir  que  le  point  E  est  sur  une  droite  parallèle  aux 
deux  droites  I,  J',  et  distante  de  la  première,  I,  d'une  quantité  égale  à 
la  distance  du  point  S  à  la  seconde,  J'.  C'est  sur  cette  droite  que  se  cou- 
peront, deux  à  deux,  toutes  les  droites  correspondantes  des  deux  figures. 
Ainsi  la  seconde  condition  de  la  question  sera  remplie.  Ce  qu'il  fallait 
prouver. 

444.  iMaintenant  si  Ton  veut  placer  les  deux  figures  dans  l'espace,  de 
manière  qu'elles  soient  la  perspective  Tune  de  l'autre,  il  suffira  de  faire 
tourner  l'une  d'elles,  la  seconde  par  exemple,  autour  de  la  droite  sur 
laquelle  se  coupent  les  droites  correspondantes.   Pour  chaque  position  de 
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coMo  n^Miro  il  y  juirn  porspoctivc  :  le  lien  do  l'nnil  varicni  dn  position;  et 
l'on  th'iuoiilic  aisôiiKMil,  par  dos  conîj)ai'aisons  do  Iriaiiglos  soml)lal)Ies, 
(|uc ,  dans  loiilos  ses  posilions,  rcoil  se  Irouvc  toujours  sur  une  circoiilo- 
roiKM'  do  oorclo,  dont  le  centre  est  sur  la  droite  I,  et  dont  le  plan  est 
por|)oii(li(Mdairo  à  oolto  droite.  Ouand  le  plan  de  la  seconde  fii^ure  aura 
lait  une  doini-iôvolution,  il  se  retrouvera  abattu  sur  le  plan  de  la  pre- 
mière fi«i;ure.  Cetle  position  des  deux  figures,  comprises  encore  dans  un 
même  plan,  présentera  une  seconde  solution  de  la  question  que  nous 
avons  résolue  :  Placer  deux  ([uadrilatùres  dans  un  même  plan,  de  ma- 
nière, etc. 

Nous  aurions  pu  obtenir  directement  cotte  seconde  solution,  comme  la 
première;  mais  pour  cela  il  aurait  fallu  retourner  le  plan  du  second  quadri- 
lalcre  et  l'appliquer  de  nouveau  sur  celui  du  premier. 

445.  Puisque  deux  quadrilatères,  dont  les  sommets  se  correspondent  un 
à  un,  peuvent  être  mis  en  perspective,  on  en  conclut  que  deux  fit/ ures  planes 
ho)nof/ra])/ii(/iirs  (/iiclconques  peuvent  être  placées  de  manière  à  être  la  per- 
spective l'a  ne  de  l'autre. 

446.  //  suit  de  là  que  deux  figures  qui  sont  des  perspectives  différentes 
d'une  même  figure  plane,  peuvent  être  placées  de  manière  à  être  la  perspec- 
tive l'une  de  l'autre. 

Ou,  en  d'autres  termes  : 

Quand  deux  cônes  passent  par  une  même  courbe  plane,  de  quelque  ma- 
nière qu'on  les  coupe  respectivement  par  deux  plans,  les  deux  courbes  d'in- 
tersection pourront  être  placées  sur  un  troisième  cône. 

Donc,  si  Ton  fait  la  perspective  B  d'une  figure  plane  A,  puis  la  perspec- 
tive C  de  la  figure  B,  puis  la  perspective  D  de  la  figure  C,  et  ainsi  de 
suite,  toutes  ces  perspectives  étant  faites  sur  dos  plans  quelconques  et  pour 
des  positions  différentes  de  l'œil,  la  dernière  figure  pourra  être  produite 
directement  par  une  perspective  de  la  première. 

447.  Le  problème  que  nous  avons  résolu  au  sujet  de  deux  quadrilatères 
plans  donne  lieu  naturellement  à  cette  autre  question  : 

Etant  donnés  deux  pentagones  gauches  quelconques^  dont  les  sommets  de 
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l'un  corrcs/Htndrnf,  un  à  ini.  (mr  stnmnrts  tic  /'(itifrc ,  iwul-on  les  fi/ater  dans 
l'es  pave  (le  manicrv  (/ne  /nus  sonnnrfs  vorrcsiKtiKlunls  sincnl  sur  (1rs  droitrs 
coiKounuif  en  un  mcnic  poiul,  cl  t/uc  /curs  ciifrs  lorrvsjxmdanls  se  loujtcnl 
vu  (les  points  situes  sur  un  niénie  ///un  / 

Le  premier  penliif!,()ne  elaiil  re^'arde  coinnie  ii{)));irteniiiil  à  iiiic  ii^^iire 
(jiielcoïKiiie,  le  seeoiul  délermiiieni  mie  lii^iire  homu^Mii|)lii(|ne;  lu  (|iiesli()H 
reNJenl  deiie  à  eelie-ei  : 

i)eu.r  ({(jures  /i()tn(t(/r(ij)/ii(/ues  (/uel(()n(jues ,  (i  trois  dimensions ,  peuvent- 
elles  être  plaa'rs  de  nKiniùre  à  être  hontol(j(/i(/ues  / 

La  réponse  à  eelle  (pieslioii  esl  négalive,  ainsi  que  nous  allons  le 
démonlrer. 

Que  Ton  clierche,  dans  la  première  ligure,  le  plan  I  qui  correspond  à 
l'inlini  de  la  seconde;  el,  dans  celle-ci,  le  plan  J'  qui  correspond  à  rinfini 
de  la  premièj'e. 

Que,  par  un  poinl  m  de  la  première  figure,  on  n)ène  une  droite  ma 
parallèle  au  plan  1;  el  qu'on  cherche  la  droite  homologue  m'a'  de  la 
seconde  ligure:  elle  sera  parallèle  au  plan  J';  car  le  point  a',  où  elle  ren- 
contrera ce  plan,  correspondra  au  point  «,  situé  à  Tinfini,  sur  la  droite  ma 
de  la  première  figure;  mais  ce  point  «,  situé  à  l'infini,  est  sur  le  plan  I, 
puisque  ma  est  parallèle  à  ce  plan;  donc  son  correspondant  «',  dans  la 
seconde  figure,  est  à  Tinfini.  Donc  la  droite  m'a'  est  parallèle  au  plan  J'. 
Ainsi  toutes  les  droites  ma,  mb,  nie,  ...,  menées  par  le  point  m,  parallèle- 
ment au  plan  I,  ont  leurs  homologues  m'a' ,  m'b' ,  m'c' ,  ...,  parallèles 
au  plan  J'.  Si  les  deux  figures  étaient  placées  homologiquement,  les 
deux  plans  1,  J'  seraient  parallèles  entre  eux,  et  les  droites  ma,  mb,  me, ..., 
seraient  parallèles,  respectivement,  aux  droites  m'a' ,  m'b',  m'c',  ...  Or, 
on  peut  bien  placer  les  deux  figures  de  manière  que  les  plans  I,  J' 
soient  parallèles  entre  eux,  et  que  deux  droites  correspondantes  ma, 
m'a'  soient  parallèles  entre  elles;  alors  deux  autres  droites  correspondantes 
mb,  mb"  seront  aussi  parallèles  entre  elles;  mais  aucune  des  autres  droites 
7nc,  md,  ...  de  la  première  figure,  ne  sera,  en  général,  parallèle  à  sa 
correspondante. 
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En  effet,  prenons  deux  fiirures  lionioirnipliituics  (picIcitiKjiK's;  |)l;u'ons- 
les  (le  manière  (|u"uiie  dioile  (pielcuncpKî  ah  de  la  première  coïncide  avec 
son  homoloiiue  r<7/ dans  la  seconde,  et  que,  de  pins,  les  deux  points  corres- 
j)ondants  a,  a'  coïncident;  il  existera  sur  ces  dioites  un  second  point  h 
(jui  coïncidera  avec  son  homologue  //';  et  il  n'en  existera  pas  un  lioi- 
sième,  sans  (pioi  les  deux  droites  seraient  divisées  en  parties  égales*; 
ce  qui  est  un  cas  particulier  de  la  (li\ision  hoinoii;rai)lii(pie  de  deux 
droites. 

Supposons  donc  les  deux  points  a,  h,  de  la  prenn'ère  droite,  superposés 
sur  les  deux  points^/',  //  de  la  seconde.  Soient  )n,  ni'  deux  points  homolo- 
gues quelconques  des  deux  ligures;  menons  du  premier,  aux  points  «,  h, 
c,  ....  de  la  première  droite,  les  rayons  ma,  mb,  me,  ....;  et,  du  second, 
aux  points  correspondants  de  la  seconde  droite,  les  rayons  m'a',  m' h', 
m'c',  ....  Menons  par  la  droite  ab  (a'b')  un  plan  transversal  quelconque; 
regardons-le  comme  appartenant  à  la  première  ligure,  et  soit  Q'  son  homo- 
logue dans  la  seconde;  puis,  legardons-le  comme  appartenant  à  la  seconde 
ligure,  et  soit  P  son  homologue  dans  la  première. 

Maintenant,  faisons  la  transformation  homographique  du  système  des  deux 
figures,  de  mamère  que  le  plan  transversal  passe  à  Finfini,  c'est-à-dire  que 
son  homologue,  dans  les  nouvelles  ligures,  soit  à  l'infini  :  les  deux  plans  P,Q', 

Soit  i  le  poinl  de  la  droite  06  qui  correspond  à  l'infini  de  la  droite  a'b\  et  soit/  le  point 
de  celle-ci  qui  correspond  à  linfini  de  la  première.  Considérons,  sur  ab ,  les  quatre  points 
a,  6,  i',  et  l'infini,  et  sur  a  h'  les  quatre  points  correspondants,  a',  (ou  a,  puisque  ces  deux 
points  sont  superposés),  b' ,  l'infini,  et/.  Egalant  les  rapports  anliarnioniques  de  ces  deux 
groupes  de  quatre  points,  on  aura 

ba  _  b^ 
bi  j'a 

Cette  équation  fait  voir  que  si  les  points  h  et  //  coïncident,  on  a  bi=ju;  condition  qui 
détermine  la  position  commune  des  points  6,  //, 

Les  deux  points  a  ,  //,  coïncidant  avec  leurs  homologues  «,  b,  deux  autres  points  liomo- 
logues  c,  c',  ne  peuvent  pas  coïncider,  à  moins  qu'il  n'en  soit  de  même  de  tous  les  autres 
points  d,  d',  etc.  Car  si  les  quatre  points  a.b,  c,  d  correspondent,  respectivement,  aux  quatre 
points  a,  b,  c,  d',  on  trouve,  en  égalant  les  rapports  anharmoniques,  que  les  points  d,  d'  coïn- 
cident. 


Mi:>i()ii{i:  i)i:  (;i:()>ii:riui:.  Hr.i 

(IcvicncIriMil  |);ii;ill(M('s  (miIic  eux;  ce  scroiil  1rs  deux  piniis  (juc  nous  jiNons 
(Icsi^iK's  ci-dessus  pai'  I  cl  .1'.  Les  drcMlcs  ni(( ,  iiih  dcM'ciidroiil  |);ii;illrlcs, 
rcspccliNcmcnl,  au\  dioilcs  ni'd',  m' h'  ;  mais  les  aiilics  droilcs,  me,  iiiil , .... 
ne  dcvicndronl  pas  parallùlcs  à  leurs  coirespoudaiiles.  Les  deux  (ijçiues  iw. 
seront  donc  pas  lioniolo^iqucs. 

44(S.   Ainsi  nous  pouvons  dire  (pie  : 

Dru.r  fîf/urcs  /i<nnofjr((j)/ti(/iics ,  à  trois  (Ihnonsions ,  ne  /x'iarnf  pas,  m 
(jvnih'nl ,  ('frc  placccs  dv  manicrc  à  rfrc  hohio/of/ifjurs. 

H  suit  de  là  ([ue  les  figures  lioniograplii(iues  sont  d'une  l'orme  plus  géné- 
rale (pie  les  formes  honiologiques. 

449.  Toutes  les  propriétés  des  figures  liomographiques  s'appliquent  aux 
figui'cs  homologi(|ues;  eonscquemmenl  elles  doivent  s'observer  dans  la  con- 
sliuction  dos  bas-reliefs.  Ainsi  les  diverses  relations  mélri(iues  (jui  existent 
entre  deux  figures  liomographiques,  ont  lieu  aussi  entre  une  fig(ne  à  trois 
dimensions  et  sa  perspective-reliefs  de  même  qu'entre  une  figure  plane  et  sa 
perspective  sur  un  plan.  Et  si,  au  lieu  de  supposer  qu'un  relief  est  fait  pour 
une  position  unique  de  l'œil ,  de  même  qu'une  perspective  plane ,  on  le  consi- 
dère plus  généralement  comme  une  représentation  d'un  objet,  dans  laquelle 
des  points  correspondent  à  des  points  et  des  surfaces  planes  correspondait  à 
des  surfaces  planes;  alors  la  théorie  des  reliefs  ne  serait  autre  que  la  théorie 
générale  des  figures  liomographiques;  il  y  aurait  simplement  à  prescrire 
certaines  règles  générales  à  observer  dans  la  disposition  des  données  de  la 
question  pour  produire,  selon  la  destination  du  relief,  la  plus  parfaite  illu- 
sion pour  telle  et  telle  place  du  spectateur.  Mais  ces  règles  d'ordonnance  ne 
pourraient  point  être  absolues,  et  dépendraient,  dans  chaque  question,  de 
l'expérience  et  du  sentiment  de  l'artiste  ;  après  quoi  il  resterait  à  construire 
géométriquement  le  relief,  considéré  comme  figure  homographique  de  l'objet 
qu'on  veut  représenter. 
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§  XXVII.  NoTi:  (§  XI,  n"  228).  —  Construction  graphique  des  tangentes 

ET  DES  CERCLES  OSCULATEURS  DES  COURBES  GÉOMÉTRIQUES. 

^tôO.  Ouo  l'on  a|)|)li(jue  le  théorème  du  parngraplie  XI  à  une  courbe  plane 
gé()in(''tii(iue;  et  que  Ton  j)reinie  le  point  m  infiniment  voisin  du  point  de 
la  ('ourl)e  où  Ton  veut  mener  la  tangente;  que  les  trois  transversales  mi , 
7)ij,  ij  soient  menées  arbitrairement;  et  que  les  points  (i,  b  soient  ceux 
où  les  deux  premières  rencontrent  l'arc  de  la  courbe  duquel  le  point  m  est 
infim'ment  voisin;  cet  arc  sera  pris  pour  la  tangente,  et  le  rapport  ^  sera 
égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  que  les  deux  droites  mj,  mi  font 
avec  cette  tangente.  Après  avoir  remplacé  le  premier  rapport  par  le 
second,  on  pourra  supposer  que  le  point  in  soit  sur  la  courbe  même;  alors 
en  substituant,  dans  Téquation  du  numéro  227,  au  rapport  ^  le  rapport 
des  sinus  des  angles  ^,  «  que  les  deux  droites  mj ,  mi  font  avec  la  tangente 
à  la  courbe  au  point  m,  on  aura  l'équation 

sin.  6       mb' .  mb" ....       im.ia'.ia"....      je.  je'. je".... 
sin.  a       ma'. ma"....      jm.jb'.jb"..,.       ic.ic'.ic".... 

Tous  les  facteurs  du  second  membre  sont  des  segments  faits  sur  les  trois 
transversales  arbitraires  mi,  mj\  ij,  de  sorte  que  le  second  membre  est 
connu.  Conséquemmenl  la  direction  de  la  tangente  est  déterminée. 

Ainsi  ce  problème  des  tangentes,  qui  a  eu  une  si  grande  célébrité  il  y  a 
deux  cents  ans,  qui  était  «  le  plus  beau  et  le  plus  utile  »  que  Descaries  ait 
désiré  savoir,  se  trouve  résolu  géométriquement,  d'une  manière  tout  à  fait 
générale  et  très-simple,  pour  les  courbes  mêmes  auxquelles  s'appliquaient  les 
deux  solutions  analytiques  de  ce  philosophe. 

Si  l'on  applique  l'Analyse  à  cette  solution,  on  obtiendra  la  formule  em- 
ployée en  Géométrie  analytique. 

4ol.  L'équation  (2)  conduit,  avec  la  même  facilité,  à  la  solution  d'un  pro- 
blème d'un  ordre  plus  élevé  que  celui  des  tangentes,  du  problème  des  cercles 
oscillateurs  aux  différents  points  d'une  courbe  géométrique. 


MK'vioiiu:  i)i:  (JioMiTiiii':  si? 

Fn  ofïcl,  soi(Mil  pris,  sur  imo  coiirhc  ^ôouM'lticuK^,  (rois  points  conspcii- 
lifs  h, a,  h\  inliiiiiHciit  voisins.  P;ii-  le  |)oiii(  <(  soil  mcrM'c,  .iiltilrMinMnciil ,  une 
droil(*  i'(Mi('onlr;iiil  hh'  vu  m,  cl  la  courlx*  aux  poiiils  (i\  a",  ....  Soient //', 
b"'y ....  I(\s  points  où  la  corde  hh'  rencontre  la  courljc;  et  menons  une  trans- 
versale (|uelcon(pie  (pii  rcnconliera  )ii(i  en  /,  inh  vu  j,  cl  la  courbe  en  v, 
(•',  ('",  ....  On  aura  Tcqualion 

ma.uia'.ma"...        jb .jb' .  ib" ...        ic.ic'.ic"...  ,  ^_, 

X  -X-^ — T-r: =  ' C^"27) 

m  .m',  ta"...         mb  .mb'  .mb" ...      je.  je'. je".,. 

Concevons  le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  b,  a,  b'  ;  cl  soit  t  le  point 
où  la  droite  ma  le  rencontre;  on  aura 

ma .  /»t  =  mb .  mb'  ; 

d'où 

mb.mb' 

me  = ; 

mu  N^t; 

et,  d'après  Téquation  ci-dessus,  ^'^i,/     '^'"•f* 


me  = 


ma'.ma"....       jb .  jb' .  jb" ...       ie.ic'.ic"...  *^^/V 

X  - - X ■  • 

mb"....  ia.ia'.ia"...      je. je',  je"..- 


^  5  /9?, 


Pour  chaque  transversale  menée  par  le  point  a,  on  aura  une  équation  sem- 
blable. Ainsi  Ton  déterminera  autant  de  points  qu'on  voudra  du  cercle  pas- 
sant par  les  trois  points  b,a,  b'.El  si  l'on  suppose  que  ces  trois  points  se 
confondent,  on  aura  le  cercle  osculateur  à  la  courbe.  Alors  la  droite  bb' 
devient  la  tangente  à  la  courbe,  au  point  ïh;  et  ce  point  m  se  confond  avec  le 
point  de  réunion  des  trois  points  b,  a,  b'.  La  formule  devient  donc 

ma'.ma"....  jm.jb"....  ic.ic'.ic".. . 

,ns= X  /    .  ,  .  „      X 

mb  ....  im.ia.ia  ....      je  .je  .je  .... 

La  tangente  au  point  m  étant  connue ,  il  suffira  de  déterminer  un  seul  point  e, 
pour  que  le  cercle  osculateur  soit  connu.  Si  l'on  veut  calculer  son  diamètre , 
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01)  inôiiora  l;i  liansvorsnln  mi  porpciidiculnlro  ;"i  In  Inufroiilo;  niors  IVxpros- 
sioii  (le  )Hi  son  la  lonjîiKMir  du  diamôtro,  du  corde. 

On  coiivcilii'a  aisémonl  collo  solulioi)  i^Maphiquo  on  la  formule  anal\li(pio 

(-01)1)110. 

V,')'l.  Il  est  iiDporlan!  d'obseiver  que,  pour  ce  genre  de  solution  graphique 
des  deux  prohlènics  que  nous  venons  de  résoudre,  la  courbe  doit  être  tracée 
complètement,  de  manière  que  les  transversales  menées  la  rencontrent  en 
autant  de  points  réels  que  la  courbe  en  comporte;  c'est-à-dire,  en  autant  de 
points  réels  qu'il  serait  indicpié  par  le  degré  de  Téquation  de  la  courbe, 
oxprimée  dans  le  système  do  cordonnées  en  usaiîc. 

1  «  c 


ERRATA. 


Page  348,  ligne  16,  au  lieu  de  :  Sirigalt,  lisez  :  Siiigali. 

—  445,    —      8,        —  depuis  Simon  Jai)ob, /JSPS  ;  depuis  Simon  Jacol). 

—  495,    —      '2,  en  remontant,  au  lieude  :  urne  grande  importance,  lisez  :  une  grande  imitortance. 
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cents  for  eoch  odditional 
doy. 
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